ISTANBUL TEKNIK UNIiVERSITESI * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

BULANIK TEKIL SISTEMLERIN KARARLIGI VE EKONOMIiK
UYGULAMALARI

DOKTORA TEZI
Ugur SAHIN

Anabilim Dali : Matematik Miihendisligi

Program : Matematik Miihendisligi

Tez Danismani: Prof. Dr. Ulviye BASER

TEMMUZ 2009






ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

BULANIK TEKIL SiISTEMLERIN KARARLIGI VE EKONOMIK
UYGULAMALARI

DOKTORA TEZI
Ugur SAHIN
(509022004)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 31 Temmuz 2009
Tezin Savunuldugu Tarih : 04 Subat 2010

Tez Damsmam : Prof. Dr. Ulviye BASER (ITU)
Diger Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Miijde GUZELKAYA (iT0)
Prof. Dr. ibrahim EKSIN (iTU)
Dog. Dr. Alpaslan PARLAKCI (iBU)
Doc. Dr. Nalan ANTAR (iTU)

SUBAT 2010






ONSOZ

Bu calismaya zemin hazirlayacak fikri saglamasindan ve ayrica c¢alismanin yonii
hususunda yaptig1 katkilardan dolayr hocam Prof. Dr Ulviye Baser’e ve calismam
sirasinda yararlandigim kaynaklar1 hazirlayan biitiin bilim adamlarina bu emeklerinden
otiirii tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, tez ¢alismam boyunca destegini hep yanimda
hissettigim esime ve yetismemde fedakarliklarini hi¢ bir sekilde esirgemeyen aileme
tesekkiir ederim.

Temmuz 2009 Ugur Sahin

il






ICINDEKILER

Sayfa
ONSOZ iii
ICINDEKILER v
KISALTMALAR vii
CIZELGE LISTESI ix
SEKIL LiSTESI xi
1. GIRiS 1
1.1 Gecikmeli Tekil Sistemler ve Gecikmeli T-S Bulanik Tekil Sistemler................... 3
1.2 Yapilan CaliSmalar ..........c.ccccuiiiiiiieiiieciee ettt sveeere e e sbeeeneaeeenns 4
1.3 T@ZIN IGOIIZI...uvvveeeeeeeeeee et s e snas 5
| L0 72 ) ) o DRSPS 6
2. BULANIK KUMELER VE BULANIK MODELLEME.............. 7
2.1 Bulanik KUmMELET.......cccueiiiiiieiiieeiie ettt e e tve e eta e e eavee e 7
2.1.1 Bulanik kiimeler {izerinde islemler .............cccoovieeiiieiiiieiieeeeeeee e, 8
2.1.2 Bulanik kiimelerin diger 0zelliKIeri..........c.cccverieriieriienieeieeiecee e 11
2.2 Bulanik Ba@Intilar.........c..oovieiieiiiiiieiieiecce ettt 14
2.3 Bulanik MOdElleIme ........cccueieiiiieiiieciieeiee ettt e e es 17
2.3.1 Mamdani Model..........cccooviiiiiiiieiiieciie ettt 18
2.3 2 T-SIMOACL ..ttt ettt e aeeeraeeaaaens 19
2.4 Bulanik Modellerin Dizayni .........ccceevuieriiiriiriiieiierieeeeere e 20
3. KARARLILIK ANALIiZi 25
3.1 Kararlilik ve Kararlilik Analizi............cccoeeeiiiieiiiiiiie e 25
3.2 Tekil Sistemlerde KararliliK ...........cccoooeiiioiiiiiiiieciecee e 26
3.3 Bulanik Tekil Sistemlerde Kararltlik..............ccoooeeiiiiiiiiiciieieeeie e, 27
3.4 DME-Dogrusal Matris ESitSiZIIKIEIT.......cccovuiiviienieriiiiiecieeieeieeee e 28
4. GECIKMELI TEKIL SISTEMLERDE KARARLILIK PROBLEMI................ 31
4.1 Problem TantmMl........ccccviieiiiieiiieeieeeiieeeiee et e eiee e e eereeereeeseseeeeseessnseessseesnsnas 31
4.2 Gecikmeye Bagli Giirbiiz Kararlilik Ve Gilirbiliz Kararlilagtirma...............cc.......... 33
4.3 SaY1S] OINEKIET .......ovvveeeeeeeeeeeeeeeeeee et 41
5. GECIKMELI BULANIK TEKIiL SISTEMLERIN KARARLIGL........cccceceevnne. 49
5.1 Problemin Taniml.........cccviieiiiiiieieiee ettt e et eeere e st e e sereeesaeesnneeenes 49
5.2 Gecikmesi Zamanla Degisen Bulanik Tekil Sistemlerde Gecikmeye Bagl Giirbiiz
Kararlilik ve Giirbiiz Kararllastirma............cccoooeeiiiiiiiiiieic e 53
5.3 SAY1SAl OINEKIET ... 61
6. GARANTILI MALIYET KONTROLU..... 69
6.1 Problemin TanimI.........cooiiieiieiiieieiee et eetee et eeteeeeteeeetteeeveeeeaveeeetaeeereeenes 69
6.2 SAY1SA] OTNEKIET ...ttt 74
7. SONUCLAR 77
KAYNAKLAR 79
EKLER....iiiiiiiiiiiiiiiiiteieeieeiateatensessesscassensessessssssnsansensensensssnsenssnnsns 87
(077 6117 | 1S 91



vi



KISALTMALAR

DME : Dogrusal Matris Esitsizligi

BM : Bulanik Modelleme

BCS : Bulanik Cikarim Sistemi

T-S : Takagi-Sugeno

LKF : Lyapunov Krasovskii Fonksiyoneli
PDD : Paralel dagitilmis dengeleme

vii



viii



CIZELGE LISTESI

Cizelge 4.1 :
Cizelge 4.2 :
Cizelge 4.3 :
Cizelge 4.4 :
Cizelge 4.5 :
Cizelge 5.1 :
Cizelge 5.2 :

Cizelge 5.3 :
Cizelge 6.1 :

Sayfa

1. Ornekte verilen sistem icin maksimum gecikme...................... 40
karsilastirma tablosu

2. Ornek te verilen sistem i¢gin maksimum gecikme..................... 41
karsilagtirma tablosu

3. Ornek te verilen sistem igin maksimum gecikme..................... 41
karsilagtirma tablosu

4. Ornek te verilen sistem i¢in maksimum gecikme..................... 42
karsilastirma tablosu

5. Ornek te verilen sistem icin maksimum gecikme..................... 43
karsilastirma tablosu

Ornek 11¢in G deBeri........ovvuuineiie e, 59

Ornek 2 igin G deferleri.........cocuiuiiiie i 60

Ornek 3 igin G degerleri.. ... ......oovueiiiieiiiiiiiee e 60

J, 1¢in performans tablosu...................oo 65

X






SEKIL LiSTESI

Sekil 2.1 : 3’e yakin sayilar kiimesinin bulanik ve klasik kiimeler ile gosterimi...... 8
Sekil 2.2 : A ve B bulanik kiimelerinin a) Birlesim , b) Kesisim c) A tiimleyen.....10
kiimelerinin tiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla gdsterimi

Sekil 2.3 : Bulanik alt kiime kavraminin gésterimi (ACB)................cooiini 11
Sekil 2.4 :XcR gercel sayilar kiimesi olmasi halinde farkli a degerlerine........... 13
kars1 gelen o-kesim kiimeleri

Sekil 2.5 :A bulanik kiimesi ve A nin dayanak, 6z ve sinir kiimeleri................. 14

Sekil 2.6 : Konveks olmayan normal bulanik A kiimesinin {liyelik fonksiyonu...... 14

Sekil 2.7 : Bulanik ¢ikarim mekanizmasi.................ooooiiiiiiiiii 18
Sekil 2.8 : Mamdani tarzi bulanik ¢ikarim sistemi..................cooceviiiiiina... 19
Sekil 2.9 : T-S tarz1 Bulanik ¢ikarim sistemi..............cooceviiiiiiiiiii e, 20
Sekil 2.10 : Dogrusal olmayan terimlere ait alt ve iist sinir gosterimleri.............. 22
Sekil 2.11 : Bulanik sisteme ait iiyelik fonksiyonlart.........................ocoiii. 22
Sekil 4.1 : Ornek 1 deki sisteme ait simulasyon sonuglart................................ 44
Sekil 4.2 : Ornek 3 deki sisteme ait simulasyon sonuglari............................... 46
Sekil 4.3 : Ornek 4 deki sisteme ait simulasyon sonuglart.....................cc........ 48
Sekil 4.4 : Ornek 6 deki sisteme ait simulasyon sonuglart.................... ........... 50
Sekil 5.1 : Ornek 1 deki sisteme ait simulasyon sonuglart..................cccoo....... 64
Sekil 5.2 : Ornek 2 deki sisteme ait simulasyon sonuglart..................cccce.one... 66
Sekil 5.3 : Ornek 3 deki sisteme ait simulasyon sonuglart..................c............ 68
Sekil 5.4 : Ornek 4 deki sisteme ait simulasyon sonuglart..................cc........... 70

X1



Xii



BULANIK TEKIL SISTEMLERIN KARARLILIGI VE EKONOMIK
UYGULAMALARI

OZET

Sistem modelleme miihendislik ve diger alanlarda oldukca dnemli yer tutan bir konudur.
Geleneksel matematiksel modelleme yontemlerinin baslica eksiklikleri dogrusal
olmayan durumlarda ve yeterli veya kesin bilginin olmadig1 belirsiz olgularla
karsilasildiginda yetersiz kalmalaridir. S6zii edilen problemleri ¢ozebilmek i¢in 6nerilen
bulanik modelleme yontemleri ise belirsiz bilgiyi ifade etmede oldukga basarili araglar
sunan ve hesaplama diizeyinde ise ¢ok genis bir sinif iizerinde dogrusal olmayan
sistemlere istenilen dogruluk diizeyinde yaklagimlar saglayan esnek matematiksel
araglardir. Diger taraftan, fiziksel ya da miihendislik siire¢lerinin bir ¢cogunda genellikle
sistemlerin o andaki durumlarina bagl oldugu kadar iletim, tasima durumu ve hesaplama
zamani gibi problemlerden 6tiirii gegmise bagli durumlarini da g6z onilinde bulundurmak
gerekmektedir. Gecikme, incelenen sisteme gore sabit veya zaman degiskenli olabilir ve
sistem analizi, kontrolor dizayni gibi konular1 daha karmasik hale getirmektedir.
Herhangi bir dinamik sistemde zaman gecikmesinin varligi sistemde kararsizlik ve
performans diisiikliigiine yol acabilir. Bu yiizden bu tip sistemlerin kararlilik ve
performans analizleri teorik ve pratik acidan dnem kazanmistir. Tekil sistemler daha
genel bir yapida olduklarindan otiirii fiziksel sistemleri normal sistemlere gore daha iyi
tanimlama kapasitesine sahiptirler. Temsil ettigi sistemin davranisini hem tiirevli hem de
cebirsel bir denklem yardimiyla tanimlayan dinamik sistemlere tekil sistemler denir.

Biitiin bu bahsedilen durumlar igeren, yani zaman gecikmesi, tekillik ve belirsizlik gibi
durumlara sahip sistemin kontrolii ve kararliligmin incelenmesi problemi sistemin
dizayn1 ve analizi agisindan 6nemli bir yer tutmaktadir. Ciinkii kararli olmayan bir
sistem kullanissiz oldugu kadar ayni zamanda tehlikelidir. Literatiirde bu durumlarin
hepsini birden kapsayan calismalar oldukg¢a sinirlidir. Gecikmesi zamana bagli bulanik
tekil bir sistemin kararliligini1 gecikmeye bagli olarak inceleyen ¢aligmalar ise oldukga
yetersiz sayida olup bu yonde daha fazla iyilestirmelerin yapilabilecegini gostermektedir.

Bu durumlar g6z oniinii alinarak, bu tez ¢aligmasinda gecikmesi zamanla degisen tekil
bir sistemin ve yine gecikmesi zamanla degisen Takagi-Sugeno (T-S) tipi bulanik tekil
bir modelle temsil edilen bir sistemin kararlilik ve kararlilastirma kosullar1 tekil
sistemler i¢in uygun olan bir Lyapunov Krasovskii fonksiyoneli tanimlanarak gecikmeye
bagl olarak yapilan ¢alismalardan daha yiiksek bir gecikme sinir1 elde edecek sekilde
gelistirilmistir. Bulanik tekil sistemin kararlilastirmasi i¢in paralel dagitilmis dengeleyici
(PDD) yontemi kullanilarak durum geribeslemeli denetim kurali tanimlanmistr. Yine
sistem kontrol parametreli belirsizlik icermesi durumunda giirbiiz kararlilik ve giirbiiz
kararlilagtirma problemleri hem tekil sistemler hem de bulanik tekil sistemler igin ortaya
konmustur. Biitiin sonuglar Dogrusal Matris Esitsizligi (DME) yardimiyla sunulmustur.

Gecikmeli sistemler i¢in kararlilik problemi gecikmeden bagimsiz veya gecikmeye bagl
olarak iki ag¢idan incelenmektedir. Gecikmeden bagimsiz sonuglar biitiin gecikme
degerleri icin sistemi kararli kilarken, gecikmeye bagli durumlarda gecikmenin bazi
degerleri icin sistem kararli diger degerler i¢in ise kararsiz kalmaktadir. Buna ragmen
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gecikmeye bagli olan sonuglar ozellikle gecikmenin nisbeten daha kiigiik oldugu
durumlarda daha esnek bir yapidadirlar. Yapilan ¢alismada biitiin sonuglar gecikmeye
bagl olarak elde edilmis olup herhangi bir model doniisiimii ve sinirlandirma teknigi
kullanilmamugtir. Bu tiir teknikler kararlilik analizini kotii yonde etkileyen durumlar
olusturdugu i¢in tercih edilmemistir. Sistem performans: garantili maliyet hesabi
yontemiyle Olgiilerek kararlilik analizleri Takagi-Sugeno tarzi bulanik tekil sistem icin
gecikmeye bagli olarak ortaya konmustur.

Calisma yedi boliimden olusmaktadir. Birinci bolim konuyla ilgili tanitict bilgilerle
birlikte daha 6nce yapilan calismalar1 6zetlemektedir. Ikinci boliim bulanik kiime teorisi
ve bulanik modelleme ile ilgili ¢alismada kullanilacak olan bilgileri sunmaktadir.
Uciincii béliimde ise tekil ve bulanik tekil sistemlerde kararlilik ve kararlilastirma
problemi tanitilmaya c¢alisilacaktir. Gecikmesi zamana bagh tekil sistemlere ait kararlilik
ve durum geri beslemeli kararlilastirma problemi dordiincii boliimde ele alinmistir. Ayni
sekilde Takagi-Sugeno tarzi gecikmesi zamana bagli bulanik tekil bir sistemin kararlilik
ve kararlilastirma analizi besinci boliimde ve garantili maliyet kontroliine iliskin
inceleme ise altinct bolimde yer almaktadir. Son bdliim ise sonuglarin tartisildigi
degerlendirme boliimiidiir.

Ortaya konulan biitlin sonuglar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bagh
olarak Dogrusal Matris Esitsizlikleri ile ifade edilmistir. Sisteme ait kararlilik ¢oziimleri
DME arag¢ kutusu bulunan Matlab gibi programlarda kolaylikla bulunabilir. Her bolimde
elde edilen teorik sonuglar drneklendirilerek yapilan ¢aligmalarla karsilastirmali olarak
sunulmustur. Elde edilen sonuglar varolan c¢aligmalarla karsilastirildiginda gelistirilen
yontemin digerlerinden daha iyi gecikme sonuglariyla sistemin kararliligini sagladigini
s0ylemek miimkiindjir.
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STABILITY OF FUZZY DESCRIPTOR SYSTEM AND ECONOMICAL
APPLICATION

SUMMARY

Developing mathematicel models of real systems is a central topic in many disciplines of
engineering and science. Traditional mathematical modelling techniques aren’t be able to
cope with systems sufficiently which have problems due to nonlinearities and lack of
precise knowledge about these systems. On the other hand, fuzzy models can be seen as
logical models and allows the use of information expressed in the imprecise form. At the
computation level, fuzzy models can be regarded as flexible mathematical structures that
can approximate a large class of complex nonlinear systems to a desired degree of
accuracy. In modelling of physical and engineering processes it is often necessary to take
into account also the presence of time-delays due to transmission and transport
phenomena or even due to computation time. The presence of delays makes system
analysis and control design much more complicated and generally regarded as a main
source of instability and poor performance. This allows the implementation of more
sophisticated and effective control strategies. Descriptor systems describe physical
systems better than regular ones. Descriptor systems are also referred to as singular
systems, implicit systems, generalized state space systems, differential-algebraic
systems, or semistate systems whose behaviors are described by both diferential
equations (or diference equations) and algebraic equations. Such systems can preserve
the structure of practical systems and have extensive applications in power systems,
robotic systems and networks.

In this study, the stability and the stabilization conditions of the fuzzy and nonfuzzy
descriptor system with time varying delay are obtained by defining suitable Lyapunov
Krasovskii Functional and a delay dependent stability criterion is given in such a way
which is better than the previous results in the literature. The considered problem is to
design a state feedback controller such that the closed-loop system is robustly stable. To
stabilize the fuzzy descriptor system, a state feedback controller rule is defined by using
Parallel Distributed Compensation (PDC) method. In the case of having uncertainty
parameters, robust stability and robust stabilization problems are solved for fuzzy and
nonfuzzy case. All of the results are presented in terms of Linear Matrix Inequality
(LMI) form.

The stability issue of the delay systems can be classified into two types: delay-
independent stabilization and delay dependent stabilization. While the delay-independent
stabilization result stabilizes the studied system for all delay values, in the delay-
dependent case the delay has an upper bound. However, in general, the delay-
independent case is more conservative than the delay-dependent case, especially when
the time delay is comparatively small. In this thesis, all the developed results are
obtained as a delay-dependent type and they can also be reduced to the delay
independent case. An improved delay-dependent sufficient condition for the existence of
a state feedback controller guaranteeing that the closed-loop dynamics is regular,
impulse free and stable is proposed without using model transformation and any
bounding techniques. These techniques are not preferred here because they cause a more
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conservative result on the upper bound of delay. Besides that the guaranteed cost
analysis is performed and stability conditions for T-S type fuzzy descriptor system are
developed based on the delay-dependent stability approach.

This thesis is organized as follows; Section I gives the preliminaries and the problem
formulation. A summary that belongs to other studies in the literature is also given in this
section. Section II explains the basics of the fuzzy set theory and the fuzzy modelling
principle. Section III establishes the stability analysis of the fuzzy and the non-fuzzy
descriptor systems. Section IV presents the stability and the stabilization results for the
considered nonfuzzy descriptor systems with time varying delay. The stability analysis
of the fuzzy case is introduced in Section V and guaranteed cost issue is investigated in
Section VI. Finally, the evaluation of the thesis is argued in Section VII.

All the developed results are in the LMI framework which makes them interesting since
the solutions are easily obtained using existing powerful tools like the LMI toolbox of
Matlab or any equivalent tool. Numerical examples are solved to show the usefulness
and validness of the theoretical results and compared with other studies in the literature.
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1. GIiRiS

Sistem modelleme miihendislik ve diger alanlarda oldukc¢a 6nemli yer tutan bir konudur.
Geleneksel sistem modelleme yontemleri sistemi belirleyen niceliklerin kesin ve tam bir
sekilde tanimlanmasma baghi matematiksel araclar iizerine kurulmustur. Ornegin
diferansiyel denklemler, cebirsel veya fark denklemleri bunlardan bazilaridir. Ayrica,
modelin pratik diizeyde kullanilabilir olmasi i¢in ¢ok karmasik olmamasi ve sistemi
yeterince temsil edemeyecek kadar da c¢ok basit olmamasi gerekir. Geleneksel
matematiksel modelleme yontemlerinin baslica eksiklikleri dogrusal olmayan durumlari

ve yeterli veya kesin bilginin olmadig1 belirsiz olgular1 ¢6zmede yetersiz kalmalaridir.

Sozii edilen problemler i¢in Onerilen ve Zadeh’in 1965 te [1] yapilan bulanik kiime
teorisi ¢aligmasina dayali bulanik modelleme yontemi ise belirsiz bilgiyi ifade etmede
oldukca bagarili araglar sunar. Bulanik modeller sistemi belirleyen degiskenler arasinda

2

niteliksel baglar kurabilmek i¢in “Eger..ise..” tarzi kural tabanlari kurmak yoluyla
gerceklestirilir. Bu yap1 dogal dilde var olan ifade tarzlari i¢indeki bilginin kullanimina
olanak verdigi gibi modelin analiz ve yorumlanmasina agiklik kazandirir. Dogrusal
olmayan siirecler dogrusal alt siireclere ayrilarak kurallar i¢inde degerlendirilir.
Hesaplama diizeyinde ise ¢ok genis bir smif iizerinde dogrusal olmayan sistemlere

istenilen dogruluk diizeyinde yaklasimlar saglayan esnek matematiksel araglardir[2, 3].

Diger taraftan, fiziksel ya da miihendislik siireglerinin bir cogu genellikle sistemlerin o
andaki durumlarina bagh oldugu kadar iletim, tagima durumu ve hesaplama zaman1 gibi
problemlerden otliri ge¢mise bagli durumlarmi da g6z Oniinde bulundurmak
gerekmektedir. Dis etkenlere bagli olan sistemler ise anlik cevap veremezler ve yine
bunun gibi biyolojik siire¢lerde de sistemin gelecek durumu ile ge¢mis durumunun
birbirinden bagimsizligi kabiiliinii yaparak sadece sistemin su anki durumu iizerinden
degerlendirme yapilmasi yetersizdir. Boylesi durumlarda gecikme zamani dedigimiz
durum ortaya ¢ikar ve bu sistemler zaman gecikmeli sistemler olarak adlandirilirlar.
Zaman gecikmeli sistemlere ornek olarak iletisim aglari, 1s1 doniistiiriictileri, sayisal
hesaplama gerektiren bilgasayar kontrollii sistemler, biyolojik sistemler, yapay aglar,
kimyasal reaktorler verilebilir. Gecikme incelenen sisteme gore sabit veya zaman

degiskenli olabilir ve sistem analizi, kontrolor dizayni gibi konular1 daha karmasik hale



getirirler. Herhangi bir dinamik sistemde zaman gecikmesinin varligi sistemde
kararsizlik ve performans disiikliigline yol acabilir. Bu yiizden bu tip sistemlerin

kararlilik ve performans analizleri teorik ve pratik acidan 6nem kazanmistir[4-6].

Tekil sistemler ise fiziksel sistemleri normal sistemlere gore daha iyi tanimlama
kapasitesine sahiptirler. Sistemlerin yapisini koruyan tekil sistemlerin gii¢ sistemleri,
robotik, aglar, devreler, ekonomi gibi degisik alanlarda genis uygulama alanlar1 vardir.
Temsil ettigi sistemin davranigini hem tiirevli hem de cebirsel bir denklem yardimiyla
tanimlayan dinamik sistemlere tekil sistemler denir. Tekil sistemler kapali sistemler,
genellestirilmis normal sistemler, tiirevli cebirsel denklemler veya yar1 durum sistemleri
olarak da adlandirilmaktadirlar. Normal sistemler iizerine yapilmis bir ¢ok ¢alisma tekil

sistemler iizerine de genisletilmistir [7, 8].

Biitlin bu bahsedilen durumlari igeren, yani zaman gecikmesi, tekillik ve belirsizlik gibi
durumlara sahip sistemin kontrolii ve kararliliginin incelenmesi problemi sistemin
dizayn1 ve analizi agisindan 6nemli bir yer tutmaktadir. Ciinkii kararli olmayan bir

sistem kullanigsiz oldugu kadar ayn1 zamanda tehlikelidir.

Bu durumlar g6z oniine alinarak, bu tez ¢alismasinda gecikmesi zamanla degisen tekil
bir sitemin ve yine gecikmesi zamanla degisen Takagi-Sugeno (T-S) tipi bulanik tekil bir
modelle temsil edilen bir sistemin kararlilik ve kararlilastirma kosullar tekil sistemler
icin uygun olan bir Lyapunov Krasovskii fonksiyoneli tanimlanarak gecikmeye bagh
olarak yapilan caligmalardan daha yiiksek bir gecikme simir1 elde edecek sekilde
gelistirilmistir. Bulanik tekil sistemin kararlilagtirmasi igin paralel dagitilmis dengeleyici
(PDD) yontemi kullanilarak durum geribeslemeli denetim kurali tanimlanmistr. Yine
sistem kontrol parametreli belirsizlik icermesi durumunda giirbiiz kararlilik ve giirbiiz
kararlilastirma problemleri hem tekil sistemler hem de bulanik tekil sistemler i¢in ortaya

konmustur. Biitiin sonuclar Dogrusal Matris Esitsizligi (DME) yardimiyla sunulmustur.

Gecikmeli sistemler i¢in kararlilik problemi gecikmeden bagimsiz veya gecikmeye bagl
olarak iki a¢idan incelenmektedir. Gecikmeden bagimsiz sonuglar biitiin gecikme
degerleri icin sistemi kararli kilarken, gecikmeye bagli durumlarda gecikmenin bazi
degerleri i¢in sistem kararli diger degerleri i¢in ise kararsiz kalmaktadir. Yapilan
calismada biitiin sonuglar gecikmeye bagli olarak elde edilmis olup ¢alismaya 6zgiin
olarak herhangi bir model doniisiimii ve smirlandirma teknigi kullanilmamistir. Bu tiir
teknikler kararlilik analizini kotii yonde etkileyen durumlar olusturdugu igin tercih

edilmemistir. Bunlarin yani sira, sistem performansi garantili maliyet hesab1 yontemiyle



Olgiilerek kararlilik analizleri Takagi-Sugeno tarzi bulanik tekil sistem i¢in gecikmeye

bagl olarak ortaya konmustur.

1.1 Gecikmeli Tekil Sistemler ve Gecikmeli T-S Bulanik Tekil Sistemler

x(t) € R" durum vektori, u(t) € R™ giris kontrol vektorti olmak tizere;

(S) @ Ex(t) = Ax(t)+ A,x(t — o (t)) + Bu(t)

_ (1.1)
x(t)=¢(t), te[-0,0]

seklinde tanimlanan sisteme gecikmeli tekil sistemler denir. Burada EeR™ tekil ve

A, A,, B uygun boyutlu sabit sistem matrisleridir ve gecikme fonksiyonu o (¢);

0<o(f)<o and &(f)<n<l
sartlarini saglar.

Dogrusal olmayan gecikmesi zamana bagli bir sistem T-S tipi bulanik bir model

yardimiyla asagidaki gibi temsil edilebilir.
(2) :Kurali:
Eger6(t) M, ve..ve 6,(t) M,
E Ex(t) =Ax(t)+ A,x(t —o(t)) + Bu(?)
(O =¢(0), 1€[-0,0]

(1.2)

Burada ieS ={1,2,. . .,r} olmak tizere r kural sayisini, M, bulanik kiimeleri,
6,(2),6,(1),.....,0,(t)  onciillere  ait  degiskenleri,x(r) € R"  durum  vektdriini,
u(t)e R" giris  vektoriinii  gostermektedir. Yine, burada E eR™ tekil ve

A, A, , B,uygun boyutlu sabit sistem matrisleridir. Durum gecikmesi olarak alinan o (¢)

asagidaki kosullar1 saglayan zamana bagli tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

0<o(f)<o ve 6()<n<l (1.3)

Boyle sistemlere gecikmeli bulanik tekil sistemler denir.



1.2 Yapilan Calismalar

Gecikmeli tekil sistemlerin kararlilig1 incelemeleri iki yonlii olarak siirmektedir. Yapilan
calismalardaki sonuglar gecikmeye bagli ve gecikmeden bagimsiz olarak ortaya
konmaktadir. Gecikmeye bagli olmayan kararlilik c¢alismalarinda gecikme zamaninin
biitiin degerleri icin kararlilik kosullar1 saglansa dahi kararlilik sartlar1 gecikmeye bagl
olan caligmalardan daha korumaci bir durum olusturmaktadirlar. Bu durum sistem

analizi agisindan istenmeyen bir konudur.

Tekil sistemlerin kararliliginin incelenmesi problemi ise  kararlilik analizinin yani sira
regiilerlik ve etkiden bagimsizlik 6zelliklerinin de incelenmesini gerektirdiginden normal
sistemlere gore daha karmasik bir yapidadir. Lyapunov anlaminda kararlilik incelemesi
icin gelistirilen teknikler ve kararlilik kosullarinin Dogrusal Matris Esitsizlikleri (DME)
ile incelenmesi kararlilik konusunda hem tekil hem de normal sistemler i¢in oldukca
genis uygulama alani olusturmustur. 80 ve 90 I1 yillarda tekil olmayan sistemlerdeki bir

cok kavram ve yap1 tekil sistemler icin de genisletilme olanagi bulmustur [7-11].

Gecikmeli tekil sistemlerin kararlilig1 gecikmeden bagimsiz olarak gecikme sabit oldugu
durumda incelenmistir [10, 12]. Gecikmeye bagl ve sabit gecikmeli tekil bir sistemin
kararlilik problemi i¢in yeter kosullar DMEFE’ler ile [13, 14, 16, 21] ¢alismalarinda

verilmistir.

Sistemin kontrol girdisi ile kararli hale getirilmesi problemi kararlilagtirma problemi
olarak adlandirilir. Kontrol girdisi durum vektoriine bagl oldugu durumda durum geri
beslemeli kontrol problemi ortaya ¢ikar. Sabit gecikmeli tekil sistemlerde gecikmeden
bagimsiz olarak durum geri beslemeli kontrol problemi [10, 12]’de, gecikmeye bagl

olarak ise [15, 19, 23, 17, 21]* de ele alimmustir.

Sabit gecikmeli tekil sistemler i¢in gecikmeden bagimsiz giirbiiz kararlilik kosullar [21,
22,10, 12] de, gecikmeye bagh olarak ise [19, 23, 17, 18] de verilmistir.

Bulanik tekil sistemler i¢in kararlilik caligmalarmin temelleri [24, 25] ‘de verilen
tanimlar ile atilmistir. Bu ¢aligmalarda T-S tipi bulanik tekil bir sistemin tanimi verilerek
kararlilik ve kararlilagtirma problemleri i¢in yeter kosullar iiretilmistir. Sonrasinda,

gecikmesiz sistemler i¢in gilirbiiz kararlilik ve H_ problemleri, sirasiyla [26, 27]’de

verilmistir.



Durum gecikmeli bulanik tekil sistemlerin kararliligi [28, 29 ve 33]’te incelenmistir. Bu
tip sistemlerde gecikmeye bagli yeter kosullar ise [31, 34] deki ¢aligmalarla 2009 yilinda

verilmistir.

Durum geri beslemeli kontrolor tasarimi gecikmesi sabit olmayan bulanik bir tekil
sistem icin gecikmeden bagimsiz olarak [32, 28, 30, 33]’te, gecikmeye bagl olarak ise

[29, 34] de incelenmistir.

Belirsiz parametreler iceren sistemler i¢in giirbiiz kararlilik problemi yine gecikmeden
bagimsiz olarak [32, 29, 30] ile, gecikmeye bagl yeter kosullar ise [31] ile verilmistir.
[60, 61, 62] de tekil olmayan gecikmeli sistemler i¢in yapilan ¢alismalar i¢indedir.

1.3 Tezin icerigi

Bu tez ¢alismasinda hem bulanik olmayan tekil sistemler hem de bulanik tekil sistemler
icin gecikme zamanla degisen yapida alinmis ve biitliin sonuglar durum gecikmesine ve
gecikmenin tiirevinin st sinirma bagl olarak elde edilmistir. Ayrica her sistem i¢in
durum geri beslemeli kontrolér ve giirbliz kontrolor tasarimlart gergeklestirilerek
kararlilik kosullar1 DME’ler cinsinden verilmistir. Elde edilen sonuclarin daha once

yapilan ¢aligmalardan farki agagida belirtilmistir.

Bulanik olmayan tekil sistemler i¢in inceledigimiz biitliin sonuglar gecikmesi sabit olan
caligsmalar olup gecikmesi zamanla degisen bir ¢alismaya rastlanilamamistir. Bu tez
caligmasinda ise gecikme zamanla degisen yapida alinmistir. Gecikme fonksiyonunun

o(t) = o olarak degistirilmesi durumunda gecikmesi sabit olan bir sisteme indirgenmis

olur. [10, 12] de verilen sonuglar gecikmeden bagimsizdir. Gecikmeden bagimsiz olan
kararlilik kosullar1 gecikmeye bagimli olanlara goére daha kisith bir yapidadir ve
esnekligi daha az sonuglar verirler. Bu durum dordiincii boliimde gecikmeden bagimsiz
olan yapilar i¢in kararlilifini saglayamayan fakat gecikmeye bagimli durumlarda

¢Oziilebilen bir sistem ile 6rneklendirilmistir.

[13] numarali ¢alismanin sonuglar1 gecikmeye bagli olmakla birlikte giirbiiz kararlilik
kosullar1 incelenmemis ve DME sayisin1 artiracak ek kosullar tiiretilmistir. [16, 19]
numarali ¢aligmalar da yine gecikmeye bagli sonuglar olmakla birlikte gecikmesi sabit
olan sistemler igin kararlilik kosullar1 gelistirmislerdir. [19] numarali calismada
genigletilmis sistem matrislerinin kullanilmas1 ¢6ziimlerin esnekligini azaltan bir
yapidadir. Yine [13] numarali ¢aligmada oldugu gibi ek kosullar DME sayisini

artirmakla birlikte kullanilan sinirlandirma teknigi sonuglar gecikmeden bagimsiz



olmasina ragmen sistemin esnekligi lizerinde ikinci bir sinirlandirma olusturmaktadir.
[16] numarali calisma kararlilastirma icin herhangi bir sonu¢ vermemistir. Tekil
sistemler i¢in ortaya konulan dordiincii boliimdeki sonuglar da ise herhangi bir model
doniisiimii ve smirlandirma tekniginin kullanilmamasi ve bunlardan dogacak olan ek
kosullarin bulunmamas: esnekligi artirict yonde olan durumlardir ve bdliim sonunda
ortaya konan karsilastirmali 6rnekler bu durumu agik¢a ortaya koymaktadir. Fakat
burada gelistirilen DME yapis1 dordiincli boliimde verilen DME yapisiyla oldukca
benzer olmasina ragmen Ornek sistemler iizerinde iki ¢oziim arasinda farkliliklar

goriilmektedir.

Bulanik tekil sistemler {izerine yapilan ¢aligmalar igerisinde son zamanlarda yapilan [31,
34] disinda kalan diger biitiin ¢aligmalar kararlilik kosullarini gecikmeden bagimsiz
olarak gelistirmis olmalarinin yaninda sabit olmayan zamana baghi gecikme tiirii
lizerinde calismiglardir. Bu ¢alismalarin her ikisinde de model doniisiimii kullanilarak
sistemin gecikme esnekligi sinirlandirilmis ve yine smirlandirma tekniklerinin
kullanilmas1 ek kosullar getirerek DME yiikiinii artiran sonuglar ortaya cikarmistir.
Besinci bolimde gecikmeli bulanik tekil sistemler i¢in elde edilen sonuglar ise model
doniigiimii ve smirlandirma tekniklerinden bagimsiz olarak elde edilmislerdir. B6liim

sonundaki 6rneklerden yapilan ¢alismalarla aralarindaki farklar gézlenebilir.

Altincr boliimde yapilan garantili maliyet analizi gecikmeye baglh olarak elde edilen
sonuglarla birlikte gecikmesi zamana baglh bulanik bir tekil sistem igin gelistirilmistir.
[31]’nolu ¢alisma disinda bu konuda heniiz ortaya konmus bir sonuca rastlanilmamastir.
Bu béliimde yapilan performans analizinin garantili maliyet kontrolor tasarimi igin [31]
numarali ¢alismadan daha iyi bir alternatif olusturdugunu garantili maliyet degerinin {ist

smir1 olan J, i¢in bulunan degerden gozlemlemek miimkiindiir.

1.4 Notasyon

R", n boyutlu dogrusal vektér uzaymi, R™™ ise nxm boyutlu ger¢el matrislerin
kiimesini gostermektedir. Herhangi bir V' matrisi i¢cin V' > 0 ile pozitif belirlilik, V' <0
ise negatif belirlilik ifade etmektedir. Matrisler biiyiikk harflerle gosterilirken vektor ve

skalerler ise kii¢iik harflerle gdsterilmistir. 7 ve—1 sirasiyla bir matrisin transpozunu ve

tersini gosteren sembollerdir. “*” ise herhangi bir 4€ R™ matrisinde simetrik

pozisyondaki transpozu alinmis elemanlar1 gostermektedir.



2. BULANIK KUMELER VE BULANIK MODELLEME

2.1 Bulanik Kiimeler

Klasik kiime yaklasimina gore istedigimiz ozellige sahip olan bir birey, eleman veya
calisma alani igerisindeki Ol¢iimler, tanimlanan kiimeye ya aittirler veya degildirler. Bu
tir kiimeleri ifade etmek i¢in ©6zel bir fonksiyon tanimlanabilir ve bu fonksiyona
karakteristik fonksiyon denilir. Karakteristik fonksiyon her bir elemana 1 ve 0
degerlerinden birini iiyelik durumuna gore atayarak, evrensel kiime iizerinde tanimlanan

ve bizim ilgilendigimiz 6zellige sahip olan elemanlarin olusturdugu kiimeyi belirler.

Ornegin; X evrensel kiimesi iizerinde belirli bir 6zelligi tasiyan elemanlar1 ayirarak

olusturdugumuz A kiimesini;

1 , xeA
vx € X, ya(x)= 2.1)
0 , xgA

karakteristik fonksiyon yardimiyla ifade edebiliriz. Fonksiyon A kiimesine ait
elemanlara 1 degerini, ait olmayan elemanlara ise 0 degerini atamaktadir. Fonksiyondan
da gorildiigi iizere, klasik kiimelerde bir eleman igin tiyelikten {iye olmamaya gegis ¢cok
kesindir ve iyi tamimlanmistir. Fakat, bulanik kiimeleri iceren bir evrensel kiime
icerisindeki elemanlarin {yelik gecisi derecelidir. Elemanlarin kiimeye ait olma
derecelerinden bahsetmek sozkonusudur. Bundan dolayi elemanin bu kiimeye aitligi,
belirsizligi Olgmeye yarayan bir fonksiyonla tanimlanir. Bu fonksiyona {iyelik
fonksiyonu ve bu fonksiyonun olusturdugu kiimeye, bulanik kiime denir. Sekil 2.1 “3’e
yakin sayilar” gibi muglak bir kavramimn bulanik ve normal kiimeler {izerinden

yorumlanisini vermektedir.



Tanim 2.1: X bos olmayan klasik anlamda bir kiime olsun. X’deki bir bulanik A kiimesi

V xeXigin; pa: X—»  [0,1] 2.2)

fonksiyonu ile verilir.

(a) (b)
Sekil 2.1 : 3’e yakin sayilar kiimesinin (a) bulanik ve (b) klasik kiimeler ile
gosterimi.

2.1.1 Bulanik kiimeler iizerinde islemler

Klasik kiimeler iizerinde tanimlanan {i¢ temel islem olan tiimleyen alma, birlesim ve
kesisim iglemlerinin bulanik kiimeler iizerine genisletilmesini birden fazla yolla yapmak
miimkiindiir. Uygulama alanmin getirdigi  Ozelliklere gore yeni islemlerin
tanimlanabilmesi kapasitesi, bulanik kiimeleri klasik kiimelerden ayirteden Onemli
noktalardan biridir. Fakat, genelde standart bulanik kiime islemleri olarak adlandirilan

0zel bir genisletme islemi, bulanik kiime teorisinde daha ayricalikli bir yer tutar.

X kiimesi tizerinde A, B ve C bulanik kiimeleri verilmis olsun. V x €X igin tiimleyen,

birlesme ve kesigme islemleri standart olarak asagidaki gibi veriliriler.
Tanmm 2.2: X kiimesi iizerinde tanimli normal bulanik A kiimesinin iiyelik fonksiyonu
yardimuyla;

VxeX, -A®X)=1- A®X) 2.3)

verilen yeni iiyelik fonksiyonuna A bulanik kiimesinin tiimleyeni denir.

Tammm: 2.3: X kiimesi {lizerinde tanimli normal bulanik A ve B kiimesi i¢in standart

birlesme ve kesisme islemleri sirasiyla



V x €X, (AnB)(x) = min[A(x), B(x)] = A(x) A B(x) 24)
V x €X, (AUB)(x) = maks[A(x), B(x)] = A(x) v B(x) 2.5)
ile tanimlanur.

Sekil 2.2 temel islemlerin grafiksel gosterimini vermektedir. Klasik kiimeler teorisinden
bildigimiz kiime islemlerinin &zellikleri bulanik kiimeler i¢in de gecerlidir. Ispatsiz
verilecek bu oOzellikler arasinda c¢elismezlik iligkisi veya Ozellikle ortanin dislanmasi
olarak adlandirilan, tiglincii sikkin olanaksizlig ilkesi bulanik kiime teorisinin en énemli
ayirt edici karakteristigini ortaya koyarlar. Bu ilkeler bulanik kiimeler icin gegerli
degildirler.

Au-A= X (2.6)

An—-A= O 2.7)

Yukarida agiklanan iki 6zellik disinda, klasik kiimeler icin gecerli olan diger 6zellikler

bulanik kiimeler i¢in de gecerlidirler.
A, B ve C, X evrensel kiimesi ilizerinde taniml1 bulanik kiimeler olmak iizere;
AUB=BUA, AnB=BNA
(AUB)UC= AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC)
ANA=A, AUA=A, —(—-A)=A
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ,
AUBNC)= (AUB)N(ALC)
—(AnB)=-AUu—-B

De’Morgan kurallari



A(x) B(x) A(X) B(x)

(a)
(b)

(©)

> X

Sekil 2.2 : A ve B bulanik kiimelerinin a) Birlesim , b) Kesisim ¢) Atiimleyen
kiimelerinin tiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla gdsterimi.

X kiimesi tizerinde tanimli biitiin bulanik kiimeleri i¢ine alan kiimeye bulanik kuvvet
kiimesi denir ve F(X) ile gosterilir. Verilen A, B € F(X) bulanik kiimeleri i¢in AcB

ozelligi ancak ve ancak

A(x)<B(x), Vx eX (2.8)

olmas1 durumunda gergeklenir. Yani, A nin B kiimesinin alt kiimesi olmasi i¢in, A’ daki
elemanlara karsi gelen biitiin liyelik derecelerinin, B’deki liyelik derecelerinden kiigiik
olmasi gerekli ve yeterlidir. Ayrica bu durum gecerli oldugunda, standart kiime islemleri

altinda;

AUB=B, AnB=A 2.9)

saglanir. Sekil 2.3 bulanik bir kiime ile alt kiime arasindaki tiyelik fonksiyonu iliskisini

gostermektedir.

Sonlu veya sayilabilir bir evrensel X kiimesinin {izerinde tanimli A bulanik kiimesinin

gosterimi sirastyla;

A:{A(x1)+A(x2)+...+A(x")} (2.10)

X X Xn

10
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Sekil 2.3 : Bulanik alt kiime kavraminin gosterimi (AcB).

A= {i M} 2.11)

i=1 i

X evreni sayillamayan sayida elemana sahipse bu durumda da;
A= { j @} 2.12)
X

seklindedir.

2.1.2 Bulanik kiimelerin diger 6zellikleri

Bu boliimde bulanik kiimeleri ilgilendiren diger basit kavramlar {izerinde durulacaktir.
Bu kavramlarin en basinda bulanik kiimelerle klasik kiimeler arasinda iliski kurmamaizi

saglayan a-kesimi ve kuvvetli a-kesimi kavrami vardir.

Tanim 2.4. X klasik kiimesi izerinde tanimli bulanik A kiimesine ait
‘A ={x|AKX)=>a},aec[0,1] (2.13)
“A={x|AX)>a} ,ae[0,1] (2.149)
kiimelerine sirasiyla o-kesim ve kuvvetli a-kesim kiimeleri denir.

Tanmm 2.5. A bulanik kimesinin farkli a-kesimlerini temsil eden bitiin o’larin

olusturdugu kiimeye A nin diizey kiimesi denir ve

A (A)={o| A(x) = a, IxeX} (2.15)

seklinde verilir.
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Tanmm 2.6. A bulanik kiimesinin dayanagi, X evrensel kiimesinin A bulanik kiimesi
icerisinde tiyelik derecesi 0 dan biiyiik biitiin elemanlarinin olusturdugu kiimedir.

Dayanak kiimesi a-kesimi yardimiyla
YA =day(A) ={ x| A(x)>0 } (2.16)
olarak da yazilir.

Tamm 2.7. X klasik kiimesi tizerinde taniml1 bulanik A kiimesine ait,

'"A=06z(A)={x|AX)=1} (2.17)

kiimesine A’nin 0zii denir. Yani A bulanik kiimesinin 6z kiimesi, iiyelik dereceleri 1’¢e
esit olan elemanlarin olusturdugu kiimedir. A icerisinde iiyelik derecesi 1’den biiyiik bir

eleman olmadigidan dolay: gosterim olarak 'A o-kesimi de segilebilir.

Sekil 2.4 : XcR gergel sayilar kiimesi olmasi halinde farkli o degerlerine karsi
gelen a-kesim kiimeleri.

Sekil 2.4 te farkli o degerlerine kars1 gelen a-kesim kiimeleri gosterilmistir.
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Tanmm 2.8. A’ nin 0 ile 1 arasinda kalan iiyelik derecelerini alan elemanlarin

olusturdugu kiimeye de A’nin sinir1 denir.

Smir(A)= { x| 0< A(x) <1} (2.18)
ile verilir.

Tamim 2.9. Uyelik derecelerinin en kiigiik iist sinirma, A’nim yiiksekligi denir ve formel

olarak

y(A) =sup A(x) (2.19)
xeX
seklinde gosterilir.

Eger A’nin yiiksekligi 1, yani y(A)=1 ise A ya normal bulanik kiime, aksi takdirde
normal olmayan bulanik kiime denir. Normallestirilmek istenilen bir bulanik kiime,
kiime igerisindeki biitiin iiyelik derecelerinin y(A) ya bolinmesiyle elde edilir. Sekil 2.5

bir normal bulanik kiimenin bu kisimlarimi gostermektedir.

A(x)
A
|
Dayanak
. ™ S
0
a b X ¢ d x
—re————r—>
Oz
Sinir Sinir

Sekil 2.5 : A bulanik kiimesi ve A nin dayanak, 6z ve sinir kiimeleri.
Bulanik kiimelerin konvekslik sart1 asagidaki esitsizlikle belirlenir;
Tammm 2.10. V x5, X, € X ve A € [0,1] olmak tizere X iizerinde tanimli A bulanik
kiimesinin elemanlari
A(AX1H(1-A)X2)> min(A(X),A(X2)) (2.20)

esitsizligini sagliyorsa bu durumda A bulanik kiimesine konvekstir denir. (2.20)’de x €
X ve A € R arasindaki islem, s6z konusu dogrusal uzaydaki skalerle ¢arpma islemidir.

Bu 6zellik klasik kiimelerin konvekslik kavraminin bir genellestirmesi olarak goriilebilir.

13



Sekil 2.6 XcR gergel sayilar kiimesi olmas1 halinde konveks olmayan normal bir bulanik

kiimenin tiyelik fonksiyonunu gostermektedir.

A

A(X)

oA ¢

Sekil 2.6 : Konveks olmayan normal bulanik A kiimesinin {iyelik fonksiyonu.
2.2 Bulanik Bagntilar

Klasik bagntilar iki kiimenin elemanlar1 arasinda belirlenen bir iligskinin varligini1 veya
yoklugunu ortaya koyarlar. Bulanik bagintilar ise bu iliskinin kuvvetini veya derecesini
ifade ederler. Genel olarak, bulanik bagmntilar kartezyen carpim seklindeki evrensel

kiimeler tizerinde tanimli bulanik kiimelerdir.

Klasik anlamda bir bagint1 X ve Y kiimelerinin olusturdugu kartezyen ¢arpim kiimesinin

bir alt kiimesi olarak;
R={(xy)| xeX,yeY} c XxY (2.21)

seklinde ifade edilir. Bir bagintinin elemanlari, goriildiigii tizere ikililerden olusmaktadir.
Klasik bir bagintida klasik anlamda bir kiime oldugundan dolay1, karakteristik fonksiyon

yardimiyla ifade etmek miimkiindiir.
XxY iistiinde tanimli bulanik bir baginti ise;
R = {((x;y), Rxy) | (xy) € XxY, R(xy) €[0,1]} = XxYx[0,1] (2.22)

seklinde tanimlanabilir. R bagintis1 i¢inde yer alan R(x,y) fonksiyonu iki degiskenli bir
tiyelik fonksiyonudur ve lyelik derecesi x ile y arasindaki iligkinin kuvveti olarak
yorumlanabilir. Bulanik bagintilar da bulanik kiimelerde oldugu gibi {iyelik
fonksiyonlar1 yardimiyla belirlenirler. Bulanik baginti kavrami her bir ¢ifte belirli bir
tiyelik derecesi atamasi yoniinden, klasik baginti kavramiyla karsilagtirildiginda iliskileri

daha kuvvetli agiklama giiciine sahiptir.
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Bagmtinin iizerinde tanimlandigi kiime sonlu oldugunda takdirde gosterim igin bir matris

yapist kullanmak uygundur. Ornegin;

X={ X1, X25eeee. , Xn} V€ Y={YVY1, V2, ..... , Ym} i¢in

XxY iizerindeki bir baginti bu elemanlar arasindaki iliskiyi gosterecek sekilde;

o o e U
12 . .
1 5y eeees 5
R= " (2.23)
rml 17112 """ rmn

ile verilir. Burada i= 1...n ve j= l..m i¢in her r;j= R(x;, y;) seklinde tanimlidir. Yani, 1.
satir ve j. siitundaki matris elemanina karsilik gelen rj;, R bagintisinda (x;,y;)’nin iyelik
derecesi R(x; , yj)’yi ifade eder. Daha yiiksek boyuttaki bagintilar da aymi kural

cercevesinde tanimlanabilir.

Bulanik bagintilar da birer bulanik kiime olduguna gore, onlar lizerinde de ayni islemleri
tanimlamak miimkiindiir. Fakat, bulanik bagintilar {izerinde bunlarin yanisira ters baginti

ve bileske gibi farkli iglemler de tanimlamak miimkiindjir.

R;ve R,, AxB iizerinde tanimli iki bulanik bagint1 olmak iizere;
R; = {(x,y,Ri(x,y)) | (x,y) € XxY, Ri(x,y) € [0,1] } (2.24)
R; = {(xy.Ra(x.) | (x.y) € XXY, Ro(x.y) € [0.1]} (2.25)

seklinde verilmis olsunlar. R; ve R, arasinda yapilabilecek islemler, yine onlari

belirleyen iiyelik fonksiyonlari araciliiyla bulanik kiimeler tizerindeki gibi yapilir.

Herhangi bir bagintinin tiimleyeni yine onun {iiyelik fonsiyonunun degerlerinin 1 den

cikarilmasiyla elde edilir. Yani,
- Ri(x,y)= 1-Ri(x,y) (2.26)
R1MR; ‘nin tiyelik fonksiyonu ise yine iiyeliklerin en kii¢tigii alinarak elde edilir.
RiMR,(x,y)=min (Ri(x,y), Ra(X,y)) 2.27)
R;UR; ‘nin tiyelik fonksiyonu, iiyeliklerin en biiyiigiiniin se¢ilmesiyle olusturulur;
R1UR,(x,y)= max (Ri(x,y), Ra(x,y)) (2.28)
RicR, olmasi ancak ve ancak

V(x,y) € XxY i¢in R;(x,y) <Ry (x,y) (2.29)
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esitsizliginin saglanmasi ile gergeklesir.

Yine XxY tizerinde tanimli olan bir bulanik bagintinin tersi ise YxX iizerinde tanimli bir

bagint1 olmak tizere;

R_l(yax) = R(X’Y) (2'30)
esitligi ile belirlenir.
Iki bagint1 arasinda bir bileske isleminden s6z etmek igin, birinci bagntinin ikinci
elemanlarinin ait oldugu kiimeyle, ikinci bagintinin birinci elemanlariin ait oldugu
kiimenin ayn1 olmasi gerekir. Bu durumda; R;, XxY ve R, de YxZ {izerinde taniml iki
bulanik bagint1 ise

SR: R] o Rz

bileske islemi XxZ kiimesinin elemanlarindan olugmalidir. R bileske bulanik bagintisini
temsil edecek tiiyelik fonksiyonu R; ve Ry’nin iiyelik fonksiyonlar: tarafindan belirlenir.

Formel olarak bileske islemi asagidaki esitlikle verilir.

R(x,2)=(R; 0 R;)(x,z)= maks min [R;(x,y),Rx(y,2)] (2.31)
yeY

Yukarida tanimlanan islemlerden baska, bulanik bagintilar bu islemler arasinda

tanimlanan asagidaki 6zellikleri de saglarlar,
Ri0R»# Ry0R;

R30(R;URy)= (R30R;) U (R30R»)
R30(R1MR2)= (R30R;) N (R30R»)

ngRz = R10R3 - R20R3
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2.3 Bulanik Modelleme

Modelleme genel olarak bir sistemin dogasini ve davranisini uygun matematiksel
araclarla ifade etmek olarak tanimlanabilir. Sistemler matematiksel modellerin degisik
tiirleri ile temsil edilebilirler. Ornegin diferansiyel denklemler, cebirsel veya fark
denklemleri bunlardan bazilaridir. Ayrica, modelin pratik diizeyde kullanilabilir olmasi
i¢in ¢cok karmasik olmamasi ve sistemi yeterince temsil edemeyecek kadar da ¢ok basit
olmamasi gerekir. Geleneksel matematiksel modelleme yontemlerinin baslica
eksiklikleri dogrusal olmayan durumlar, yeterli veya kesin bilginin olmadig: belirsiz

olgularla basa ¢ikmada yetersiz kalmalaridir.

Bulanik kiime teorisi ise belirsiz bilgiyi ifade etmede oldukca basarili araglar sunar.
Bulanik modeller sistemi belirleyen degiskenler arasinda niteliksel baglar kurabilmek
icin “Eger..ise..” tarz1 kural tabanlar1 kurmak yoluyla gerceklestirilir. Kural tabani
degiskenlere atanan iiyelik fonksiyonlarin degisik tarzlarda bir araya getirilmesiyle
olusur. Bu yap1 dogal dilde var olan ifade tarzlan i¢indeki bilginin kullanimima olanak
verdigi gibi modelin analiz ve yorumlanmasina ag¢iklik kazandirir. Dogrusal olmayan
stiregler dogrusal alt siireglere ayrilarak kurallar i¢inde degerlendirilir. Hesaplama
diizeyinde ise c¢ok genis bir siif {izerinde dogrusal olmayan sistemlere istenilen
dogruluk diizeyinde yaklasimlar saglayan esnek matematiksel araglardir [2]. Bulanik
modelleme, bulanik ¢ikarim sistemi (BCS), bulanik kontrol (BK), bulanik iligskilendirme
hafizasi, bulamik sistem isimlendirmeleri ayni manay1r ifade etmek icin

kullanilmaktadirlar.

Bulanik bir sistemin genel yapist asagidaki Sekil 2.7 de ortaya konmustur. Genel olarak
sistem dort ana parcadan meydana gelmektedir; giris degiskenlerine ait bulanmik
kiimelerin belirlendigi bulaniklastirilma asamasi ve sistemden elde edilecek sonucun
pratik olarak kullanilabilir hale getirildigi durulastirma siireci sistemin ilk ve son
kisimlaridir. Bunlar arasinda ise sistemin genel davramigini belirleyen kural tabam
bulunmaktadir. Yine kural tabaninin hemen altinda bulunan bulanik ¢ikarim motoru da

bulanik kurallar arasinda nasil islem yapilacaginin belirlendigi kisimdir.

Kural tabanini olusturan kurallarin sonu¢ kismina gore bulanik sistem yapilarini ikiye
ayirmak miimkiindiir. Bunlardan ilki sonu¢ kismini belirleyen ¢ikis degiskeninin de
bulanik kiimeden olustugu Mamdani tipi bulanik sistemler, digeri ise sonucun girdi
degiskenlerinin dogrusal bilesimlerinden olustugu Takagi-Sugeno (T-S) tarzi bulanik

sistemlerdir.
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Bulanik Kural
Tabam
—»| Bulanmiklastirma Durulastirma [
Giris Cikas
Bulamk
Cikarmm
Motoru

Sekil 2.7 : Bulanik ¢ikarim sisteminin genel yapisi ve pargalart.
2.3.1 Mamdani Model

Kurallarn 6nciill ve sonug¢ kisimlarinin bulanik kiimelerle ifade edildigi c¢ikarim
modelidir. Tetiklenen kurallara ait 6nciil bulanik kiimelerin istenen girdi degerleri icin
tiyelik dereceleri belirlendikten sonra uygun ve genelde tercih edilen islemcilerle sonug
bulanik kiimesi tlizerindeki etkileri hesaplanir. Her bir kurala ait sonug¢ kiimeleri onciil
kiimelerinin kendileri iizerinde islem goren matematiksel operatorler sayesinde yeni
bulanik kiimelerin ortaya ¢ikmasina sebep olurlar. Bunlarin birlesimi ile elde edilen en
son kiime tizerinden uygun bulunan durulastirma islemi sayesinde sisteme ait ¢ikt1 degeri
hesaplanmis olur. Sekil 2.8 de iki kurali bulunan bir sistemin Mamdani model tizerinden

nasil ¢cikarim yapabilecegi gosterilmektedir.

18



Kural 1 a

Kural 2

l maks

1 Durulastirma

Sekil 2.8 : Mamdani tarz1 bulanik ¢ikarim sistemi.
2.3.2 T-S Model

Klasik EGER-ISE kurali yerine ¢ikt: kisminda asagidaki tarzda bir yapi kullanilir;

R': Egerx, F' ve.. vex, Fl,
2.32
Ji I i / ( )
se y =c,+c \x +..+cC x,

!
Burada F ' girdi degiskenlerine ait bulanik alt kiimeleri, € ¢iktr fonksiyonunun gercel

[=12,...M

!
degerli paramatreleri, Y ise olmak iizere R’ kuralma kars1 gelen ¢ikt

degerlerini gostermektedir. Goriildiigii tizere ¢iktt degeri girdi degerlerine bagl bir

_ T
fonksiyon olarak yazilmigtir. Gergek degerli giris vektori X=X %, X, ) icin, T-S
tipi bulanik bir sistemin ¢iktis1 her bir kuralin ¢iktis1 {izerinden (2.33) formiiliinde

verildigi iizere agirliklandirilmis ortalama ile hesaplanir.

M
NE

Z(x)=t——

2w

= (2.33)
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Burada w; ler kurallarin 6nciil kismindan elde edilen dogruluk degerleri olmak {izere

(2.34) deki gibi hesaplanir.

w = H Mt (x,)
= 2.34)

M, (x;) ise i. deBiskene linci kuralda karsihk gelen {yelik fonksiyonunu

gostermektedir. Bu tip bulanik sistemin avantaji parametre tahminini ve kural tabaninin
olusturulmasini kolaylastiran metodlarin kullaniminda biiyiik kolayliklar saglamasidir.
Sekil 2.9 da iki girdisi bir ¢iktisi olan bir sistem icin iki kural iizerinden T-S tipi bulanik

bir sistemin nasil isledigi gosterilmistir.

Minimum veya Carpim

> [min(a;,b;), aixb;]

Wi— 21—

Kural 2 Wy o=

L Matws
W+w

Sekil 2.9 : T-S (Takagi-Sugeno) tarzi Bulanik ¢ikarim sistemi.

Her bir degiskene ait verilen degerler i¢in karsilik gelen {iyelik dereceleri bulunduktan

sonra w, ve w, agirliklar (2.34) esitliginde verildigi gibi hesaplanir. Bunlar her bir
kuralin agirligr olarak kurallarin ¢iktisinda yer alan z, ve z, fonksiyonlariyla birlikte

agirliklandirilmis ortalamasi alinarak en son ¢ikti degerine ulasilir.

2.4 Bulanik Modellerin Dizaym

Yukarida anlatilan bulanik modelleme tiirlerinin her ikisinde de modelin kurulum
asamasinda gecilmesi gereken siire¢ aynidir. Baslangigta giris ve ¢ikis degiskenlerinin
secilmesi ile birlikte, bu degiskenlere ait iiyelik fonksiyonlarinin ve alt dilsel terimlerinin

belirlenmesi islemi yapilir. Modeli kurulacak sistemin fiziki yapist kural tabam
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olusturma sirasinda kullanilabilecek ilk kaynaktir. Kural tabani da elde edildikten sonra
sistemin isletmesi i¢in gerekli ¢ikarim kurallarinin secilmesine gegilerek model test
edilir. Modelin yeterlilik testlerinden ge¢ip gegemedigine iliskin verilen kararla birlikte
sayilan adimlar gézden gegirilerek her birine ait gerekli degisimler yapilir. Model tipi,
kural sayisi, iiyelik fonksiyonlarmin tipi ve her bir degiskene ait iiyelik fonksiyonu
sayisinin degistirilmesi modelin iyilestirilmesi icin yapilmasi gerekli degisiklikler

arasindadir.

Bunlar yapilirken uzman goriisiinden faydanilacag: gibi, sistemi belirleyen degiskenlere
ait veriler de kullanilarak modelin yeterliligi istenilen diizeye getirilmeye caligilabilir. Bu
yonteme bulanik parametreleri belirleme de denilebilir. T-S tarzi bulanik modelleme
yontemi ortaya ¢iktiktan sonra bir ¢ok arastirmaci tarafindan bu parametreleri belirlemek
icin oldukg¢a fazla sayida yontem ortaya konmustur [40, 44-48]. Bu yaklasim fiziksel
veya analitik olarak modeli ortaya konulamayan sistemler i¢in ¢ok daha uygundur [44,

47].

Diger bir yaklasim ise verilen sistem denklemlerinden T-S tipi bulanik modelin
tiiretilerek elde edilmesidir. ilk defa [42] numarali ¢alismada ortaya konulan bu yaklasim
“dogrusal olmayan sektorler” ve “yerel yaklasimlar” yontemlerini kullanir. Yerel
yaklagimlar yonteminde uzay alt pargalara ayrilarak dogrusal olmayan terimler bu
bolgelerde secilen uygun dogrusal terimlerle degistirilir. Elde edilen modelin kural sayisi

modelin karmagikligi dogrultusunda olusacaktir[41,43].

Simdi bulanik bir modelin nasil elde edilecegini ve adi gecen yoOntemlerin nasil

kullanilacagini agagidaki 6rnek iizerinden gostermeye c¢aligalim.

Basit bir dogrusal olmayan sistem Ornegi olarak kiitle yay siirtinme mekanik sistemini
ele alalim. Sistemdeki siirtiinme katsayisi, yay sabitinin ve giris teriminin dogrusal

olmadig1 kabul edildigi taktirde sistem

M+ g(x,x)+ f(x)=D(x)u (2.35)

seklinde modellenebilir. Burada M kiitleyi, u ise uygulanan kuvveti, f(x) yaya bagh
dogrusal olmayan terimi, g(x,x) ise siirtinmeye bagli dogrusal olmayan terimi
gostermektedir. ®(x) giris terimine bagli dogrusal olmayan terimdir. (2.35) ile

modellenen sistemde, x €[—a,a], X €[—b,b], ab >0 olmak ilizere
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g(x,x) = D(c,x +c,x°), f(x)=cx+e,x D(x) =1+c.x°

olarak alalim. Parametre degerleri de asagida verildigi gibi olsun.

M =1.0, D=1.0,
¢, =0.01, ¢, =0.1, ¢, =0.01, c, =0.67, c; =0,
a=1.5, b=1.5

Gerekli diizenlemeler yapilirsa (2.35) ifadesi

¥=-0.1x" —0.02x - 0.67x" +u (2.36)

seklini alir. —0.15%° ve —-0.67x’ dogrusal olmayan terimleri
xe[-1.5,1.5], xe[-1.5,1.5] araliklar1 igin sinirlandirilarak bir sektor iginde
dogrusallastirilabilir. Sekil 2.10  her iki terime ait bu araliklarda elde edilmis

dogrusallastirmalar1 gostermektedir. Bu dogrusallastirmalar asagidaki esitsizlikler

yardimiyla elde edilebilirler,

-1.5075x < —0.67x° <0x, x>0
Ox <—-0.67x* <-1.5075x, x<0

{—o.zzsx <-0.1¥ <0%, *>0
(2.37)

0x <—0.1%* <-0.225%, %<0
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ar P

Sekil 2.10 : Dogrusal olmayan terimlere ait alt ve iist sinir gosterimleri.

Dogrusal olmayan terimlerin iist ve alt smirlart yardimiyla kendilerini ifade etmek

miimkiindiir. (2.37) ifadesindeki esitsizlikler yardimiyla

-0.67x’ = F'.0.x—(1- F)1.5075x,

L 1 _ (2.38)
~0.1%° = F 0.t — (1- F1)0.225x%

esitliklerini yazmak miimkiindiir. Burada gerekli hesaplamalar yapilirsa F'(x(¢)) ve

F, (x(t)) asagidaki sekilde bulunur.

S
i
04

02

Sekil 2.11 : Bulanik sisteme ait iiyelik fonksiyonlari.

Fa=1-20 Ry =1-F a2

'2255) | 0 &
1 ., X 2 1 _x (1
F&@)=1-—7, HE0)=1-F0) =777
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Bu fonksiyonlar yukarida modeli verilen sisteme karsilik olarak bulunacak olan bulanik
sistemde lyelik fonksiyonlarina karsilik gelecek olan fonksiyonlardir. Sekil 2.11 de
gosterilen bu lyelik fonksiyonlari yardimiyla (2.36) dogrusal olmayan sistemi T-S

bulanik modeliyle asagidaki gibi ifade edilebilir.

Kural 1:EGER x(t) F' ve x(t) F, ise
O HALDE x(t)=-0.02x +u
Kural 2:EGER x(t) F' ve x(t) F, ise
O HALDE X(t) =—0.225x-0.02x +u
Kural 3:EGER x(t) F? ve x(t) F, ise
O HALDE x(t)=-1.5275x+u
Kural 4:EGER x(t) F’ ve x(t) F; ise
O HALDE X(t)=—-0.225x-1.5275x+u
Bu modeli kararlilik analizine uygun bir sekilde matrislerle asagidaki sekilde yazmak da

miumkundir.

Kural 1:EGER x(t) F' ve x(t) F, ise

OHALDE x(t)=Ax+ Bu
Kural 2:EGER x(t) E' ve x(t) F, ise

O HALDE x(t) = A,x+ B,u
Kural 3:EGER x(t) F ve x(t) F, ise

O HALDE x(t) = A,x+ Byu
Kural 4:EGER x(t) F? ve x(t) F} ise

O HALDE x(t)= A, x+ B,u

Burada x(¢) = [)'c(t) x(t)]T olmak {izere sistem matrisleri de

e 0 -0.02 5 1 4= ~0.225 -0.02 5 - 1
S ) N L 0 R R | 0 "2 |0

0 -1.5275 1 ~0.225 -1.5275 1
4= By =] |4, = , B, =

1 0 0 1 0 0

seklinde belirlenir. Bu yontem ile elde edilen T-S bulanik modeli, dogrusal olmayan

(2.36) sistemini tam olarak ifade eder.
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3. KARARLILIK ANALIiZi

Bu béliimde tekil ve bulanik tekil sistemlerde kararlilik analizi i¢in gerekli olan tanimlar
ve araclar tanitilacaktir. Kararliligin Lyapunov tanimi ve DME yapis1 da bu boliimde

tanitilacaktir.

3.1 Kararhlik ve Kararlilhik Analizi

Kararlilik kontrol sistemlerinde denetlenmesi gereken ozelliklerin en basinda gelir.
Ciinkii kararli olmayan bir sistem kullanigsiz ve ayni zamanda tehlikelidir. Kabaca
kararlilik bir sistemin ¢alismaya basladiktan sonraki biitiin durumlari i¢in istenen kontrol

hedefinde veya bu hedefin civarinda kalmasi olarak tanimlanabilir [49].

Dogrusal veya dogrusal olmayan herhangi bir sistemin kararlilik analizinde yaygin
olarak kullanilan en gii¢lii araglardan birisi Lyapunov kararlilik yaklasimidir. Bu metod
Lyapunov fonksiyonu denilen bir V" fonksiyonun belirlenmesi ve bu V' fonksiyonunun
ozellikleri yoluyla sistemin kararliliginin incelenmesine dayanir. J fonksiyonelinin
ingasinda kullanilacak bir yontemin olmamasi ve kararlilik i¢in sadece yeter kosullar
tiretebilmesi yaklagimin zayif yonlerini olusturur. Genel olarak siirekli dinamik bir

sistem i¢in Lyapunov teoremi asagidaki sekildedir.

Teorem 3.1. x(¢)e R" ve f(x(t)), nx1 boyutlu vektér fonksiyonu olmak iizere V¢

icin (0) =0 olacak sekilde siirekli ve zamana bagli bir sistem x(¢) = f(x(¢)) seklinde

verilsin. x(¢) ye gore siirekli V' (x(¢)) fonksiyonu

a) V(0)=0
b) V(x(1)) >0, x(£) # 0
o) [x(@)] > = V(x(t)) >

d) V(x(1)) <0, x(t) %0

3.1)

kosullarini saglhiyorsa x(¢) =0 denge noktasi asimptotik olarak kararli denir. Burada

V(x(t)) Lyapunov fonksiyonu adini alir.
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3.2 Tekil Sistemlerde Kararhhk

Tekil bir sistem i¢in kararlilik analizi yapilirken regiiler olma ve etkiden bagimsizlik

kosulu da kontrol edilmelidir. Bundan dolay1

Ex(t) = Ax(t) 3.2)
tekil sistemi icin kararlilik kosulu asagidaki tanimlar ile ve Teorem 3.2 de ki gibi verilir.

Tamm 3.1[7]:
1) Eger det(skE— A)#0 ise (E, A) ciftine regiiler denir.

2) Eger deg(det(sk — A)) =rank E ise (E, A) giftine etkiden bagimsiz denir.
Tamm 3.2: Eger (E, A) cifti regiiler ve etkiden bagimsiz ise bu durumda (3.2) sistemi

de regiiler ve etkiden bagimsiz denir.

Teorem 3.2: [9] Tekil Ex(¢)= Ax(¢) sisteminin regular, etkiden bagimsiz ve kararh

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P'E=E"P>0

3.3)
P'A+A"P<0
sartlarin1 saglayacak bir P matrisinin olmasidir.

Proof: Lyapunov fonksiyonu V(x(¢))=x" (£)P"Ex(¢t) seklinde secilerek (3.3)

kosullarinin elde edilebilecegi hemen goriilebilir.

Sisteme gecikme eklendigi

Ex(t) = Ax(t) + A x(t — o(t)) (3.4)

durumda Teorem 3.2 ile verilen kararlilik kosullar1 agagidaki sekilde yeniden verilir. Bu
teorem Lyapunov Krasovski teoreminin tekil sistemler i¢in yeniden diizenlenmis

seklidir.

X -1 -1 o
Teorem 3.3: A4),,4,,, € R*™, n=n+n,,4,, var ve p(A4,4,,)<1 olmak iizere

(3.4) sistemi

I, 0|14, A4 A A
(E,A,Ad)=([ ”' H i H }) (35
0 0 A21 A22 Ad21 Ad22

seklinde verilmis olsun. (3.4) ile tanimlanan sistemin kararli olmasi igin yeter kosul
x, =x(t+60), 0 [-0,0] ve g=[¢] 4" olmak iizere
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wlp O <vg) <y’

' , (3.6)
V(x)<-a ||xl ||

kosullarm1 saglayan o >0, x>0, y>0 sayillarmn ve V:C [-0,0]—>R
fonksiyonelinin bulunabilmesidir.

3.3 Bulanik Tekil Sistemlerde Kararhhk

Tekil sistemlerde oldugu gibi T-S tarzi bulanik tekil sistemlerde de kararlilik analizi i¢in
regiilerlik ve etkiden bagimsiz lik sarti aranir. T-S bulanik model i. kurali asagidaki

sekilde verilmek iizere,

(2) :Kurali:
Eger 0,(t) M, ve..ve 0,(1) M, 3.7
Ohalde Ex(t)=A4x(t)

seklinde tanimlanir.

Her E, i¢in EW=[E, O], E, eR™, i=1.r ve rankE,=n, kosullarm

saglayacak sekilde W tersinir matrisi vardir. Bu sartlar altinda
VEW=|1, 0]=E
kosulunu saglayacak V,ie S = {1, 2,.. .,r} matrisleri mevcuttur ve bununla birlikte

Ai 1 Ai 2

x=W™'X doniisiimil sistem matrisini A4 = Vigll.W ={ } seklinde bir doniisiimle

i3 i4

(3.4) ile verilen T-S modelini esdeger olarak

(2) :Kurali:
Eger6,(t) M, ve..ve0, (1) M, 3.8)
O halde Ex(t) = Ax(t)

sekline getirir. Durum ve girig vektdrleri ile birlikte yukarida verilen T-S bulanik sistemi

agirlik ortalamali durulastirict ve ¢ikarim i¢in ¢arpma operatorii kullanilarak;

0(t)=[6,(t) 6,(t) ... 0,(t)] olmak lizere kural tabanli bu sistemin son hali

#(0(1))

1O =] [M,6,0) ve h(6(1)=—"
" 1 (00)
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olmak lizere

> 1(00)) Ax(0)

Ex(t) = ==
D 1 (00)

= h(O)Ax(1) 3.9)
olacak sekilde bulunur. Bu esitliklerde her t degeri i¢in

1(0(0)20,ieS, Y 1,(6(1)>0 (3.10)
ve ayrica
h(0(1)20,ieS, > h(O()=1 (3.11)

kosullar1 saglanir. Bu durumda kararlilik i¢in asagidaki tanimlar ve Teorem 3.3 gecerli

olur.

Tanim 3.3: [25] (3.9) ile verilmis bulanik agik ¢evrim tekil sistemi igin;

1) Eger det(sE — Z;l h(0(t))4,)# 0 ise (E, 4) ciftine regiiler dir denir.

2) Eger deg(det(sE— " h(6(t)A))=rankE ise (E,A) iftine etkiden bagimsiz
denir.

Tamm 3.4: Eger (E, 4,) cifti regiiler ve etkiden bagimsiz ise bu durumda, (3.9) sistemi

de regiiler ve etkiden bagimsiz dir denir.
Teorem 3.4: [25] Tekil Ex(¢) = Z;l h,(6(t))A,x(¢) sisteminin regular, etkiden bagimsiz

ve kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P'E=E"P>0

(3.12)
P'A+4"P<0

sartlarin1 saglayacak bir P matrisinin olmasidir.

3.4 DME-Dogrusal Matris Esitsizlikleri

Lyapunov anlaminda kararlilik problemi hem tekil hem de bulanik tekil sistemlerde
kararlilik kosullarini saglayacak olan P ve bunun gibi matrislerin bulunmasina bagh
olacak sekildedir. Bu matrislerin bulunmasi problemi konveks iyilestirme teknikleri ile

coziilebilen DME problemine doniislir [51-53]. Kararliligin olup olmamasi yeter
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kosullar1 saglayacak olan bir P matrisinin olup olmamasi ile esdegerdir. Bu problem

DME problemi olarak adlandirilir.

Tanmm 3.5:[50] x’ = (X, %,,...,X,) Ve ET =F eR", i=0,l,...,r olsun. Bu durumda

F(x)=F,+ inFi > (0 matris esitsizligine DME-Dogrusal Matris Esitsizligi denir.

i=1

Kararlilik kosullarint DME formuna sokabilmek i¢in sik¢a kullanilan Schur Tiimleyeni

Teoremi de agagidaki gibi verilir.

Teorem 3.5. x'e baghh O(x), R(x)veS(x) matrisleri Q(x)=0(x)",R(x)=R(x)"

ve S(x) kosullarini saglayacak sekilde verilmis olsun.

R(x)>0, O(x)-Sx@)R(x)"'S(x)" >0 (3.13)

kosulunun saglanmasi i¢in ancak ve ancak

O(x) 56 >0 (3.14)
*  R(x) |

DME yapisinin saglanmasi gerekir.
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4. GECIKMELI TEKIL SISTEMLERDE KARARLILIK PROBLEMi

Tekil sistemlerin kontrolii fiziksel sistemleri regiiler sistemlerden daha iyi tanimlama
imkanina sahip olduklarindan dolay1 ge¢mis yillarda yogun olarak calisilan bir alandir.
Tekil sistemlerde glirbiiz kararlilik ve giirbiiz kararlilagtirma problemi, regiiler sistemlere
nazaran daha karmasik bir yapidadir. Ciinkii tekil sistemler i¢in ek olarak regiilerlik ve

etkiden bagimsiz 6zelliginin de incelenmesi gerekmektedir.

Bu bélimde gecikmesi zamanla degisen tekil bir sistemin kararlilik analizi ve durum
geri beslemesi ile kararlilastirma kosullar1 gecikmeye bagli olarak DME ile ortaya
konmustur. Ayni sekilde sistem parametrelerinin belirsizlik tasimas1 durumunda giirbiiz
kararlilik incelemesi yapilmistir. Sonuglar yapilan ¢alismalarla karsilastirilarak

orneklendirilmis ve tablolastirilmistir.

4.1 Problem Tanim

x(t) € R" durum vektori, u(t) € R™ giris kontrol vektorti olmak tizere;

(2) : Ex(t) =(A+AD)x(t)+ (A4, + A x(t — (1))
+(B+AB)u(t) 4.1)
x(t)=o(t), te[-5,0]

seklinde tanimlanan belirsiz parametreli gecikmeli tekil sistemler gozoniine alalim.
Burada EeR™ tekil ve A4, A4,,B uygun boyutlu sabit matrislerdir. A4,A4,ve AB ise

zamanla degismeyen normu sinirlt belirsiz parametreleri temsil eden matrisler olmak

lizere
[AAd A4, AB|=DF(c)[N, N, N,| 4.2)

formundadir. D,N,,N, ve N, ise sabit ve uygun boyutlu matrislerdir. Belirsiz F'(o)
matrisi  F(o)F(o)" <Isaglayacak sekildedir veq(f) vektor degerli siirekli bir

fonksiyondur.

(4.1)’e ait nominal zorlanmamis gecikmeli tekil sistem;
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OSJ(t)SE<oo ve 0<o(r)<np<l 4.3)
olmak tizere
Ex(t) =Ax(t)+ A,x(t — o (1)) “4.4)
seklinde yazilabilir. Kapali ¢cevrim nominal gecikmeli tekil bir sistem ise
Ex(t) = Ax(t) + A,x(t — o(t)) + Bu(t) 4.5)

ile ifade edilir. Genellikten bir sey kaybetmeden E, A ve A, matrislerini;

E:|:In1 0i| A=|:All A12j| Ad =|:Ad11 Ad12:| (4.6)
0 0 A21 A22 Ad21 Ad22

formunda diistinmek miimkiindiir. Burada giris vektorii ile ona ait baslangi¢ kosulu

x(t){xl(r)}@m:Vm}

uygun olarak

X, (2) ?,(7)
seklinde gosterilebilir. Burada x,(¢) € R",x,(¢) € R™ dir.
Oncelikli olarak kararliligin incelenmesinde gerekli olan tanimlari ve yardimci

teoremleri verelim.

Tanm 4.1 [7]:
1) Eger det(sE — A) # 0 ise (E,A) ciftine regiiler dir denir.

2) Eger deg(det(sE — A)) = rank E ise (E,A) ¢iftine etkiden bagimsiz denir.

Tanim 4. 2:
1) Eger (E,A) cifti regiiler ve etkiden bagimsiz ise bu durumda, gecikmeli tekil

(4.4) sistemi de regiiler ve etkiden bagimsiz dir denir.

2) Her £>0, en az bir skaler o(¢)>0 sayist sup__,,

#(1)| < S(e) kosulunu
saglayan herhangi bir ¢(¢) uygun baslangi¢ kosulu i¢in bulunabiliyorsa, sistemin
¢ozimil olan x(¢), her >0 i¢in ||x(t)|| < gkosulunu saglayacaktir. Boyle
sistemlere kararlidir denir. Bununla birlikte, }1_{1; x(¢) =0 da yazilabilir.

Tanmm 4.3: X, belirsiz gecikmeli sistemi u(¢) =0 durumundaki biitiin kabul edilebilir

AAve AA, belirsizlikleri i¢in regiiler, etkiden bagimsiz ve kararl: ise bu durumda X ya

glirbiiz kararli sistem denir.
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Tanim 4.4: X, belirsiz gecikmeli sistemini giirbliz kararli hale getirecek
u(t)=Kx(t) K € R™" dogrusal durum geri besleme kontrol kurali varsa bu durumda X
sistemi giirbiiz kararlagtirdabilirdir ve u(t)=Kx(t) ye X sistemi ig¢in kararl

geribesleme kontrol kurali denir.

Y.Teorem 4.1[9]: Tekil Ex(¢) = Ax(¢) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve kararli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

T T
= >
PE=EP>0 @7
P'A+A"P<0
sartlarin1 saglayacak bir P matrisinin olmasidir.

Y.Teorem 4.2[54]: Q, simetrik T've = uygun boyutlu matrisleri ve FF' <I

kosullarini saglayan F matrisi verilmis olsun. Q+TFE+Z"F'TT <0  esitsizliginin

saglanmasi igin gerek ve yeter kosul Q+&[T” + & 'E"Z < 0 olmasidir.

4.2 Gecikmeye Bagh Giirbiiz Kararhlik Ve Giirbiiz Kararhlastirma

Bu boliimde, giirbiliz kararlilik ve kararlilastirma probleminin ¢éziimii gecikmeye bagh
olarak dogrusal matris esitsizligi (DME) yaklasimiyla verilecektir. Fakat buna gegmeden

once (4.4) sistemini kararl1 hale getirecek kosullar1 verelim.

Teorem 4.1: 0<o(¢) < o< ve 0< o(t) £n <1 kosullarini saglayacak sekilde & ve
n sabitleri verilmis olsun. Nominal tekil (4.4) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve

kararl1 olmasi i¢in yeter kosul

[, =P A+ A" P+Q+E'NE+E'N'E
T,=P A, ~E NE+E"M'E
r,=—(1-n0-E"ME-E"M"E

olacak sekilde

r, I, -GE'N GA4'Z
* T, -GE'M GA,Z
* ox 57 0
€ 0 -7

<0 (4.8)

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu
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Bl 0 T T T
P= B, =B >0,0 =0>0,72"=72>0,
b by

Z,=2,">0,N,M

B, Z,, € R"" olacak sekilde matrislerinin bulunmasidur.

Ispat: (4.8) ile verilen DME saglandigi takdirde P'A+A"P<0 oldugunu

sOyleyebiliriz. Sistemin regiilerliginin saglanmasi i¢in (4.7) kosullarin1 ve £ matrisinin

g0

(4.6) formunu kullanarak P :{
B, P,

}, B,=PB' >0 formunda elde edilir.

Dolayisiyla (4.4) sistemi regiiler ve etkiden bagimsiz lik 6zelliklerini saglar. Ayni

sekilde P nin tersinir oldugu soylenebilir. Bundan dolay1 P, de tersinirdir. P matrisi

(4.8) de yerine yerlestirilip soldan ve sagdan

[0 ]nz 0 In2 0 0 O O] matrisi ile ¢arpilirsa asagidaki (4.9) ve (4.10) daki

matris esitsizlikleri elde edilir.

{ Py + APy + 0y Pody, } <0 4.9)
* -0,
|:P2€A22 + Aszl)zz + Q22 I)2€Ad22 :| <0 (4 10)
* ~(1-m0y,

Buradan (,, matrisinin tersinir oldugunu sdyleyebiliriz. (4.10) esitsizliginden
P)A,, + AL, P, <0 ve bundan dolay1 A4,, tersinirdir. (4.10) esitsizligi sagdan ve soldan
sirastyla [—(A;;A;n Y oI " ] ve transpozu ile carpilirsa

AL A0, A0 A, —0,, <0sonucuna ulagilir. Bu sonug p(4;,A4,,,) <1 oldugunu
gosterir.
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelini (LKF) V(x(¢)) =V, +V, +V,

V() = x" (0P Ex()
G)=[ | ¥ ()0x(s)ds (.1

V@) =] [ i (5)E ZEi(s)dsd0
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olacak sekilde secelim.

V' (x(t)) fonksiyonelinin tiiretilmesiyle;

V. (x(2)) = 2x" () P" Ex(t)
V,(x(t)) = x" () Ox(t) - (1= 6:(1))x" (1 — (1)) Ox(t — & (1)) 4.12)
V,(x(t)) = &x" (t)E" ZEx(t) - ja X" (s)E" ZEx(s)ds

elde edilir. 0<o(¢) < -, kosulundan dolay1

—jt’:xT(s)ETZEx(s)ds < j o & (EZEs(s)ds (4.13)

esitsizliginin saglanacagi agiktir. Diger taraftan
! T T e 1 e o NT T — 1 e .
[ A (E'ZEx(s)ds<—(=[  x(s) E'ds)GZ)=| Ei(s)ds (4.14)
t—o(t) o t—o(t) o t—o(t)

halini alir. Gosterim kisalig1 agisindan i = é (It ( )E)'c(s)) vex(t—o(t)) =x_(t) olarak
o t—o(t

alalim. Newton-Leibnitz formiilii ile birlikte
2x"(E"N +x" (t—o,(t)) E" M [ Ex(t) — Ex(t — () — j ' ( )E)'c(s)ds] =0 (4.15)
(4.15) ve (4.14) deki esitsizlikler (4.12) ile birlikte degerlendirilirse

V(x())<x"()[P"A+ A"P+Q+E"NE + E"N"E]x(t) +
x"(t)[PA,—E"NE + ETM"Elx_(t)+ x". (t)[-(1—1n)Q - E"ME — E"M" E]x(t)
+6x" (1)E"ZEx(t)—i (GZ)i,
—~25x" (1)E" Ni, -2 x" (t)E" Mi,,

(4.16)
elde edilir. X" (t)E" ZEx(¢) terimi diizenlenerek;
(O ETZEx(t) = [ Ax(t) + A,x(t — o(1))] GZ[Ax(t) + A,x(t — o (2))]
AT
4.17
=¢" | 4 | (G2)[4" 4; 016" (1) @
0
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Son olarak Schur tiimleyeni argiimaniyla birlikte ¢' (f) =[x(¢) x" (t —o(¢)) i,] olacak
sekilde (4.16) ve (4.17) teki ifadeler kullanilarak V(xt) < 0’a denk olan (4.8) deki ifade

elde edilir. Bu durumda (4.4) sistemi kararlidir.

Teorem 4.2: 0<o(¢) < o<wove 0< o(t) <n <1 kosullarin1 saglayacak sekilde & ve
n sabitleri verilmis olsun. Belirsiz parametreye sahip zorlanmamis (4.1), u(¢)=0,
sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve giirbiiz kararli olmasi i¢in yeter kosul
[, =P"A+A"P+Q+E"NE+E'N'E
[,=P"A4,~E'NE+E'"M"E
I,=-(1-nNQ—-E"ME-E"M'E

olacak sekilde
‘T, I, -GE'N &4’Z PD &N"]
* T, -GE'M GA,Z 0 &N
* ox 57 0 0 0
5 - o <0 (4.18)
* ok 0 —5Z &ZD 0
* ok 0 * gl 0
k % 0 * * —81

£ 0

,P.=P">0, 0"=0>0,
P, P22:| n =4 0 =0

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu Pz{

Z"'=Z>0, N, M matrislerinin bulunmasidir.

Ispat: Schur tamamlama argiimani ve (4.18) esitsizligi kullanilarak

Q+s'TTT +eE'E2<0 4.19)
elde edilir. Burada € (4.8) esitsizliginin sol tarafindaki matris ile esit ve
T pT ror 7 = . o
F:[D P 0 0 oDZ ] , 2=[N, N, 0 0] seklinde segilir. 2 numaral
yardimc1 teorem ve (4.19) esitsizligi ile birlikte

¥, =P (A+AA)+(A+AA)" P+ Q+E"NE+E'N'E
¥,=P'(4,+A4,)-E'NE+E'"M"E
Y,=-(1-1Q-E"ME-E"M"E

olacak sekilde,
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¥, W, -GE'N, &(A+Ad)'Z
Y, -GE'N, &(4,+AA4,) Z

x x 57 0

x o ox 0 &7

<0 (4.20)

esitsizligi elde edilir. Teorem 4.1 ve Tamim 4.3 aracilifiyla istenen sonuca hemen

ulasilir.(J

Bir sonraki asamada amacimiz

Ex(t) =Ax(t)+ A,x(t —o(t)) + Bu(t) 4.21)

kapali ¢evrim sistemini regiiler, etkiden bagimsiz ve kararli hale getirecek durum geri

beslemeli
u(t) = Kx(t) (4.22)
kontrol kuralinin tasarimi olacaktir.

Teorem 4.3: 0<o(?) < oc<®, 0< o(t) £n <1 kosullarini saglayacak sekilde o ve 77
sabitleri ile A, ve A, skalerleri verilmis olsun. Gecikmeli, tekil ve belirsiz parametreye

sahip olmayan (4.21) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve kararlilastirilabilir olmasi

i¢in yeter kosul
0,=X"A"+AX+Y"'B" + BY +Q+2A,E" XE
@, =A,X - ALE"XE + A, E" XE
0, =-(1-170-24,E"XE
Z, Z,
®.=-5 11 12
-l
Z, Z,
@23__5/12{ 11 12}
olacak sekilde,

* 9, O 5XT AT

o e I B P (4.23)
x  * 57 0
* * * _52

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu
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X 1 0 T =~ =7 = le le
X = X =X, >0,0=0">0,Z7Z= _"[>0,Y
Xy Xy t 2y
matrislerinin bulunmasidir. Bununla birlikte geri besleme kontrol matrisi
K=Yx" (4.24)

ile verilir.

Ispat: Teorem 4.1 e benzer olarak ayni islemler yapildiktan sonra A yerine A+ BK
yazilarak
[, =P"(A4+BK)+(A+BK)' P+Q+E"NE+E'N'E
[,=P"A,~E'NE+E'"M"E
r,=-(1-nQ-E'"ME-E'"M"E

olacak sekilde
r, I, -GE'N &(4+BK)'Z
* T, -GE'M GAZ
* * -cZ 0
* * 0 -/
elde edilir. Bu matrisi LMI formuna sokmak i¢in, 7" = diag{P~",P",Z"",Z "} olacak

sekilde @ *y1sirasiyla soldan 7", sagdan 7 ile garpar, aym zamanda

X=P',0=P"0QP", 2"'=Z,P ' =X,

N, O M, 0 ,
M = , N,=A4PR,, M, =A4P, seklinde tanimlayarak

ve N=
{Nﬂ 0 M, O

gerekli islemleri yaparsak;
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P'T, P'=P"(P"A+ A"P+P'BK +(BK) P+Q+E"NE+E'"N"E)P”'
=AP"+P"4" +BKP"' +P'K'B" + P'QP"' + P (E'"NE+E"N"E)P"
=AX+X"A" +BY+Y'B" +Q+ AE"XE + LE" XE

Pr,P"' =P (P4,—E"NE+E"M"E)P"
—A,X -~ AE"XE + A, E" XE

P'T,Z"'=-aP " (E"N)Z™

P'T,Z"'=6P"[(A+BK) Z1Z"' =GP " (A+BK)"

P'T,P' =P "[(1-nQ—~E"ME-E"M"E\P"' =-(1-1)0 - AL,E"XE - A,E" XE
P'r,Z"'=—P " (E'M)Z"

P'T,Z"'=6P " (A12)Z"' =GP " 4!

Z'r, ' =627 (2)2"' =627 =-6Z
z'r,2"'=-62"22"=-672"=-67

" (t)=[x(t) x" (t—0o(t)) i,] olacak sekilde X <0 elde ederiz. Bu durumda (4.21)
sistemi kararlastirilabilirdir ve durum geribesleme matrisi K = YX " ile verilir.[]

Teorem 4.4: 0<o(?) < o<® ve 0< o(t) <n <1 kosullarini saglayacak sekilde ¢, &
ve 17 sabitleri ile A veA,skalerleri verilmis olsun. Gecikmeli, tekil ve belirsiz

parametreye sahip (4.1) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve giirbiiz

kararhilastirilabilir olmasi i¢in yeter kosul

r=[p" 0 0 5DT]T ve E=[N,X+N,¥ N, X 0 0] (4.25)

olacak sekilde
> T =
* -l 0 |<0 (4.26)
oo el

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu

le

sk

NI N
(3]

LSl

}>O,Y

_ Xl] 0 _ T A _ AT = _
X= X, =X,">0,0=0">0,7=
XZ] X22

matrislerinin bulunmasidir. Bununla birlikte geri besleme kontrol matrisi

39



K=YXx" 4.27)
ile verilir.

Ispat: (4.1) sistemi i¢in Teorem 4.1 deki islemler ayn sekilde tatbik edilirse

PT(AA+ABK)+(AA+ABK) P P'Ad4, 0 &(Ad+ABK)'Z
s - * 0 0 GAA,Z

olacak sekildle X +AX <0 elde edilecektir. Soldan 7", sagdan T ile carpar, aym
zamanda X,0,Z parametreleri kullanilirsa

S+TFE+E'F'T" <0 (4.28)
esitsizligi elde edilir. (4.25) esitsizligi Y.Teorem 2 kullanilarak

T+ TT  +62'2<0 (4.29)

esitsizligi elde edilir. Buradan (4.29) ifadesine Schur tiimleyeni argiimani uygulanirsa

(4.26) ifadesi hemen elde edilir. Buradan (4.1) sistemi giirbiiz kararlilagtirabilirdir ve

durum geribesleme matrisi K = YX " ile verilir.[]
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4.3 Sayisal Ornekler

Onceki boliimlerde elde edilen sonuclar karsilastirmal olarak bu boliimde sunulacaktir.

Ornek 4.1: (4.4) sistemine ait [19] numaral1 ¢alismada

1 0 05 0 -1.1 1
E= A= Ad =
0 0 0 -1 0 05

Verilen 6rnek sistem i¢in sonuglar Cizelge 4.1 de verilmistir. Cizelge [19-22, 36-39]’da
yapilan c¢alismalar1 karsilastirmali olarak listelemektedir. Sisteme ait simulasyon

sonuclarinin verildigi Sekil 4.1’den de sistemin kararli sonug verdigi de gozlenebilir.

Cizelge 4.1 : 1.0rnekte verilen sistem icin maksimum gecikme tablosu

Yontem o)
[36, 37] 0.556
[18] 0.870
[22] 0.9091
[20,21] 0.9680
[59] 1.0423
[19] 1.066
Teorem 4.1 1.066

Ornek 4.2: u(t) =0 olmak iizere belirsiz parametreye sahip (4.1) sistemine ait bir 6rnek

e2 o 4y 5] 4[]

D=AI,N,=N,=05I

olarak
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0.02
0.015 ﬂ ]
0.01 1

0.005 - B

-0.005 - B

0.01 ! ! ! | ! | ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

x 10°

X2

Sekil 4.1 : Ornek 1 deki sisteme ait simulasyon sonuglari.

seklinde verilen sistemi ele alalim. Teorem 4.2 de olusturulan DME problemi ¢oziiliirek

farklt A degerleri igin Cizelge 4.2 deki sonuglar elde edilir.

Cizelge 4.2 : 2.0rnekte verilen sistem i¢in maksimum gecikme tablosu

A 0.25 0.30
[22] 0.4209 0.3939
Teorem 4.2 0.74 0.71

Ornek 4.3: [19] numarali galismada yer alan ii¢ boyutlu
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—
S
[\
—
—

1
2

0 05 0 1
-1.5 0.5 -0.8 1 2
,B=[15 0
0.7 0.5 0 1

D=[04 03 0.1],N,=[02 04 0.5]
N,=[03 07 0.5],NB:[0.4 0.5]

sistemi icin (4.23) deki DME vyapis1 ¢ozdiiriiliirse agsagidaki matrisler ve farkh
¢ degerleri i¢in Cizelge 4.3 deki gecikme degerleri elde edilir. Sisteme ait simulasyon

sonuclarinin verildigi Sekil 4.2’den de sistemin kararli sonug verdigi de gozlenebilir.

Cizelge 4.3 : 2. Ornekte verilen sistem i¢in maksimum gecikme tablosu

& 0.5 1
[19] 3.1 1.32
Teorem 4.4 4711 4711

0.3581 0.4353 0
X =|0.4353 0.7634 0
0.1664 0.5683 0.0983
1.2079 0.3924  0.2953
0=/03924 1.0572 -0.5531|K =
0.2953 -0.5531 1.2604

11.1970 2.8117  1.0432

Z=| 28117 113033 -2.1237

1.0432  -2.1237 10.4645
223149 -21.1580 11.2774
[—21.2865 16.8450 —7.2344}
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0.02 T T T T T

0.015 -

0.01

x1
0.005 f

-0.005

-0.01

_I]_I]15 1 1 1 1 1
1]

0.02 T T T T T

30

0.015

x2
o.01}f

0.00%5

-0.005

-0.01

-0.015 '
1]

30

—
T

Sekil 4.2 : Ornek 3 deki sisteme ait simulasyon sonuglari.

44

30



Ornek 4.4: Asagidaki sistem [16] numarali ¢alismada kararlig1 incelenmis sistemlerden

biridir. Asagida verilen tabloda [16] ¢aligmasinda verilen sonuglar ve

Teorem 4.1 i¢in bulunan sonuglar verilmektedir.
1 0 05 0 -1 0
E = A = Ad =
0 0 -1 -1 0 0

Cizelge 4.4 : 1.0Ornekte verilen sistem icin maksimum gecikme karsilastirma tablosu

Yapilan ¢calisma o (n=0)
[16] 1.15
Teorem 4.1 1.15

Calisma boyunca gecikme zamana bagli olarak ele alindigindan dolay1 o(¢) <7 <o
kosulu geregince 77 degeri Cizelge 4.4 de verilen karsilagtirmalar igin 7=0 olarak

alinmustir.

0.02

0.015 -

0.01 B

0.005 i+ B

-0.005 - -

-0.01+- B

-0.015+- m

0.02 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(a)
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0.02

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

0.02 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(b)
Sekil 4.3 : Ornek 4 deki sistemde a) x, durum degiskenine ait

b) x, durum degiskenine ait simulasyon sonuglari.

[16] numarali calismada sonuglar sabit gecikme iizerinden ortaya konulmakla beraber iki
yontem birbirine esdegerdir. Fakat [16] numarali calisma kararhilik incelemisini
gergeklestirmemistir. Yine sisteme ait simulasyon sonuglariin verildigi Sekil 4.3’den de

sistemin kararli sonug verdigi de gézlenebilir.

Ornek 4.5: Bu 6rnekte yine [16] daki calismadan alinarak giirbiiz kararligin incelenmis
oldugu bir sistemdir. Asagida verilen tabloda [16] daki ¢alismada verilen sonuglar ve

Teorem 4.2 i¢in bulunan sonuglar verilmektedir.

B 1 2 1 0 -3 -1 5 2
L=100x|3 -9 0| M=100x|-0.5 —0.5 -1 N=7—12x 4 0 3
1 2 -6 05 -1.5 0 2 4 1

I, 0 L 1 0 0
E: A: Ad:
00 0 -1, M+NL N

0
D{ } E =E,=[21, 0]
13
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Cizelge 4.5 : 2 .Ornek te verilen sistem i¢in maksimum gecikme karsilagtirma tablosu

o) (17=0) -2.105 -2.103 2.1
[4] 0.197 0.176 0.156
Teorem 4.2 1.08 0.371 0.243

Sisteme ait L matrisindeki £ katsayisina gore maksimum gecikme incelenmistir. Yine
omek 1 de oldugu gibi gecikme zamana bagli olarak ele alindigindan dolay1
o(t)<n <o kosulu geregince 77 degeri Cizelge 4.5 de verilen karsilagtirmalar igin

171=0 olarak alinmigtir.

Ornek 4.6: : Son 6rnek gecikmeden bagimsiz olarak olusturulan DME yapisi igin
kararlilik kosullarindan sonug elde edilememis bir sistemdir. Teorem 4.1 de verilen
gecikmeye bagl kararlilik yapisi altinda incelendiginde ise iist gecikme degeri & =3

olarak elde edilmistir.

1 0 00 -05 0 0 02 -05 0 0 02
0100 o -1 0 0 o -1 0 0
E = N A = ) Ad = )
0010 0 01 -02 0 0 01 =05 0
00 00 0 0 0 0 0 0 0 0
0.1
0.08 |- B
0.06 B
0.04 4
0.02 - X1 B
0 [
-0.02 1 | | 1 |
0 5 10 15 20 25 30

(a)
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0.1

0.06 |- -

0.04 i

-0.02 - -

5 0 () 20 25 30
T

0.08

0.06

X3

0.04

0.02

-0.02 ‘ ‘
0 5 10 15 20 (c) 25 30 35 40 45 50

0.04 T

x4

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

| |
5 10 15 20 ( d) 25 30 35 40 45 50

Sekil 4.4 : Ornek 6 daki sisteme ait simulasyon sonuglari.

Ornek 6’da verilen sisteme ait kararlihk simulasyon sonuglar1 Sekil 4.4’den her bir

durum degiskeni i¢in gozlenebilir.
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5. GECIKMELI BULANIK TEKIiL SISTEMLERIN KARARLIGI

Bu bolimde gecikmesi zamana bagli bulanik tekil bir sisteme ait kararlilik,
kararlilastirma ve giirbiiz kararlilagtirma problemleri i¢in yeter kosullar gecikmeye bagh
olarak DME seklinde verilmistir. Oncelikli olarak T-S tarzi gecikmesi zamana baglh
bulanik tekil sistemin genel tanim1 verilmis, ikinci boliimde yeter kosullar gelistirildikten

sonra Ornekler verilmistir.

5.1 Problemin Tanim

Dogrusal olmayan gecikmesi zamana bagli bir sistem T-S tipi bulanik bir model

yardimiyla asagidaki gibi temsil edilebilir;

(2) :Kurali:
Eger§(¢) M, ve..ve0 () M,,

g EX(t) =(4 + A)x(t) +(A, + A, )x(t —o(t)) + (B + AB u(t)
(=0, te[-o0,0]

(5.1)
Burada ieS= {1,2,. ) .,r} olmak tizere r kural sayisim, M, bulanik kiimeleri,
6,(2),6,(1),...,0,(¢) onciillere ait degiskenleri, X(f) € R" durum vektdriind, u(f) € R"

giris vektoriinii gostermektedir. Durum gecikmesi olarak alinan o (¢) asagidaki kosullar

saglayan zamana bagl tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

0<o(t)<o ve 6(t)<n<l (5.2)

Burada  E, eR™, rankE,<n ve A, A,,Buygun boyutlu sabit matrislerdir.

A4, A4, ve AB ise zamanla degismeyen normu sinirli belirsiz parametreleri temsil

eden matrisler olmak tizere

49



(A4 AB |=H,F,(o)[L, L,]
A4, = H,F, (o)L,
formundadir. H,,L,,L,; ve L,, ise sabit ve uygun boyutlu matrislerdir. Belirsiz F;(o)
matrisi  F,(0)F,(0)" <Isaglayacak sekildedir ve ¢(f) vektdr degerli siirekli bir
fonksiyondur.
Her E, i¢in EW=[E, O0],E,eR"™, i=l.r ve rankE,=nl kosullarim

saglayacak sekilde W tersinir matrisi vardir. Bu sartlar altinda
VEW =[I, O]=E

kosulunu saglayacak V,,i=1...r matrisleri mevcuttur ve bununla birlikte x=W"'%

doniisiimii sistem matrislerini

A, A, ~
“ d2j|’AAdi:V;AAdiW
Ay A

di4

= V;’ZldiW = |:
B, =V,B, AB =VABW, p(t) =W "'¢(t)

seklinde bir doniistimle (5.1) ile verilen T-S modelini esdeger olarak

(2) :Kurali:
Eger 6,(1) M, ve..ved,(t) M,
iSE {Ex(t) =(4 +A4)x(t)+ (A, +AA4, )x(t_— o))+ (B, +AB)u(t)  (5.3)
x(t)=¢(), te[-0,0]

sekline getirir. Durum ve giris vektorleri ile birlikte (5.3) ile verilen T-S bulanik sistemi
agirhk ortalamali durulastirict ve ¢ikarim yapan operatdrii ¢arpma operatori

kullanilarak; 6(¢) =[6,(?) 6,(?) . .. 6,(¢)] olmak tizere;

" OO (4, + A4 )X + (A, + A, )x(t = o (1) + (B, + AB u()}
D (6() (5.4)
—z h(O()) {(A4 + Ad)x(t)+ (A, + A, )x(t — o())+ (B, + AB Ju(t)}

Ex(t) =
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#(0()

#(0(1)) = ] M, ©0,(1) ve h(O(t)) =—-——
H Do 1 (0()

olacak sekilde bulunur. Bu esitliklerde her t degeri i¢in

1(0)20,ieS, Y. 1(6(1)>0 (5.5)
ve ayrica

h(0(1)20,ieS, > h(O()=1 (5.6)
kosullar1 6nkabul olarak alinir.

Sistemin nominal hali i¢in PDD kosullar kullanilarak

Kontrol kuralii:
Eger 6,(t) F,ve..ve 0,(t) F,, ise
u(t)=Kx(t)

bulanik kontrol kurallar1 olusturulabilir. Paralel dagitilmis dengeleyici’ye (PDD) dayali
tasarim yontemi her bir yerel dogrusal model icin bir geribesleme kontrol kurali
olusturmaya dayanir ve genel kontrol kurali her bir kurala karsilik gelen kontrol

kurallarinin birlesimiyle

" 1 (O)K x(0)
" (01) 5
=" I (0K x(1)

u(t) =

seklinde elde edilir [47, 52]. Olusturulan bulanik kontrol kurallar1 sistemin onciil

kismindaki ayni tiyelik fonksiyonlarini kullanir.

(5.4) sisteminin nominal hali i¢in PDD ile olusturulan kontrol kurallari ile birlikte

Ex(n=)"" Z;zl h(O)h (O)(A,x() + A,x(1)) (5.8)
A, =A4+BK,

yazmak miimkiindiir.
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Belirsizlik parametrelerinin eklenmesiyle birlikte de asagidaki esitlik elde edilir.

EXn)=) Z I (OO (OO (A, + Hy,Fo (0)Dyx(6) + (A + H, F(0) Ly )x(t = o (1))

A, =4,+BK,, D, =L, +L,K, 5.9
Tamim 5.1[25]: (5.3) ile verilmis bulanik tekil sistemi igin;

Eger det(sE— " h(0(1)4)#0 ise (E, 4)iftine regiiler dir denir.

Eger deg(det(sE—)" h(0(t))4,)) = rank E ise(E, 4,) siftine etkiden bagimsiz denir.

Tanim 5.2:

Eger (E,A) cifti regiiler ve etkiden bagimsiz ise bu durumda, gecikmeli tekil (5.3) sistemi

de regiiler ve etkiden bagimsiz dir denir. Her £ >0, en az bir skaler 6(g)>0 sayisi
sup_ .. ||¢(t)|| < 6(¢) kosulunu saglayan herhangi bir ¢(¢) uygun baslangi¢ kosulu i¢in
bulunabiliyorsa, sistemin ¢6ziimii olan x(¢), her >0 igin ||x(t)|| < ¢ kosulunu
saglayacaktir. BOyle sistemlere kararlidir denir. Bununla birlikte, }ij}gx(t) =0 de
yazilabilir.

Tamm 5.3: Belirsiz gecikmeli £ sistemi #(¢#) =0 durumundaki biitiin kabul edilebilir

AA. ve AA,belirsizlikleri icin regiiler, etkiden bagimsiz ve kararli ise bu durumda

Y. ’ya giirbiiz kararh sistem denir.

Tammm 5.4:, Belirsiz gecikmeli X sistemini giirbliz kararli hale getirecek

u(t)=Kx(t), K, e R™" dogrusal durum geri besleme kontrol kurali varsa bu durumda

2 sistemi giirbiiz kararlastirilabilirdir ve u(t)=Kx(¢t) ye, X sistemi i¢in kararli

geribesleme kontrol kurali denir.

Y.Teorem 5.1[25]: Tekil Ex(t) = Ax(¢) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve kararl

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P'E=E"P>0

, . (5.10)
P A4+A4 P<0

sartlarin1 saglayacak bir P matrisinin olmasidir.
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Y.Teorem 5.2[55]: 1<i<n olmak iizere herhangi X,, ¥, ve § >0uygun boyutlu reel

1

matrisleri i¢in A,: h,(M(k)) =0, Z h,(M(k)) =1 bagintilarin1 sagliyorsa bu durumda

i=1

n n n

2 hh X]SY, <> h(X[SX,+YSY)
i i=1

rJ

o (5.11)
2 hhh b X SY, < Z Z hh (X[ SX, +Y]SY)

i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1
esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat: 2X"SY < 1Snt(; {X"SX + X"SX} esitsizligi kullanilarak,

2Zn: Z hh X!SY, < Z Z hh(X!SX, +Y'SY)

i=l j=l1 i=l j=I

= Z hXISX, + Z; hY'SY,
= Jj=

=Y h(X[SX,+YSY)

i=1
ve benzer islem adimlar tekrarlanarak

n n n

22222@ b X[ SY, < Zn:ih[h hh (X SX, + Y SY,)

i=1 j=1 k=1 I=1 i=1 j=1

- Zn: Zn: hithz/T'SXz’j + Zn: Zn: hklez'/TSK/
=1 j=I i=1 j=1
= 2> Ay (X]SX, +Y]ST))

i=1 j=1

(5.11) deki esitsizlikler elde edilir.

5.2 Gecikmesi Zamanla Degisen Bulanik Tekil Sistemlerde Gecikmeye Bagh

Giirbiiz Kararhlik ve Giirbiiz Kararhlastirma

Bu boliimde, bulanik tekil sistemler i¢in giirbiiz kararlilik ve kararlilastirma probleminin
¢Oziimii gecikmeye bagli olarak dogrusal matris esitsizligi yaklasimiyla verilecektir.

Fakat buna gegmeden 6nce zorlanmamis nominal halde olan

Ex(t)=7 h(O)NAx(1)+ A,x(t - o(1))) (5.12)
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sisteminin kararli hale getirecek kosullar1 verelim.

Teorem 5.1: 0<o(¢) < o<® ve 0< o(t) <£n <1 kosullarin saglayacak sekilde & ve
1 sabitleri verilmis olsun. Nominal tekil (5.12) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve
kararl1 olmasi i¢in yeter kosul

[,,=P'4+A"P+QO+E'"NE+E'N'E

[, =P'A4,-E'NE+E'M"E

I, =—(1-7Q0-E"ME-E"M"E

olacak sekilde

I, T, -GE'N GA'Z

* T, -GE'M GA,Z

N -GZ 0
* ok 0 -7

<0 (5.13)

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu

P_[Pn 0}
Py Py

matrislerinin bulunmasidir.

P,=P">0,0"=0>0,Z"=Z>0 N, M

Ispat: : (5.13) ile verilen DME saglandig1 takdirde P'A+A"P<0 oldugunu

sdyleyebiliriz. #, >0 ve > h =1 oldugundan P’ (> hA)+(D_hA")P<0 elde

i=1 i=1 i=1

edilir. Sistemin regiilerliginin saglanmast i¢in (5.10) kosullarin1  kullanarak

P 0
P= [ Pl 1 P }, B, =P“T > (0 formunda elde edilir. Dolayisiyla (5.12) sistemi regiiler
21 22

ve etkiden bagimsiz lik Ozelliklerini saglar. Ayni sekilde P nin tersinir oldugu
sOylenebilir. Bundan dolay1 P, de tersinirdir. P matrisi (5.13) de yerine yerlestirilip

soldan ve sagdan [0 £, 0 7 000 O] matrisi ile c¢arpilirsa asagidaki (5.14)

ve (5.15)’deki matris esitsizlikleri elde edilir.

T T T
})22Ai22 + ‘/47‘22})22 + Q22 1)22Adi22

(5.14)
* ~(1-1m0,,
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|:1)2]2-Ai22 + AizZPzZ + QZZ PZZZWAd[ZZ} < 0 (5.15)

* _sz

Buradan (,, matrisinin tersinir oldugunu sdyleyebiliriz. (5.14) esitsizliginden

Py hAy)+(O hA,)P, <0 ve bundan dolayt (D hA,,) tersinirdir. (5.14)
i=1

i=1 i=1

esitsizligi sagdan ve soldan sirasiyla {—((ZhiA[;;)(Zh[Adizz))T Inz} matrisi ve
i=1 i=l1

transpozu ile carpilirsa (Z " Ay ) (Z hiAi;g) X 0y, % (Z hiA;zlz )(Z hA;,)— 05, <0

i=1 i=1 i=1 i=1

sonucuna ulagilir. Bu sonug p((z h A, )(Z hA,,,)) <1 oldugunu gosterir.

i=1 i=1
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelini (LKF)

Vx(@) =V, +V,+V;

K(x(0) =" (0)P" Ex(r)
@)= ¥ (0x(s)ds (5.16)

Va@)=[" [ " ()E ZEi(s)dsd0

olacak sekilde segelim. V'(x(¢)) fonksiyonelinin tiiretilmesiyle;

V. (x(t)) = 2x" (t)P" Ex(t)
V,(x(1) = x" (1)Ox(6) — (1= 6(0)x" (t — () Qx(t — o (1)) (5.17)
V,(x(t)) = 5" (s)E" ZEx(s) — ja %" ($)E" ZEX(s)ds

0<o(H)< -, kosulundan dolay1
to.r T s ! .T T s
—L:x ($)E" ZEx(s)ds <— J.,f o ($)E" ZEx(s)ds (5.18)
esitsizliginin saglanacagi agiktir. Diger taraftan

t
t

_ I’ X (5)E" ZEx(s)ds <- (é [ L3 ETds)(EZ)(é J'tia(t)E)'c(s)) (5.19)
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Gosterim kisalig1 acisindan i = é(J‘t ( )E)'C(s)) vex(t—o(t))=x_(¢) olarak alalim
o t—o(t

Ax"E"N +x"(t—0,(t))E" M[Ex(t)— Ex(t — o,(t)) - J-;; " Ex(s)ds]=0 (5.20)

ile birlikte (5.19) ve (5.20) deki bagmtilar (5.17) da yerine konarak gerekli islemler

yapildiktan sonra terimlerin diizenlenmesiyle
V(x(@) <Y h(Ox" (O[4'P+P" 4 +0+E"NE+E"N"Ex(t)+
i=1

> h(Ox" ([ P" A, + ALP—E"NE+E"M " x, () +

i=1

Zr‘, h(Ox (O[-(1-7)Q—E"ME-E"M"E]x_(¢) (5.21)

+ 52 h(f) )'cT(t)ETZE)'c(t)—Zr:hi 0" (52)i,

—26 ) h(tx" (1)E"Ni, =25x.(1)E"Mi,

i=1

elde edilir. Yardimei teorem 4.1 kullamlarak &x” (#)E" ZEx(t) terimi uygun bigimde

&i" (t)ET ZEx(t) = Z Z i [AX(0) + A3t — o) TZLAx(1) + A,x(t —o(1))]

i=1l j=1
A7
<> hs" ()| 45, | (GZ) [4, 4}, 0] 5(t)
i=1
0

(5.22)
s"(t)=[x"(t) x"(t—o(t)) i'] seklini alir. Son olarak Schur tiimleyeni argiimaniyla
birlikte (5.21) ve (5.22) deki ifadeler kullanilarak V(xt) <0’a denk olan (5.13) deki

ifade elde edilir. Bu durumda (5.12) sistemi kararlidir.[]

Teorem 5.2. 0<o(f) < o<® , 0<0(t) <7 <1 kosullarini saglayacak sekilde & ve 77
sabitleri ile A, ve 4, skalerleri verilmis olsun. Gecikmeli, tekil (5.8) sisteminin regiiler,

etkiden bagimsiz ve kararlilastirilabilir olmasi i¢in yeter kosul
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©,,=X"A"+A4X+Y BT +BY +0+2AE"XE
1y = A, X —E"XE+E"XE
ny == mo - 2LE"XE

Z, Z
-

G
G
0

Z, le}

®23ij = _5/12 { 0 0

®,,=5(X 4" +Y"B)

_ — T T
®241’j =0X 4,
®33y = ®44ij =—0Z
ve
®11ij ®12ij ®13ij ®14ij
*
s = ®22ij ®23ij ®24ij
i * *
®33ij 0
* * *
®44ij
olacak sekilde

2, <0

L,+2,<0 O<i<j<r

esitsizliklerini saglayacak uygun boyutlu

X0

}X11=X11T>0, 0"'=0>0,2"=7Z>0
X21

22

matrislerinin bulunmasidir. Bununla birlikte geri besleme kontrol matrisi

ile verilir.

-1
K, =YX

Ispat: (5.8) deki sistem icin Teorem 5.1 deki ayni islem siras1 takip edilirse

©,,=(4+BK) P+P'(4+BK,)+Q+E'NE+E'M'E
(:)124'/ =P'A4,+A,P-E'NE+E'M"E

©,, =—(1-d)Q-E'"ME-E"M"E
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olacak sekilde ve

®11ij ®12ij ®13g/ ®l4ij
_| % Q e _
Y, O, 0, |ve A, =|0,,
% % ®
6, 0

olmak tizere

T /—
I, =Y, +AL(GZ)A, (5.26)

yazilabilir. Bununla birlikte

V(<Y b OMEQ

= >R ON,E0) (527

+ Zr: Zr: hihng (t)(Hy + Hji)é/(t)

i=l j>i

elde edilir. ¢"(¢) =[x" (t) x" (t—o(¢)) i’] Schur tiimleyeni argiimam ile birlikte (5.26)

ifadesi
®11ij ®12ij ®13[j ®14ij
* 0, 0, 0,
@IJ — . isz ~ 231] 241] (5.28)
Oy, 0
* * * 0,
ifadesi ile denk hale gelir @, matrisini LMI formuna sokmak i¢in,

T =diag{P",P"',Z"',Z"} olacak sekilde sirasiyla soldan T, sagdan Tile garpar,

ayni zamanda

X=P',0=P70P", 7z'=Z,P ' =X,,ve

N, O M, O
N , M= Nlli:ﬂlPllaMm:Z’an

N, 0 M, 0

olacak sekilde gerekli islemleri yaparsak;
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P70,,P'=P"((4+BK,) P+P"(4+BK,))+Q0+E NE+E N'E)P"
=P 4" +P"(BK,) +(4+BK)P"'+P QP +2P"E'N,/EP"
=X"4"+AX+Y'B +BY, +0+24E"XE=0,,
P7®,,P' =P (P"4,~E'"NE+E M/E)P"
=A,X-E'"XE+E"XE=0,,,
P7'0,,Z"'=-6P(E'N)Z"' =-GAE'Z=0,,,
—T -1 _ =p-T T -1 _ =vT T _
P70,,Z"' =GP (A +BK,)) Z1Z"'=6X"(4,+BK,)" =0,,

14ij

P70,,P =-P[01-nQ-E"ME-E"MEIP" =—(1-n)0-24L,E"XE =0,
P70,,Z"=-cP " (E'M)Z" =-GLE'Z=0,,

P70,,Z" =P (4,2)2" =GX" 4}, =0,,

770,27 =-62(2)2 =-6Z =-GZ =0y,

7270,,2"' =-52722"=-52" =-57 =0,

44jj

s'()=[x"(t) x"(t—o(t)) i,] olmak iizere Vty<cg” (OP,;5()<0. Bu durumda
V(t) <0 ifadesi (5.23) ile verilen X ; <0 DME’si denktir. Dolayistyla sistem kararlidir ve
geri besleme kontrol matrisi (5.25) deki gibi verilir.[]

Teorem 53. 0<o(f)< o<®o Ve o(t)<n <1 kosullarm1 saglayacak sekilde

o, &,4,,4, ve n sabitleri verilmis olsun. Gecikmeli, tekil ve belirsiz parametreye sahip

(5.9) sisteminin regiiler, etkiden bagimsiz ve giirbiiz kararlilastirilabilir olmasi i¢in yeter

kosul
©,,=X"A"+A4X+Y B"+BY +0+2A4E"XE
©,,, = A, X - LE'XE+ L,E" XE
®,, =—(1-70-LE"XE-,E" XE
_1Z, Z _
O, = _Oﬂ{ (;1 62} O =X 4,
_1Z, Z _
®33y‘ = ®44g; =—GZ
A, =A+BK, D,=L,+LK,
olacak sekilde,
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®11y‘ ®12ij ®13ij ®14ij HoTi ch giXTD; 0
0y Oy 0y 0 0 0 e XL,
* 0y, 0 0 0 0 0
s s T T

e 2 ®;‘f"’ i‘)l h;“ g g <0 (5.29)

* * * * . —&1 0 0
* * * * * . -& 1 0
* s s s * * *l el

esitsizligini saglayacak uygun boyutlu

_ X 11 0 _ T ~_ AT =z _ le le

X= X, =X,/ >0,0=0" >0,Z7Z-= _"1>0,Y,
Xy Xy t 2y

matrislerinin bulunmasidir. Bununla birlikte geri besleme kontrol matrisi

K =Y Xx" (5.30)

ile verilir.

Ispat: Schur tiimleyeni argiimani ve (5.29) esitsizligi kullanilarak

O, +& T +68,'8,<0 (5.31)

y

J . . . T HO[ O O HOi !
elde edilir. Burada @, (5.23) deki matris ile esit ve I’ = ,
H, 0 0 H,

li

~ {D”X 0 00
.:.ijz )

seklinde secilir. 2 numarali yardimeci teorem ve (5.31)
0 LX 00

o £y, (8) s
ifadesi ve F(t) = ile birlikte
0 F
—_ - T T T
AD, =T F)E; +&, F ()T, (5.32)
olacak sekilde,
O, +AD, <0 (5.33)

esitsizligi elde edilir. Buradan Teorem 5.2°ye gore (5.9) sistemi kararlhidir ve geri

besleme kontrol matrisi (5.30)’daki gibi verilir.
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5.3 Sayisal Ornekler

Verilen sonuglari islerligini gérmek i¢in agsagidaki 6rnekleri degerlendirelim.
Ornek 5.1: Asagidaki sistemin kararligi [31] numarali calismada incelenmistir.

Eger x,,P ise

Ex(t) = Ax(t)+ A, x(t—o(t))+ Bu(t)
Eger x,,N ise

Ex(t)= A,x(t)+ A, x(t—o(t))+ Bu(t)

Bu sistem igin P ve N in iiyelik fonksiyonlari su sekilde verilmistir:
1
hl(xl): 2y, ve hz(xl)zl_hl('xl)
I+e

Sistem matrisleri ise asagidaki gibidir;
1 0 0 1 0 1
E= ) A] = ,A2 = 5
0 0 1 2 I -1
4 = 0 O 4 - 0 0
‘02 0.1 7 0.1 04
1 1
Py F

Gecikme fonksiyonu ise o(f) =2+0.5sin¢ ile belirlenmistir. Gecikme fonksiyonun

tiirevinin Gst sinir1 d = 0.5 olarak se¢ildiginde DME i¢in uygun ¢6ziim ve geri besleme

durum matrisleri asagidaki sekilde belirlenir;

| 27233 0 =~ | 0.1237 -0.0294 _17.0366 0.3140
—0.4160 02333 < | -0.0294 0.8481 | |0.3140 9.2264

K, =[-1.1609 —4.5549], K, =[-0.6909 1.9064]

o degerleri Matlab altindaki LMI ara¢ kutusu yardimiyla elde edilerek degisik

parametreler i¢in agsagidaki tablo diizenlenmistir.
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Cizelge 5.1 : Ornek 1 icin & degeri

n A=A, o
0 0.1 5
0.5 0.1 4.79
0.99 0.1 4.76

Ornek 1 deki sisteme ait simulasyon sonuglarmnin verildigi Sekil 5.2 den sistemin kararl:

sonug verdigi de gozlenebilir.

x1
| | |
15 20 25 30
T T T
x2 }
14 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Sekil 5.1 : Ornek 1°deki sisteme ait simulasyon sonuglari.
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Ornek 5.2: Bir baska ¢alisma olan [32]’de bulamik tekil bir sistemin giirbiiz
kararlilagtirlma problemi icin secilen sistemin yapist ve sistem matrisleri asagidaki

sekilde verilmistir.

Eger x,,P ise

Ex(t) = (Ax()+AA4,(2))+ (A, x(t— o () + AA4,,(¢)) + (Bu(t) ++AB,(1))
Eger x,,N ise

Ex(t) = (Ax(0) + Ady (1)) + (A, x(t = (1) + Ad, (1) + (Byu(t) + +AB, (1))

1 0 0 1 0 1
E= P A1 = ,A2 = P
0 0 -1 -2 -2 =2

A_o 0 A_o 0
02 017" o1 05

8 {oﬂ’ & :m

Belirsizlik parametrelerini temsil eden matrisler ise;

0.1 0 0.1
Ho=l oo = gq | Hu=Hu=) g5

Ly, =Ly,=[1 0],L, =L, =[0.1 0]
L,=03,1,=02

Bu sistem i¢in P ve N in iiyelik fonksiyonlar1 yukaridaki 6rnekte oldugu gibidir.

h(x,) :ﬁve hy(x)=1-h(x)

Gecikme fonksiyonu ise o(#)=2+0.5sinz ile belirlenmistir. Gecikme fonksiyonun

tiirevinin st smirt d = 0.5 olarak segildiginde LMI i¢in uygun ¢éziim ve geri besleme

durum matrisleri asagidaki sekilde belirlenir;

—5.0159 7.1267 ~7.3071 14.9603 ~3.6045  42.1464
K, =[-153537 -1.8143], K, =[-15.1392 —1.7816]

{ 13734 0 } { 3.5733 —7.3071} ~ [—69.2691 —3.6045}
o degeri elde edilmis ve degisik parametreler i¢in asagidaki tablo elde edilmistir
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0-035 T T T T T T T T T

0.03

0.025

x1

0.02

0.015

0.01

0.005

-0.005 I 1 I 1 1 I I I 1
1] 2 4 6 8 10 12 14 16 18

l]-l]" T T T T T T T T T

0.03

0.02

0.01 | x2

-0.01

-D.02

-0.03

-D.04

-0.05

-0.06 L 1 L 1 1 L L L 1
0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18

Sekil 5.2 : Ornek 2’deki sisteme ait simulasyon sonuglar.

Sekil 5.2 durum degiskenlerinin kararlilik sonuglarinin simulasyonunu gostermektedir.

Cizelge 5.2 : Ornek 2 igin & degerleri

n 21:12 & =& o

0 0.1 1 3.61

0.5 0.1 1 3.01
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Ornek 5.3: [33] numarali calismada ele alman dogrusal olmayan ve gecikmeye bagh

diferansiyel sistem

(1+acos 8(1))0(t) = —bO’ (t) + cO(t) + c.O(t — 7(t)) + du(t)

seklinde verilmistir. Burada ¢, = 0.8, 7(¢) =14 0.2sin(¢)olarak alinirsa sistem matrisleri;

1 00 0 1 0 0 1 0
E=/0 1 0[,4=|0 0 1 [,4,=/0 0 1

0 0 O c —-b(¢*+2) a-1 c 0 —a—1-ag’

01 0 0 0 O 0
/%{O 0 1 |, 4,=4,=4,={0 0 0[,B,=B,=B,=|0

c 0 a-1 c. 00 d

olan bulanik bir sisteme doniisir. a=b=c=d =1, ¢ =2 olarak alinarak kararlilik

incelemesi yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Cizelge 5.3 : Ornek 3 icin & degerleri

n|ix=4| ©

0.2 0.1 4.99

0.2 0.001 |5.55

Geri besleme kontrol matrisleri ise

K, =10*x[-1.1412 -2.213 —0.049]
K, =10"x[-1.1412 -2.213 -0.049]
K, =10"x[-1.1412 -2.213 —0.049]

olarak elde edilmistir.
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0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

x1

-0.02 I I I
1]

20

0.05 |-

x2

-0.05

10

12

14

16

18

x3

1] 0.2 0.4 0.6

0.8

1.2

1.4

1.6

1.8

Sekil 5.3 : Ornek 3’deki sisteme ait simulasyon sonuglari.

Ornek 3 deki durum degiskenleri i¢in simulasyon sonuglar1 Sekil 5.3 te verilmistir.
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Ornek 5.4: Son 6rnek [34] numarali ¢alismada incelenmis ve gecikmeden bagimsiz

olarak olusturulan DME yapis1 i¢in kararlilik kosullarindan sonug elde edilememis bir

sistemdir. Teorem 5.1 de verilen gecikmeye bagl kararlilik yapisi altinda incelendiginde

ise Tablo 4 teki [34] numarali ¢alismayla beraber karsilastirmali sonuglar elde edilmistir.

1 000 3 0 0 02
s |0 10 O’Al: 0 -4 01 0
0010 0 0 -01 0
0000 0.1 0.1 -02 -0.

2 0 0 02 05 0 0 02 —0.5
o 25 01 0 o -1 0 o 1o
1o 0 -01 O "™ ] 0 01 -02 0" ]o

0.1 0.1 =02 -02 0O 0 0 0 0

Cizelge 5.4 : Ornek 3 icin & degerleri

n o

[34] | 0.1]3.36

Teorem 5.1 | 0.1 | 3.36

0 0
-1 0
0.1 -0.5
0 0

Tablodan elde edilen sonuglar gecikmeye bagli olan sonuglarin gecikmeden bagimsiz

olan sonugclara gore daha etkin oldugunu gostermektedir.

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02 x1
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0.1

0.08 - i

0.06 |- E

0.04 ]

0.02 i+ E

-0.02

-0.04 \ \ \ \

0.08

0.06 4

0.04 B

0.02 j

-0.02 |

-0.04 | i

-0.06 - 4

-0.08 ! ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0.1

0.05+ _

-0.05 .

0.1 | \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Sekil 5.4 : Ornek 4’deki sisteme ait simulasyon sonuglari.

Ornek 4 deki durum degiskenleri icin simulasyon sonuglar1 Sekil 5.4’te verilmistir.
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6. GARANTILI MALIYET KONTROLU

Gergek bir kontrol diizenegi ile ¢alisilirken, kararlilifin yanisira belirli bir diizeyde
performans seviyesinin garantilenmesi hedeflenir. Bu problem ilk olarak [56] numarali
yapilan calismada incelenerek garantili maliyet kontrolii olarak adlandirilmistir. Bu
yaklasim verilen performans kriteri i¢in bir st simur belirlemekle kalmayip
belirsizliklerden kaynaklanan performans kaybinin bu sinirin altinda kalmasini garantiler

[57].

6.1 Problemin Tanim

S >0, R >0 matrisleri verilmis olsun.

J = T{xT ()Sx(t) +u” () Ru(t)} dt (6.1)

(6.1) fonksiyonu ile iliskili olarak, bulamik garantili maliyet kontrol su sekilde
tanimlanir[58].

Tanim 6.1: (5.8) sistemi ve (6.1) maliyet fonksiyonu i¢in J < J, esitsizligini saglayacak
sekilde u(#) bulanik kontrol kurali ve J skaleri varsa bu durumda, u(¢) ve J,, degerine
sirastyla (5.7) sistemine karsilik gelen garantili maliyet kontrol kurali ve garantili
maliyet degeri ad1 verilir.

Teorem 6.1: 0<o(¢) < - o(t) <n <1 kosullarimi saglayacak sekilde &, 77, 4, ve 4,

sabitleri verilmis olsun. Maliyet fonksiyonu (6.1) esitligi ile verilmis bulanik tekil (5.8)

sisteminin diizgiin, etkiden bagimsiz ve kararli olmasi igin yeter kosul
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A =XT(AT+ AV (A +AVX+Y'B"+Y'BT+BY +BY +O+4AE"XE
1 J i J J 1 1 J ] J 1

113
by = (Ay+ A)X —2E" XE + 2E" XE

A
Ay, =-2(1 -0 —-4L,E"XE

P (2Z,+U,+U,)) (2Z,+U,,+U,))
13ij O 0
Ay =3, | FEntTit ) QZatVatVy))
23jj 0 0
Ay =X (4" + A1)+ Y B +Y B/
olacak sekilde
_Allii A121'1' A13ii EXTAZ'T + YiTBiT XT YiT |
* A22ii A23ii EXTAZI; O *
* 57 0 0 *
IT, = o _ <0, 1<i<r
* * * _EZ O %
% % %k * _V %
* * * * * —UJ
Allij AlZij A13ij A14ij X' Y,-T YjT
A, Ay GXT(A+ A 0 0 0
* * 267 0 0 0 0
I, +I01, =| * s * 257 0 0 0 |0, 1<i<j<r
* * * * -1/2V 0 0
* * * * * U 0
* k * ES E3 % _U

(6.2-3)

esitsizliklerini saglayacak uygun boyutlu

X, O - - |z, Z
X:{ ! },XH:XHT>O,Q=QT>O,Z:{ ! _lz}o,yw.
Xy Xy t 2y
matrislerinin bulunmasidir. Bununla birlikte garantili maliyet control kurali
K =YX (6.4)
ile verilir ve maliyet fonksiyonu
T T 0 5. (A 0 0, P
J, = x" (0)E" Px(0) + J.:(/) ()0 'p(s)ds + j L ¢" (s)E"ZEg(s)dsd6  (6.5)

seklinde iist sinira sahiptir.

70



fspat.‘ Bir 6nceki boliimde Teorem 5.2 de yapilan islem sirasi takip edilerek (5.28) de verilen

D i ile birlikte

P <SS hoh (0" OD,c0)+ > S h(0Oh (05 ()(S + KT RK )x(t)

i=1 j=1 i=l j=1

=2 SO O (S + K] RK )x(0)

=1 j=1
elde edilir. Bu esitsizlik

V0= X Y RO OF,50)+ 3, Y hOh 0O O, +¥,)e0

—Zrlih,- (Oh, (Ox" (1)(S + K RK )x(1)

i=l j=1

diizenlemeleriyle

¥, Y., -G(E'N) FA+BK)Z I K ]

* ¥, -G(E'M) GALZ 0 *

* * —o/ 0 0 *

Y= o

Y * * * -o7 0 %

* * * * —S! %
* * * * * —R!

(6.6)
seklinde elde edilir. Bu  matrisi DME formuna sokmak  igin,
T :a’iag{P’l,P’l,Z’l,Z’l,I ,I} olacak sekilde sirastyla soldan 77, sagdan Tile
arpar, aym zamanda X=P', Q=P'QP"', Z'=Z, v=8', U=R",

B,

=X, olacak sekilde tanimlayarak gerekli islemleri

Pn_l_X N\, =A4R,, ve M, =1,

yaparsak;

PSR OT OT,60)+ > S b0, (06 (O, +11,)5()

i=1 j=1 i=l j>i

3T R O (" (S + KTRK (1)

i=l j=1

elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak,
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V()< —2 Z h(Oh, (Ox" (1)(S + K RK ) x(1)

i=l j=I

= —(x" ()Sx(t) +u’ (£)Ru(?))

sonucuna hemen ulasabiliriz ki bu da bize sisteminin kararli oldugunu gdosterir. Bu

esitsizligin her iki tarafi 0 dan T ye integre edilirse;

jOT (7 ()Sx(t) +u” ()Ru(t)) < -V (x(T)) + x" (0)E” Px(0)

[ 5" )ox)ds+[ [ 5 (s)E" ZEi(s)dsd®

—o(t)

(6.7)
ve V(x(¢)) >0, V(x(t)) < 0 oldugundan ;Hg V(x(T)) = C sonucu kullanilarak;
I: (x" ()Sx(t) +u" (t)Ru(t)) < x" (0)E” Px(0)
+[' o' (5)00(s)ds (6.8)

+[" [ 9" (8)E" ZEqp(s)dsdo
bulunur. Buradan J < J|, olacak sekilde (6.5) ile verilen
T T o0 7 0 0,4 T )
J, =x"(0)E” Px(0) + j:go (5)0p(s)ds + j:jggo (s)E" ZE(s)dsd

tist siur1 elde edilmis olur.[]

Asagidaki teorem garantili maliyet i¢in bulunan {ist sinir J;, 1n en kiiciik degerini

arastirmada kullanilan bir aragtir.

Teorem 6.2: (5.7) T-S tekil sistemi ve (6.1) de verilen maliyet fonksiyonu i¢in

NN = [ p(s)" (s)ds

L (6.9)
1,=[,],20)¢" (s)dsdo

olacak sekilde (6.10) ile verilen iyilestirme problemi X, Q,Z veY,i=12,..,r

seklinde ¢ozlimlere sahipse bu durumda (6.4) ile verilen kontrol kurali en iyilestirilmis

garantili maliyet kuralidir.
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min {a) +1r(€2) + tr(Qz)}

X,Q,Z,Y[
syleki  i)LMIs (24),(25)
| —o ¢/ (0)
<0 (6.10)
”)Lpl(O) —XJ
iii){_gl N }0
N -0
iv){—ﬁz U?E_”T}o
* -7

Ispat: Garantili maliyet {ist stir1 olarak bulunan

Jy=x"OE Px(0)+ [ ¢ (s\(P'OP) p(s)ds + [ [ 4" (s)E" ZE¢(s)dsd®

(6.11)

degerini li¢ bilesen halinde

Jy =x"(0)E" Px(0)
Jo=[ o' (s)P'OP)" p(s)ds (6.12)

Jyy = jOJ j: o' (s)E" ZE(s)dsd®

inceleyebiliriz. Tekil sisteme ait baslangi¢ degeri x(0) = [(plT 0) ¢! (O)TE matrisinin
ayrigsmasi ile uyumlu olarak verilmistir. Bu durumda teoremin kosullar1 geregince;
Ty =" (0)E"Px(0) = ¢ (0)X;',(0) < @

elde edilir. Diger taraftan Trace(AB)=Trace(BA) esitligi, Z=Z7" tanimlamasi ve

Schur tiimleyeni argiimant ile birlikte iii) ve iv) deki LMI yapilarina

1r(Jp) =0r([_g" (S)PTOPY ps)ds) tr(Jpy)=tr([_[ 9" (5)E" ZEg(s)dsdO)
=0 (P'OPY'[ o' )p(s)ds) =1 (E'ZE[ [ 4" (s)p(s)dsd)

=tr(N"(P"QP)'N) < tr(Q)) =tr(E"ZET,)) =tr(T,"E" ZET,") < tr(Q,)

islemleri ile ulasilabilinir. Dolayisiyla J; i¢in en kiigiik iist sinir bulma problemi

J, <o+tr(Q,)+1tr(€2,) kosulunu saglayacak bir en kiigiikleme problemine doniismiis

olur.
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6.2 Sayisal Ornekler

Garantili maliyet hesabi i¢in [31] numarali ¢alismadaki sistemden yararlanilmistir.

Eger x,,P ise

Ex(t) = Ax(t)+ A, x(t —o(t))+ Bu(t)
Eger x,, N ise

Ex(t) = Ax(t)+ A, x(t —o(t)) + Bu(t)

Bu sistem igin P ve N in iiyelik fonksiyonlari su sekilde verilmistir:

1
hl(xl):mve h2(x]) :l_hl(xl)

Sistem matrisleri ise asagidaki gibidir;

1 0 0 1 0 1
E= ,Alz aAzz )
00 1 2 1 -1

A_o 0 A_o 0
02 017" |01 04

o]

Gecikme fonksiyonu ise o(#)=2+0.5sint ile belirlenmistir. Gecikme fonksiyonun

tiirevinin st sinirt d = 0.5 olarak segilerek Teorem 6.2 kullanildiginda DME i¢in uygun

¢Oziim ve geri besleme durum matrisleri asagidaki sekilde belirlenir;

~[-0.1060 -0.1544 0.1238 1.0076 0.5701 696.1534
K, =[-1.2839 -1.7686], K, =[-1.2119 —1.3293]

[0.3999 0 } {0.0765 0.1238} {1.8417 0.5701}
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Cizelge 6.1 : J, icin performans tablosu

Metod o J,

[31] 3.2396 | 321.43

Teorem 6.2 3.2396 | 213.43

Cizelge 6.1 de & =3.2396 degeri i¢in [31] numarali ¢alisma ile karsilastirma

yapimistir. & =3.2396 icin J, ‘a ait gbzlenen deger Teorem 6.2’nin daha iyi sonug

urettigini gostermektedir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada gecikmeli tekil ve gecikmeli bulanik tekil sistemlerin kararlilik
analizlerine ait yeter kosullar Lyapunov-Krosovskii teoremi ile liretilmeye c¢alisilmistir.
Ortaya konan biitiin sonuglar DME vyapilanyla ifade edilerek uygun matematiksel
hesaplama araglariyla c¢oziilmiistiir. Ayrica giirbiiz kararlilik ve giirbliz kararlilagtirma

icin yeter kosullar yine DME yapilari ile ortaya konmustur.

flk 6nce kontrol girdileri icermeyen sistemlerin kararhliklar1 ve dayamkli kararliliklar:
incelenmis, daha sonra bu sistemleri kontrol girdileri vasitalar: ile kararli hale getirmek
icin durum geri beslemeli kontrol ve durum geri beslemeli dayanikli kontrol problemleri
¢Oziilmiistiir. Bu problemlerde amag, durum geri besleme kontrol kuralini sistemlere
uygulayarak, elde edilen kapali ¢evrim sistemlerinin kararliliklar1 i¢in yeterli kosullar

DME’ler cinsinden bulmak olmustur.

Sonuglarin tamami gecikmeye bagli olarak ifade edildiginden dolayr gecikmeden
bagimsiz olan sonuglardan daha esnek bir yapiya sahiptir. Ayrica kullanilan teknikler ile
gecikmenin daha genis bir aralikta degismesi saglanmis ve herhangi bir model doniistim
yontemi ile birlikte literatiirde sitkca kullanilan  smirlandirma  tekniklerinin
kullanilmamasi1 gecikmenin {ist simirinin daha biiyiik olmasina yine olumlu katkida

bulunmustur.

Gecikme fonksiyonunun hizli degisimler gostermesi durumunda (77 >1) kararlilik yeter

kosullar1 vermek i¢in bir ¢ok teknik denenmis olmasina karsin sonug¢ alinamamastir.

Garantili maliyet hesabi1 problemi gecikmeli bulanik bir tekil sistem icin ¢oziilerek
garantili maliyet {ist sinir degeri hesab1 verilmis ve buna karsilik gelen gecikme degeri

yine DME yapisinin ¢oziilmesiyle elde edilmistir.

Ortaya konan biitlin sonuclarin literatiirde yer alan ¢aligmalarla karsilagtirmasi
yapilmistir. Kullanilan yontemdeki serbest parametrelerin sayisinin fazla olmasi diger
calismalardan daha iyi sonu¢ elde edilmesinde 6nemli rol oynamustir. Parametreleri
belirleyen katsayilarin se¢imi i¢in uygun sekilde eniyilestirme yapilmas: sonuglarin daha

fazla iyi olmasina sebep olabilir.
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EKLER

EK A : Kararlilik Kosullarina Ait Teoremlerdeki DME’lerin Ag¢ik Matris Gosterimleri
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Cizelge A.1 : Teorem 4.1 igin LME’nin agik yapis1
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T T % T T % % Tx
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Cizelge A.2 : Teorem 4.3 igin LME’nin agik yapist
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Cizelge A.3 : Teorem 5.1

icin LME’nin ag1ik yapis1
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Cizelge A.4 : Teorem 5.2 i¢cin LME’ nin acik yapisi
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Cizelge A.5 : Theorem 5.3 icin LME’ nin acgik yapisi

1. Satir
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S11=X11™*AT11T+X21™*AT12T+AT11*X11+AT12*X21+Yj11™Bil1™+Bil11*Yj11+Q11+2*11*X11
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2. Satir
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3.Satir

S35=-t1*k2*Z11

S36=-t1*k2*Z12

S37=tl1* X11T*AdillT+t1*X21T*Adil12T
S38=tl1* X11T* Adi21T+tl* X21T* Adi22
S3-15=ei*(Tcill*X11l+ei*Tcil2*X21)"
S3-16=ei*(Tcil2*x22)"
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