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DOGRU EKSENLI CUBUKLARIN BURKULMA ANALIZIi iCIN
GELISTIRILEN YENI BiR FONKSIYONEL VE SONLU ELEMAN
CcOzZUMU

OZET

Bu c¢aligmada, dogru eksenli elastik cubuklarin burkulma problemi, yeni bir
fonksiyonel gelistirilerek ¢oziilmiistiir.

Calisma toplam alt1 bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde, ¢alismanin amaci ve
izlenen yol belirtilmistir. Calismanin literatiirdeki yerini gdstermek amaciyla da
burkulma analizi ile ilgili daha 6nceden yapilmis caligmalar hakkinda kisa bilgiler
verilmistir.

Ikinci boliimde, stabilite probleminin temel kavramlar1 agiklanmustir. Problemin
kesin ¢oziimiinii elde etmenin zorluklarindan bahsedilerek, yaklasik ¢oziime gitme
gerekliligi iizerinde durulmustur.

Uciincii boliimde ise, fonksiyonel analiz yontemi ile ve Gateaux tiirevi kullanilarak,
lineer elastik dogru eksenli ¢ubuklarin burkulmasina ait, yeni bir fonksiyonel elde
edilmistir. Fonksiyonelin yapisinda, ¢okme ve moment biiytikliikleri bulunmakta ve
hem geometrik, hem de dinamik sinir kosullarmi icermektedir. Fonksiyonel
literatiirdeki toplam potansiyel enerji ifadesine de doniisebilmektedir.

Dérdiincii boliimde, bu yeni fonksiyonelin dogrulugunu test etmek igin, literatiirde
Euler halleri olarak bilinen burkulma tipleri gozonline alinmis, sabit kesitli
cubuklarm kritik burkulma yiikii problemi, once Ritz, daha sonra da karisik sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmistiir. Calismanin ilerleyen kisimlarinda,
lineer, kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlar1 kullanilarak her diiglim noktasinda
¢okme ve moment bilinmeyeni olan kapali formda karisik sonlu eleman matrisleri
elde edilmistir. Ritz yontemi kullanilarak ¢6ziimii arastirilan Euler halleri, bu karisik
sonlu eleman matrisleri kullanilarak yeniden incelenmistir. Céziimde Mathematica
programi kullanilmigtir. Eleman sayisinin artmasina paralel olarak, sistem matrisinin
boyutlarinin biiyiimesinden dolay1 ortaya ¢ikan ¢oziim zorluklarini agmak icin de,
indirgenmis sistem matrisleri kullanilmistir.

Besinci boliimde ise, bir dnceki boliimde elde edilen indirgenmis sonlu eleman
matrisleri kullanilarak, degisken kesitli ¢ubuklarin, siirekli kirislerin, yanal
deplasmani Onlenmis yada serbest birakilmis c¢ergevelerin burkulma analizine
yonelik uygulamalar yapilmistir. Elde edilen sonuglarin, literatiirdeki ¢aligmalarla
karsilagtirildiginda, Onerilen yontemlerle gelistirilen karigtk sonlu eleman
formiilasyonunun, miihendislik uygulamalar1 agisindan yeter yakinsakligi sagladigi
gbzlenmistir. Altinct ve son boliimde ise yapilan inceleme ve drnekler sonucu elde
edilen sonuglar 6zetlenerek aciklanmustir.



A NEW FUNCTIONAL FOR BUCKLING ANALYSIS OF STRAIGHT BARS
AND ITS FINITE ELEMENT SOLUTION

SUMMARY

In this study, an analysis of buckling of elastic straight bars is investigated using a
new functional that was improved in this study.

The study is composed of six chapters. The first chapter, is an introduction to the
subject where general aims and the concepts are given. Short information about past
investigations in buckling analysis are given for showing place of our study in
literature.

In the second chapter, basic assumptions in the buckling analysis are introduced. Due
to obtaining the exact solution of the problem, the problem must be solved using
numerical methods.

In the third chapter, using the Gateaux differential, a new functional is obtained for
linear elastic straight bars using functional analysis method. The functional contains
deflection and moment terms, and also both the geometric and the dynamic boundary
conditions are involved. The functional can be transformed to the total potential
energy equation in literature.

In the fourth chapter, for testing the new functional, critical buckling loads of straight
bars, which are known as Euler buckling types in literature, are solved using Ritz and
mixed finite element methods. Using linear, quadratic and cubic shape functions,
mixed finite element matrices for straight bars, which has deflection and moment
term in each node, are obtained in an explicit form. Euler buckling types, which are
solved with Ritz method in previous part, are also examined with these mixed finite
element matrices. Mathematica is used for solution of this matrices. In order to avoid
the difficulties of solving huge system matrix, that are seen with increasing element
number, reduce system matrix is used

In the fifth chapter, using these reduced element matrices, buckling analysis of
variable cross section bars, continuous beams and lateral displacement fixed or free
frames, are done. The comparison of the results with the exampes given in the
literature, was in a good agreement.

In sixth chapter, a combination of the conclusions of the examples and researches are
presented.
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1. GIRiS

1.1 Calismanin Amaci ve Problemin Tanim

Yap1 elemanlari, malzeme, yiikleme ve mesnetlenme sartlarina baglh olarak degisik
sekilllerde gogme konumlarina ulasirlar. Yap1 elemanlarinin farkli yiikler altinda
gogmemesini saglamak ig¢in, gorevlerini glivenle yapacak bicimde boyutlandirmak
gerekir. Bu boyutlama islemi, dis yiikler etkisiyle elemanda olusacak gerilme ve

deplasmanlarin belirli sinir degerleri asmamasi ilkesine dayanir.

Gocme, burkulma etkileriyle de ortaya cikabilir. Yapr elemani, kendi ekseni
dogrultusunda bir basing kuvvetinin etkimesi durumunda da, dis basing kuvvetinin ve

......

ylkiiniin asilmasi durumunda da, gé¢me konumuna ulasabilir.

Kisacasi, sekil degistiren cisimler mekaniginde, genel olarak, iki tip problem s6z

konusudur.

a) Gerilme problemi

b) Stabilite problemi

Gerilme probleminde, bir cismin farkli dis yiik etkileri altinda i¢ biinyesinde olusan
gerilmelerin, ¢esitli bilimsel ¢alismalar sonucu kabul edilen sinir gerilme degerlerine

ne kadar yaklastigi, yani elemanin ne kadar zorlandig1 analiz edilir.

Stabilite probleminde ise, dis ylik etkileri altinda, dengede oldugu bilinen cismin,

kararl, kararsiz yada farksiz denge konumlarindan hangisinde oldugu arastirilir.

Uygulanan basing kuvvetinin siddetine bagl olarak, burkulma etkileri de farkli
sekillerde kendini gosterir. Dis basing ylikiiniin artmasiyla birlikte, eleman eksenine
dik yondeki deplasmanlar artar ve burkulma limit yiikiiniin agilmasiyla da gé¢me
meydana gelir. Ozelikle, kesiti, boyuna oranla ¢ok kii¢iik olan (narin ¢ubuklar) yapi
elemanlarinda bu olay daha sik goézlenir. Basing yiikii etkisiyle elemanda olusan
normal gerilmeler kiigiik mertebelerde olsa, yani emniyet gerilmeleri asilmasa bile,

eleman narinliginin biiyiik olmasi1 sebebiyle, burkulma etkileri daha etkin bir bigimde



ortaya ¢ikar. Bu sonug, dzellikle narin elemanlar kullanilmasi durumunda stabilite
problemine, gerilme problemine oranla daha fazla dikkat edilmesi gerekliligini

ortaya ¢ikarir.

1.2 Calismada izlenen Yol

Bu calismada dogru eksenli elastik ¢ubuklarin, burkulma analizi i¢in yeni bir
fonksiyonel gelistirilmistir. Bu fonksiyonel sabit ve degisken kesitli ¢ubuklarin,

diizlem cergevelerin ve siirekli kirislerin burkulma analizinde kullanilmustir.

Oncelikle, stabilite probleminin temel kavramlari iizerinde durulmustur. Bu temel
kavramlar yardimiyla, fonksiyonel analiz yontemi ile ve Gateaux tiirevi kullanilarak,
lineer elastik dogru eksenli ¢ubuklarin burkulmasina ait, yeni bir fonksiyonel elde
edilmistir. Fonksiyonel, literatiirdeki toplam potansiyel enerji ifadesine de
dontisebilmektedir. Bu yeni fonksiyonelin dogrulugunu test etmek igin, literatiirde
Euler halleri olarak bilinen burkulma tipleri goézoniine alinmis, sabit kesitli
cubuklarin kritik burkulma yiikii problemi, énce Ritz, daha sonra da karisik sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Coziimde Mathematica programi

kullanilmustir.

Eleman sayisinin artmasina paralel olarak, sistem matrisinin boyutlarinin
bliylimesinden dolay1 ortaya ¢ikan ¢6ziim zorluklarini agsmak icin de, indirgenmis
eleman ve sistem matrisleri elde edilmistir. Elde edilen karisik sonlu eleman
matrisleri yardimiyla, degisken kesitli cubuklarin, siirekli kiriglerin, yanal deplasmani
Onlenmis yada serbest birakilmis c¢ergevelerin burkulma analizine yd&nelik

uygulamalar yapilmistir.

Elde edilen sonuglar, literatiirdeki ¢alismalarla karsilastirilmis, onerilen yontemlerle
gelistirilen karigik sonlu eleman formiilasyonunun, miihendislik uygulamalari
acisindan yeter yakinsakligi sagladigi goriilmiistiir. Son boliimde ise yapilan

inceleme ve 6rnekler sonucu elde edilen sonuglar 6zetlenerek aciklanmastir.

1.3 Konu ile Tlgili Yapilmis Cahsmalar

Cubuk ve cerceve sistemlerin burkulma analizi igin literatiirde bir¢ok calisma
mevcuttur. Bu ¢alismalarin bir¢ogunda, problemin kesin ¢oziimii yerine gececek,

yaklasik ¢oziimler iizerinde durulmustur.

Pfliiger, A. [2], daha ¢ok 0Ozel deger problemlerinin lineerlestirilmesi iizerinde

calismistir. Problemin kesin ¢0ziimiiniin zorluklari {izerinde 6zellikle durmus, ¢oziim



icin, klasik yoOntemlerin yanisira, Ritz ve Galerkin gibi yaklasik yontemlerinde
kullanilabilecegini belirtmistir. Yazar, degisik tipte burkulma problemlerinin

¢Oziimlerine iliskin kendi arastirma sonuglarini abak ve tablolar halinde sunmustur.

Chajes, A. [10], dogru yada degisken kesitli ¢ubuk, c¢erceve ve siirekli kiriglerin
stabilite problemini incelemis, problemin yaklasik ¢oziimiinii, Ozellikle degisik
matris yontemlerini kullanarak arastirmigtir. Sonlu elemanlar yontemini kullanarak
yaptig1 ¢ozlimlerde, literatiirde toplam potansiyel enerji ifadesi olarak bilinen esitligi
kullanarak eleman ve sistem matrislerini elde etmis, bu matrisleri kullanarak, degisik
tipte sistemlere (stirekli kiris, ¢erceve vb.) ait kritik burkulma yiikii ve burkulma mod

sekillerini elde etmistir.

Li Q.S. ve arkadaslari [13], degisken kesitli g¢ubuklarin stabilitesi iizerinde
calismiglardir. Probleme ait denge denklemi, ikinci mertebeden bir diferansiyel
ifadeye doniismektedir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde Bessel fonksiyonlari
kullanilmigtir. Ayn1 ¢calismada, degisken kesitli bir cubugun serbest titresimi lizerine

yonelik bir uygulamada mevcuttur.

Aynmi yazarlarin bir bagka calismasinda [14], ¢6ziimde Bessel fonksiyonlarinin

yanisira geometrik serilerden de faydalanilmustir.

Li Q.S., [15] farkli katmanlarda ve herbiri degisken kesitli olan ¢ubuklarin birlesimi
ile meydana gelen sistemlerin stabilitesi lizerine ¢alismigtir. Herbir ¢cubugun rijitlik
matrisinin terimlerini bir fonksiyona bagli olarak ifade etmis, cubugun iizerine
uygulanan normal kuvvetin degisimini de yine ayni fonksiyona bagli olarak
yazmistir. Elde edilen diferansiyel denklem, yine Bessel fonksiyonlari yardimiyla

¢Ozlilmiistiir.

Pi Y.L. ve Trahair N. S., [17] kemerlerin kendi diizlemindeki burkulmasi ait yeni bir
sonlu eleman formiilasyonu gelistirmiglerdir. Bu formiilasyonda, nonlineer etkilerde
dikkate alinmistir. Kemerin yarigapinin azalmasiyla birlikte, nonlineer etkilerin
dikkate alinmasiyla elde edilen kritik burkulma yiikiiniin, sadece lineer terimlere
bagli olarak elde edilen burkulma vyiikiinden daha diisiik olacagi sonucuna

ulagmiglardir.

Chassie G. G., ve arkadaslari, [19] hem sabit basing kuvveti hem de burulma etkisi
altindaki dairesel kesitli cubuklarin stabilitesi iizerine g¢aligmiglardir. Problemin
niimerik ¢6ziimiinde tagima matrisleri yontemi kullanilmis, elde edilen sonuglara

bagli olarak ¢esitli abaklar hazirlamiglardir.



Fonksiyoneli elde etmek icin fonksiyonel analiz yontemi ile ve Gateaux tlirevi
kullanilmigtir. Oden, J. T. ve Reddy, J. N. [3] de bu konudaki temel esaslari
belirtmislerdir.



2. STABILITE PROBLEMINIiN TEMEL KAVRAMLARI

Fonksiyoneli elde etmeden Once, stabilite probleminin temel kavramlar1 iizerinde

durmak gerekmektedir.

2.1 Stabilite Probleminin Denge Konumlari

Stabilite probleminin denge konumlar1 hakkinda genel bir fikir verebilmek icin, Sekil

2.1 de verilen bilyenin, denge konumlar1 dikkate alinmistir.

1 1I
@ o 9

Sekil 2.1 Kararl, Kararsiz ve Farksiz Denge Konumlari

Sekil 2.1.a da goriilen bilye, i¢blikey bir kapta I konumunda iken dengededir. Bilye II
konumuna getirilip birakilsa, dis kabin seklinden dolayi, siirtiinme kayiplarinin ihmal
edildigi varsayimiyla, tekrar I konumuna, yani denge konumuna gelir. Boyle bir

durumda I konumunun dengesinin kararh oldugu kabul edilir.

Sekil 2.1.b de ise bilye, I konumunda iken dengede olsa bile, II konumuna
getirildikten sonra dogacak olan hareket, bilyeyi I konumundan uzaklastiracaktir. Bu

durumda I konumuna ait denge kararsiz dir.

Sekil 2.1.c deki durum ise her iki halin birlesimi gibidir. II konumunda iken bilye
dengededir ve, II konumundan I konumuna tekrar donemedigi gibi II konumundan
da ayrilmaz. Bu durumda I konumundaki dengenin farksiz denge konumu oldugu
kabul edilir. Stabilite probleminde temel amag, bu farksiz denge konumuna karsilik

gelen ¢oziimiin arastirilmasidir. Ozetle,



a) Kararli dengede sistem, denge konumu bozulsa bile, kendiliginden bu

konuma doner.

b) Kararsiz dengede, dengenin bozulmasi, sistemi ilk konumundan

uzaklagtiracak sekilde devam eder.

c) Farksiz dengede ise sistem, konumu bozulmus olsa bile bir denge konumunda

bulunur.

2.2 Stabilite Probleminin Cesitleri

Stabilite problemleri uygulanan kuvvetle, olusacak sapma arasindaki bagintilarda

mevcut olan ¢ok degerliliklere gore iki sinifa ayrilir. Bunlar, literatiirde,

a) Vurgu stabilitesi problemi

b) Dallanma tipi stabilite problemi

olarak isimlendirilir. Vurgu stabilitesi problemine bir drnek olarak Sekil 2.2 deki

sistemin stabilitesi gosterilebilir.

Sekil 2.2 Vurgu Stabilitesi Problemi

Dallanma tipi stabilite problemi ise, pratikte en ¢ok karsilasilan ve bu ¢alismada da

tizerinde durulan stabilite problemi tipidir.



Sekil 2.3 Dallanma Tipi Stabilite Problemi

Sekil 2.3 de verilen ve literatiirde adi burkulma cubugu olarak isimlendirilen
cubukta, P =P(#)egrisi P=F,  noktasinda, yani kritik yilkiin etkidigi anda
dallanmaktadir. Sekil 2.4 den de goriilecegi gibi, P < P, oldugu siirece, yalmiz I
denge konumu mevcuttur ve bu denge kararli dengedir. P =P, haline ise sekilde A
noktasi karsilik gelir. P> B, durumunda ise, P-¢ bagintist II ve II' simetrik kollari
ile gosterilir. Kritik yiikiin asilmasi halinde her {i¢c denge konumu da mevcuttur.
P
/m
C 1l

Il

i

Pkr

(0]
Sekil 2.4 Dallanma Tipi Stabilite Probleminde Denge Konumlari

Sistem, I konumunda dengede kalabilecegi gibi, yiikk degismese bile II veya II'
denge konumlarina gecebilir. Burada, egri iizerindeki herbir nokta, sistemin
birbirinden farkli kararli denge konumlarin1 yansitir. Ayni dallanma, benzer sekilde



B ve C noktalart i¢inde gegerlidir. B ve C noktalarina ait burkulma yiiklerinin

astlmas1 durumunda sistem kararli yada kararsiz denge konumlarinda olabilir.

Caligmanin bundan sonraki kisimlarinda, sadece dallanma tipi burkulma problemleri

dikkate alinmistir.

2.3 Problemin Kesin Coziimiiniin Arastirilmasi

Problemin kesin ¢6ziimii icin, literatiirdeki {ic ana yontem kullanilabilir. Bunlar,

denge yontemi, enerji yontemi ve dinamik yontemdir.

Denge metodunu kullanarak, burkulma probleminin genel bagintilar1 ¢ikartilmak
istenirse, eksenel bir P dis yiik etkisi altinda Sekil 2.5 deki gibi sekil degistiren basit
kiris ele alinabilir.

Sekil 2.5 iki Ucu Mafsalli Cubuga Ait Bilinmeyenler

P dis yiik etkisi altinda, A noktasinin yapacagi yatay ve diisey deplasman ua ve va,
donme ise ¢ ile gosterilsin. Cubuk lizerinde herhangi bir yerde alinmis bu A

noktasina ait kesit tesirleri ile, P dis yiikii arasindaki iligki ise Sekil 2.6 da verilmistir.

P X

Sekil 2.6 ki Ucu Mafsalli Cubukta Kesit Tesirleri

Sekil degistirmis sistemde iizerinde, P dis kuvveti ile N, T ve M kesit biiyiikliikleri
arasindaki denge sartlari, Sekil 2.6 dan,

N+ Pcos¢p=0 (2.1.a)
T —Psing=0 (2.1.b)
M—-Pv=0 (2.1.¢)



olarak yazilabilir. Cubugun birim uzamasi ve donmesi ise [2] de,

e=(+u")* +v"? -1 (2.2.a)

V'A+u)-u"'
(I+u')* +v"?

¢!

(2.2.b)

olarak verilmistir. Bu esitlikler yardimiyla elde edilen diferansiyel denklemin
¢Ozlimii [2] de verilmistir. Burkulmanin baslamasina neden olacak olan P kuvveti Py

ile gosterilirse, Py ytikii,

_ LmEl 1
r_h

EA

P (2.3)

olarak elde edilir Burada n katsayisi, herbir farkli burkulma formuna karsilik gelen
periyot sayisini ifade eder. Py / EA degeri, ihmal edilebilecek oranda kiigiik bir
degerdir. Ornegin, celik icin akma smir1 240 N/mm’, elastisite modiilii 210000
N/mm® alinirsa, birim deplasman degeri akma smirmda 0.00114 degerine ulagir.
Birim uzama yada kisalma degeri higbir zaman bu degeri asamaz. Bu yiizden, (2.3)
denkleminde Py / EA degerini ihmal etmek yanlis olmaz. Boylelikle burkulmanin

baslamasina neden olacak olan Py kuvveti daha basit bir tarzda,

(2.4)

biciminde yazilabilir. Bu deger, literatiirde Euler Burkulma yiikii yada kritik
burkulma yiikii olarak bilinen degerdir. Denge denklemi sekil degistirmis form
lizerinde yazildigi ig¢in problem nonlineer yapidadir. Bu yiizden, diferansiyel
denklemin kesin ¢6ziimiine, oldukca karisik ve zor adimlar takip edilerek ulasilir.
Zira, biitiin vurgu ve dallanma problemleri, denge sartlarinda sekil degistirmelerin

g6zoniine alinmasi zorunlulugu dolayisiyla statikge belirsizdir.

Burada iki ucu mafsalli basit bir cubuk icin yapilmis olan islemler, daha fazla
bilinmeyenli hiperstatik sistemlere uygulandiginda, ortaya ¢ok daha karisik ve
¢Oziimii zor diferansiyel denklemler ¢ikar. Ciinkii, nonlineerlik, sadece elde edilen
diferansiyel denklemde degil, ayn1 zamanda mesnet sartlarinda da mevcuttur. Bu
ylizden, problemi bu nonlineer yapidan kurtarip lineerlestirme islemine tabi tutmak
ve ¢Oziime yaklasik ¢6ziim yontemleri ile ulagsma, zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.
Bu lineerlestirmeyi saglamak i¢in, ¢oziimde sadece kritik yiikiin elde edilmesiyle
yetinmek ve sistemin kritik burkulma yiikiine kadar rijit oldugu, sekil degistirmenin

ise bu konumdan sonra bagladigi kabul edilebilir. Bu kabuller, ¢6ziimde biiyiik
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kolayliklar saglar. Stabilite probleminin genel bagintilarina gegmeden 6nce hesaptaki

bu kabul ve hipotezleri ortaya koymak gerekmektedir.
e Hooke kanunu gecerlidir. Malzeme lineer elastik, homojen ve izotroptur.

e Bernoulli-Navier hipotezi gecerlidir, yani diizlem kesitler sekil degistirmeden

sonra da diizlem kalmaktadir.
o Kesitin kayma merkezi, agirlik merkezi ile ¢akismaktadir.

e Sekil degistirmeler ¢ok kiigiik mertebelerdedir.

' Ay 4P
AR
| H+AH
= El
b P
y
y

Sekil 2.7 Burkulma Problemine Ait Bilinmeyenler

Sekil 2.7 de, sabit bir eksenel P dis yiikii etkisinde ve Az boylu bir elemana ait
bilinmeyenler goriilmektedir. Elemanin her iki ucundaki kesme kuvveti H, eksenel
dis yiik P, moment ise M ile gosterilsin ve kesme kuvvetinin ¢ubuk boyunca
degismedigi kabul edilsin. (AH=0) Tiim bu kabuller 1s1ginda, bu elemanin fist
ucundaki moment dengesi,

M +AM = PAy+ HAz+ M (2.5)
AM = PAy+ HAz (2.6)

seklinde yazilabilir. Az — 0 olarak limite gegilirse, yani tlirev islemi yapilirsa,

H=sabit=H, 2.7)
dﬂ: Pd—y+H0 (2.8)
dz dz

10



esitligi elde edilir. Hy kesme kuvvetini denklemlerde yok etmek i¢in (2.8) ifadesinin

bir kez daha tiirevi alinirsa,

d*M d?
=P f
dz dz

(2.9)

ifadesi elde edilir. Herhangi bir egilme cubugunun ¢kme-egilme momenti iliskisine
ait diferansiyel ifade ise,
d’y M

=—— 2.10
dz* EI (2.10)

bicimindedir. Boylelikle, burkulma analizinde kullanilacak iki diferansiyel denklem
elde edilmis olur. Bu iki ifadeden (2.9) “denge denklemi”, (2.10) ise “biinye

bagintist” olarak isimlendirilir.

Bu calismada, elastik kolon teorisi ad1 verilen ve ilk defa Euler tarafindan incelenen,
4 farkli burkulma tipi baz alinmistir. Dolayisiyla, ¢ézlimlerde elde edilen sonuglar bu

degerlerle karsilastirilmistir.

Denge denklemi ile biinye bagintis1 arasindaki iligskiyi kurmak igin, (2.9) ifadesinde
M yerine (2.10) daki degeri yerine konursa,

2 2 2 4 2
d (d jEHPﬂ:o veya dy Pdy_, 2.11)

dz*\ dz* dz* dz*  EI dz*

seklinde burkulma diferansiyel denklemi elde edilir. (P / EI) yerine B* yazilirsa,

diferansiyel denklem,

+ﬂ2 & s (2.12)

halini alir. Bu diferansiyel denklemin, ¢6ziimiinde kullanilan sinir sartlari ise:

Mafsalli uglarda: y=0, y"'=0
Ankastre uglarda: y=0, y'=0 (2.13)
Diisey P yiikii ile yiiklii serbest ugta: " =0, (ED")'+Py'=0

bicimindedir. (2.12) diferansiyel denkleminin, (2.13) de verilen sinir sartlar
kullanilarak, trivial olmayan ¢oziimleri Euler tarafindan yapilmis ve degisik mesnet
kosullara sahip elastik kolonlarin kritik burkulma yiikleri Sekil 2.8 deki gibi

bulunmustur. Burada 3 ile gosterilen uzunluk o tipe ait “burkulma uzunlugu” dur.
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TiP 1

TiP 2

TiP 3

TiP 4

ANKASTRE-SERBEST

ANKASTRE-MAFSALLI

MAFSALLI-MAFSALLI

ANKASTRE-ANKASTRE

P
| .
|
|
i
|
| | JR—
|
|
1
= Q
N —
i z
_ rEl _ rEl p _ mE _ rEl
kr (2L)7 kr (0 7L).’ LJ kr (L/Z)z

Sekil 2.8 Farkli Burkulma Tipleri i¢in Burkulma Uzunluklari
ve Kritik Burkulma Yiikleri
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3. GELISTIRILEN FONKSIYONEL

Bu calismada, ¢ubuga, hem kendi ekseni dogrultusunda, hem de kendi eksenine dik

dogrultuda yayil1 yiik etkimesi hallerine ait iki ayr1 fonksiyonel elde edilmistir.

3.1 Cubuk Ekseni Yoniinde Yayil Yiik Bulunmasi Haline ait Fonksiyonel
Av__IN+AN
M+AM 1

| H+AH>
q
EI
1 M H

)

z

Az

\

Sekil 3.1 Cubuk Ekseni Yoniinde Diizgiin Yayil1 Yiik Bulunmasi Hali

Sekil 3.1 de, kendi agirlig1 etkisindeki ve Az boylu bir elemana ait bilinmeyenler

goriilmektedir. Elemandaki yatay kuvvet, ve {list uca ait moment dengesi,

AN—qAz =0 (3.1)
AM = NAv+ HAz —%AZAV (3.2)

seklindedir. H=sabit=H, oldugu kabul edilir ve Az — 0 olarak limite gecilirse,

dN
—‘g“ :N§+HO —%Av (3.4)
zZ zZ

esitlikleri elde edilir. Av, ikinci mertebeye ait deplasman olup, sifira ¢cok yakin bir
degerdir. Dolayisiyla (3.4) denkleminde ihmal edilebilir. Boylelikle (3.4) esitligi,
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Mm = Nﬂ +H, (3.5)
dz dz
halini alir. Hy, kesme kuvvetini denklemlerde yok etmek i¢in (3.5) ifadesinin bir kez

daha tiirevi alinirsa,

d’M d’v
=N— 3.6
dz’ dz’ (3.6)
esitligi elde edilir. Herhangi bir cubugun ¢okme-egilme moment iliskisi ise,
dv_ M 3.7
dz* EI '

seklindedir. Burada (3.3) ve (3.6) ifadeleri “denge denklemleri”, (3.7) ifadesi ise
“biinye bagintis1” olarak isimlendirilir. (3.3), (3.6) ve (3.7) de verilen denge
denklemi ve bilinye bagintilarina ait geometrik sinir kosullari,

. (3.8)
O

ve dinamik sinir kosullart ise,

T=T

M =-M

(3.9)

seklindedir. Bu siir kosullarinin agik ifadeleri ise birtakim varyasyonel islemler

sonucunda elde edilir. (3.8) ve (3.9) da sapkali terimler sirasiyla, sinirlarda degerleri
bilinen v, Q, T, M, yerdegistirme, donme, kuvvet ve moment vektorlerine karsilik

gelir. Denge denklemleri ve bilinye bagintilari, sinir kosullar1 da dahil olmak iizere

operator formda,

Ly-f=0 (3.10.a)
Q=Ly—f (3.10.b)
seklinde yazilir. Burada, L, diferansiyel operatorii, y, yerdegistirmeleri ve kesit

tesirlerini, f, yiikk vektoriinii ifade eder. Q ise bir siirekli operatordiir. Q operatorii

sinir sartlarini da igerecek sekilde matris formunda,
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2 2 i - - — -
S TR S S v 0
dz dz= |
0 0 0 0 0 0 0 0 Q 0
0 0 0 0 0 0 0 0 T 0
El—= 0 0 10 0 0 0 M 0 (3.11)
Iz | e | = e s
0 0 0 0 ' -1 0 0 0 Vo —V
0 0 0 0 0 1 0 0 Q, Q,
0 0 0 0 0 0 | 0 T, T,
0o 0o 0o o i o0 o 0o -1 | M} [-M]

seklinde yazilir. Sinir kosullari, sifir alt indisi ile belirtilmigtir. Burada, Q

operatoriiniin potansiyel bir operator olusu ancak,
(dQ(z.2).2") = (dQ(z,2").Z) (3.12)

esitliginin saglanmasi ile mimkiindiir. Esitlikteki, (< , >) simgesi i¢ c¢arpimi
gostermektedir. Yildizli ve tizeri ¢izgili olarak yazilan ifadeler ise, ilgili fonksiyon
icin se¢ilmis, sabit carpim ifadeleridir. dQ(z,z)ise,

dQ(z,z) = lriir(}(%(Q(z +77) —Q(z))j (3.13)

seklinde tariflenir ve Q operatdriiniin Gateaux tlirevini gosterir. T sabit bir sayidir.

(3.13) ifadesinin gradyan ise,

_ 0Q(z+172)

. (3.14)

dQ(z,z)

=0

seklindedir. Yapilan islemler neticesinde, Q operatoriiniin potansiyel bir operator

oldugu gorilmiistiir.

Potansiyel oldugu bilinen bir Q operatdriine karsi gelen fonksiyonel ise, Oden ve
Reddy tarafindan, [3] de

1) = [ <Qsu).u>ds (3.15)

seklinde verilmistir. Burada, s skaler bir biiytikliiktiir. (3.15) denklemi uygulanirsa,
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,§>+1<M,£>+1<N,ﬂ,ﬁ>+
zZ

I(u)= —<M
~ dz 2 El 2 dz dz
(3.16)

+<(v-V),H>, +<d— M >, +<H, V> +<(M M) dv
dz’ dz

O'

biciminde, ¢ubuk ekseni yoniinde yayili yiik bulunmasi haline ait fonksiyonel elde
edilir. Burada, ilk ii¢ terim bolge terimlerini, < , >_ geometrik sinir kosullarini,
<, >_ ise dinamik smir kosullarimi gosterir. Sapkali biiyiikliikler ise sinirlarda
degerleri bilinen geometrik ve dinamik sinir kosullaridir. HveH ve N’nin acik
ifadeleri ise,

H=M_\& (3.17.a)
dz dz

fa=M_N& (3.17.b)
dz dz

N=P+J. dz (3.18)

seklindedir. Burada, P ¢ubuga kendi ekseni dogrultusunda etkiyen sabit dis yiikiin
degerini gostermektedir. Burkulma problemine ait, toplam potansiyel enerji ifadesi
ise, literatiirde,

dvY 1 (avY
= j[ El(dz } —EN(E) ]dz (3.19)

seklindedir. Bu esitlikte, (3.16) ifadesindeki, bolge terimleri yerine (3.6) ve (3.7)
esitlikleri konur ve gerekli islemler yapilirsa, (3.19) ifadesinin elde edildigi goriiliir.
Bu da elde edilen fonksiyonelin, literatiirdeki toplam potansiyel enerji ifadesine de

doniisebildigini géstermektedir.
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3.2 Cubuk Eksenine Dik Yonde Yayih Yiik Etkimesi Haline ait Fonksiyonel

Av _IN+AN
M+AM 1
— ﬁ

H+AH

z

Az

q [ 7 EI

H
r %&
M

Z

N N

v

Sekil 3.2 Cubuk Eksenine Dik Yo6nde Diizgiin Yayili Yiik Bulunmasi1 Hali

Sekil 3.2 de goriildiigii gibi, eger cubuk {izerinde eksenine dik yonde diizgilin yayil

yiik varsa, elemandaki yatay kuvvet ve iist uca ait moment dengesi,

AH = —qAz (3.20)

AM:NAv+HAz—%Azz (3.21)

seklinde yazilir. Az — 0 olarak limite gegilir ve benzer islemler tekrarlanirsa,

dH

—_— == 3.22
-4 (3.22)
ﬁ:Nﬂ+H-qAZ Az=0 - ﬁzNﬂ+H (3.23)
dz dz dz dz

denklemleri elde edilir. Daha oOncede belirtildigi gibi, Av, ikinci mertebeye ait
deplasman olup, sifira ¢ok yakin bir deger olmas1 sebebiyle ihmal edilmistir. Burada
(3.22) ve (3.23) bu hale ait denge denklemleridir. Bu iki denge denklem ve (3.7) deki
blinye bagintis1 yardimiyla, ¢ubuk eksenine dik yonde yayil1 yiik etkimesi haline ait

fonksiyonel,

I(u) =_<—0M,ﬂ>+l<M,£>+l< N,ﬂ,£> +<q,v>
N dz 2 EI 2 dz dz
(3.24)

o

+<(v-V),H>, +<£,M > +<H,v>, +<(M—1\7I),ﬂ>
dz dz
olarak elde edilir.
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4. YAKLASIK COZUM YONTEMLERI KULLANILARAK COZUMUN
ARASTIRILMASI

Mekanikte, bir problemin kesin ¢oziimiiniin elde edilmesinde yasanan zorluklari
asmak i¢in, cogu zaman ¢esitli yaklasik ¢oziimlere ihtiya¢ duyulur. Problemin kesin
¢Ozlimiinde olan, ancak ihmal edildiginde sonucun dogruluguna olumsuz bir sekilde
tesir etmeyen birtakim biiyiikliikklerin ortadan kaldirilmasi ile, kesin ¢éziimiin yerini

tutacak yaklasik ¢oziimler elde edilebilir.

Bir 6nceki boliimde, burkulma problemindeki nonlineer etkilerin ihmal edilip, sadece
lineer konuma gore denge ve enerji ifadelerinin yazilmasi halinde bile elde edilecek
sonuglarin, problemin kesin ¢oziimiine ¢ok yakin oldugu belirtilmisti. Dolayisiyla,
problemin yaklasik ¢oziimiinii arastirirken de, nonlineer etkileri ihmal etmek yanlis

olmaz.

Bu béliimde, calismanin temelini teskil eden sonlu eleman analizine gegmeden once,
fonksiyoneli test etmek amaciyla, yaklasik yontemlerden biri olan Ritz ydntemi

kullanilarak ¢6ziim arastirilmistir.
4.1 Ritz Yontemi

Fonksiyonelin ¢oziimii i¢in kullanilan yontemlerin basinda Ritz Ydntemi
gelmektedir. Ritz yonteminde de, diger yaklasik yontemlerde oldugu gibi, problem,
cok degiskenli bir minimum problemine indirgenir. Ritz yonteminde temel amag bu

minimum degerin bulunmasidir.

Problemin ger¢ek ¢oziimlii @(z) olsun. Bu o(z), gercek c¢oziimiiniin yerine,

asagidaki sekilde diizenlenen bir 77(z) yaklasik ¢6ziimii konulabilir.

w(z)=n(z) =an,(z)+a,n,(z)+.......... a,n, (z) 4.1)
Burada, a;, as, .... a, problemin bilinmeyenlerinden bagimsiz sabit ¢arpanlardir.
Mys Mo seereenven n, ise problemin geometrik yada dinamik sinir sartlariin birini veya

her ikisini birden saglayan, ancak bunun disinda tamamen keyfi olarak segilen

yaklagim fonksiyonlaridir.

18



Bir dnceki boliimde, ekseni yoniinde ve eksenine dik yonde yayili yiiklerin ayr1 ayri
etkimesi halleri icin, (3.16) ve (3.24) de iki ayr fonksiyonel elde edilmisti. Daha
oncede belirtildigi gibi, Ritz yontemi ile yapilan olan ¢6ziimde, problemin sinir
sartlari, segilen yaklasim fonksiyonlar1 ile saglanir. Bu boliimde, sadece Euler
burkulma tipleri gézoniine alinmistir. Hem geometrik hem de dinamik sinir sartlari,
secilen yaklagim fonksiyonlari ile saglandig1 kabulu ile fonksiyoneldeki sinir kosulu

terimleri kaldirilirsa, sadece bolge terimlerine bagls;

dM dv 15 MM dv dv
IW=—|——dz+— dz+—|——d 4.2,
) I dz dz '[ z J‘dz dz z (4.2.2)

U= [YJ? } (4.2.b)

ifadesi elde edilir. Euler hallerinde, ¢ubuga sadece eksenel bir sabit dis yiik etkidigi
icin g=0 dir. Dolaysiyla, fonksiyonelde sadece sabit dig yiik terimi bulunur Bundan
sonraki boliimlerde bu dig yiik P ile gosterilmistir. Fonksiyoneldeki degiskenler, her
bir noktadaki v(z) ¢okmesi ve M (z) egilme momentidir. Bu ¢6kme ve momentlerin
kesin degerleri yerine, bunlara karsilik gelen ve problemin geometrik ve dinamik

siir sartlarini kesin olarak saglayan, ;(Z) ve M(z) yaklasim fonksiyonlar1 konursa,
v(2) = W(z) = a1, (2) + a1, (Z2) + .. a, ., (2) (4.3.2)
M(2) = M(2) = a1, (2) + a1y, (2) + ...ty 11, (2) (4.3.b)

esitlikleri elde edilir. Bu yaklasim fonksiyonlarinin se¢ilmesinde dikkat edilen en
6nemli husus, v(z) yaklagim fonksiyonunun, probleme ait geometrik; M(z)
yaklagim fonksiyonunun ise dinamik sinir sartlarini kesin olarak sagladigidir. Ancak,
Ritz metodunun uygulama alaninda, her iki sinir kosulu tipinin birden saglanmasi

sart degildir.

Sadece bolge terimlerine bagh (4.2.a) ifadesinde, v(z) yerine ;(Z), M (z) yerine de
M(Z) yaklasim fonksiyonlar1 yerlestirilerek, fonksiyonel, yaklasim fonksiyonlari

cinsinden,

L ;37 1 L_

dM dv 1 MM Sdvdv
I(u)=- —dz+— —|——d 4.4
®) '([dzdzz J- J.a’zzZ 4

biciminde yazilabilir.

I(u) ile ifade edilen fonksiyonelin bilinmeyenlere gore tiirevleri alinip sifira

esitlenirse, eleman denklemleri elde edilir.
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AW _o . —0, ... 0 (4.5)
oa, Oa, Oa

Bu sekilde, bilinmeyen sayist kadar denklemi olan, bir lineer homojen denklem
takimi elde edilir. Bu denklem takimina, yiik ile ilgili terimler katsayi1 olarak girer. a,
carpanlarinin bulunmasini saglayan bu lineer homojen denklem takiminin ¢oziimii,

katsayilar matrisi K, a, sabit ¢arpanlarinin bulundugu vektor A ile gosterilirse,
KA=0 (4.6)

esitliginin saglanmasi ile miimkiindiir. Bu homojen denklem takiminin, trivial
olmayan ¢6ziimii, sadece, K, katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi ile

mumkuindiir.

Bu determinantin acilimi ile elde edilecek olan esitligin, normal kuvvet ifadesine
gbre bulunan kdklerin en kii¢ligli, aranan kritik burkulma yiikiinii verir. Diger kokler
ise diger 6z degerlere karst gelen burkulma kokleridir. Daha yiiksek mertebeden

yaklagim fonksiyonlarinin se¢imi ile de daha ¢ok sayida 6zel deger elde edilebilir.

2. boliimde, uygulamada en c¢ok karsilasilan sabit kesitli ¢ubuklara ait burkulma
problemi tipleri ve bu tiplerin Euler tarafindan bulunan kritik burkulma ytikleri
verilmisti. Bu boliimde ise, fonksiyoneli test etmek amaciyla, degisik mertebelerde
ve hem geometrik hem de dinamik smir sartlarinin her ikisini birden saglayan
fonksiyonlar segilerek ¢oziim arastirilmistir. Bu fonksiyonlar, (4.3.a) ve (4.3.b) de de

belirtildigi gibi hem ¢cokme hem de momente bagli olarak yazilmistir.
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4.1.1 Birinci Tip Burkulma Problemi

-]

Sekil 4.1 Ritz Yontemi ile Coztimde 1.Tip Burkulma Cubuguna Ait Degiskenler

Bu burkulma probleminde, A ve B noktasina ait geometrik ve dinamik smir

kosullari,

v(0)=0, V'(0)=0, M@L)=0 M'(L)=0 4.7)
seklindedir. C6ziimde, asagida verilen yaklasim fonksiyonlar1 kullanilmistir.

o 1.c¢oOziim

"z = a(ﬂ +b@ (4.8)
M(z) = c(%—lj+ d(%—lj (4.9)

o 2. ¢oOzlim

V(z) = a(%] + b(%) 4 c(%) (4.10)

H(z)=d(%—1j+e(%—l] +f(%—1) (4.11)
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e 3.¢0ziim

W(z) = a(ﬂz + b(%f + c(%j + d[%)s (4.12)
M(z):e(%—lj+f(%—ljz+g(%—1j3+h(%—lj4 (4.13)
o 4. gbziim

Wz) = a(az + b(%f + c(%j + d(%js + e(%)é (4.14)
M(z) = f(%—1j+g(%—1f +h(%—1}3 +i(%—1j4 +j(%—lj5 (4.15)

1. Coziim

Sadece bolge terimlerine bagl olarak (4.4) de ifade edilen fonksiyonelde, (4.8) ve

(4.9) yaklasim fonksiyonlar1 yerlerine konur ve gerekli integrasyon islemleri

yapilirsa,
dv _2az  3bz’
2y _ + 4.16
dz I’ r ( )
dM :£+E(i_1j (4.17)
dz L L\L
ac bc 2ad bd 1(c’L cdl d*L) P(4a> 3ab b’
=t —t—+— - + — + + (4.18)
L L 3L 2L 2\3ElI 2EI 5EI) 2\ 3L L 5L

esitlikleri elde edilir. Sisteme etkiyen eksenel dis yiik P ile gosterildiginden,
fonksiyonelde N yerine P konmustur. (4.12) de ifade edilmis olan fonksiyonelin,

sabit katsayilara gore tlirevleri alinip sifira esitlenirse, eleman denklemleri elde edilir.

a_. a_y. a_y. a_y 4.19)
Oa ob oc od
(4.18) ifadesi lizerinde (4.19) kismi tiirevleri uygulanirsa,

or_ap 3P, 1. .24-0 (4.20.2)
oa 3L 2L L 3L
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or_3p 9P, 1.1 0 (4.20.b)
ob 2L SL L 2L

o__ 1, 1, L L, (4.20.¢)
oc L L 3EI  4EI

o_2 v, L Lo (4.20.d)
od 3L 2L 4El  5EI

lineer homojen denklem takimi elde edilir. Tiim bu esitlikler matris formunda

yazilirsa,
KA=0 (4.21)
a b c d
ol [ 1 = - -
Do | ¥ 3 L2007 (o
Oa 3L 2L L 3L
ol 3P 9P 1
R B e | S )
ob 2L 5L L 2L B (4.22)
ol 1 1 L L
—=0-> | -— — — -—|c 0
oc L L 3EI 4E]
2 1 L L
g =0-> —_— —_— -— e d 0
od L 3L 2L 4E] SEI |- = 7

esitligi elde edilir. Bu esitlige ait trivial olmayan ¢6ziimiin elde edilebilmesi i¢in,

det K=0 (4.23)
olmalidir.
detK =9L'P*> —184EIL’ P+ 400E°I*> =0 (4.24)

Bu ifadenin P’ye bagh kokleri:

EI El
R =24731— B=1797— (4.25)

olarak elde edilir. Bu kokler arasindaki en kiiciik deger, kritik burkulma yiikiidiir.

EI

B,= 24731 (4.26)

”

degeri, kolona ait kritik burkulma ytikiidiir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma

yiikiiniin ise
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2
7 EL 5 4674 EL (4.27)

ger = (2L)2 L2

oldugu bilinmektedir. iki deger arasindaki bagil hata oram % 0.231° diir.

2. Coziim

Bir onceki ¢oziimde yapilan iglemlere benzer sekilde, tiirev ve integral islemleri
yapilarak,

ad bd cd 2ae+£+£ af  3bf cf

+_
L L L 3L 2L 5L 2L 10L 5L

2 2 2
+l d _deL+eL+2de_efL+fL N (4.28)
2\3El 2EI SEI S5EI 3EI 7EI

P(4a2 3ab 4bc 16¢° 9b2+16acJ
+— + + + +

2\ 3L L L 7L 5L
a b c d f
Ao [arp w1 2 1y
a 3L 2L 5L L 3L 2L
%:0—) E 9j 2i _i i _i b 0
2L 5L L L 2L 10L
I I A A
¢ 5L L 7L L 5L 5L B (4.29)
o_y,yf + v L L Lo,
od L L L 3EI 4EI  SEI
2 1 2 L L L
ﬂ=0_> — S — - — -— | e 0
Oe 3L 2L 5L 4EI  SEI 6EI
1 3 | L L L
adoe, |- -2 L L L Ly 0]
of | 2L 10L 5L 5EI 6EI  7EI 7~

esitlikleri elde edilir. Trivial olmayan ¢6ziimii elde etmek icin katsayilar matrisinin

determinanti alinip sifira esitlenmelidir.
detK =16L°P’ —1185EIL' P> + 20700E*I°L*P—44100E°I° =0 (4.30)

Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikdi,

El El EI
R = 24673 B=2298— B= 4862 (4.31)
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P= 2.4673% (4.32)

olarak elde edilir. (4.27) de ifade edilen Euler burkulma yiikii, ile arasindaki bagil

hata oran1 % -0.0041 gibi oldukca kiicilik bir degerdir. Yaklasim fonksiyonunun

mertebesinin artirilmasi ile elde edilen sonucun ¢ok daha iyi oldugu goriilmektedir.

3. Coziim

Bir onceki ¢oziimde yapilan iglemlere benzer sekilde, tiirev ve integral islemleri

yapilarak,

L L L L 3L 2L 5L 3L 2L 10L 5L

2 2
dg 2ah bh 4ch _ dh l[eL_ejL+fL+2egL+

+ _ J—
7L 5L 5L 35L 14L 2\3El 2EI SEI 5EI

(4.33)
L g’L ehl 2fhL ghlL h’L) P(4a> 3ab
/g + &= + L _8 + +— + +
3EI 7EI 3EI 7EI 4EI 9EI) 2\ 3L L
9> +16ac  Scd 25d> 2(6bc+5ad) 2(8c® +15bd)
+ + + + +
5L L 9L 3L 7L
a b c d e f g h
Too | ¥ 3 8k k12 L 2 0r 7 To]
3L 2L 5L 3L L 3L 2L 5L
Do | o 2k P 113 bl lo
2L 5L L 7L L 2L 10L 5L
8P 2P 16P 5P 1 2 4
e — el o
5L L 7L 2L L 5L 5L 35L
5P 15P 5P 25P 1 1 1 1
— =0 | = S - - - — - — |4 0
3L 7L 2L 9L L 3L 7L 14L _
1 1 1 1 L L L L
—=0-> - - - - — - — -— || e 0
L L L L 3EI 4E] SEI 6EI
2 1 2 1 L L L
3L 2L 5L 3L 4E1 S5EI 6EI TEI
1 3 1 L L L L
R SN -— - - - ——lg]| |0
2L 10L 5L TL 5EI 6EI TEI 8EI
L L L L
=0 | — — — —  — ——  — |[#] |0
L 5L 5L 35L 14L 6EI TEI 8EI 9EI |~ — — °
(4.34)
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esitlikleri elde edilir.

detK =| — 017 —+ ! — ]P4+
1129172244E° 1" 1829677E°I"L
101 62303 j R
+| - +
1905913E°°L  1176221088E°I° I
(4.35)
13 B 196291 ] )
12965E*I°L  19603684E°1°L*
1 1069 1
+| - —+ = |P+ =0
463EIL"  500094EIL 21609L
esitligi elde edilir. Bu ifadenin P’ye bagli kokleri ve kritik burkulma yiikii,
P =-0. 03»ﬂ P =2 467432
r r
(4.36)
P, =22. 13ﬂ P, =72. 36ﬂ
r r
EI
P =2 46743— (4.37)

degeri kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu kritik burkulma yiikii degeri ile
(4.27) de ifade edilen Euler burkulma yiikii arasindaki bagil hata oran1 % 0.0012 dir.
Bu deger, 1. ve 2. ¢oziimde elde edilen sonuglara gore daha iyidir.

4. Coziim

L L L L L 3L 2L 5L 3L 7L 2L
3bh ch dh 3eh 2ai bi N 4ci di ei.  a

—t— + -+
10L 5L 7L 28L 5L 5L 35L 14L 21L 3L

b g 5 i I /L fal g2L+2th ghL ,
7L 14L 126L 42L 2\ 361 2E1 T SEI ' SEI 3EI

o B o df o 2ag bg g dg 2eg ah,

(4.38)
L fiL L 28l hiL i°’L L2L gL 2WL L
7EI 3EI  7EI 4EI 9EI 7EI 4EI 9EI 5EI

J°L\ P(4a’ 3ab 9b*+16ac 2(6bc+5ad) 6de
[+ — +—+ + +—t
11E1) 2\ 3L L 5L 3L L

N 36¢ N 2(8¢” +15bd +12ae) N 10cd +9be) N 25d* +48ce
11L 7L 2L oL
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a b c d e f g h i i
2 1

o_o,[ 4p 3P 8P 5P 12P 1 1 2 [/ ——
oa - — — — — — - - — - a 0
3L 2L 5L 3L 7L L 3L 2L 5L 3L
2—2=0—> poop 2k PP 1L 3 L L,
2L 5L L 7L 4L L 2L 10L 5L 7L
?:09 gp 2P 6P 5P 8P 12 14 L

¢ 5L L 7L 2L 3L L 5L 5L 35L 14L
%zoﬁ s 1sp 5P 25k 3k 1L b S T
3L 7L 2L 9L L L 3L 7L 14L  126L
o _, 2P 9P 8P 3P 36P 1 2 3 1 1
e - N — — — — - — _ — —— |l e 0
e 7L 4L 3L L 11L L 7L 281 21L  42L B
/A S T S SRS SR WY SRS SRS SR S A N I
o L L L L L 3EI  4EI 5EI  6EI 7EI
ol 2 1 2 1 2 L L L L
—=0 — - — — - - — — — — || g 0
g 3L 2L 5L 3L 7L 4EI  SEI  6EI 7EI  S8EI
1 3 1 1 3 L L L L
g:Oa -_— —— - —— —— - - h 0
Oh 2L 10L 5L 7L 281  5EI 6EI  TEI 8EI  9EI
ol 2 1 4 1 1 L L L L
4 s = - - - - = =z _ = = _ = |, 0
oi 5L 5L 35L  14L  21L 6EI 7EI  SEI 9EI  10EI
a_, . e . S I I
o | 3L 7L 14L  126L 421 7EI  SEI 9EI  10EI 11EI |~ ~ -
(4.39)

Trivial olmayan ¢oziimii elde etmek i¢in katsayilar matrisinin determinantt alinip

sifira esitlenmelidir.

op’ 419pP* 1759P° 86625P% 328860P 686070
detK = 5y5 e 2 6 T g o — =0 (4.40)
1120E°T° 128E°I'L" 4E°’TI'L" 4E°I'L EIL L
Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikdi,
P, =2.46740 % P,=2221 % P, =60.61 %
(4.41)
P, =145.97 % P, =176.11 %
EI
B = 2.4674? (4.42)

olarak elde edilir. Bulunan deger, virgiilden sonraki 4 basamak icin, (4.27) de verilen
=2.4674(EI/L*)) ile aymidur.

er

Euler burkulma yiikii, ( P,

Bu burkulma problemi tipinde, yaklasim fonksiyonlarinin mertebeleri arttirildikca,
bulunan kritik burkulma yiikii degerinin, gercek degerine gittikce yaklastig

goriilmektedir. Ancak, buradaki en Onemli sorun, fonksiyonlarin mertebesini
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yiikselttikge, islem yogunlugunun da ayni oranda artmasidir. 1.¢6ziimde elde edilmis
olan % 0.231 hata orani bile, miithendislik uygulamalari i¢in kabul edilebilecek bir

hata oranidir. Sonuglar 6zet olarak Tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1 1.Tip burkulma problemine ait Ritz ¢éziimleri

Kritik Euler Hata
Kok Bilinm. |burkulma | burkulma
ot e w1 e Orani
sayisi sayisi Ykt yiikii (%)
(EVL? | (EUL? 0
2 4 2.4731 0.231
3 6 2.4673 0.004
2.4674
4 8 2.4674 0.001
5 10 2.4674 0.000
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4.1.2 1Ikinci Tip Burkulma Problemi

Sekil 4.2 Ritz Yontemi ile Coziimde 2.Tip Burkulma Cubuguna Ait Degiskenler

Bu burkulma probleminde ¢ubugun alt ucu ankastre, {ist ucu ise mafsallidir. Bu tipe

ait geometrik ve dinamik sinir kosullari,

v(0)=0, V'(0)=0, w(L)=0, M(@L)=0 (4.43)

seklindedir. Bu smir kosullarim1 saglayan degisik mertebelerdeki yaklagim

fonksiyonlar1 ise asagida verilmistir.

e 1.c¢oziim

Wz)=2° G - IJ(az +b) (4.44)
M(Z) = L(% — lj(cz2 +dz + e) (4.45)

e 2. ¢oziim

;(Z) =z (% - 1](a 2 +bz+ c) (4.46)

M(z) = L(%—lj(d Zre+fz+g) (4.47)
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e 3.¢0zlim

- 2| 2 3 2

W(z) =z (Z—IJ(az +bz* +cz+d) (4.48)
M(z) = L(%—lj(ez“ + 12+ g2t hz i) (4.49)
1. Coziim

Sadece bolge terimlerinin oldugu ve yaklasim fonksiyonlar1 cinsinden (4.4) de
verilen fonksiyonelde, (4.44) ve (4.45) yaklasim fonksiyonlarimi yerlerine konur,

gerekli integrasyon islemleri yapilirsa,

bdl> 2bcl' adl' acl’ 1 &L del' d*I
- - - - +—( + + +
6 15 10 10 2 3EI 6EI 30EI

I =
(4.50)

cel’ cdl’ L . P [2sz3 . abl’ . 3a21fj

+ + + )+
I5SEI 30EI 105EI° 2\ 15 5 35

ifadesi elde edilir. (4.50) ifadesi iizerinde kismi tiirev islemleri uygulanip, elde edilen

denklem takimi matris formunda yazilirsa,

a b c d e
5 4 5 4 L
Ao |30P L' L L' g (o
a
35 10 10 10
4 3 4 3
%=0—> e 2rp 2L L o Ila] |o
10 15 15 6
5 4 7 6 5
%zO—) Lo 2r L L L cl=]0 (4.51)
¢ 10 15 105EI  60EI 30El
4 3 6 5 4
Ao L L L L L la| |o
od 10 6 60EI  30EI  12EI
5 4 3
g:()_> 0 0 L L L le| 0]
Oe | 30EI  12EI 3EI |

esitlikleri elde edilir. Trivial olmayan ¢6ziimii elde etmek i¢in, katsayilar matrisinin

determinant1 alinip sifira esitlenmelidir.
detK = L'P* —68L° EIP+980E°I*> =0 (4.52)

Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

El El
R = 207335 B= 4727 (4.53)
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El
P, = 20.7335—
I

(4.54)

olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii ise, 2. bolimde tarif

edildigi gibi,
*EI EI
= 2014205 (4.55)
(0.70L ) I3
oldugu bilinmektedir. Iki deger arasindaki bagil hata oram % 2.94” diir.
2. Coziim
I _ch3 3 2cel’ 3 bt B cdl B bel’ B afl’ _ 3bd L N
6 15 10 10 10 15 35
B 8ael’ B adl + g’r fgL f A egL5 N efl’ N
105 14 2\ 3EI 6EI 30EI 15EI 30E1
(4.56)
dgl® 'L’ 2dfl' del’! d’L \ P[2°L
+ + + + + +— +
30EI 105EI 105EI 84EI 252EI 20 15
bel' 3b°L 16acl’ abl® 4a’L
+ + + + +
5 35 105 7 63
a b c d e f g
ol [ 1
Aos[awr gr oswe 0wt ) o
63 14 105 14 105 15
R ) SV S S PP
14 35 10 35 10 10
%:0_, e L'p 2P 2 D o el |o
105 10 15 10 15 6
4.57
Ao, |0 o r 0 e ) o] @D
14 35 10 252E1 168EI  105EI  60EI
Aoy | 80 £ 28 L v L L el o
de 105 10 15 168EI  105EI  60EI  30EI
o _, r rr r L r el o
o 15 10 6 105E1 ~ 60EI ~ 30EI  12EI
ol I r I r
—=0 0 0 = llg] [0
| 60EI  30EI  12EI  3El |~
detK =5L°P° —910L'EIP* + 47824’ E*I* P —635040E°° =0 (4.58)
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Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

P = 2014775 P- 652751 P= 965921 (4.59)
L L L
El

P,= 201477 (4.60)

olarak elde edilir. (4.55) de verilen Euler burkulma yiikii, ile arasindaki bagil hata
orant % 0.028’e diismiistiir. Yaklagim fonksiyonlarinin mertebesinin artirilmasi ile

elde edilen sonucun daha iyi oldugu goriilmektedir.

3. Coziim
3 dnl’ 3 2dgl’ 3 chl’ 3 arr 3 cgl’ 3 bhD’ B 8del’ N 3L’
6 15 10 10 10 15 105 35

3 8bgl’ 3 ahl’ 3 cell 3 bl 3 Sagl’ 3 4bel’ 3 Safl’ 3 ael’
105 21 14 14 84 63 84 18

I =

(i’ hil' KWL g’ ghl® fil> gL 2fnl
+— + + + + + + +
2\ 3E1  6EI 30EI 15EI 30EI 30EI 105EI 105EI

4.61)

2eil’  fgl! enl’ [ egl’ efl’ e’
- - - + + -
105EI 84EI 84EI 252EI 126EI 180ElI 495EI

P(Zdzlf cdl' 3L 16bdl’ bel® Sadl® 4Ab°L
+ + + +

— + +
20 15 5 35 105 7 42 63

abl’® N 5q¢°1°
9 99
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a b c d e f g h i

[ <9 3 7 6 9 8 7 6 1 -
o _o_, | srp e sU’p  s’'p I 5L s 0 421 To
0a 99 18 84 84 18 84 84 21
8 7 6 5 8 7 6 5
A o | Lp 4P Lp sCp 4 U 8 Ly
ob 18 63 14 105 63 14 105 15
7 6 5 4 7 6 5 4
d_g|sUp Lpoo3rp L L 30 P ] g
oc 84 14 35 10 14 35 10 10
6 5 4 3 6 5 4 3
o _o_, | 5P 8P 'p 2r’p 8 L A 0 il lo
od 84 105 10 15 105 10 15 6
9 8 7 6 11 10 9 8 7
CAN B N S N R P
e 18 63 14 105 495EI 360EI 252EI 168EI  105EI
8 7 6 5 10 9 8 7 6
S R N
of 84 14 35 10 360EI 252EI 168EI 105EI  60EI
7 6 5 4 9 8 7 6 5
N A R B R P
og 84 105 10 15  252EI 168EI 105EI  60El  30EI
6 5 4 3 8 7 6 5 4
d o | £ L L L L L L \w| |o
Oh 21 15 10 6 168E1 105EI  60EI  30El  12EI
ol 7 6 5 4 3
—=0 0 0 0 0 L L L L L] o
oi | 105EI  60EI  30El  12EI 3EI

(4.62)

Trivial olmayan ¢oziimii elde etmek i¢in, katsayilar matrisinin determinant1 alinip

stfira esitlenmelidir.

detK =318P* —1184I°EIP? +152352L ' E*I* P* — 6967296*E° I’ P

(4.63)
+87816960E*I* =0
Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,
B :20.1925E—21 P, :58.76E—21
L L
(4.64)
P, :142.12% P, :173.60%
B, = 20. 1925% (4.65)

olarak elde edilir. (4.55) de ifade edilen Euler burkulma yiikii ile arasindaki bagil
hata oran1 % 0.251 dir. 2. ¢6zliimde elde edilen hata orani (% 0.028) daha iyiydi. Bu
da, yaklasim fonksiyonlarinin mertebelerini artirdik¢a elde edilecek sonucun, her

zaman i¢in daha iyi olamayabilecegi sonucunu ortaya ¢ikarmaktadir.
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Belirli bir mertebeden sonra sonuglarin gercek degerinden uzaklagabilecegi
goriilmektedir. Bu konuda daha ayrintili bilgi [2] de verilmistir. Bu boliimde elde
edilmis olan sonuclar 6zet halinde Tablo 4.2 de verilmistir.

Tablo 4.2 2.Tip burkulma problemine ait Ritz ¢éziimleri

Kritik Euler Hata
Kok Bilinm. | burkulma | burkulma
] e e Orani
sayisi sayisi Ykt yiikii (%)
(EVL? | (EUL? 0
20.7335 2.940
20.1477 | 20.1420 | 0.028
20.1925 0.251
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4.1.3 Ugiincii Tip Burkulma Problemi

Sekil 4.3 Ritz Yontemi ile Coziimde 3.Tip Burkulma Cubuguna Ait Degiskenler

Bu burkulma probleminde ¢ubugun alt ucunda sabit, {ist ucunda ise kayic1t mesnet

bulunmaktadir. Bu tipe ait geometrik ve dinamik sinir kosullari,

v(0)=0, wL)=0, M(0)=0, M(L)=0 (4.66)

seklindedir. Bu sinir kosullarini saglayan yaklasim fonksiyonlar1 asagidaki gibi
secilmistir.

o 1.c¢oOziim

W(z) = az[z—z—ljerz(%—lj (4.67)
M(z) = cz [z—j - 1) +dz (% - 1) (4.68)
o 2. ¢coziim

v(z)= az(i—j—lj+bz(2—j—l} + cz[%—lj (4.69)
M(z):dz[z—z—lj+ez(;—z—lJ+fz(%—lJ (4.70)
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e 3. ¢0zlim

C(z):az{;—i—l]+bz(2—z—1J+cz(2—z—1J+dz[%—1) (4.71)
M(Z):ez[i—j—l]+fz(i—j—lj+gz[i—i—l]+hz(%—lj (4.72)

1. Coziim

Sadece bolge terimlerinin oldugu ve yaklagim fonksiyonlari cinsinden (4.4) de, ifade
edilen fonksiyonelde, (4.67) ve (4.68) yaklasim fonksiyonlar1 yerlerine konur, gerekli

integrasyon islemleri yapilirsa,

y__dacl bl adl bdL (8L  cdl’  d°L ),
52 2 3 2105l 10EI 30EI
(4.73)
2 2
+£(4a L +abL +bTLj

ifadesi elde edilir. (4.73) ifadesi tizerinde kismi tiirev islemleri uygulanip, elde edilen

denklem takimi matris formunda yazilirsa,

a b c d
ol [ 4LP LP 4L L - 4 roo
—=0->| — — -—— -—— |la 0
da 5 2 5 2
o _o_ | P LP L L,
ob 2 3 2 3 (4.74)
ol 4L L 8L’ V5
—=0-> - - c 0
de 5 2 105EI  20EI
3 3
/AP I P
od 2 3 20EI  30EI |- - - -

esitlikleri elde edilir. Trivial olmayan ¢6ziimii elde etmek icin katsayilar matrisinin

determinanti sifira esitlenmelidir.
detK = L' P> =521’ PEI + 420E°1* =0 4.75)

Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

EI El
R =10.00— B=42.00— (4.76)
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P= 10.00% (4.77)

degeri, bu kolona ait kritik burkulma yiikiidiir. Bu burkulma tipine ait Euler

burkulma yiikiiniin ise,

P - 72 EIl

er 2
& L

= 9.8696% (4.78)

oldugu bilinmektedir. iki deger arasindaki bagil hata oram % 1.32” dir.

2. Coziim
I:_9adL_de_3ch_aeL_4beL_ceL_3afL_%_£+
5 2 5 2 3
273 3 273 3 3 273
+l dL+11deL+8eL +5de+efL +fL N (4.79)
2V 9EI 60EI 105EI 42EI 10ElI 30EI
P(9a’L 4p°L L °L
+— Ja +2abL + b +6ac +bel +<=
2 3
o a b c d e f )
ﬂ:0_> oLP LP 3Lp _SL -L 3L [a] [O]
oa 7 5 7 5
g:O—> LP 4pr E -L _471‘ _i b 0
ob 5 2 5 2
oI 3LP LP LP 3L L L
Z -0 o Rl Rl _o= _= _ =
e | s 2 3 5 2 3] |° (4.80)
AT P - I
od 7 5 9EI  120EI  S84EI
a_, ., » 4L L 12 8L r .l o
de 5 2 120EI 105EI  20EI
LA T A D -
of L 5 2 3 84EI  20EI  30EI |77- -~

esitlikleri elde edilir. Trivial olmayan ¢oziimii elde etmek icin katsayilar matrisinin

determinanti sifira esitlenmelidir.
detK = L°P’ —154EIL' P> + 57T12E° I’ I’ P—42336E°° =0 (4.81)

Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

El El El
R = 98698 B= 4200 B=10213— (4.82)
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P= 9.8698% (4.83)

olarak elde edilir. (4.78) de ifade edilen Euler burkulma yiikii ile arasindaki bagil
hata oran1 % 0.0020 dir. Yaklagim fonksiyonlarinin mertebesinin artirilmasi ile elde

edilen sonucun daha iyi oldugu goriilmektedir.

3. Coziim

_16ael 3bel 8cel 2delL 3aflL 9bfL oL 3dfL

9 2 7 3 2 7 5
_8agL _bgl— 4cgl  dgl 2ahL 3bhL chL dhL N
7 5 2 3 5 2 3
2713 3 273 3 3 273
+l 32eL+26eﬂ+fL+64egL+11fgL+8gL+ (4.84)
2\ 231EI 105EI 9EI 315EI 60FEI 105EI
3 3 3 273 2
JUehl 5L ghl’ KL P(l6a’L ., ..
4FE1 42FEI 10EI 30FEI 2 9
2 2 2
+9b L N 16acL bl + 4c°L N dadlL N 6bdL tedl+ d’L
7 7 5 3
a b c d e g h
ol [ 16LP  3LP SLP 2LP 16L 3L 8L 2L |- 4 r.-
0> = = = 2= e 0
da 9 7 3 9 3
ol 3LP  9LP 3LP 3L 9L 3L
o0 | & LP - = = “Zl s 0
ob 2 7 5 2 5
ol SLP 4LP LP 8L 4L L
o0 | 25 LP il - = .y = = e 0
dc 7 5 2 7 2
ol 2LP  3LP LP LP 2L 3L L L
T oo | 22 = = = = _Z =24 0
od 3 5 3 3 5 3 B
ol 16L 3L 8L 2L 320 130 3L 1z
a0 | = = = == e 0
de 9 2 7 3 231EI 105EI  315EI  168EI
ol 3L 9L 3L 130 r 1r 5[
Ry DN e = = = = == |lfl |o
o 2 5  105EI  9EI  120EI  S4EI
ol 8L 4L L e e 8 r
—=0>| -—— -L —— - g 0
dg 7 5 2 315EI  120EI 105EI  20EI
ol 2L 3L L L 1z 51 r r
o0 | = = = = h 0
oh 3 5 2 3 168EI 84EI  20EI  30El |- — — ~
(4.85)
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esitlikleri elde edilir. Trivial olmayan ¢oziimii elde etmek icin katsayilar matrisinin

determinanti sifira esitlenmelidir.

detK = I}P* —3521°EIP® + 35808 L' E*I* P> — 1128960’ E*I’ P

(4.86)
+7983360E*1* =0
Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma kokii,
P = 9.8698% P = 39.50%
(4.87)
P, :102.13% P, :200.50%
EI
B = 9.8698? (4.88)

olarak elde edilir. (4.78) de ifade edilen Euler burkulma yiikii ile arasindaki bagil
hata oran1 % 0.0020 dir. 2. ¢6ziimde de elde edilen hata orani ayni1 idi. Daha az islem
yogunlugu ile ugragsmak acgisindan, (4.69) ve (4.70) de verilen yaklasim fonksiyonlar1
ile sonuca gitmek yeterli goziikkmektedir. Bu bdliimde elde edilmis olan sonuglar 6zet
halinde Tablo 4.3 de verilmistir.

Tablo 4.3 3.Tip burkulma problemine ait Ritz ¢6ziimleri

Kritik Euler Hat

Kok Bilinm. |burkulma | burkulma aa

s e Orani

say1s1 sayis1 Yiki yiikii (%)
(EVL? | (EUL? ’

4 10.000 1.320

6 9.8698 | 9.8696 | 0.002

8 9.8698 0.002
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4.1.4 Dordiincii Tip Burkulma Problemi

Sekil 4.4 Ritz Yontemi ile Coziimde 4.Tip Burkulma Cubuguna Ait Degiskenler

Bu burkulma probleminde ¢ubugun alt ucu ankastre, list ucu ise kayici ankastredir.
Bu tipe ait geometrik siir kosullari,

v(0)=0, V(0)=0, w(L)=0 V(L) =0 (4.89)

seklindedir. Bu smir kosullarin1 saglayan asagidaki yaklasim fonksiyonlar
secilmistir.

o 1.c¢oOziim
Wz) = az’ (1 - fj (4.90)

M(z)=bz> +cz+d (4.91)

e 2. ¢Ozlim

W(z)=ar (1—%} + b (1—9 (4.92)

M(z)=cz’+dz* +ez+ f (4.93)
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e 3. ¢0ziim

- zY zY zY

v(z):az2 (1——) + bz’ (1——) + ¢zt (1——) (4.94)
L L L

Mz)=d:* +e’ + 2> + gz +h (4.95)

e 4. ¢oziim

2 2 2 2
W(2) = az’ (1—ij + b’ (1—ij + 2t (1—ij +dz’ (1—3) (4.96)
L L L L
M(Z) e’ + f2t+ g +h* +iz+ (4.97)
1. Coziim

Sadece bolge terimlerinin oldugu ve yaklasim fonksiyonlari cinsinden (4.4) de, ifade
edilen fonksiyonelde, (4.67) ve (4.68) yaklasim fonksiyonlar1 yerlerine konur, gerekli

integrasyon islemleri yapilirsa,

(4.98)

abl’ 1(d’L cdl’ (c¢*+2bd)L’ bcl' b*L\ a’L'P
I=- +— + + + + +
15 2\ EI EI 3EI 2EI S5EI 105

ifadesi elde edilir. (4.98) ifadesi iizerinde kismi tiirev islemleri uygulanir, elde edilen

denklem takimi matris formunda yazilirsa,

a b c d
3 3 _ .
a. 0 |2LP r 0 0 a 0
da 105 15
3 5 4 3
Id_o5| L £ L' L |y o
ob 15 SEI  4EI  3EI ~ (4.99)
4 3 2
o =0- 0 L . L le 0
oc AE] 3EI 2EI
3 2
IT_o5 | o L r L 4 |o]
od | 3EI 2EI EI ]

Trivial olmayan ¢oziimii elde etmek icin, katsayilar matrisinin determinanti alinip

sifira esitlenmelidir.

detK =L’P—42EI =0 (4.100)
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Bu ifadenin P’ye bagh tek kokii olan

P =P= 42.00%

(4.101)

degeri, bu kolona ait kritik burkulma yiikiidiir. Bu burkulma tipine ait Euler

burkulma ytikiiniin ise,

2
L= EL 3947842
“ T (L/2) L

oldugu bilinmektedir. iki deger arasindaki bagil hata oram % 6.39 dur.

2. Coziim

I =

adl’  acl' bdl' 2bcl’ 1( f°L efl?
+ + + +— + +
15 10 30 35 2\ EI  EI
2 3 4 2 5
Jr(e +2df)L +(a’e+ cf )L +(d +2ce)L N
3EI 2EI 5EI
cdl’ c2L7j P(2a2L3 2abL’ 2b2L5j

- — + +
3E] TEI 21 105 105 315
a b c d e f
ﬂ=0_> 2L°pP Q g 5 0 0 [a] [0O]
Oa 105 105 10 15
ol 4 5 5 4
507 Le 2rp 20 L0 0 o la] |0
105 315 35 30
4 5 7 6 5 4
Toon| 20 L L L L
- 10 35 JEI  6EI  SEI  4EI ~
3 4 6 5 4 3
L - A IR
od 15 30 6EI  SEI  4EI  3EI
Toos] g o L L L L
Oe SEI  4EI  3EI  2EI
ol 4 3 2
=021 o o L L L L sl o]
f i 4EI  3EI  2EI  EI |

detK = L'P? —1321?EIP+3780E*I* =0

Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

B = 42.00% P = 90.00%

42

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)



P= 42.00% (4.107)

olarak elde edilir. Bu deger, 1.¢c6ziimde (4.101) de bulunan sonucun aynisidir.
(4.102) de ifade edilen Euler burkulma yiikii ile arasindaki bagil hata orani ise %
6.39 dur.

3. Coziim

3 4 4 5 5 5 6
I afL N aeL N bfL N 4adl N 2bel N 2¢fL N bdL

15 10 30 35 35 105 14
N cel’ N cdll +l L N ghl’ N (g +2/mr N (fg + eh)L N
28 21 20 EI EI 3EI 2FT
(4.108)
+2eg + ef +ag e + e
. 242 2dhL5+ d L6+ 2 4+2d L7+arL8+
5EI 3E] TEI 4FE]
+d2L9 P 2a°0C N 2abl’ N 2020 N acl’ N bel’ N 20640
9FI 21 105 105 315 105 126 693
a b c d e f g h .
R A A A S
a 105 105 210 35 10 15
Ao | Lp 2P P L 20 L o |[b] |0
ob 105 315 252 14 30 30
%zO—) Lsip Lﬁl 2L'p i £ 27L5 0 0 c 0
c 210 252 693 21 28 105
A oo L Lyl
od 35 14 21 9EI 8EI 7EI 6EI 5EI ~
ad_ o, | 8 20 L L L, o
Oe 10 30 28 8EI TEI 6EI 5EI AEl
L Y A - S - | 2 I
af 15 30 105 7TEI 6El 5EI AE] 3EI
ol 6 5 4 3 2
a—=0—> 0 0 0 L L L L L g 0
g 6EI 5EI 4El 3EI 2EI
I o, o o Lo L] o]
oh 5EI 4FEI 3EI 2FI EI
(4.109)
detK = L°P’ —330L*EIP* + 29520’ E*I°P—712800F°I° =0 (4.110)
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Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

P = 39501622 P=90.002L P, = 200.50 2L (4.111)
L L L
EI

P,=39.5016— (4.112)

olarak elde edilir. (4.102) de ifade edilen Euler burkulma yiikii ile arasindaki bagil
hata orant % 0.059 dur. Elde edilen hata orani, 2.¢c6ziimdeki degere gore oldukca
iyidir.

4. Coziim

3 4 4 5 5 5 6
ahl N agl N bhL N 4afl N 2bgL N 2chl N bfL N
15 10 30 35 35 105 14

I =

Sael’ cgl® dhl’ 5Sbel’ cfl’ dgl’  cel’
+ + + + + + + +
42 28 84 63 21 42 18

8 9 2 2 .2 3 . 4
N dfL N 4del +l k L+]kL +(] +2hk)L +(h]+ gk)L N
30 99 2\ EI  EI 3EI 2EI

8 2 . 5 6
+(fg+eh)L +(h +2gj+2fk)L +(gh+]j+ek)L N

4.113
4EI S5EI 3EI ( )
2 N 77 2 9 10 2 rll
_I_(g +2 fh+2ej)L +(f +2eg)L L JreL N
TEI 9EI SEI  11EI

7P (24’ 2abLl' 2b°L acl’ bel’ adl®
+— + + + + + +
2| 105 105 315 105 126 210

2620 17bdl] 2cdl® 2d°I
+ + + +
693 3465 495 1287
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ol (5,3 4 5 6 6 5 4 3 1 -
— -0 (2L LP L'P L'P 5L AL L L 0 o |[a] [0
Oa 105 15 30 60 4 35 10 15
ol 4 5 6 7 7 6 5 4
~ -0 (Lp 2rP LP VILP SL L' 20 L 0 o |lb] [0
b 15 45 36 990 63 14 35 30
6] 5 6 7 8 8 7 6 7
-0 |LP LP 2LP P L L r 2 o |lc| [0
dc 30 36 99 495 18 21 28 105
ol 6 7 3 9 9 8 7 6
o _og,|r'r 1vlp fp 4P 4 L L L0 0 o Ilda] o
od 60 990 495 1287 99 30 42 84
6 7 8 9 11 10 9 8 7 6
Toon st s L a0 L1 L LD L,
Oe 4 63 18 99 11EI  10EI 9EI 8EI 7EI  6EI -
5 6 7 8 10 9 8 7 6 5
N L e AR
o 35 14 21 30 10El 9EI 8EI 7EI 6EI  SEI
4 5 6 7 9 8 7 6 5 4
Loop| 22 L L UL L
g 10 35 28 Iy 9EI  8EI 7TEI 6EI SEI  AEI
3 4 7 6 8 7 6 5 4 3
Tooo | 0 200 UL LI L
Oh 15 30 105 84 8EI  7EI  6EI SEI 4El 3EI
ol 7 6 5 4 3 2
—=0-> 0 0 0 0 L r L L L ||y 0
oi 7EI  6EI SEI 4EI 3EI  2EI
ol 6 5 4 3 2 )
=0 | 0 0 o L L L L L Lalylo
)/ L 6EI  SEI  4EI 3EI 2EI  EI |
(4.114)
_ 8 4 6 3 41272 p2
detK =1029L°P" —95648 L EIP’ +2796640L°E“I°P
(4.115)
—28976640L*E°I° P +90604800E*1* =0
Bu ifadenin P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,
EI EI
L L
(4.116)
EI EI
EI
P,= 5.64— (4.117)
L

olarak elde edilir. Bulunan kritik burkulma ytikii, ger¢ek degerinin ¢ok uzagindadir.
Bu fark, se¢ilen yaklasim fonksiyonlarinin yapisindan kaynaklanmaktadir. Belirli bir
mertebeden sonra elde edilen sonuglarin, gercek degerinden wuzaklastigi
goriilmektedir. Bu boliimde elde edilmis olan sonuclar 6zet halinde Tablo 4.4 de

verilmistir.
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Tablo 4.4 4.Tip burkulma problemine ait Ritz ¢éziimleri

Kritik Euler Hata
Kok Bilinm. |burkulma | burkulma
ot e w1 e Orani
sayisi sayisi Ykt yiikii (%)
(EVL? | (EUL? 0
1 42.0000 6.390
2 42.0000 6.390
39.4784
3 39.5016 0.059
4 10 5.6400 -
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4.2 Sonlu Elemanlar Yontemi ile C6ziim

Sonlu elemanlar yontemi, ¢6zliimii aranan bolgenin, biraraya getirildigi zaman yine
ayni1 bolgeyi temsil eden alt bolgelerin birlesimi cinsinden ifade edildigi, bir yaklasik
¢Oziim yontemidir. Metodu diger yontemlerden ayiran iki 6nemli nokta vardir.
Bunlardan biri, ¢0ziim sirasinda kullanilacak olan yaklasim fonksiyonlarinin
genellikle enterpolasyon teorisi yardimiyla gelistirilmis cebirsel fonksiyonlar olusu,
digeri ise yaklasim fonksiyonlarinin, ¢6ziimii aranan ana bdlgenin béliinmesiyle elde
edilmis olan alt bolgeler i¢in gelistirilmis olmasidir. Bu alt bolgelerin her birine sonlu

eleman ad1 verilir.

Sistemin ger¢ek ¢Oziimii i¢in, ana bolge, ¥, N sayida olusturulmus her bir alt bolge

ise W° ile gosterilirse,

FEDN & (4.118)

esitligi yazilabilir. Burada, sistemin ve herbir alt bolgenin bilinmeyenlerini bulmak
amaciyla, alt bolgeleri temsil eden yaklasim fonksiyonlar1 olusturulursa, sistemin

yaklasik ¢oziimii,

P (4.119)

M=

‘qu’:

1l
—_

e

bicimine doniisiir. Burada, {izeri ¢izgili ifadeler, bolgenin, yaklasim fonksiyonlarina

bagli olarak yazilmis oldugunu ifade eder.

Kullanilacak bu yaklasim fonksiyonlarina, enterpolasyon fonksiyonlari da denir. Bu
fonksiyonlar problemin tipine gore, bazen ¢oziimii aranan fiziksel biiyiikliiglin, bazen
de bilinmeyeni ifade eden fonksiyonun istenen mertebedeki tiirevinin siirekliligini
ilgili diiglim noktalarinda saglamak zorundadir. Bu saglanmasi gereken kosullara

problemin sinir kosullar: denir.

Elemanin herhangi bir noktasinda, ¢oziimii aranan fiziksel biiyiikliiglin gercek degeri,
u,, yaklasik degeri u,° ile gosterilirse,

u,ru =Y uy S (4.120)
i=1

esitligi yazilabilir. Burada, wu° katsayilari, u fonksiyonun, ilgili diigim

noktalarindaki degerleridir. Bu katsayilarin toplam adedi elemanin serbestlik
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derecesini belirler. y ° lar ise ayn1 diiglim noktalarina ait yaklasgim fonksiyonlaridir
ve adlarma sekil fonksiyonlar1 denir. Ornegin, global koordinat takiminda sol ucu 1,
sag ucu 2 numarasiyla ifade edilen bir e elemanina ait sekil fonksiyonlar1, y,° ve
v ,° ile gosterilebilir. (Sekil 4.5)

X

Sekil 4.5 Lokal ve Global Eksen Takimlar1 ve Sekil Fonksiyonlari

e elemani iizerinde, herhangi bir noktanin ordinati,
2

u, =) ufy S =uly S ufy (4.121)
i=1

esitligi ile bulunabilir. Sekil fonksiyonlarinin se¢iminde dikkat edilmesi gerekenler

ise sunlardir.

a) Sekil fonksiyonu, hangi diiglim noktasi1 i¢in yazilmigsa o diigiim noktasinda bir,

diger diigiim noktalarinda ise sifir degerini vermelidir.

b) Elemanin herhangi bir diiglim noktasinda yada eleman iizerinde, sekil

fonksiyonlariin ordinatlarinin toplami mutlaka bir etmelidir.

PR

Ornegin Sekil 4.5 de eleman iizerinde lineer degistigi kabul edilen sekil fonksiyonlart

cizilmistir. Bu sekil fonksiyonlari global eksen takiminda,

X —X X—X

e __ e+l e __ e
v, = WV, =
xe+l_xe X l_x

e+ e

(4.122)

biciminde yazilabilir. Sekil fonksiyonlarini, elemanin kendi eksen takiminda da
yazmak miimkiindiir. Bunun i¢in, baglangi¢ noktasi 1 diiglim noktasina tasinirsa,

(4.122) esitlikleri, lokal eksen takimlari cinsinden,

(4.123)

48



haline doniisiir. Coziimiin hassasiyetini artirmak amaciyla, problemin genel yapisina
uygun sekil fonksiyonlar1 segilebilir. Sekil fonksiyonlarinin se¢iminde, probleme ait
fonksiyoneldeki ifadeler iginde, en yiiksek mertebeli terimin derecesine bakilir.
Omegin, iginde en yiiksek 1.mertebeden tiirev barindiran bir fonksiyonel igin
secilecek sekil fonksiyonu, minimum C° tipi sekil fonksiyonu olmalidir. C° tipi sekil
fonksiyonu kullanilan bir problemde, problemin bagimsiz degiskeninin sadece
kendisi tim eleman {izerinde siirekli olmak zorundadir. Eger, fonksiyonelde en
yiiksek mertebeli tiirevin derecesi 2 ise, minimum C' tipi sekil fonksiyonu kullanilir
Bu durumda, bagimsiz degiskenin hem kendisi hem de 1 dereceden tiirevi bolge

boyunca stirekli olmak zorundadir.

Bunu su sekilde genellestirmek miimkiindiir. i¢inde en yiiksek, n’inci mertebeden
tiirev barmdiran bir fonksiyonel i¢in C™' veya iizeri tipte sekil fonksiyonu kullanilir.
Problemin bagimsiz degiskeninin hem kendisi hem de n-1 ‘inci mertebeye kadar olan

tim tlrevleri streklidir.

Problemin tipine gore, herbir diigiim noktas: i¢in gerekli sayida yazilmis u, ’ler,

probleme ait fonksiyonel iginde yerine konur ve diigim noktalarindaki
degiskenlerine gore tiirevleri alinarak sifira esitlenirse, eleman denklemleri elde

edilir. Bu denklemlerin sayis1 diigiim noktalarindaki bilinmeyenler kadardir.

ol _0
ou,*
(4.124)
ol 0
ou’

n

Herbir eleman i¢in yazilmis bu esitlikler, aym1 diiglim noktasinda birlesen farkl
elemanlardaki ortak bilinmeyenler icin birlestirme islemine tabi tutulursa, sisteme ait
denge denklemleri elde edilir. Sistemin toplam serbestlik derecesi kadar yazilan bu

denklem takimi, matris formunda
K u=F (4.125)

biciminde gosterilebilir. Burada K, sistem matrisini; u, bilinmeyenler vektoriinii; F

ise yiik vektoriinii ifade eder. Buradan bilinmeyenler vektorii,

u=(K)"'F (4.126)
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ile elde edilebilir. Eger dis ylik vektorii sifir ise, sistemin trivial olmayan ¢oziimii,
det K=0 (4.127)

esitligi ile elde edilir. Artik bu genel bilgiler yardimiyla, daha dénceden elde edilmis

olan fonksiyonelin sonlu eleman ¢éziimiinii aragtirilabilir.

Daha 6ncede belirtildigi gibi, problemin ¢6ziimiinde kullanilacak sekil fonksiyonlari,
fonksiyonel ifadedeki en yiiksek tiirevli terimin mertebesine gore belirlenir. Sadece
bolge terimlerine bagli olarak fonksiyonel,

dM dv

L L
I(u)z—j——dz+le dv dv
0 2

L
M g2 L j A (4.2.2)
EI 29

dz dz dz dz

U= [YJ? } (4.2.b)

biciminde elde edilmisti. Sonlu eleman analizi, kodlama ydéntemi adi verilen
yontemle yapilacaktir. Bu yontemde, sifir oldugu bilinen sinir kosullarinin
bulundugu satir ve siitunlar sistem matrisinden silinir. Dolayisiyla, fonksiyonelde
dinamik ve geometrik sinir kosulu terimlerini almaya gerek yoktur. (4.2.a) dan da
goriilecegi gibi, fonksiyoneldeki en yiiksek mertebeli tlirevin derecesi 1’dir.

Dolayistyla en az C° tipi sekil fonksiyonlar1 kullanilmalidir.
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4.2.1 Lineer Sekil Fonksiyonlar: (L.S.F) ile Coziim

Oncelikle, C° tipi sekil fonksiyonlar: arasinda en basiti olan lineer sekil fonksiyonlari
ile ¢ozlim arastirilacaktir. Sekil 4.6 da z degiskenine bagl lineer sekil fonksiyonlari
verilmistir.

Sekil 4.6 Lineer Sekil Fonksiyonlari

Boyu L olan herhangi bir elemanin sol diiglim noktasini i, sag diigiim noktasini ise j
ile gosterilsin. Bolge {lizerinde lineer degisim gosteren sekil fonksiyonlari, z

degiskenine bagli olarak,

v o=1-= v, = (4.128)

z
L L

bigiminde yazilir. islemlerde kolaylik saglamasi agisindan, Sekil 4.7 de goriilecegi

gibi, r = z / L seklinde, r’ye bagl degisken donilisiimii yapilirsa, sekil fonksiyonlari,

v, o=1-r w,=r (4.129)

halini alir.

‘ w %
z z

| |

r=0 r=1

—.

1 1

r=1 r=0

Sekil 4.7 Degisken Doniisiimii Yapilmis Lineer Sekil Fonksiyonlari

(4.121) esitligi geregince, fonksiyoneldeki bagimsiz degiskenler olan v ve M* nin
herhangi bir noktadaki degeri, sekil fonksiyonlarina bagh olarak,

V=yvy,tvy, (4.130)

M=My. +M .y, 4.131
ll//t jl//j
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seklinde yazilabilir. (4.130) ve (4.131) ifadelerinde, sekil fonksiyonlarinin (4.129) da
tarif edilen degerleri yerlerine konursa,

v=v,(1-r)+v,(r) (4.132)

M =M,(1-r)+M,(r) (4.133)

esitlikleri elde edilir. Cokme ve momentin, fonksiyonel i¢cindeki, (dv/dz) ve (dM/dz),

kismi tiirev islemleri de, r degiskenine bagli olarak yazilmalidir.

dr

r=2 ar_1 dz = Ldr (4.134)
L dz L

dr_dvdr (vt (4.135)

dz dr dz L

aM _dM dr _ o, )_ (4.136)

dz dr dz

(4.2.a) ifadesinin r degiskenine bagl olarak diizenlenmis yeni hali,

1 1 2
1=—Lj(dM d’”)(dv d”j dr+Z U (ﬂﬂj dr (4.137.a)
dr dz )\ dr dz 2

2 0 dr dz
1 1 2
1 devd LeM deL (dv] &

(4.137.b)

J=—— » M
Ly dr dr 2% EI dr

seklinde yazilabilir. v, M, dv/dr, dM/dr’ in degerleri (4.137.b) de yerine konur,
gerekli integrasyon islemleri yapilirsa,

1 L
1= _Z'([(_Mi +Mj)(—vl, +vj)dr+ﬁz|)‘[Mi (1—r)+Mj (r)]2 dr +

(4.138)
+ij(—v +v )zdr
L3N
M.+ M)~V +v. P(~v, +v,)’
]:_( M) J)+ L (Mi2+MiM.+M.2)+M (4.139)
L 6El s 2L

ifadeleri elde edilir. / ile ifade edilen fonksiyonelin diiglim noktasi bilinmeyenlerine

gore tiirevleri alinip sifira esitlenirse, eleman denklemleri elde edilir.

a_, . oy, O g (4.140)
ov, oM, ov, oM
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(4.139) ifadesi iizerinde (4.140) kismi tiirevleri uygulanirsa,

oa_ P, Yy P Ly o (4.141.2)
v L L L L

o _ 1, Lyt it oy—o (4.141.b)
oM, L' 3EI ' L’ 6EI ’

L L VAL A 1 VA (4.141.)
ov, L' L 'L’ L

o 1 oL 1oLy (4.141.d)

i i Vi
oM, L 3EI L’ 6EIl '’

lineer homojen denklem takimi elde edilir. Tiim bu esitlikleri matris formunda

yazilirsa,
K‘u®=0 (4.142)
Vv, M, v, Mj.
ol r T o - -
P =0— £ _l _E l Vi 0
v, L L i L L
ol
SR A R YR
oM, L 3El i L  GEI (4.143)
ol ’ -
E:O_) 7% % g 7% v; 0
J
o ol 1 Lh L
oM . L 6EI ¢ L 3E[]- 0 -

biciminde, lineer sekil fonksiyonlarina bagli, eleman matrisi ve diigiim noktasi
bilinmeyenleri ifade edilmis olur. Daha ¢ok sayida elemanla ¢oziime gidilmek
istenirse, eleman matrisleri arasinda birlestirme islemi yapilarak, sistem matrisi elde
edilir. Bu eleman matrisini kullanarak, degisik burkulma tiplerine ait, kritik burkulma

yiikii ¢ozlimleri arastirilabilir.
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4.2.1.1 Birinci Tip Burkulma Problemi

MY v

M,
il TR

Sekil 4.8 1.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile Tek Elemanh C6ziim

PR

Sekil 4.8 de EI egilme rijitligine sahip L boyundaki elemanin, 1 ve 2 diigim
noktalarina ait sistem bilinmeyenleri gosterilmistir. (4.143) de elde edilen eleman

matrisi yardimiyla,

vl Ml V2 M2
£ ,l ,E l _v]_ _0_
L L L L
1 L 1 L, 0
L 3El L 6El| ' (4.144)
RN A N
L L L L
L B TR
L L 6EI L 3E[]- T -

@ elemanina ait esitlik elde edilir. Bu burkulma probleminde ¢okme ve momentin, 1

ve 2 noktasinda bilinen degerleri olan,

v, =0, M, =0 (4.145)

probleme ait geometrik ve dinamik smir sartlart kosullaridir. v, ve M, ’nin

bulundugu satir ve siitunlar sistem matrisinden yokedilirse,

M] V2
L 1 M
AT - 1
SEr L o (4.146)
1 P
— — v2
L L
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esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.

detK:3—§I—%:O (4.147)

Buradan kritik burkulma yiikii,

P, = % (4.148)

olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii ise, (4.27) de verildigi
gibi P =2.4674(EI/L’) idi. Iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 21.59° dur.

ger

Eleman sayisini artirarak, ¢6ziimiin arastirilmasina devam edilecektir.

P

EI

L/2
©

El

L/2
e

M,
i
Iy —

Sekil 4.9 1. Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile iki Elemanli Céziim

(4.143) de verilen eleman matrisleri, L / 2 uzunlugundaki, ® ve @ no’lu elemanlar

icin asagidaki sekilde yazilabilir.

v M, v, M, v, M, Vv, M,
2P 2 2P 2 ] ) [ 2p 2 2P 2 ] )
L L L L | L L L L |’
2 L 2 L |y 2 L 2 L |y
K'=| L 6EI L REI| ' K= L 6EI L 12E1 | 7 (4.149)
2p 2 2P 2 2p 2 2P 2
L L L L | L L L L’
2 L L |, 2 L L |y
L 12E] L 6EI | ° | L 12E1 L 6EI | °
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Her iki elemanin ortak diiglim noktast olan 2 nolu diigiim noktasina ait degerler

toplanarak, sistem bilinmeyenlerine bagl esitlik elde edilir.

Y M, v, M, V3 M,
2P 2 2r 2 0 0 |[v ] [0]
L L L L
2z L2 L 0 o ||a | |o
L 6EI L 12E1
2P 2 4p 4 22 2| 0 4
L L L L L L ? (4.150)
2 L A L2 Ly o
L 12E1 L 3EI L 12E1
0 o 2N 2 220 o
L L L L
0 0 2 L2 L M, | |o
| L 12E1 L 6EI |- 7 -

Sinir kosullar1 olan v, = M, =0, oldugu bilindigine gore, v, ve M, iin bulundugu

satir ve sttunlar sistem matrisinden silinirse,

M, v, M, V3

L 2 L 0 |[M ] [0]

6EI L 12EI
2 a4 2Py 0
L L L Ll (4.151)
L4 L2y o

12E1 L 3El L
o 22 2 2P, 0

L L L L - -

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =7L'P> =240’ EIP +576E°1* =0 (4.152)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI

R =2597— B=3160— (4.153)
EI

P, = 25967 (4.154)

olarak elde edilir. Euler burkulma yiki P, =2.4674(El/ L*) ile arasindaki bagil

hata orant % 5.24° diir. Eleman sayisim1 artirmakla hata oranimin azaldigi
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goriilmektedir. (4.153) de elde edilen iki farkli burkulma kokii, sirasiyla (4.151) deki
sistem matrisinde P’in yerine konup, elde edilen denklem takimi ¢oziliirse, iki farkli

burkulma ytikiine ait, mod sekilleri elde edilir.

1.00 0.59
3 3
@ @
+ +

0.29 1.00
2 2
@ @

1. mod sekli 2. mod sekli

Sekil 4.10 1. Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile iki Elemanl
Coziime Ait Burkulma Mod Sekillleri

P = 2.5967(EI/ L’) kokiine karsilik 1. mod ve P,= 31.69(EI / L*) kokii igin de 2.
mod sekli, ¢cokmeye bagli ve normalize edilmis halde Sekil 4.10 da c¢izilmistir.
Sekilden de goriilecegi gibi, 1.mod sekli, sistemin ilk kararli denge durumunu
yansitmaktadir. Diger koke kars1 gelen 2.mod sekli ise diger kararli denge durumuna
aittir. Daha fazla sayida eleman kullanarak, ¢6zliim arastirilmistir. Tablo 4.5 de, farkli

sayida elemanlar kullanilmas1 halinde, elde edilen sonuglar 6zet halinde verilmistir.

Tablo 4.5 1.Tip burkulma problemine ait L.S.F’lu sonlu eleman ¢éziimleri

Kritik Euler Hat

Eleman | Kok Bilinm. |burkulma | burkulma ata

- - Orani

Sayis1 | sayist say1si Yiki yiikii (%)
(EI/L?) | (EI/L?) °

1 1 2 3.0000 21.59

2 2 4 2.5967 5.24

3 3 6 2.5243 2.31

4 4 8 2.4993 2.4674 1.29

5 5 10 2.4878 0.83

6 7 12 2.4815 0.57

7 9 14 24778 0.42
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Tablodan da goriilecegi gibi, eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani oldukca
diismektedir. 6 dan fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (—) yada sanal koklere

rastlanmustir.

4.2.1.2 Ikinci Tip Burkulma Problemi

P
Ml

PP

M,
il T
IS\

Sekil 4.11 2.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile Tek Elemanli C6ziim

Sekil 4.11 de elemanin 1 ve 2 noktalarina ait diigiim noktasi bilinmeyenleri
gosterilmigtir. Eleman matrisi (4.144) de yazilmisti. Bu burkulma probleminde

¢okme ve momentin, 1 ve 2 noktasinda bilinen degerleri olan,

=0, v, =0, M, =0 (4.155)

probleme ait geometrik ve dinamik smir sartlar1 kosullaridir. Bu terimlerin

bulundugu satir ve siitunlar matrislerden yokedilirse, (4.144) esitligi,

Ml

[3;}[1%]:[0] (4.156)

bicimine doniigiir. Normal kuvvete bagli terimler smir kosullart yliziinden
yokoldugundan ¢oziimii elde etmek miimkiin degildir. Bu ylizden daha fazla sayida
eleman kullanmak gerekmektedir. 2 eleman kullanilmas1 halinde, L/2 uzunlugundaki,
® ve @ no’lu elemanlara ait eleman matrisler, (4.149) de, sistem matrisi ise (4.150)

de ifade edilmisti.
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El

L/2
S)

D|E1

L/2

M,
il TR
SN\

Sekil 4.12 2.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile iki Elemanli C6ziim

(4.155) deki sinir kosullarim girmek icin; v,, v, ve M,’in bulundugu satir ve

siitunlar silinirse,

Ml V2 M2
L 3 L _M]_ (0]
6EI L  12EI
2 4P 4 (4.157)
— — -— il v, |=|0
L L L
LA Lo o
‘1260 L 3E[]- b

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimi igin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =7'P—192E =0 (4.158)

Bu fonksiyonun P’ye bagl tek kokii,

El
R=F, =274286— (4.159)

kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii
(4.55) de verildigi gibi, P, =20.1420( EI / [’ ) idi. Iki deger arasindaki bagil hata
oran1 % 36.18 gibi oldukga yiiksek bir orandir. Ayni problemin 3 eleman kullanarak
¢Oziilmesi halinde ise, burkulma kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI
R =24.0463 P, =8395— (4.160)
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El
B, = 24.0463 (4.161)

olarak elde edilir. Hata oran1 % 19.38’¢ diigmiistiir. (4.160) daki burkulma koklerine
karsilik gelen, ¢cokmeye bagli ve normalize edilmis burkulma mod sekilleri, Sekil
4.13 de verilmistir. Sekil 4.13 den de goriilecegi gibi minimum koke karsilik gelen

burkulma mod sekli sistemin ilk kararlt denge konumunu yansitmaktadir.

N oy
©) ®
+
3 1.00 3] lo1s
)] B @
2] 061 100 J2
@ @
1. mod sekli 2. mod sekli

Sekil 4.13 2.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile Iki Elemanh
Coziime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Daha fazla sayida eleman kullanarak, ¢dzlimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen

sonuclar 6zet halinde Tablo 4.6 da verilmistir.

Tablo 4.6 2.Tip burkulma problemine ait L.S.F’lu sonlu eleman ¢éziimleri

Kritik Euler Hat
Eleman | Kok [ Bilinm. | burkulma | burkulma aa
e - Orani
Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yiki (%)
(EVL?) | (EIUL? ’
1 - 1 - -
2 1 3 27.4286 39.18
3 2 5 24.0463 19.38
4 3 7 22.3636 11.03
5 4 9 21.5737 | 20.1420 | 7.11
6 5 11 21.1469 4.99
7 8 13 20.8911 3.72
8 10 15 20.7258 2.90
9 12 17 20.6129 2.34
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Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani diismektedir. Ancak, bu burkulma
problemi tipinde elde edilen hata oranlarinin pek tatmin edici degildir. 6 elemandan

daha fazla elemanla yapilan ¢6ziimlerde ise, (-) ve sanal koklere de rastlanmustir.

4.2.1.3 Ugiincii Tip Burkulma Problemi

P
M,

Vv
‘%» 3<§_>

QIET

L/2

El

L/2
e

M,
i TR

o
Sekil 4.14 3.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile iki Elemanli C6ziim

Tek eleman kullanilmasi halinde her iki ugtaki sinir kosullar1 yokedildikten sonra
sistem matrisinde herhangi bir terim kalmadigindan, ¢6ziime ulagsmak miimkiin
degildir. Bu ylizden, ancak, iki eleman kullanarak c¢o6ziimiin arastirilmasina
baslanabilir. Dligiim noktas1 bilinmeyenleri Sekil 4.14 de gosterilmistir. Bu burkulma

probleminde ¢okme ve momentin, 1 ve 3 noktasinda bilinen degerleri olan,

v, =0, v, =0, M, =0 M,=0 (4.162)

2 eleman kullanilmasi halinde, L/2 uzunlugundaki, ® ve @ no’lu elemanlara ait
eleman matrisleri, (4.149) de, sistem matrisi ise (4.150) de ifade edilmisti. (4.162)
deki smir kosullarin1 girmek i¢in; v,, v,;, M, ve M, lin bulundugu satir ve siitunlar

sistem matrisinden silinirse, sadece 2 no’lu diigiim noktasindaki bilinmeyenlere

bagli,

v2 M2

ﬁ 7ﬂ v, 0

L L ~ (4.163)
KRR P

L 3EI
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esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =I’P—12EI =0 (4.164)

Bu fonksiyonun P’ye bagl tek kokii olan,

P=P, = 12.00% (4.165)

degeri kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler
burkulma yiikii (4.78) de verildigi gibi,P,, =9.8696(EI/L*) idi. Iki deger
arasindaki bagil hata oranm1 % 21.59 dur. Ayni problemin 3 eleman kullanilarak

¢Oziilmesi halinde, burkulma kokleri ve kritik burkulma yiikii,

El El

R=1080— P, =5400— (4.166)
El

B, =1080— (4.167)

olarak elde edilir. Hata oram1 % 9.43°e¢ diismiistiir. Bu koklere karsilik gelen,

¢okmeye bagli ve normalize edilmis burkulma mod sekilleri ise Sekil 4.15 de

verilmistir.
N PN
® ®
+

3 1.00 3 1.00
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1. mod sekli 2. mod sekli

Sekil 4.15 3.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile U¢ Elemanl
Coziime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.15 den de goriilecegi gibi, minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli

sistemin ilk kararli denge konumunu yansitmaktadir. Daha fazla sayida eleman
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kullanarak, ¢oziimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen sonuglar ise 6zet halinde

Tablo 4.7 de verilmistir.

Tablo 4.7 3.Tip burkulma problemine ait L.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman Kok Bilinm. |burkulma | burkulma
. - Oram
Sayis1 | sayist Sayisi Yiki Yiki (%)
(EI/L?) | (EIL? °
1 - - - -
2 1 2 12,0000 21,59
3 2 4 10,8000 9,43
4 3 6 10,3867 5,24
9.8696
5 4 8 10,1984 3,33
6 5 10 10,0971 2,31
7 8 12 10,0364 1,69
8 10 14 9,9971 1,29

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani olduk¢a diismektedir. Ancak, yine de bu
burkulma problemi tipinde elde edilen hata oranlarinin pek tatmin edici oldugu
sOylenemez. 6 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (-) ve sanal

koklere de rastlanmistir.
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4.2.1.4 Dordiincii Tip Burkulma Problemi

El

L/2
S

El

L/2
S)

M,
I
BN N NN\

Sekil 4.16 4.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile iki Elemanli C6ziim

Bu tip burkulma probleminde de, tek eleman kullanilmasi halinde, her iki ugta
¢okmeye bagli satir ve siitunlardaki P’ye bagli terimler yokoldugundan, burkulma
kokii elde edilemez. Bu ylizden, ancak, iki eleman kullanarak ¢6ziimiin
aragtirllmasina baslanabilir. Diigiim noktasit bilinmeyenleri Sekil 4.16 da
gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢Okmenin, 1 ve 3 noktasinda bilinen

degerleri olan,

v, =0, v, =0 (4.168)

probleme ait geometrik smir sartlaridir. 2 eleman kullanilmasi halinde, L/2
uzunlugundaki, @ ve @ no’lu elemanlara ait eleman matrisleri, (4.149) da, sistem

matrisi ise (4.150) de ifade edilmisti. (4.168) deki sinir kosullarini sisteme girmek
i¢in; v, ve v, ’lin bulundugu satir ve siitunlar sistem matrisinden silinirse,

Ml V2 MZ M3
L 2L 0 |[M] [0]
6EI L 12E1
2 4p 4 2
= — - = v, 0
L L L L (4.169)
L4 L Ly
12E1 L 3EI  12EI
o 2 L Ly o
L 12EI  6EI J- - -~
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esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =L’P—48EI =0 (4.170)

Bu fonksiyonun P’ye bagl tek kokii olan,

P=P, = 48.00% (4.171)

degeri kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler
burkulma yiikii (4.102) de verildigi gibi,P,, =39.4784(El/L’) idi. Iki deger
arasindaki bagil hata orant % 21.59 dur. Aym1 problem 3 eleman kullanilarak

¢oziiliirse, burkulma kokleri ve kritik burkulma ytikii,

EI EI

R =54.00— P, =9720— (4.172)
EI

R, = 5400 (4.173)

olarak elde edilir. 3 elemanl ¢6ziimde hata oran1 % 36.78’e ¢ikmistir. Eleman sayis1
artirllmasina ragmen, elde sonucun daha kotii oldugu goriilmektedir. Bu koklere
karsilik gelen, ¢okmeye bagli ve normalize edilmis burkulma mod sekilleri ise Sekil
4.17 de verilmistir. Sekil 4.17 den de goriilecegi gibi, elastik egrisi simetrik oldugu
bilinen ¢ubugun ilk kararli dengesi, sadece minimum koke karsilik gelen burkulma

mod seklinde ortaya ¢ikmaktadir.

w

®
3 1.00
@ +
2 1.00 1.00 2
|
@® @
1. mod sekli 2. mod sekli

Sekil 4.17 4.Tip Burkulma Cubugunda L.S.F ile U¢ Elemanl
Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri
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Daha fazla sayida eleman kullanarak, ¢oziimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen

sonuclar 6zet halinde Tablo 4.8 de verilmistir.

Bu burkulma tipinde de, 5 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢éziimlerde, (-) ve

sanal koklere de rastlanmigtir. Eleman sayisinin artirilmasi ile hata oram
diismektedir. Ancak, yine de bu burkulma problemi tipinde de elde edilen hata

oranlarinin, fazla eleman alinmasina ragmen pek de tatmin edici oldugu séylenemez.

Tablo 4.8 4.Tip burkulma problemine ait L.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman | Kok Bilinm. |burkulma | burkulma
e - Oran1
Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yiki (%)
(EIL?) | (EIL? °
1 - 2 - -
2 1 4 48,0000 21,59
3 2 6 54,0000 36,78
4 3 8 48,0000 21,59
5 4 10 44,8883 13,70
6 6 12 43,2002 | 39.4784 | 9,43
7 8 14 42,1936 6,88
8 10 16 41,5467 5,24
9 12 18 41,1067 4,12
10 14 20 40,7937 3,33
11 16 22 40,5632 2,75
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4.2.2 Kuadratik Sekil Fonksiyonlar1 (K.S.F.) ile Coziim

Lineer sekil fonksiyonlarindan elde edilen eleman matrisleri ile yapilan ¢oziimlerde,
eleman sayis1 artirildik¢a hata oranlar1 belirgin bir sekilde azalmaktadir. Ancak yine
de miihendislik¢e kabul edilebilir hata oranlarina ulasmak i¢in, ¢ok fazla sayida

eleman kullanmak gerekmektedir.

Tamlik ve siireklilik kosullarin1 saglayan sekil fonksiyonlar ile ¢6ziim yapilmasi
halinde eleman boyutlar kii¢tildiik¢e kesin sonuca daha ¢ok yaklasilir. Ancak eleman
boylarin kii¢iilmesi, bilinmeyen sayisinin ve buna paralel olarak kesme hatalarinin
artmasina yol agmaktadir. Bu ylizden daha biiylik elemanlar ve daha az bilinmeyenle
calisma yoluna gitmek gerekmektedir. Bu sakincalar1 ortadan kaldirmak igin
kuadratik sekil fonksiyonlarimi kullanmak c¢o6ziimde biiylik kolaylik saglar. Bu

amacla Sekil 4.18 de gosterilen kuadratik sekil fonksiyonlari se¢ilmistir.

\ \
r=-1 r=0 r=1 r=-1 r=0 r=1 r=-1 r=0 r=1

Sekil 4.18 Kuadratik Sekil Fonksiyonlari

L uzunlugundaki herhangi bir elemanin sol diigiim noktasi i, sag diigiim noktasi k ve
cubugun tam ortasinda segilen yeni nokta ise j ile gosterilsin. Bolge {izerinde 2.
dereceden parabolik degisim gosteren sekil fonksiyonlari, Sekil 4.18 de koordinatlari
verilen ve toplam 2 birim boy i¢in r degiskenine bagli olarak, [7] de

2

wi:—g(l—r) w,=1-r q//k:%(1+r) (4.174)
biciminde verilmistir. L boylu eleman i¢in ve z degiskenine bagl olarak yazilan ve
degisken doniisiimii yapilmamis haldeki z degiskeni ile, toplam 2 birim boylu

cubugun r degiskeni arasindaki iligki,

r=£z—1 ﬂzg dz:édr (4.175.a)
L dz L 2

dv_dvdr am _ dM dr (4.175.b)

dz drdz dz dr dz

bicimindedir. (4.121) esitligi geregince, fonksiyoneldeki bagimsiz degiskenler olan v

ve M* nin herhangi bir noktadaki degeri, sekil fonksiyonlarina bagh olarak,
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Vv, vy, vy, (4.176)

M=My, +My, +M,y, (4.177)

seklinde yazilabilir. (4.176) ve (4.177) ifadelerinde, sekil fonksiyonlarinin (4.174) de

tarif edilen degerleri yerlerine konursa,

v=vl(—%(l—r))+vj (1—r2)+vk (%(l+r)j (4.178)

M=Mi(—%(1—r)j+Mj(1—r2)+Mk (%(l+r)j (4.179)

elde edilir. (4.2.a) ifadesinin r degiskenine bagli olarak diizenlenmis yeni hali,

1 1 2 1 2
1:_£j(dﬂﬂj(ﬂﬂjdr+£j_dr+ﬂ [ﬂﬂJ dr (4.180.2)
2\ dr dz )\ dr dz 4° EI 4 \drdz
2tdMdv . LiM> , PifdvY
[=—= ——dr+—f—dr+—_[(—j dr (4.180.b)
L dr dr 47 EI LY\ dr

seklinde yazilabilir. v, M, dv/dr, dM/dr’ in degerleri (4.180.b) de yerine konup,

gerekli integrasyon islemleri yapilirsa,

_(M,- -M ), ‘Vk)_4(Mi '2Mj +M ), '2Vj +Vk)+
L 3L

I=

(4.181)

1 LM} +4M M, —8M  =2M M, +4M M, + M)
2 12E1

+LMf2 +L(M"'2Mf‘+1‘/lk)2 P v,—v,)’ +4(v,-—2vj +v,)’
EI 20EI 2 I 3L

ifadesi elde edilir. 7 1ile ifade edilmis olan fonksiyonelin diiglim noktasi

bilinmeyenlerine gore tiirevleri almip sifira esitlenirse, eleman denklemleri elde

edilir.
Ay o, o,
ov, oM, ov;
ol ol ol (4-182)
_:0 —:O’ =O
oM, ov, oM,
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olmalidir. (4.181) ifadesi lizerinde (4.182) kismi tiirevleri uygulanirsa,

or_7p 1., 8 8, P 1

A V. UL Ny y S O By y ) (4.183.2)
ov. 3L 3L 3L 3L T3 3L

L Ty VL. SN N A S TR Y S (4.183.b)
oM, 3L 1sEl 3L 1sEI 3Lt 30l

o_ 8, By L6P, 16, 8P, .8 m —0 (4.183.c)
v, 3L 3L 3L 3L 3L AL

o 8, Loy 16, 8 8Ly (4.183.d)

— =Vt M, ——v, +——M, t——M,
an 3L 15E1 3L 15E1 3L I15EI

o _P 1, 8P 8 P 7

M -y M 4y~ M =0 (4.183.¢)
ov, 3L 3L ' 3L 7 3L 7 3L " 3L

S VAR T VN AN S VAR PoY,
oM, 3L ' 30El ' 3L’ 15EI ' 3L " 15EI

homojen denklem takimi elde edilir. Tiim bu esitlikleri, (4.142) deki gibi matris

formunda yazilirsa,

v, M, v, Mj v, M,
/4 r : : T
o _os [ 72 7 1 82 8 1 P L1 ro
o, 3L 3L ¢ 3L 3L ¢ 3L 3L
o o5 | 7 2L 8 Lo 1 L]
oM, 3L I5EI | 3L ISEI | 3L 30EI ||
1 e 16 L sp 8 ||
o g, | 8P 8 . 1P 16 4 8P B0 1 o
o, 3L 3L ¢ 3L 3L ¢ 3L 3L ! (4.184)
oA _o5 | 8 L ¢ _16 8L+ 8 Lo | o
M, 3L 15EI @ 3L 15E1 | 3L 15E1 /
ol p 1 8P g8 | 7P 7
—=0-> - _ ' I R ! R e Vi 0
v, 3L 3L 1 3L 3L 1 3L 3L
o gL L8 Lo T 2L ]
oM, L 3L 30E] ¢ 3L 1561 ¢ 3L 15E1 |- -

biciminde, kuadratik sekil fonksiyonlarma bagli, eleman matrisi ve diigiim noktas1
bilinmeyenleri ifade edilmis olur. Daha ¢ok sayida elemanla ¢oziime gidilmek
istenirse, eleman matrisleri arasinda birlestirme islemi yapilarak, sistem matrisi elde

edilir.
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Artik, elde edilmis olan bu eleman matrisi kullanilarak, 6nceki boliimlerde
siiflandirilmis olan burkulma tiplerine ait, kritik burkulma yiikii ¢oziimleri

arastirilabilir.

4.2.2.1 Birinci Tip Burkulma Problemi

L2

1 v,

L2

M,
R
NN\

Sekil 4.19 1.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Tek Elemanli C6ziim

......

noktalarina ait sistem bilinmeyenleri gosterilmistir. (3.184) de elde edilmis olan

eleman matrisi yardimryla,

4 M, v, M, Vs M,
TP _7 _8p 8 R U ru T ron
3L 3L 3L 3L 3L 3L ‘
A A R N e
3L 15E1 3L 15E1 3L 30E]
_8r 8 6P _1l6 8P 8, 0
3L 3L 3L 3L 3L 3L ’ (4.185)
8 L 16 8L 8 L | o
3L 15E1 3L 15E1 3L 15E1
P _t_8p 8 i Ty 0
3L 3L 3L 3L 3L 3L ’
R LT 28 iy o
| 3L 30EI 3L 15E1 3L 15e1 |- 0 H-

seklinde, ® elemanina ait esitlik elde edilir.
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Bu burkulma probleminde ¢okme ve momentin, 1 ve 3 noktasinda bilinen degerleri

olan,
v, =0, M,=0 (4.186)

probleme ait geometrik ve dinamik sinir sartlar1 kosullaridir. v, ve M, nin bulundugu

satir ve siitunlar matrislerden yokedilirse, (4.185) esitligi,

Ml V2 M2 V3
2L 8 L U7 ol
ISEI 3L 15EI 3L
8 aep 16 8P|l |
3L 3L 3L 3L || ° (4.187)
Lo 16 8L s |l
15SEI 3L 15EI 3L
1 P8 7P
- = — — || v 0
L 3L 3L 3L 770

bicimine doniisiir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =3L'P* —104L’EIP + 240E°I*> =0 (4.188)

Bu fonksiyonun P’ye bagh kokleri ve kritik burkulma yiikii,

El El

R = 24860 B=3218— (4.189)
El

P, = 24860 (4.190)

olarak elde edilirr Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yikii
(P, =2.4674(El/ [*)) idi. Iki deger arasindaki bagil hata oram1 % 0.75 gibi oldukca
diisiik bir degerdir. L.S.F kullanarak 5 den fazla eleman kullanilmasi halinde
ulasilacak hata mertebesine, K.S.F. ile sadece tek elemanda erisilmistir. (4.189) da
elde edilen iki farkli burkulma kokiine karsilik gelen, mod sekilleri Sekil 4.20 de

verilmigtir.
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Sekil 4.20 1. Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Tek Elemanli
(Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekilden de goriilecegi gibi, minimum koke karsilik gelen 1.mod sekli, sistemin ilk
kararli denge konumuna yansitmaktadir. Diger koke karsi gelen 2.mod sekli ise
sistemin diger kararli denge konumuna aittir. Daha fazla sayida eleman kullanarak,

yapilan ¢oziimler sonucu elde edilen sonuglar Tablo 4.9 da 6zet halinde verilmistir.

Tablo 4.9 1.Tip burkulma problemine ait K.S.F.’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman Kok Bilinm. | burkulma | burkulma

oy e - Orani

Sayist | sayisi Sayis1 Yiikii Yiiki (%)

(EUL? | (EIUL? ’

1 2 4 2,4860 0,753

2 2,4687 0,051
2.4674

3 8 12 2,4677 0,010

4 14 16 2,4675 0,003

Tablodan da goriilecegi gibi, eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani oldukca
diismektedir. 2 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (—) yada

sanal koklere rastlanmustir.
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4.2.2.2 Ikinci Tip Burkulma Problemi

PN NN \\
Dy

L2

L2

M,
e v
IR =

Sekil 4.21 2.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Tek Elemanli C6ziim

Sekil 4.21 de tek eleman kullanilmasi halinde, 1, 2 ve 3 dii§iim noktalarina ait sistem
bilinmeyenleri gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢cokme ve momentin, 1 ve 3

noktasinda bilinen degerleri olan,
v =0, v, =0, M, =0 (4.191)
probleme ait geometrik ve dinamik sinir sartlar1 kosullaridir. Bu terimlerin

bulundugu satir ve siitunlar, (4.185) de tek eleman icin yazilmis olan sistem

matrisinden silinirse,

M, V, M,

2L i L _Ml_ o]

15E1 3L 15EI
8 16P 16 (4'192)
A

Lo 16 8L

| 15E1 3L 15Er |- - b

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.

detK =3°P—80EI =0 (4.193)
EI
R =P, =26.6666— (4.194)
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kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma ytikii

P

ger

=20.1420(EI /I’ ) idi. iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 32.39 gibi

oldukca yiiksek bir orandir. Ayni1 sistem, uzunlugu birbirine esit olan 2 eleman alarak

¢Oziilmesi halinde ise, (Sekil 4.22) sistem matrisi,

[ 14P
3L

14
3L

_lepP

Y,
_lep
3L

16

3L

32pP
3L

32
3L

_lep
3L

16
3L

16P
3L

16
3L

28P
3L

28
3L

_16P

M
s
A

L/4

L/4

L/4

L/4

M,

" 60EI

AW

16P
3L

16
3L

32P
3L

32

3L

_lepr
3L

16
3L

30E1

_16P
3L

16
3L

14P
3L

14
3L

Vi

|l ]

0]

(4.195)

bi¢iminde yazilabilir. Sinir kosullarini girmek i¢in; v, v, ve M, in bulundugu satir

ve siitunlar (4.195) deki sistem matrisinden silinirse,
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v, M v M, v, M,

L 16 L _2 _ L 0 0 (M, ] [0]
15E1 3L 30EI 3L 60EI
L >TSS O S N P
3L 3L 3L 3L 3L
L 3 AL 16 L 0 0 M, 0
30E1I 3L 15EI 3L 30EI
_2 1P 16 2P 28 16P 16| ||, (4.196)
3L 3L 3L 3L 3L 3L 3L ’
~ 16 L 28 2L 16 L v 0
60EI 3L 30EI 3L 15EI 3L 30E] ’
0 0 _tep 16 2p 32 v, 0
3L 3L 3L 3L
0 0 w6 L 2 4 M,| |0
3L 30E1 3L 15Er |- ¢ R

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.

detK =171°P° —4832L'EIP* +328960L°E*I*P—4915200E°1° =0 (4.197)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI
P =20.86922L P, =72.64— P =190.735L (4.198)
L L L
El
P, = 20.8692— (4.199)

olarak elde edilir. Euler burkulma yiki, ((7,, =20.1420(EIl/ I’ )) ile arasindaki
bagil hata oran1 % 3.61 dir. (4.198) de elde edilen kdklere karsilik gelen, ¢okmeye

bagl ve normalize edilmis burkulma mod sekilleri, Sekil 4.23 de verilmistir.
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1. mod sekli 2. mod sekli 3. mod sekli

Sekil 4.23 2.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Iki Elemanl
Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.23 den de goriilecegi gibi, minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli
sistemin ilk kararli denge konumunu yansitmaktadir. Diger mod sekilleri ise,
sistemin diger kararli denge konumlarina aittir. Daha fazla sayida eleman kullanarak,
¢Ozlimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen sonuglar 6zet halinde Tablo 4.10 da

verilmigtir.

Tablo 4.10 2.Tip burkulma problemine ait K.S.F.’lu sonlu eleman ¢oziimleri

Kritik Euler Hat
Eleman Kok Bilinm. | burkulma | burkulma ata
r e - Orani
Sayist | sayisi say1si Yiki Yiiki (%)
(EIVL?) | (EUL? ’
1 1 3 26,6666 32,39
2 3 7 20,8692 3,61
20.1420
3 5 11 20,3332 0,95
4 14 15 20,2373 0,47

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani olduk¢a diismektedir. Ancak, yine de bu
burkulma problemi tipinde elde edilen hata oranlarinin pek tatmin edici oldugu
sOylenemez. 3 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢ézlimlerde ise, sanal koklere

de rastlanmustir.
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4.2.2.3 Uciincii Tip Burkulma Problemi

NN
w
TR

L2

L2

M,
T v

1

Sekil 4.24 3.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Tek Elemanli C6ziim

Sekil 4.24 de tek eleman kullanilmasi halinde, 1, 2 ve 3 diigiim noktalarina ait sistem
bilinmeyenleri gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢cokme ve momentin, 1 ve 3

noktasinda bilinen degerleri olan,
v, =0, v, =0, M, =0 M,=0 (4.200)
probleme ait geometrik ve dinamik smir kosullaridir. (4.200) de verilen sartlari

saglamak i¢in, bu terimlerin bulundugu satir ve siitunlar, (4.185) de tek eleman igin

yazilmis olan sistem matrisinden silinirse,

Y, M,
16P 16
- —— || v, 0

3L 3L (4.201)
_E 8L M2 0

3L 15EI

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)
esitligi saglanmalidir.

detK=L"P-10El =0 (4.202)

Bu fonksiyonun P’ye bagl tek kokii olan,

P=P, = 10.00% (4.203)
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degeri kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler
yiikii, P, =9.8696( EI / L’ ) idi. iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 1.32 dir.

ger

L/4

L/4

L/4

L/4

dh

]

Ao

Sekil 4.25 3.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Iki Elemanl Coziim

2 eleman kullanilmasi halinde (Sekil 4.25), L/2 uzunlugundaki, ® ve @ no’lu
elemanlara ait eleman matrislerinin birlestirilmesi ile daha 6nceden (4.195) de elde

edilmis olan sistem matrisinden, 1 ve 5 diigiim noktalarinda sifir oldugu bilinen

¢Okme ve moment ifadelerine ait satir ve siitunlar yokedilirse,

V2
[ 32P
3L

32

3L

_lep
3L

16
3L

M
32

3L

2

V3
_16P
3L

16

3L

28P
3L

28

3L

_16P
3L

16
3L

30E7

V4

_16p
3L

16

3L

32P
3L

32
3L

30E1
32

3L

4L

15ET |

(4.204)

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimi igin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.

detK =31°P° —536L'EIP* + 204801 E*I*P—153600E°1° =0
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Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

P= 9.9438E—21 P = 40.00E—2I P = 128.72E—21 (4.206)
L L I
EI

B, = 9.9438— (4.207)

olarak elde edilir. 2 elemanl ¢oziimde hata oranit % 0.75’e diismiistiir. Bu koklere
karsilik gelen, ¢okmeye bagli ve normalize edilmis burkulma mod sekilleri, Sekil

4.26 da verilmistir.

% 2 Pl
1.00 . (X
4 + 4
@ @ @
1.00
3 3 +
)
@ @
) Lo} _lo4
I 2 v
1 1
1. mod sekli 2. mod sekli 3. mod sekli

Sekil 4.26 3.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile iki Elemanli
Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.26 dan da goriilecegi gibi minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli
sistemin ilk kararli denge konumuna aittir. Daha fazla sayida eleman kullanarak,
¢Ozlimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen sonugclar ise 6zet halinde Tablo 4.11 de

verilmistir.
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Tablo 4.11 3.Tip burkulma problemine ait K.S.F.’lu sonlu eleman ¢oziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman | Kok | Bilinm. | burkulma | burkulma

e - Orani

Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yikii (%)

(EIVL?) | (EUL? ’
1 1 10,0000 1,32
2 3 6 9,9438 0,75
9.8696
3 5 10 9,8852 0,16
4 11 14 9,8747 0,05

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani olduk¢a diismektedir. Ancak, yine de bu
burkulma problemi tipinde elde edilen hata oranlarmin pek tatmin edici oldugu
sOylenemez. 3 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢ézlimlerde ise, sanal koklere

de rastlanmustir.
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4.2.2.4 Dordiincii Tip Burkulma Problemi
p

M,

.v//
AL
B

Vs

L2

S
=

L2

M,
i I

Sekil 4.27 4.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Tek Elemanli C6ziim

Tek eleman kullanilmast hali i¢in, diigiim noktasi bilinmeyenleri Sekil 4.27 de
gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢Okmenin, 1 ve 3 noktasinda bilinen
degerleri olan,

v, =0, v, =0 (4.208)
probleme ait geometrik sinir sartlaridir. (4.208) de verilen sartlar1 saglamak ig¢in, bu

terimlerin bulundugu satir ve siitunlar, (4.185) de tek eleman i¢in yazilmis olan

sistem matrisinden silinirse,

M, v, M, M,
2L 8 L ~ L\ o]
15E] 3L 15E] 30E]
8 16P 16 s, 0
3L 3L 3L 3L ? (4.209)
16 8L Ll o
15E] 3L 15EI  15EI
L 8 L 2L Ny | o
| 3081 3L 1561 156 )= 4

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK =L’P—60EI =0 (4.210)

Bu fonksiyonun P’ye bagl tek kokii olan,
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EI

R =B, =60.00—

(4.211)

degeri kritik burkulma yiikii olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler
yuki, P, =39.4784(El/ L’ ) idi. Iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 51.98 dir.

L/4

L/4
e

L/4

L/4

M,

il TR
DO\

Sekil 4.28 4.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile Iki Elemanl Coziim

2 eleman kullanmamiz halinde (Sekil 4.28), L/2 uzunlugundaki, ® ve @ no’lu

elemanlara ait eleman matrislerinin birlestirilmesi ile daha 6nceden (4.195) de elde

edilen sistem matrisinden, 1 ve 5 diigiim noktalarinda sifir oldugu bilinen ¢dokme

ifadelerine ait satir ve siitunlar yokedilirse,

M, v,
[ L 16
15E1 3L
16 32P
3L 3L
Lo 32
30El 3L
_2 1P
3L 3L
- 16
60EI 3L
0 0
0 0
0 0

M2
L
30E1

28P

16
3L

16
3L

32P
3L

32
3L

16
3L
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3L

30E7

32
3L

4L
15E1

30E7

30E7

15ET

(4.212)



esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)
esitligi saglanmalidir.

detK =3L°P° —1184L'EIP* +126720L°E*I° P —3686400E°I° =0 (4.213)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI EI

R =48.00— P, =106.67— P, =240.00— (4.214)
EI
P, = 48.00— (4.215)

olarak elde edilir. 2 elemanli ¢6ziimde hata oran1 % 21.59’a diismiistiir. Elde edilen
hata oran1 yine de cok kotidiir. Bu koklere karsilik gelen, cokmeye bagh ve

normalize edilmis burkulma mod sekilleri, Sekil 4.29 da verilmistir.

1. mod sekli 2. mod sekli 3. mod sekli

Sekil 4.29 4.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile iki Elemanl
(Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.29 dan da goriilecegi gibi, minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli,
sistemin ilk kararli denge konumuna aittir. Ancak, minimum kok, yiiksek bir hata
orani ile bulundugundan, iki ucu ankastre bir ¢ubugun elastik egrisini tam olarak

vermemektedir.
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1. mod sekli

Sekil 4.30 4.Tip Burkulma Cubugunda K.S.F. ile U¢ Elemanli
Coziime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.30 da ise 3 eleman kullanarak yapilan ¢6ziimden elde edilen degerlerle, 1.
mod sekli c¢izilmistir. Goriildigi gibi, elastik egri daha gergek¢i bir forma
dontismiistiir. Bu c¢oziimde bulunan kritik burkulma yiikiiniin, gercek degeri ile
arasindaki hata orani ise % 2.19 dur. Daha fazla sayida eleman kullanarak, ¢6ziimiin

aragtirilmasi neticesinde elde edilen sonuclar 6zet halinde Tablo 4.12 de verilmistir.

Tablo 4.12 4.Tip burkulma problemine ait K.$.F.’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hat
Eleman Kok Bilinm. | burkulma | burkulma ata
- e Orani
Sayist | sayisi say1sl Yiiki Yiikii (%)
(EIL?) | (EIUL?) ’
1 1 4 60.0000 51.98
2 8 48.0000 21.59
3 7 12 40.3432 | 39.4784 2.19
4 14 16 39.7754 0.75
5 19 20 39.6050 0.32

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani oldukca diismektedir. 2 elemandan daha

fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (-) ve sanal kdklere de rastlanmistir.
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4.2.3 Kiibik Sekil Fonksiyonlar1 (C.S.F) ile C6ziim

Lineer ve kuadratik sekil fonksiyonlarin1 kullanarak elde edilen eleman matrisleri ile
yapilan c¢oziimlerde, eleman sayis1 artirildik¢a hata oranlar1 belirgin bir sekilde
azalmakta idi. Ozellikle, KS.F. ile elde edilen sonuclar, L.S.F ile elde edilen
sonuglara gore oldukca iyiydi. Ancak, miihendislik¢e kabul edilebilir hata oranlarina
ulagmak i¢in, baz1 burkulma tiplerinde, fazla sayida eleman kullanmak zorunda

kalinmustir.

Daha oncede belirtildigi gibi, kesme hatalarini azaltmanin tek yolu, eleman boyu
uzun ama iizerinde sik aralikli diiglim noktasi secilmis elemanlar kullanmaktir. Bir
onceki boltimde, orta noktasinda da ilave bir diigliim noktas1 teskil edilmis ve eleman
tizerinde 2 dereceden parabolik degisim gosteren kuadratik sekil fonksiyonlar ile
¢Ozlim arastirilmisti. Bu bdliimde ise, eleman1 3 esit parcaya bolmek suretiyle elde
edilen dort diiglim noktasindan gegen ve eleman iizerinde kiibik de§isim goOsteren,
kiibik sekil fonksiyonlar1 (C.S.F) kullanilacaktir. Bu amagla Sekil 4.31 de gosterilen

sekil fonksiyonlar1 secilmistir.

Sekil 4.31 Kiibik Sekil Fonksiyonlari

L uzunlugundaki herhangi bir elemanin sol diigiim noktas1 i, sag diiglim noktasi 1,
cubugun iic esit parcaya boliinmesiyle arada olusan iki nokta da j ve k ile
gosterilmistir. Bolge tizerinde 3. dereceden degisim gosteren sekil fonksiyonlari,

Sekil 4.31 de koordinatlar1 verilen ve toplam 2 birim boy i¢in r degiskenine bagl

olarak,
1 1 3, .2

v, =—1-r+—9r" +r +9r-1) (4.216.a)
2 16

v, = (1—r2)+%(27r3 + 71 =27r=17) (4.216.b)
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v, :%(—27r3 -9 +27r+9) (4.216.c)

1 1
v, :5(1+r)+g(9r3+r2—9r—1) (4.216.d)

bi¢ciminde ifade edilebilir. [7]

L boylu eleman igin ve z degiskenine bagl olarak yazilan ve degisken doniistimii
yapilmamis haldeki, z degiskeni ile, toplam 2 birim boylu ¢ubugun r degiskeni
arasindaki iliski,

r=£z—1 ﬂzg dz:édr (4.217.a)
L dz L 2

dv_dvdr v _am dr w217

dz dr dz dz dr dz

bicimindedir. (4.121) esitligi geregince, fonksiyoneldeki bagimsiz degiskenler olan v
ve M* nin herhangi bir noktadaki degeri, sekil fonksiyonlarina bagl olarak,

V=V AV VY VY, (4.218)

M=My +My,+ My, + My, (4.219)

elde edilir. (4.2.a) ifadesinin r degiskenine bagli olarak diizenlenmis yeni hali,

L a2
:__J- dM dr dv dr dr+£ M—dr+— dv dr dr (4.220.2)
dr dz )\ dr dz 4 EI 4’ dr dz
1
;- 2 dﬂﬂdﬁi _d J( j (4.220.b)
L* dr dr

seklinde yazilabilir. v, M, dv/dr, dM/dr’ in degerleri (4.220.b) de yerine konup,

gerekli integrasyon iglemleri yapilirsa,
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T29(M; =3M ; +3M, — M )(v, =3v, +3v, —V,)
) 320L

(M, =2TM ; +27TM, =M )(v, =27v, + 27v, —V,)
B 64L

—L(—ZSM.V +387M v, —423M v, + 29M v, + 38TM v, —
96L i Jjli i i i’j

—2025M v, +2349M v, —423M v, —423M v, +2349M v, —
—2025M v, +387TM v, +29M v, —423M v, + 387TM v, —=25M,v,) +

1 (17LM? WILMM, 27LM}? 9LM .M, 27LM M,
+ + + - - +
2EI\ 70 280 70 35 280 (4221)

27LM,*  299LM.M, OLM M, 117LM M, 17LM}
+ + + + +
70 840 35 280 70

N N(729(v1. ~3v, +3v, -’ L0 =2, + 27y —v)?
2

2 320L 64L
+H(=25v" + T14v,v; — 20251/.1.2 —846v,v, +4698v,v, — 2025v,” +

1
+58v,y, — 846vjv, +774v, v, — 25‘}12)@)

ifadesi elde edilir. / ile ifade edilen fonksiyonelin bilinmeyenlere gore tiirevleri
aliip sifira esitlenirse, eleman denklemleri elde edilir.

o _y oy, oy, o,

ov, oM, 8vj oM

oy, o _y, a_y. oaq _y (4.222)
ov, oM, o, oM,

olmalidir. (4.221) ifadesi lizerinde (4.222) kismi tiirevleri uygulanirsa,

6—1261Pvl.— 61 Mi—129Pv4+129M.+57ka— 57 M, -
ov, 30L @ 30L 40L 7 40L 7 20L 20L
' (4.223.a)
239pP 239
- Vit 1=
120L 120L
o __ o6l v+ 17L ]\/1144_129‘}.+ 117L Mo 57 v+ 9L M, -
oM, 30L © 70EI 40L 7 560EI ' 20L 70E1
(4.223.b)
239 299L
+ v, + )=
120L 1680E1

87



o _ 129 129, S4P 54, 297P 297,
ov, 40L ' 40L ' 5L 7 5L 7 40L * 40L

(4.223.¢)
WSRO ST g
20L 20L
ol _ 129‘)[.4r 117L M,.—ﬁv.+ 27L M o+ 297Vk— 27L M, -
oM. 40L 560E1 5L 7 T70EI ' 40L 560E1
! (4.223.d)
LTy
20L 70E1
R Bt S
Vi (4.223.¢)
3 129PV1+ 129 M, =0
40L 40L
ol _ 57 v+ 9L Ml.+297v.— 27L M.—ﬁvk+ 27L .
oM, 20L T0E1 40L ' 560EI 7 5L 70E1
(4.223.1)
n 129 v+ 117L M, =
40L S60E1
ol 239P 239 57P 57 129P 129
— == v, + M, + V. — M ———v,+—M, +
ov, 120L 120L 20L 7 20L 7 40L 40L
(4.223.2)
LOP 6L,
30L 30L
ol 239 299L 57 9L 129 117L
= v, + M, - v, + M. + v, + P =
oM, 120L 1680E7 20L 7 70EI 7 40L 560E1
(4.223.h)
61 17L
——V[ +— / =
30L T0E1

homojen denklem takimi elde edilir. Tiim bu esitlikleri, (4.142) deki gibi matris
formunda yazilirsa,
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V. M. v, M. Ve M, v, M,

i i J J

O g [ 6P _6l | _129P 129 | 57P 57 | 239P 239 p 4 -

o, 30L 30L ¢ 40L  40L : 20L 20L 1 1200 120L |

o _o_| el 17L @ 129 7L ¢ 57 9L ¢ 239 299L ||| |

oM, 30L  70E[ | 40L  S60El i 20L  70El | 120L  1680EI ||

o o, | 129P 129 | 54P s4 o _297P 207 L os7P ST |||,

v, 40L  40L i 5L 5L i 40L  40L | 20L 20L || 7

o _g | 129 7L ¢ s4 7L 297 2L 57T 9L ||| g

oM, 40L  560El | 5L 70E[ | 40L  S560El i 20L  70El | '

A | 7P 51 297P 297 | sap s4 1op 129 |||

o, 20L 20L | 40L 40L i 5L 5L 1 40L 40L t

oa _o_ | 5 9L I 297 27L 1 54 270 0 o129 m7L |||

M, 20L  70EI | 40L S60EI i 5L 70El i 40L  S560EI *

o o, | 239 239 i STP 57 ¢ 129P 129 ;6P 6l || 0

v, 120 120L | 20L 20L | 40L  40L | 30L 30L || '

o _, 239 299L | 57 9L i 129 1M7L @ 6l L1 o

=0—- — b - T — T p——

oM, | 120L  1680E7 i 20L  70EI i 40L  560El i 30L  70E[ |- '° - -

(4.224)

biciminde, kiibik sekil fonksiyonlarina bagli, eleman matrisi ve diigiim noktasi
bilinmeyenleri ifade edilmis olur. Daha ¢ok sayida elemanla ¢oziime gidilmek
istenirse, eleman matrisleri arasinda birlestirme iglemi yapilarak, sistem matrisi elde
edilir. Artik, elde edilen bu eleman matrisi kullanilarak, onceki boliimlerde
simiflandirilmig olan burkulma tiplerine ait, kritik burkulma yikii ¢6ziimleri

arastirilabilir.

4.2.3.1 Birinci Tip Burkulma Problemi

L3

Myt

El

L
L3
&)

td A

L3

M,
Zlo v
T

Sekil 4.32 1.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanli Coziim
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Sekil 4.32 de EI egilme rijitligine sahip L boyundaki elemanin, 1, 2, 3 ve 4 digim
noktalarina ait sistem bilinmeyenleri gosterilmistir. (4.224) de ifade edilen eleman

matrisinden, ¢okme ve momentin, 1 ve 4 noktasinda bilinen degerleri olan,

v, =0, M, =0 (4.225)

geometrik ve dinamik sinir sartlari ¢ikarilirsa,

M, v, M, V3 M, V4
[ 17L 129 1L 57 9L 239 1,7 07
70E] 40L 560EI 20L  70EI 120L !
129 54p 54 297P 297 s7P ||, 0
40L 5L 5L 40L 40L 20L :
117L 54 27L 297 27L ST\ 0
560E] 5L 70E1 40L 560El 20L ? (4.226)
57 297P 297 54p 54 _129P || 0
20L 40L 40L 5L 5L 40L ’
9L 297 27L 54 27L 129 ||y, 0
70E] 40L 560EI 5L 70E1 40L }
239 57P 57 129P 129 1P || 0
L 120L 20L 20L 40L 40L 0L |- -

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimi igin, (4.127)
esitligi saglanmalidir.

detK = L°P’ —135L'EIP* + 2880’ E*I*P—6300E°I’ =0 (4.227)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma yiikii,

EI EI El

P = 24677~ B= 2339 P=109.14— (4.228)
L L L
El

P, = 24677 (4.229)

olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii ise,
P, =2.4674(El/ L*) idi. iki deger arasindaki bagil hata % 0.014 gibi oldukca diisiik
bir degerdir. (4.228) de elde edilen {i¢ farkli burkulma kokiine karsilik gelen, mod
sekilleri ise Sekil 4.33 de verilmistir.
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1.00

%)

m D N
1. mod sekli 2. mod sekli 3. mod sekli

Sekil 4.33 1. Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanl
Coztime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekilden de goriilecegi gibi, minimum koke karsilik gelen 1.mod sekli, sistemin ilk
kararli denge durumunu yansitmaktadir. Diger koklere karsi gelen mod sekilleri ise

sistemin diger kararl1 denge konumlarina aittir.

Daha fazla sayida eleman kullanarak, yapilan ¢oziimler sonucu elde edilen sonuglar

Tablo 4.13 de 6zet halinde verilmistir.

Tablo 4.13 1.Tip burkulma problemine ait C.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman Kok Bilinm. | burkulma | burkulma

- - Orani

Sayist | sayisi say1si Yiiki Yiiki (%)

(EI/L*) | (EIL?) ’

1 6 2,4677 0,0137
2 12 2,4674 0

3 19 18 - 2.4674 -

4 22 24 2,4674

5 17 30 2,4674

Tablodan da goriilecegi gibi, 3 elaman ile yapilan ¢6ziimde sonug elde edilememistir.
2, 4 ve 5 elemanla yapilan ¢oziimlerde ise Euler burkulma yiikii degeri, sifir hata ile
elde edilmistir. 2 den fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ¢ok sayida (-) ve sanal kok

elde edilmistir.
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4.2.3.2 Ikinci Tip Burkulma Problemi

L3

L
L3
e
=
~

L3

M,

Sekil 4.34 2.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanli Coziim

Sekil 4.34 de tek eleman kullanilmasi halinde, 1, 2, 3 ve 4 diigiim noktalarina ait
sistem bilinmeyenleri gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢okme ve momentin,

1 ve 4 noktasinda bilinen degerleri olan,
v, =0, v, =0, M,=0 (4.230)
probleme ait geometrik ve dinamik smir sartlar1 kosullaridir. Bu terimlerin

bulundugu satir ve siitunlar, (4.224) de tek eleman icin yazilmisg olan sistem

matrisinden silinirse,

M, v, M, V3 M,

17L 129 17L 57 9L M7 o]
70E1 40L S60EI 20L  70EI

129 54p 4 297 297 | 0
40L 5L 5L 40L 40L :

(4.231)

117L 54 27L 297 27L |4 210
560E1 5L 70EI 40L S60EI || °
57 297 297 54p s4 | 0
20L 40L 40L 5L 5L ’

9L 297 27L 54 27L .| |o]

L 70EI 40L S60EI 5L 7067 )5 - -

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK = L' P> —120°EIP + 2100E°1* =0 (4.232)
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Bu fonksiyonun P’ye bagl kdkleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI

R =21.2701— P =9873— (4.233)
EI

B, =212701— (4.234)

olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii,
P, =20.1420(El/ L’ ) idi. iki deger arasindaki bagil hata oram % 5.60 dir. (4.233)

da elde edilen koklere karsilik gelen, ¢cokmeye bagli ve normalize edilmis burkulma

mod sekilleri, Sekil 4.35 de verilmistir.

i

BOLIHNHN
1. mod sekli 2. mod sekli

Sekil 4.35 2.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanl
Coziime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.35 den da goriilecegi gibi minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli
sistemin ilk kararli denge konumunu yansitmaktadir. Daha fazla sayida eleman
kullanarak, ¢oziimiin arastirilmast neticesinde elde edilen sonuglar 6zet halinde
Tablo 4.14 de verilmistir.
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Tablo 4.14 2.Tip burkulma problemine ait C.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hat
Eleman | Kok | Bilinm. | burkulma | burkulma aa
e ot Orani
Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yikii (%)
(EIVL?) | (EUL? ’
1 5 21.2701 5.601
2 5 11 20.2104 0.339
3 19 17 - 20.1420 -
4 32 23 20.1911 0.244
5 46 29 20.1908 0.242

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani oldukca diismektedir. 2 elemandan daha

fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (-) ve sanal kdklere de rastlanmistir.

4.2.3.3 Ucgiincii Tip Burkulma Problemi

L/3

L
L3
©
o]
~

L/3

M,

7.

Sekil 4.36 3.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanli Coziim

Sekil 4.36 da tek eleman kullanilmasi halinde, 1, 2, 3 ve 4 diiglim noktalarina ait
sistem bilinmeyenleri gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢okme ve momentin,

1 ve 3 noktasinda bilinen degerleri olan,

y, =0, y, =0, M, =0 M,=0 (4.235)

probleme ait geometrik ve dinamik smir kosullaridir. (4.235) de verilen sartlari
saglamak i¢in, bu terimlerin bulundugu satir ve siitunlar, (4.224) de tek eleman i¢in

yazilmis olan sistem matrisinden silinirse,
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VZ M2 v3 M3
[ 54P 54 297P 297 |- 9 1o
5L 5L 40L 40L :
54 271 297 27L ||, 0
5L 70El 40L S60EL || (4.236)
297 297 54p 54|, 0
40L 40L 5L 5L ’
297 27L 54 27L | o
| 40L S60EI 5L 7061 |- 0 -

esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢oziimii icin, (4.127)
esitligi saglanmalidir.

detK = L' P> —52I’EIP + 420E°1* =0 (4.237)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI

R=10.00— P, =42.00— (4.238)
El

P, =1000— (4.239)

olarak elde edilir. Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yiikii,
P, =9.8696(El/ L) idi. ki deger arasindaki bagil hata oran1 % 1.32 dir. 2 eleman
kullanilmast halinde ise, P’ye bagli kokler ve kritik burkulma yiikii,

P = 9.8709% P = 40.00% P = 93.57%
EI EI

P, =168.00— P, = 43656 (4.240)
El

B, = 98709 (4.241)

olarak elde edilir. Hata oran1 % 0.013’e diigmiistiir. Bu koklere ait, cokmeye bagl ve
normalize edilmis burkulma mod sekilleri ise, Sekil 4.37 de verilmistir.

Sekil 4.37 den de goriilecegi gibi minimum koke karsilik gelen burkulma mod sekli
sistemin ilk kararli denge konumuna aittir. Diger mod sekilleri ise daha yiiksek
koklere ait mod sekilleridir. 2’den fazla sayida eleman kullanarak yapilan
¢oziimlerde elde edilen sonuglar, Euler burkulma yiikiinden oldukg¢a farkldir. Sadece

tek ve iki eleman kullanarak elde edilen sonuglar Tablo 4.15 de tekrar verilmistir.
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Tablo 4.15 3.Tip burkulma problemine ait C.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

2 elemandan daha fazla elemanla yapilan ¢ézlimlerde ise, (-) ve sanal koklere de

rastlanmustir.

Kritik Euler Hata
Eleman Kok Bilinm. | burkulma | burkulma
r e 1 e Orani
Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yikii (%)
(EIVL?) | (EUL? ’
4 10,0000 1,321
2 5 10 | 98709 | %8696 (013

1. mod sekli

1.00
6
P +
1.00
5
4
1.00
3
G
1.00
2
1
o
2. mod sekli

1.00

0.30

N
~J
T

0.71
4 +

3. mod sekli

A
-1
7

1.00

4. mod sekli

5. mod sekli

Sekil 4.37 3.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Iki Elemanl

Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri
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4.2.3.4 Dordiincii Tip Burkulma Problemi

=

P

L3

L/3

M,

sy
<

L
L3
e
!
~

1T v,

Zl v
BN )\

Sekil 4.38 4.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Tek Elemanl C6ziim

Tek eleman kullanilmasi hali i¢in, diigiim noktas1 bilinmeyenleri Sekil 4.38 de

gosterilmistir. Bu burkulma probleminde ¢Okmenin, 1 ve 3 noktasinda bilinen

degerleri olan,

v, =0,

v, =0

(4.242)

probleme ait geometrik sinir sartlaridir. (4.242) de verilen sartlar1 saglamak i¢in, bu

terimlerin bulundugu satir ve siitunlar, (4.224) de tek eleman i¢in yazilmis olan

sistem matrisinden silinirse,

Ml
17L

70E1

129
40L

117L
S60E7

57
20L

9L
T0E1

299L
L 1680E7

129
40L

54P
5L

54

5L

_297P
40L

297
40L

ST
20L

MZ
117L
S60E]

54
5L

27L
T0E1

297
40L

27L
S560E1

9L
T0E1

v

37
20L

_297P
40L

297
40L

54P
5L

54
5L

129
40L

9L
T0E1

297
40L

27L
S560EL7

54
5L

27L
70E1

117L
560E7
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M

4

299L ]

1680E7

57
20L

9L
70E1

129
40L

117L
560E1

17L

70ET |

o]

Iy

(4.243)



esitligi elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢ozimii icin, (4.127)

esitligi saglanmalidir.
detK = L' P> —200L° EIP +8400E*I° = 0 (4.244)

Bu fonksiyonun P’ye bagl kokleri ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI

R = 60.00— P, = 140.00— (4.245)
EI
B, = 60.00— (4.246)

olarak elde edilirr Bu burkulma tipine ait Euler burkulma yikii,
P, =39.4784(EI/L’) idi. 1ki deger arasindaki bagil hata oram1 % 51.98 gibi

ger
olduke¢a yiiksek bir orandir. 2 eleman kullanilmasi halinde ise, P’ye bagli kokler ve
kritik burkulma ytikii,

P= 39.5004% P = 85.08% P = 240.00%

P = 394.92% P= 420.00% P = 680.50% (4.247)
EI

P, =39.5004— (4.248)

1.00

A 0.23

6,
0.124
1 )0 N
4+
3
0.23
2

1.00

1.00 0.12

2

1.00

_IThe
1. mod sekli 2. mod sekli 3. mod sekli 4. mod sekli 5. mod sekli 6. mod sekli

Sekil 4.39 4.Tip Burkulma Cubugunda C.S.F ile Iki Elemanli
(Cozlime Ait Burkulma Mod Sekillleri

Sekil 4.39 dan da goriilecegi gibi sadece, minimum koke karsilik gelen burkulma

mod sekli, sistemin ilk kararli denge konumuna aittir. Bununla birlikte, se¢ilen ¢ubuk

......
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burkulma ytikiiniin, gercek degeri ile arasindaki hata orani ise % 0.056 dir. Daha
fazla sayida eleman kullanarak, ¢Oziimiin arastirilmasi neticesinde elde edilen

sonuclar 6zet halinde Tablo 4.16 da verilmistir.

Tablo 4.16 4.Tip burkulma problemine ait C.S.F’lu sonlu eleman ¢6ziimleri

Kritik Euler Hata
Eleman | Kok | Bilinm. | burkulma | burkulma
e - Orani
Sayis1 | sayist say1s1 Yiki Yikii (%)
(EIVL?) | (EUL? ’
1 6 60.0000 51.982
2 12 39.5004 0.056
3 20 18 39.5067 | 39.4784 | 0.072
4 22 24 39.4838 0.014
5 17 30 39.4799 0.004

Eleman sayisinin artirilmasi ile hata orani oldukc¢a diismektedir. 2 elemandan daha

fazla elemanla yapilan ¢oziimlerde ise, (-) ve sanal koklere de rastlanmistir.
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4.2.4 Eleman ve Sistem Matrislerinde Indirgeme Islemi

Onceki boliimlerde, degisik tipte sekil fonksiyonlar1 kullanarak, eleman ve sistem
matrisleri, gokme ve momente bagl olarak ifade edilmisti. Yapilan uygulamalarda da
goriildiigli gibi, eleman sayisinin artmasiyla birlikte, sistem matrisinin boyutlar1 da
oldukca biiytimektedir. Bu da 6zellikle bilgisayar uygulamalarinda énemli bir sorun

teskil etmektedir.

n, eleman sayisini gostermek iizere, sistem matrisinin satir ve siitun sayilari,
Lineer sekil fonksiyonlari ile olusturulmus ise: 2n+2

Kuadratik sekil fonksiyonlari ile olugturulmus ise: ~ 4n + 2

Kiibik sekil fonksiyonlari ile olusturulmus ise: 6n-+2

boyutlarina ulagsmaktadir. Bu sorunu ortadan kaldirmanin tek yolu, sistem matrisini,
bir indirgeme islemine tabi tutarak, kiicliltme yoluna gitmektir. Boylelikle,

determinanti alinacak sistem matrisi daha basit bir tarzda ifade edilebilir.

Oncelikle, sistem matrisinde, ¢dkmeye ve momente bagli olan terimler ayrilip,

burkulma terimlerini de P parantezi altinda birakilirsa, sistem matrisi,

K, 5K12 O 0 M
“I-(:;T“ ‘i"k‘z‘; -P -OME--I-_{;- "‘;‘ =0 (4249)

seklinde yazilabilir. Boylelikle, sistem matrisi, alt matrisler cinsinden ifade edilmis
olur. Bu tarzda yazilmig sistem matrisinde, problemin tipine bagl sinir kosullar1 da
girilip, gerekli satir ve siitunlar yokedildikten sonra, indirgenmis sistem matrisi K"

ve sistem esitligi, sadece ¢okme terimlerine bagl olarak,
(K- NK,)v=0 (4.250.a)

K'v=0 (4.250.b)
bigiminde elde edilir. Burada, K terimi,

K=K, -K, K"K, (4.251)
esitligi ile bulunur. Sistemin trivial olmayan ¢6ziimii igin,

detK'=0 (4.252)

olmalidir. (3.252) esitliginden, P’ye bagli burkulma ytikleri elde edilebilir.
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4.2.4.1 L.S.F Kullanilarak Elde Edilen Matrislerde indirgeme Islemi

Boliim 4.2.1 de L.S.F kullanarak, eleman matrisi (4.143) de ifade edilmisti. (4.249)

esitligindeki alt matrisler,

M, Mj v, v,
L L |p 1 1 M
3EI 6El L L
K, = K, =
L L 1 1
- - IM — -— M.
6El 3EI / L L /
v v,
v, 1],
0 oM _ L L (4.253)
K, = Kg =
0 Oy 1
’ - |y
L L J

olarak elde edilir. Goriildiigli gibi, K,, matrisi sadece sifir terimlerinden olusur. Tek

eleman i¢in yazilan bu matrisler, daha fazla sayida eleman kullanilmasi halinde, tiim
ortak sistem bilinmeyenlerini kapsayacak sekilde birlestirme islemine tabi tutulur. Bu
matrislerde, ilgili sinir kosullar1 uyarinca, gerekli satir ve siitunlar yokedildikten
sonra, (4.250), (4.251) ve (4.252) esitlikleri ile kritik burkulma yiikii degeri elde
edilebilir.

Buna bir uygulama olmak {izere, 1.Tip burkulma c¢ubugu, 4 elemanla ve de
indirgeme islemi yapilarak tekrar ¢oziilmiistiir. L, gubugun toplam uzunlugu olmak
lizere, birbirine esit her bir par¢a (L;1=L / 4 ) icin yazilan eleman matrislerinin
birlestirilmesi ile elde edilen, K,,, K,,, K,, ve K, alt matrisleri, sinir kosullar1 da

(v, = M, =0) girildikten sonra,

M, M, M, M, v, v, v, Vs
~ } o }
Lo L 0 0 |M, — 0 0 0 | M,
3EI  6EI L
2 1
Loo2L Ly, ) 0 |M,
6EI 3EI  6EI L L,
Ku = K12 = ) 5 1
o b 2L Ly L2 Ly,
6EI 3EI  6EI L L, L
1 2 1
0 0 L & M, 0 — - — |M,
L 6El  3EI | L L L
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<
N
=

<
N

<
w

2oy,
v, VooV, v L, L
0 0 0 0]y . |
0 0 0 0 7 1 1 "
V3 = i 1 | 4.254
K, = K, - ( )
0 0 0 0l . ) 1
LI
0 0 0 0w L 4 L
0 0 I Vs
L Ll Ll i

biciminde elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri uygulanarak, sistem matrisi ve

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

v, v, v, Vs
(2P 1824E1 P 1146El 432E1 TE ] S
—_— —_— - — v
L 97L} L 97L} 97L° 97L} :
P 1146EI 2P 1392EI P 930EI 252E1
-t _— -t — - v
L 97L} L 9L’ L 9L’ 97L° ’ . (4.255)
432E1 P 930EI 2P 960EI P 354E]
- - I - v,
97L} L 97L} L 97’ L 971} ||
72EI 252E1 P 354EI P 156EI
J2EL _Loebd £ L N
| 97L] 97L} L 97L} L 971> |-°-

olarak yazilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6zliimii i¢in, (4.252) esitligi

saglanmalidir.

detK" =97L°P* —1704L EIP’ + 7992L E*I* P*

(4.256)
—9504L’E’ P P+1296E*I* =0
L = 4L, doniisiimii yapilarak P’ye bagl kokler ve kritik burkulma yiikii,
P = 2.4993% P = 24.87%
EI EIl
P, = 82.07? P, = 171.637 (4.257)
EI
P, = 24993~ (4.258)

olarak elde edilir. Elde edilen kritik burkulma yiikii degeri, Tablo 4.5 de 4 eleman
icin verilen degerle aynidir. Ancak, sistem matrisinin boyutu, yariya inmistir. Bu da

ozellikle, niimerik ¢alismalarda biiyiik bir kolaylik saglar.
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4.2.4.2 K.S.F.Kullanilarak Elde Edilen Matrislerde Indirgeme islemi

Bolim 4.2.2. de K.S.F. kullanarak, eleman matrisi (4.184) de ifade edilmisti. Bu

eleman matrisi kullanilarak, (4.249) esitligindeki alt matrisler,

M, M, M, R
E AN T
1SEI 15EI 3067 | 3L 3L 3L
8 16 8
K, - L 8L Loy K= S o 8y
1SEI 15EI  15EI | 3L 3L 3L
!
L L 2 |, L8 Ty
| 3061 15EI  15EI | T30 3L 3L |
V’ Vj Vk
78 1]
RING 3L 3L 3L |
0 0 0]y
_ |5 16 g (4.259)
K22= 0 0 0 Vj Kg: z —i i Vj
0 0 0y
18 7
R A
3L 3L 3L

biciminde elde edilir. 2.Tip burkulma c¢ubugu, 2 elemanla ve de indirgeme islemi
yapilarak tekrar ¢ozlilmiistiir. L gubugun toplam uzunlugu olmak iizere, birbirine esit
her bir par¢a (L;=L / 2 ) i¢in yazilan eleman matrislerinin birlestirilmesi ile elde
edilmis olan, K,, K,, K, ve K . alt matrisleri, smir kosullar1 da

(v, =vs = M, =0) girildikten sonra,

M, M, M, M, " vy vy o
r 7 8 1
2L, L L o |, 8 1 0 |um
15E1 15E1 30EI 3L, 3L,
16 8
L, 8L, L o |u, 168 0 |,
15EI 15EI 15E1 L, 3L
Kn = K12 =
_ Ll Ll 4L1 Ll M3 i _ﬁ i M3
30EI  15EI 15E1 15E1 3L, 3L, 3L
8 16
0 0 Lo B4y, Y A T
I 15E1 15E7 | i 3L, 3L,
v, vy v,
16 8 o |v
2ot 3L, 3L ’
0 0 0]y
K,=[0 0 o0fy K-> & 8 (4.260)
¢ | 3L 3L, 3L
0 0 0y,
8 16
0 |y
| 3L, 3L
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biciminde elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri kullanilarak, sistem matrisi ve

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

V2 V3 V4
16P 3840EI 8P 7600EI 3200E1 |- -
_20%URL ol -
3L, 171} 3L, s1L} 5117 :
8P 7600EI  14P 2736EI 8P  S360EL || | _ (4.261)
e e — - —_—— —_— =
3L, siL} L, 17L} 3L, s ||
~ 3200E1 8P S360EI  16P 5120l ||
i 51L; 3L, s} 3L, s} !

olarak yazilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6zliimil i¢in, (4.252) esitligi

saglanmalidir.

detK" =17L°P* —1208L*EIP* +20560L’E*I*P—76800E° I’ =0 (4.262)

L = 2L, doniistimii yapilarak P’ye bagl kokler ve kritik burkulma yiikii,

P= 20.8692E—21 P = 72.64E—2] P = 190.73E—21 (4.263)
L L L
EI

P, = 20.8692— (4.264)

olarak elde edilir. Elde edilen kritik burkulma yiikii degeri, Tablo 4.10 da 2 eleman

i¢in verilen degerle aynidir. Ancak, sistem matrisinin boyutu, yariya inmistir.

4.2.4.3 C.S.F Kullanilarak Elde Edilen Matrislerde indirgeme islemi

Boliim 4.2.3 de C.S.F kullanarak, eleman matrisi (4.224) de ifade edilmisti. (4.249)

esitligindeki alt matrisler,

M, M, M, M,
17L 117L 9L 299L ] Y,
T0EI 560E1 T0EI 1680E | ' L
117L 7L 27L oL |, 0 0 0 0
560E1 70EI 560E1  70EI | ' 0 0 0 0y, (4.265)
Ku = Kzz =
9L 27L 27L 7L |, 0 0 0 Oy
- k
70EI 560EI  70EI 560E1 0 0 0 0l
299L 9L 117L 7L |,
L 1680EI  70EI 560E1 70E1 | '
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v, v, vy v, \z v, vy \z
6L 19 5T 297, 6L 19 s 297,
30L 40L 20L  120L | 30L 40L 20L 120L |

129 4 9757, 129 4 97 57|,

40L 5L 40L 0L 1 _ 40L 5L 40L 20L |’

K, = K =

S 91 s 1|, BECAN A R

20L  40L 5L 40L | " 20L  40L 5L 40L | "

239 57 129 6l |, 239 57 129 6l |

| 120L 20L  40L 30L) ! | 120L 20L  40L 30L] "

olarak elde edilir. Uygulama olarak, 4.Tip burkulma cubugu, tek elemanla ve de
indirgeme islemini yapilarak tekrar ¢oziilmiistir. K,, K,,, K, ve K . alt

matrisleri, sinir kosullar1 da (v, =v, =0) girildikten sonra,

v, Vs
54 297 v, v,
R _ vz
_ 5L 40L 0 0]y,
Kg = Kzz =
297 54 0 0]
40L 5L
M, M, M, M, v, vy
[ 17L 117L 9L 2997 'M 129 57 'M
70EI 560E1 70EI 1680E | ' 40L 20L | !
117L 27L 271 9L |, 54 297 |
560E1 70El 560EI  70EI | ° SL40L |7 (4.266)
Ku = K12
9L 27L 27L 117L 297 54
- M, e -— |M;
70EI 560E1 70EI 560E1 40L 5L
2997, 9L 117L 17L 57 129
M, = =2 M,
| 1680E1 70EI 560E1 70EI | | 20L  40L

olarak elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri uygulanarak,

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

v, vy
54P 1377EI 297P 2349El
e - +
sSL ¢ 4L 20 |7 S (4.267)
297P 2349EI  54P 1377EI ||
_ . -
40L 20 5L I ’

sistem matrisi ve

olarak yazilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii icin, (4.252) esitligi

saglanmalidir.

detK™ = L'P> —200L*EIP +8400E°1* =0 (4.268)
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P’ye bagli kokler ve kritik burkulma yiikii,

P= 60.00% p = 140.00% (4.269)
EI
P, = 60.00— (4.270)

olarak elde edilir. Elde edilen kritik burkulma yiikii degeri, Tablo 4.16 da tek eleman

i¢in verilen degerle aynidir. Ancak, sistem matrisinin boyutu, yariya inmistir.
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5. UYGULAMALAR

5.1 Degisken Kesitli Cubuk Problemi

Oncelikle, atalet momentleri 41 ve I olan esit uzunluklu, konsol ¢ubuk problemi ele
alimmustir. Sistem bilinmeyenleri ve kesit 6zellikleri Sekil 5.1 de verilmistir. Sinir

kosullari ise,
v, =0, M,=0 (5.1)
olarak yazilabilir. Herbir farkli kesit 6zelligine sahip ¢ubuk pargasi i¢in eleman

matrisleri olusturulmast gerekir. Bu amagcla, oOncelikle, L.S.F ile elde edilen

indirgenmis eleman matrislerini kullanilarak, sistem matrisi olusturulmustur.

P P
MY v
I 3
o |&r o ol
— —
M v
2
o «  oMEI
I 777 S
M,
il T
M I’ T NN\

Sekil 5.1 Degisken Kesitli Cubukta L.S.F ile Birer Elemanli Coziim

(5.253) de verilen alt matrislerde gerekli sinir kosullart girilerek, (L;=L/2)

Ml M2 v2 V}
1
Ll o M 1 T 0 M 1
12EI  24EI L
Kn = K12 = 5 1
L 5L, M, 2 Ly,
24EI  12EI L L
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0 Ofv _ L L
K22:[ ] % (5.2)

ifadeleri elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri kullanilarak, sistem matrisi ve

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

Vz v3
2P S28EI P 120El
AT YA AT VAN e
o a4 53
P 120EI P 48EI
Tt Tors 7 aors LY
L 191, L 191

olarak yazilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6zlimil i¢in, (4.252) esitligi

saglanmalidir.

detK" =19L*P* =384 L°EIP+576E°I* =0 (5.4)

L = 2L, doniistimii yapilarak P’ye bagl kokler ve kritik burkulma yiikii,

EI EI

R=6527— B =7432" (5.5)
EI

By = 6527 (5.6)

olarak elde edilir. Bu problemin ger¢ek ¢oziimii [1] de,

P = 6.052% (5.7)

ger

olarak verilmistir. Iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 7.85 dir.

Ayni problemin, K.S.F ‘lu sonlu eleman matrisleri ile ve yine birer eleman
kullanilarak ¢oziilmesi halinde ise, sistem matrisi ve burkulma kokleri, (4.259) de

verilen alt matrisler yardimiyla, (L = 2L,)
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V2 Vs V,
[ 16P 7680EI 8P 11200EI 3200E1
_ el o RAUES _22ED
3L, 1L} 3L, 33L° 33’
8P 11200EI  14P 3112EI 8P 4880EI
_of  MLUURL otteBL o oF
3L, 33L 3L, 1L} 3L, 331
~ 3200E1 8P 4880EI  16P 4160EI
331} 3L, 331 3L, 33}
640EI P 1240E1 8P 1360E1
i 33’ 3L, 33L] 3L, 33L°
EI El
EI EI
P, = 150.587 P, = 587.46?
ve kritik burkulma ytikii,
EI
Pkr = 6079?

VS
G40EL
33}

P 12401
3L, 33L

_ 8P 1360E1
3L, 331

1P 536El

3L, 3317 |

(5.8)

(5.9)

(5.10)

olarak elde edilir. Bu problemin (5.7) de verilen gercek ¢oziimii ile arasindaki bagil

hata oranm1 % 0.45’e diismiistiir. Ayni problemin, C.$.F ‘lu sonlu eleman matrisleriyle

yapilan ¢éziimiinde ise kritik burkulma ytikii,

EI

B, = 6.056—

(5.11)

olarak elde edilmistir. Bagil hata oran1 ise % 0.06 gibi oldukga diisiik bir degerdir.

Elde edilen hata oranlar1 6zellikle K.S.F ve C.S.F ‘lu ¢oziimlerde oldukca iyidir.

Eleman sayis1 artirilarak daha da iyi sonuglar elde edilebilir.
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5.2 Siirekli Kiris Problemi

Benzer islemler kullanilarak, uclarina sabit bir P yatay yiikii etki ettirilmis olan bir
siirekli kirisin stabilitesini de arastirilabilir. Sekil 5.2 de, ug¢lar1 mafsalli ve iki

aciklikli bir siirekli kirige ait bilinmeyenler belirtilmistir.

SA B El (e P

o) lommo)
7 7

Li | Ly

Sekil 5.2 Siirekli Kirig Problemine Ait Degiskenler

L,=2L; oldugu kabul edilmis ve islemlerde kolaylik saglamasi ag¢isindan, ikinci
aciklik 2 esit parcaya boliiniip, boylart birbirine esit toplam 3 eleman alinmistir.
Coziimde ise, K.S.F ile elde edilmis sonlu eleman matrisleri kullanilmistir. Bu hale

ait sistem bilinmeyenleri ise Sekil 5.3 de verilmistir.

1 2 EI 3 4 EI 5 6 EI 7
7 @ 7 @ @ 7.
Li Li Li

Sekil 5.3 Siirekli Kirig Probleminin K.S.F ‘lu Tek Elemanli Coziimii
Probleme ait sinir kosullari,

v, =0, M, =0, v, =0, v, =0, M, =0 (5.12)

olarak yazilir. (4.259) de verilen alt matrislerde, (5.12) de verilen sinir kosullari

girildikten sonra,

M, M, M, M, M,
- e )
1 L 0 0 0 M,
15E1 15E1
L 4L, L o o lu v, v, v v
15E] 15E] 15E1 30E] ’ 0 0 0 0w
0 0 0 Ol
Kn = 0 L 8L, L 0 M, Kzz = )
15E1 15E1 15E1 0 0 0 0y
0 L L 4L, Ly, 0 0 0 Oy
30E  15EI 15E1 15E1
0 0 0 L 8Ly
L 15E1 15EI |
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v, v, Vs Ve
—E 0 0 0 M2 Y, Yy Vs Ve ~
3L, 16
— 0 0 v,
8 8 1 o | 3L,
3L, 3L, 3L, ’ 16 ] .
2o s v,
16 8 _ 3L, 3L, (5.13)
Ko=p 0 5 5 O M0 K
1 1 0 8 14 8
s - - |V
8 14 8 3L, 3L 3L |
L A VAT
1 | 1 8 16
0 0 - — |y
8 16 3L, 3L |
0 0 — —|M, -
i 3L, 3L, |

alt matrisleri elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri uygulanarak, sistem matrisi ve

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

v, V, Vs Ve
[16P  2080E! 160E1 64E] 160ET |- -
- - - %
3L, 21L} 3L} 3L} 21L7} g
160E1 16P 160EI 8P , 368EI 160E1
_ VR o UeL o8 _ N
3L} 3L, L} 3L, 3L} 3L} g . (5.14)
64EI 8P 368EI  14P 752EI 8P 304EI
PYER Xt 3 T T3 TR || %
3L, 3L, 3L 3L, 5L 3L, 3L
_160E1 _160EI 8P 304EI _ 2080E1
R 3L 3L, 3L VAN St

olarak elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii i¢in, (4.252) esitligi

saglanmalidir.
detK" =35L°P* —2662L°EIP’ +61760L E*I* P’ (5.15)
5.15

~501600LE* I’ P+1152000E*1* =0

Bu esitlikte, P’ye bagl kokler,

b= 3.793E—€ P = 10.OOE—£
Ll Ll
P = 21.06E—§ P = 41.20E—§ (5.16)
Ll Ll
ve kritik burkulma yiikii,
(5.17)

EI
])kr = 3793?

1
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olarak elde edilir. Bu problemin ger¢ek ¢oziimii [11] de,

P, = 3.720% (5.18)

1
olarak verilmistir. Iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 1.96 dur.

(5.16) daki burkulma koklerine ait mod sekilleri ise Sekil 5.4 de verilmistir. Bu mod
sekillerinden de goriilecegi gibi, 1.mod sekli sistemin ilk kararli denge konumunu
yansitmaktadir. Diger mod sekilleri ise daha yiiksek koklere ve kararli denge

konumlarina aittir.

Z 0.58 + 0.78 7

Sekil 5.4 Siirekli Kiris Probleminde K.S.F‘lu Tek Elemanda Mod Sekilleri

Ayni siirekli kirisin, C.S.F ‘lu sonlu eleman matrisleriyle, yine 3 eleman kullanilarak

yapilan ¢oziimiinden ise, kritik burkulma ytikii olarak,

P, = 3.720% (5.19)

1

degeri elde edilmistir. Goriildiigii gibi bulunan deger, (5.18) de verilen ger¢ek ¢coziim

ile aynidir. Ancak sistem matrisinin boyutu ve islem yogunlugu daha fazladir.
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5.3 Yarim Cerceve Problemi

Onceki béliimlerde, sadece kendi ekseni dogrultusunda normal kuvvet etkisinde olan
cubuklarin stabilitesi incelendi. Metodun, cer¢eve problemlerinde nasil bir sonug
verecegini gormek icin, oncelikle, Sekil 5.4 de verilen yarim ¢ergevenin stabilitesi
arastirilmistir. Kolon ve kirisin ayn1 uzunlukta, egilme rijitliklerinin de esit oldugu

kabul edilmistir.

I

iz

Sekil 5.5 Yarim Cerceve Problemi

1. boliimde ¢ubugun P eksenel kuvveti etkisiyle yapacagi birim uzama (P / EA)
miktarinin oldukga kiiciik bir deger olmasi yiiziinden, kritik burkulma yiikii degerini
veren (1.9) formiiliinde (P / EA) dan dogacak etkiler ihmal edilmisti. Zaten daha
sonraki tiim uygulamalarda da kritik burkulma yiikii sadece (r°EI / L?) nin katlar1

cinsinden ifade edilmisti.

Aymi diistinceyle, Sekil 5.5 da sekil ve boyutlar1 verilen yarim g¢er¢evenin kolon
elemaninda, P eksenel normal kuvveti etkisiyle, herhangi bir uzama yada kisalma
olmazr. Ayrica, sisteme etkiyen herhangi bir yatay kuvvet de olmadigina gore, kiriste
de kendi ekseni dogrultusunda, bir uzama yada kisalma sozkonusu degildir.
Dolayistyla sistemin elastik egrisi, Sekil 5.5 deki gibi olur.

Burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli hususlardan biri, sistem ekseni ile eleman
eksenlerinin ¢akismadigr durumlarda, sistem matrisinin nasil olusturulacagi
konusudur. Yarim g¢ercevenin, kolon ve kirisinin birlesim noktasinda, kolonun yatay
yerdegistirmesi ile, kirisin diisey ¢okmesi sifirdir. Yani, sistem matrisi hangi eksen
takiminda yazilirsa yazilsin, birlesim noktasindaki kiris ve kolona ait deplasman

degerleri zaten yokolur.
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Bununla birlikte, dnceki boliimlerde, elde edilen eleman matrislerinde, P dis yiikii
carpani altinda bulunan terimler, fonksiyonelin burkulma terimleri idi. Oysa, kiriste
kendi normal kuvvet ekseni dogrultusunda bir dis yiik olmadigina gore, kirislerin
eleman matrislerinde burkulma terimleri olmamalidir. Kirislerde sadece egilmeye ait

terimler dikkate alinmalidir.

Oncelikle, K.S.F’lu sonlu eleman matrisleri kullanilarak ve kolon ve kiris i¢in birer
eleman alarak ¢oziim yapilmistir. Bu hale ait sistem bilinmeyenleri Sekil 5.6 da

verilmigtir.

M,
I TR

——

70777,
Sekil 5.6 Yarim Cergeve Probleminin K.S.F‘lu Birer Elemanli Coziimii

Probleme ait sinir kosullari,

v, =0, M, =0, v, =0, v, =0, v, =0 (5.20)

X y

olarak yazilir. 5 no’lu diigiim noktasinin ankastre mesnet olmasi ve sisteme etkiyen
herhangi bir yatay kuvvet olmamas yiizlinden, kiriste bir uzama yada kisalma olmaz.
Ayrica kolondaki uzamanin ihmal edilebilecegi daha 6ncede belirtilmisti. Bu yiizden,

3 noktasinin yatay ve diisey deplasmani (v;, ve v, ) sifir alinmustir.

(4.259) de verilen alt matrislerde, (5.20) de verilen sinir kosullart girildikten sonra,
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M, M, M, M, v, v,
8L L 0 0 |M, 16y
15EI 15EI 3L
L 4L L L M, i i M,
15EI 15EI 15E1 30E] 3L 3L
Ku = K12 =
0 L 8L L M, 0 —E M,
15EI 15EI 15EI 3L
0 __L L 2L M, 0 i M,
L 30EI 15EI 15EI | L 3L ]
v, v,
% %
0 o w O (5.21)
2 > .
Kzz = Kg =
0 Oy,
0 0 |Va

alt matrisleri elde edilir. Dikkat edildigi gibi, P’ye bagl terimlerin oldugu I_(g
matrisinde, kiristen gelen herhangi bir terim yoktur. (4.250) ve (4.251) esitlikleri

uygulanarak, sistem matrisi ve bilinmeyenleri indirgenmis formda,

v, v,
16P  5120EI 3200E0 -
3L 510 518 ? o (5.22)
3200E1 3840E1
T T Va
51L 17L

olarak elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii i¢in, (4.252) esitligi

saglanmalidir.
detK =-9*P+140EI =0 (5.23)

Buradan P’ye baglh tek kok ve kritik burkulma yiikii,

R=p, = 15.556% (5.24)

olarak elde edilir. Bu problemin ger¢ek ¢6ziimii [10] da,

P = 14.700% (5.25)

ger
olarak verilmistir. iki deger arasindaki bagil hata oran1 % 5.82 dir. Aym problemin

yine K.S.F’lu sonlu eleman matrisleriyle, bu sefer kolon ve kiriste ikiser eleman

alarak ¢oziilmiistiir. Bu hale ait sistem bilinmeyenleri ise Sekil 5.7 de verilmistir.
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Sekil 5.7 Yarim Cerceve Probleminin K.S.F*lu ikiser Elemanla Coziimii

Bu hale ait sinir kosullari ise,

v, =0, M, =0, v, =0, v, =0, vy, =0 (5.26)

X

olarak yazilir. (4.259) de verilen alt matrislerde, (5.26) da verilen siir kosullari

girildikten sonra, L;=L/2 olmak iizere,

v, v, v, Ve v, Vg
8 9 0o o o |»
3L 3L
v, Vi oV, Ve v, g
_i 14 _8 0 0 0 |vs 0 0 0 0 0 0]y
3L, 3L 3L,
0 0 0 0 0 Ol
8 16
_ 0 = ¢ ° 0 0 % 0 0 0 0 0 0l
K, = l l K, =
¢ 0 0 0 0 0 Ol
0 0 0 0 0 0 |V
0 0 0 0 0 Ol
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 | . A
| 0 0 0 0 0 0 |%
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M, M, M, M, M, M, M, M,
8L, L 0 0 0 0 0 0 |M,
I5EI  15EI
L AL L . . . o |u
I5EI 1SE  15EI  30EI
L 8L L

0 . ! . 0 0 0 0 |Mm,
151 1SEI  15EI

. L L AL, L L o |
30EI 1SEI  15EI  1SEI  30EI :

Kn =
. . . L 8L, L o |u,

I5EI  1SEI  15EI
. . . _.& L AL Lo L,
30EI 1SEI  15EI  1SEI  30EI|
. . . . L 8L, Ly
I5EI  1SEI  15EI
. . . . o L 2L |,
i 30EI  15EI  1SEI |
v, v, v, Vg v, Yy
L Y R 0 |M,
3L 3L
L L
3L, 3L 3L
o 2 10 o o |u,
3L 3L
o L 8 & L 4

K. - 3L, 3L, 3L, 3L (5.27)

o o o -0 8 4 Iy

3, 3L

o o o S 18 8.,
3L, 3L, 3L

o o o o S5 o4
3L 3L

o o o o -4 Ely
I 3L 3L

alt matrisleri elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri uygulanarak, sistem matrisi ve

bilinmeyenleri indirgenmis formda,
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Y,

[ 16P

V3
8P 175600E1

Yy

Ve

Vs

Vs

171520E7 928007 16000E7  2240F1 3200E1 |-
_HoAURL o TIDOTVRL - - -
3L, 1731L} 3L, 1731L] 17311 1731L}° 5771 17311 "
8P 175600EI  14P 86960E] 8P , 213680EI  44800EI 6272E1 8960E7
_— - - — V.
3L, 1731L° 3L, 577} 3L, 1731} 1731 577L° 1731L° }
_ 92800E1 _8P  213680EI  16P 93440EI  112000E  15680EI  _22400EI (5.28)
17311} 3L, 1731 3L s77L] 1731L} 5771} 17311} s
=0
16000E7 44800E7 112000E7 286720E1  229360EI  131200E
- Ry - - - 1%
1731L° 17311} 1731L° 1731} 1731 1731L° ¢
2240E1 6272EI 15680E1 229360E1 99504E1  267440E1
- - 3 V.
577L} 577L° 577L° 1731L} 577L} 1731L] 7
3200E1 8960E] 22400E1 131200E ~ 267440E1  131840E]
_22EL SIOURL - - _ .
17311} 17311} 1731L° 1731} 1731 17317 |-°

biciminde elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢dzliimii i¢in, (4.252)

esitligi saglanmalidir.

detK®

=-89L°P’ +4424 L EIP* —51280L’E*I° P+134400E°° =0 (5.29)
L = 2L, doniistimii yapilarak P’ye bagl kokler ve kritik burkulma yiikii,
P= 14.930% P, = 47-43% P, = 136-47% (5-30)
P, = 14.930% (5.31)

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi bulunan kritik burkulma yiiki, (5.25) de verilen
gercek degerine biraz daha yaklasmis, hata oran1 % 1.56’ya diismiistiir. (5.30) da
bulunan burkulma kdoklerine karsilik gelen mod sekilleri ise Sekil 5.8 de verilmistir.

P e RN by e
[ ! H 9@ [} i 8
1.00
1
.
740 3_”
0.60 4
‘ 2 ‘ 2
1 1
1.mod sekli 2.mod sekli 3.mod sekli

Sekil 5.8 Yarim Cergeve Probleminde K.S.F<lu ikiser Eleman I¢in Mod Sekilleri
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Bu mod sekillerinden de goriilecegi gibi, sadece 1.mod sekli, Sekil 5.5 da g¢izilen
sistemin elastik egrisiyle tamamen Ortlismekte ve sistemin ilk kararli denge
durumunu yansitmaktadir. Diger mod sekilleri ise daha yiliksek koklere ve sistemin

diger kararli denge konumlarina aittir.

Ayni ¢ergevenin, C.S.F ‘lu sonlu eleman matrisleriyle, birer eleman kullanilarak
yapilan ¢oziimiinde % 2.78, ikiser eleman kullanarak yapilan ¢ézliimiinde ise % 0.27

hata oranlar1 elde edilmistir.
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5.4 Tam Cerceve Problemi

Tabanindan ankastre bagl bir kat ¢ergcevesinin stabilitesi de arastirilmistir. Burada
dikkat edilmesi gereken husus, iki kat kolonu arasindaki kirigin yanal deplasmaninin
kat diizleminde Onlenip Onlenmedigi konusudur. Ciinkii, her iki durum icin de,
kolonun elastik egrisi ve dolayisiyla kritik burkulma yikleri farkli karakterler

gosterir.

5.4.1 Yanal Deplasmam Onlenmis Cerceve

\ 4 El

Sekil 5.9 Yanal Deplasman1 Onlenmis Cerceve

Sekil 5.9 da yanal deplasmani Onlenmis kat cercevesi goriilmektedir. B ve C
noktalarinin yatay ve diisey deplasmanlar sifirdir. Kolon ve kirisleri esit rijitlikte ve
boyda tertip edilmis bu ¢ergevenin gercek ¢oziimii [10] da,

EI
P, = 25.207 (5.32)
olarak verilmistir. Kuadratik sekil fonksiyonlu sonlu eleman matrisleri yardimiyla ve
kolon ve kirisin herbiri i¢in birer tane olmak iizere toplam {i¢ eleman kullanilmasi

durumunda sistem bilinmeyenleri Sekil 5.10 deki gibi olusur. Probleme ait sinir

kosullart ise

v, =0, v, =0, v, =0,
vs, =0, vs, =0, v, =0 (5.33)
seklindedir.
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V}y V4 VSy
M M M;
3//‘\ V}x y E I VSx /‘\
| B 77777 4 Q 7‘ 5
| L |
| |
| |
M M
By = L
2
EID ©)] 1381
| |
| |
M | M.
s o A/ /7)\ [~
Y 1Y 7 7
A SN —~ T

Sekil 5.10 Yanal Deplasman1 Onlenmis Cercevede K.S.F¢lu Birer Elemanli C6ziim

(4.259) de verilen alt matrislerde, (5.33) de verilen siir kosullar girilerek, alt

matrisler,
M, M, M, M, M, M, M,
2L L __L 0 0 0 0 |M,
15EI 15E1 30E1
L 8L L 0 0 0 0 |M,
15EI 15E1 15EI
3 L L 47 L 3 L 0 0 M,
30E1 15EI 15E1 15E1 30E1
K = o 0 L 8L L 0 o |,
15E1 15E1 15E1
L L 4L L L
0 0 - - M,
30E1 15E1 15E1 15E1 30E1
0 0 0 0 L 8L Ly,
15EI 15E1 15EI
0 0 0 0 L L 2Ly,

"30EI 15EI 15EI |
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8 0 0 |M,
3L
_16 0 0 |M,
3L v2 V4 v(7
L6 -
% % 0 |M, 3L 0 0 |v, v, v, Vg
0 0 Oy
= 5.34
K.,=| 0 —;—i o (M, K,={0 0 0lv, K,=[0 0 0}y ( )
0 0 0y
0 s 3 M, 0 0 16 Vg
3L 3L L 3L |
0o 0 -,
3L
0 0 3 M,
L 3L

olarak elde edilir. (4.250) ve (4.251) esitlikleri uygulanarak, sistem matrisi ve
bilinmeyenleri indirgenmis formda,

Vz V4 V6
[16P  1600E1 1600£1 _320EL -
3L 70 218 218 :
16001 _ 3520E1 (16001 || (5.35)
210 210 218 !
_ 320E1 _ 1600E1 16P _1600EI ||
210 218 3L 70 |- °-

biciminde elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢dziimii i¢in, (4.252)
esitligi saglanmalidir.

detK" =11L'P> —800L*EIP +14400E*I* =0 (5.36)

Buradan P’ye bagl kokler ve kritik burkulma ytikdi,

EI EI
EI
P, =32737 (5.38)

olarak elde edilir.
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Kritik burkulma yiiki, ile (5.32) de verilen gercek degeri arasindaki hata % 29.88
gibi oldukg¢a yiiksek bir orandir. Ayni sistem kiris ve kolonlarda ikiser eleman

kullanilarak ¢o6ziildiigiinde ise, burkulma kokleri ve kritik burkulma yiikii,

p= 26.569% P = 33.46% P = 75.28%
El El El
P, =80.00— P = 19401 B =199.58— (5.39)
EI
P, = 26569 (5.40)

olarak elde edilir. Hata oram1 % 5.44’¢ diismiistiir. 3’er elemanli ¢oziimde ise bu oran
% 0.95 degerine kadar diigmektedir. Eleman sayisinin artirilmasi ile birlikte gergek
degere gittikce yaklasildigi ortadadir.(5.39) da bulunmus olan koklere karsilik gelen

burkulma mod sekilleri ise Sekil 5.11 de ¢izilmistir.

Bu mod sekillerinden de goriilecegi gibi, 1.mod sekli, Sekil 5.9 deki sistem elastik
egrisiyle tamamen Ortlismekte ve sistemin ilk kararli denge konumunu
yansitmaktadir. Diger mod sekilleri ise daha yiiksek koklere ve diger kararli denge
konumlarma aittir. Burada dikkati ¢eken konu, yanal deplasmani Onlenmis
cercevedeki kolonlarin davranisinin, bir ucu ankastre diger ucu mafsalli (Tip 2)
cubugun davranisina benzedigidir. Zaten bu cercevenin kesin ¢oziimiinden elde
edilen kritik burkulma yiikii olan 25.20(EI /L) degeri de, Tip 2 ¢ubuguna ait Euler
burkulma yiikii olan 20.142(EI/ I’ ) degerine yakindir.

Aym cgergevenin, C.S.F ‘lu sonlu eleman matrisleriyle, birer eleman kullanilarak
yapilan ¢éziimiinden % 9.76, ikiser eleman kullanarak yapilan ¢6ziimiinden ise %
0.04 hata oranlar1 elde edilmistir. Ancak bilinmeyen sayilarinin daha fazla oldugu da

unutulmamalidir.
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o] ——
6 7 8 5 ki 7 8 9
T 0.23
0.67 0.67
089 o 085 015 |
10 4
1.00 1.00
11 3
| |
. 0.40, 0.42 .
1.MOD SEKL{ 121 2 2.MOD SEKLI
13 1
77777770,
1.00
0.75 0.75
— 0.39
% 7 % 9 % 7 %
0.39
+ (-)*—59 OIS‘)
0.38 0 14‘ 10
0.88 0.78
11 3
| |
. 0.90 100 | )
3.MOD SEKLI 12 2 4 MOD SEKLI
13 1
043
% 7 % %+ 7 %
+ 043
0.75 0.75 +
1.00 ! 0.51 0.51
103703 14 io?
o )
0'“{11 % s
. 1.00 o A 1.00
5.MOD SEKLI 1277, SR 6.MOD SEKLI Lt
13 1 I
Tz 7. M 777777

Sekil 5.11 Yanal Deplasmani Onlenmis Cergevede K.S.F‘lu
Ikiser Elemanli Coziime Ait Burkulma Mod Sekilleri
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5.1.2 Yanal Deplasmam Onlenmemis Cerceve

El

B

Sekil 5.12 Yanal deplasmani 6nlenmemis ¢ergeve

Cergevenin kat diizlemindeki hareketinin serbest birakilmasi durumunda, Sekil 5.12
den de goriilecegi gibi kolon uglar yatayda hareket eder, ancak, kiriste ise kendi

......

gore daha kii¢iik mertebelerde olusur.

Sekil 5.12 deki kolon ve kirigleri esit rijitlikte ve boyda tertip edilmis bu ¢er¢evenin
gercek ¢oziimii [10] da,

P, = 7.34% (5.41)

olarak verilmistir. Kuadratik sekil fonksiyonlu sonlu eleman matrisleri yardimiyla ve
kolon ve kirisin herbiri i¢in birer tane olmak iizere toplam {i¢ eleman kullanilmasi
durumunda sistem bilinmeyenleri Sekil 5.10 deki gibi olusur. Probleme ait sinir
kosullart ise

v, =0, v, =0, vy, =0, v, =0 (5.42)

y y

seklindedir. Sinir kosullarindan da goriildiigii gibi, kolon uglar1 yatayda deplasman

yaparken, kirigin kolonlara baglandiklar1 noktalardaki ¢cokmeler sifirdir.

(4.259) de verilen alt matrislerde, (5.42) de verilen smir kosullar girilerek, alt

matrisler,
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1SEI

1SEI

T 30E1

MZ M3
Lo L
15E7 30E1
8L L
15E1 15EI
L AL
15EI 15EI
o L
15EI
L
30E1
0 0
0 0
X V4 VSX
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0 0
7 8 0
3L
16
3L
81
3L 3L
o &
3L
o _L
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M, M,
0 0
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L B L
15EI 30E1
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15E1
o L
30E1
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0 |M,
0 |M,
0 |M,
0 |M,
3,
3L
6y,
3L
5y
3L |

seklinde yazilir. (4.250) ve (4.251)

bilinmeyenleri indirgenmis formda,

V)

3L 70

8P 704EI
-—+
3L 710

1600E7
210

208E]
218

_ 320E1
210

[16P 1600EI

v3.x

8P 704l

+
3L 70

TP 1868EI
3L 350

1040E1
210

_676EI
105

208E1
210

M, M,
0 0
0 0
0 0
0 0
L L
15E1 30EI
8L L
15E1 15E1
L 2L
15E1 15ET |
Y, Viy
16 _8
3L 3L
.87
3L 3L
<=/ 0 0
0 0
0 0

Vs Vs«
1600E7 208E7
218 218
1040E1 _676EI
218 1057
_ 3520E1 1040E7
218 218
1040E1 7P 1868EI
218 3L 350
 1600E1 8P 704El
210 3L 710

126

Ve

32061 ¢

218

208E]
218

16001
210

8P 704EI
-——+
3L 710

6P 1600E1
3L

7L3 |-

Vo Vi
[0 0
0 0
K, ={0 o0
0 0
10 0
Vsx Ve
0 0 0 |v,
0 0 0 (v
0 0 0 |v,
A 1 N
3L 3L
0 81 Ve
3L 3L |

=

oS o o o o

o

oS o o o o

esitlikleri uygulanarak, sistem matrisi
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biciminde elde edilir. Bu denklem takiminin trivial olmayan ¢6ziimii i¢in, (4.252)
esitligi saglanmalidir.

detK" =55 P* —5008L°EIP’ +142368L' E*I* P*

(5.45)
—1301760L°E*I° P+3628800E*1* =0
Buradan P’ye bagh kokler,
P = 5.455E—21 P = 8.095E—21
L L
P, = 36.00% P = 41.50% (5.46)

olarak elde edilir. Burada dikkati ¢eken en 6nemli konu, birinci ve ikinci koklerin her
ikisinin de (5.41) de verilen gercek degere yakin olusudur. Bu koklerden hangisinin
kritik burkulma yiikii olarak alinacagini anlayabilmek i¢in mod sekillerine bakmak
gerekmektedir.

1.MOD SEKLI 2.MOD SEKLI

0.57 ot 0.57 0.40 4 0.40

3.MOD SEKLI 4MOD SEKLI

1

TRTRNRRR

T7/77777%

Sekil 5.13 Yanal Deplasman1 Onlenmemis Cercevede K.S.Flu

Birer Elemanli Coziime Ait Burkulma Mod Sekilleri

Sekil 5.13 den de goriilecegi gibi, 1. mod seklinde her iki kolondaki deformasyon

simetrik olup, sistem genel olarak diisey diizlemde bir deformasyona ugramaktadir.
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Sistemin bu sekildeki hareketini doguran en 6nemli sebep kolon ve kiris rijitlikleri

......

yatayda bir harekete zorlanir.

Oysa 2. mod seklinde sistem, yatay diizlem boyunca hareket etmekte, kiristeki
deformasyonlar, kolonun yaninda ya ¢ok kiigiik kalmakta, yada sifir olmaktadir.
Dolayisiyla yanal deplasmani 6nlenmemis bu cerceve igin sistemin kritik burkulma

yiikii olarak ikinci kokii, yani,

P, = 8.095% (5.47)

degerini almak gerekmektedir. (5.41) de verilen gercek degeri ile arasindaki bagil
hata oran1 % 10.29 gibi yiiksek bir degerdir. Ayni sistem yine K.S.F ‘lu sonlu eleman
matrisleriyle ve, kirig ve kolonlarda ikiser eleman kullanilarak ¢oziildiiglinde ise,

mod sekilleri ¢izildikten sonra, yine ikinci kokten,

P, = 7.412% (5.48)

degeri elde edilir. Hata oram1 % 0.99 gibi oldukca iyi bir degere diigmiistiir. Iki
elemanl K.S.F’lu ¢6ziimde sinir kosullar1 da girildikten sonra bilinmeyen sayist 11°
e diismektedir. Onun yerine C.S.F’lu birer elemanh ¢oziime gidilirse, bilinmeyen

sayis1 8 dir. Bu hal i¢in kritik burkulma ytikii olarak,

P, = 7.379% (5.49)

degeri elde edilir. Hata oranmi ise % 0.54’ diir. Daha az bilinmeyenle daha iyi bir

sonug edildigi goriilmektedir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

3. bolimde elde edilen fonksiyonelin ¢6ziimii, 6nce Ritz, ardindan da sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak, aragtirilmigtir. Elde edilen sonuglar, problemin
gercek ¢Oziimii olarak kabul edilen Euler burkulma yiikleri ile karsilagtirildiginda,

genel olarak diisiik hata oranlar1 elde edilmistir.

Ritz yontemi kullanilarak yapilan ¢oziimlerde elde edilen sonuclar incelediginde,
genel olarak, yaklasim fonksiyonlarinin mertebeleri artirildikca, elde edilen kritik
burkulma yiikii degerleri, Euler burkulma yiikii degerlerine gittikce yaklagmaktadir.
Buna bir istisna olarak, bir ucu ankastre diger ucu mafsalli (Tip 2) ¢ubuga ait 7
bilinmeyenli ¢oziimiinde % 0.028, 9 bilinmeyenli ¢éziimiinde ise %0.251 hata orani
elde edilmistir. Elde edilen hata oranlari, mithendislik uygulamalar1 agisindan kabul
edilebilir mertebelerde olmalarina karsin, yine de daha yiliksek mertebeden
fonksiyonlarla daha iyi sonuglar elde edilecegine iliskin genel kaniya ters
diismektedir. Belirli bir mertebeden sonra sonuglarin gergek degerinden

uzaklagabilecegi goriilmektedir. Bu konuda daha ayrintili bilgi [2] de verilmistir.

Yaklagim fonksiyonlarinin mertebeleri artirildikca elde edilebilecek olan kotii
sonuclar, ancak hesabin dogruluguna iliskin sinira ulasildigi disiincesiyle
aciklanabilir. Bu kotii degerlerin elde edildigi ¢oziimlerden bir dnceki ¢oziimlerde

elde edilen sonuglarin ¢ok iyi olmast bunun bir kanit1 olarak goriilebilir.

Yaklasim fonksiyonlari secilirken, hem dinamik hem de geometrik sinir kosullarinin
saglanmasma Ozellikle dikkat edilmistir. Fonksiyoneldeki v(z) ve M(z)
degiskenlerine ait mesnet kosullarinin her ikisinin birden saglanmasi, hi¢ kuskusuz
sonucun giivenilirligi ve hassasiyeti agisindan énemlidir. Ancak, bu kosullarin her
ikisinin birden saglanmasi sart degildir. Ritz yonteminde, yaklasim fonksiyonlari
dinamik siir sartlarin1 degil, sadece geometrik sinir sartlarin1 kesin olarak saglamak

zorundadir. [2]

Sadece geometrik sinir sartlarini, yani ilgili diigiim noktalarindaki ¢6kme degerlerini
saglayan yaklagim fonksiyonlarini aynen alip, dinamik sinir sartlarini, yani momenti
ise ¢ubugun her noktasinda sabit kabul edip ¢oziimler tekrarlaninca, bulunan hata

oranlarinin, bu boliimde elde edilenlerden ¢ok daha kotii oldugu goriilmiistiir.
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Unutulmamasi gereken bir diger konuda, Ritz metodunun diisiik mertebeli yaklagim
fonksiyonlarinda bile iyi sonuglar verdigi gercegidir. Sinir kosullarini saglatmak
sartiyla, az sayida fonksiyonla bile sonuca iyi bir oranda yaklasmak, oOzellikle
miihendislik uygulamalarinda sonuca daha kolay ulagsmak agisindan metodun 6nemli
bir Ustlinligii olarak sdylenebilir.

Calismanin ilerleyen kisimlarinda ise, lineer, kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlar
yardimziyla, Euler halleri olarak bilinen 4 farkl tipte ¢ubuga ait karisik sonlu eleman

¢Oziimleri arastirilmistir. Bu ¢ozlimler sonrasinda su sonuglara ulagiimistir.

e Fonksiyonel i¢inde en yiiksek 1. mertebeden tiirev barindirmaktadir. Dolayisiyla
fonksiyonelin ¢oziimii C° tipinde, yani lineer sekil fonksiyonlariyla bile
yapilabilmektedir. Bu da fonksiyonelin dnemli bir ustiinliglidiir. Literatiirde,
toplam potansiyel enerji ifadesine bagl olarak yazilan fonksiyonel ise minimum
C' tipi sekil fonksiyonlariyla c¢ozillebilmektedir. Elde edilen sonuglar,
literatiirdeki toplam potansiyel enerjiye bagl diger ¢oziimlerle karsilastirildiginda
ise oldukca iyidir.

e Eleman sayisinin artirilmasi ile hata oranlar1 gozle goriiliir oranla diismektedir.
Ancak bu da beraberinde islem yogunlugunun artmasina yol agmaktadir.
Indirgenmis eleman matrisleri kullanmak sartiyla bu sorunun da &niine

gecilebilir.

e L.S.F.’lu sonlu elemanlar kullanilarak elde edilen degerlerin, gercek degerlerden
uzak kaldigi, bunun yerine K.S.F.’lu sonlu elemanlar kullanarak ¢ozlime
gidilmesinin daha dogru bir se¢im olacagi sdylenebilir. C.S.F.’lu sonlu
elemanlart ise, islem yogunlugu gdze alinmak sartiyla, ancak ¢ok hassas sonucun

istendigi durumlarda kullanmak mantikli goriilmektedir.

e Diigiim noktalarinin ankastreligi arttikca, hata oranlar1 da benzer sekilde
artmaktadir. Ankastre mesnetli problem tiplerinde fazla sayida eleman
kullanilmasi gerekmektedir.

Her iki yontemle ve sabit kesitli ¢gubuklar igin farkli tipte ¢6ziim yollar ile elde
edilen degerleri karsilastirmak amaciyla, elde edilen kritik burkulma yiikii degerleri

ile bilinmeyen sayilar1 arasindaki iliskiyi veren gore grafikler ¢izilmistir.
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AKritik Burkulma Y Ukl
264
2625
261
259%
258
2565
255
2535
252
2506
248
2475 T
248 Bilinmeyen Sayis:
2 4 6 8 10 12 "
Ritz
————— Lireer SonksBleman
— Kuadratik. Soriu Blerman
— Kikik SorluBlerman
------- Gergek Gozim

Sekil 6.1 1.Tip Burkulma Cubuguna Ait Coziimlerin Karsilastirilmasi

Sekil 6.1 de bir ucu ankastre, diger ucu bos hale (Tip 1) ait ¢oziimler goriilmektedir.
Kiibik sekil fonksiyonlu sonlu eleman ve Ritz metodu uygulanarak elde edilen
sonuglarin digerlerine oranla ¢ok daha iyi oldugu goriilmektedir. Lineer sekil
fonksiyonlu sonlu eleman ¢6ziimiinde, fazla sayida eleman kullanilmasinda bile, iyi
sonuglar elde edilememistir. 7°den fazla bilinmeyen sayisinda, lineer sekil
fonksiyonlu ¢ozlimler hari¢, elde edilen degerler problemin gergcek c¢oziimiine
olduk¢a yakindir. Bu tipe ait tim ¢oziimlerde dikkati ¢eken konu ise, sonuglarin

miihendislikg¢e kabul edilebilir degerlerde olusudur.

131



AKritik Burkulma Yk
251
2451
24
235
231
225
221
215
211
. \-«w——
20
Bilinmeyen Sayisi
195 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + H
2 4 [ ] 10 12 14 16 18 20 22
Ritz
—— Lineer SonduBleman
——— Kuadratik Sorlu Blerman
— Kidbik Sorlu Blerman
"""" Gergek Cozim

Sekil 6.2 2.Tip burkulma ¢ubuguna ait ¢ézlimlerin karsilastirilmast

Sekil 6.2 de ise bir ucu ankastre, diger ucu mafsalli hale (Tip 2) ait ¢oziimler
goriilmektedir. Ozellikle Ritz yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin ¢ok iyi
oldugu rahatlikla sdylenebilir. 1. Tip burkulma ¢ubugunda oldugu gibi bu halde de,
L.S.F.’lu sonlu eleman ¢oziimiinde, fazla sayida eleman kullanilmasinda bile, iyi
sonuclar elde edilememistir. K.S.F.’lu sonlu eleman ¢oziimleri ise az bilinmeyende
bile iyidir. Dikkati ¢eken en 6nemli konu ise, az bilinmeyenle daha iyi sonug¢ vermesi
beklenen C.S.F.’lu sonlu eleman ¢6ziimlerinin, ancak ¢ok fazla sayida bilinmeyende
gercek degerine sonuca yaklastigidir. Elde edilen hata oranlarinin, Tip 1’e gore biraz

daha kotii oldugu sdylenebilir.
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.!LKrHik Burkulma Yiki

1081

1067

1041

102

9.8

Bilinmeyen Sayisi
{-R-J -

2 4 -] g 10 12 14

— Riz

————— Lineer SonksBleman
———— Kuadratik Sorlu Blerran
— Kidbik Sorlu Blerman

....... Gergek Giciim
Sekil 6.3 3.Tip burkulma ¢ubuguna ait ¢ézlimlerin karsilastirilmast

Sekil 6.3 de ise her iki ucu mafsalli hale (Tip 3) ait sonuglar goriilmektedir. L.S.F.’lu

sonlu eleman ¢odziimii haricindeki diger tiim ¢oziimlerin genelde birbirine yakin ve

miihendislik¢e kabul edilebilir mertebede oldugu sdylenebilir. K.S.F. ve C.S.F.

¢oziimleri birbirine ¢ok yakindir.
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- = Gergek (oziim

Sekil 6.4 4.Tip burkulma ¢ubuguna ait ¢ézlimlerin karsilastirilmast

Son olarak Sekil 6.4 de de her iki ucu ankastre hale (Tip 4) ait c¢oziimler
goriilmektedir. Ritz metodu ile elde edilen degerlerin yine ¢ok iyi oldugu, sonlu
eleman c¢oziimlerinin ise, mesnet sartlarinin sikilagmasia paralel olarak, cok
degiskenlik gosterdigi, kabul edilebilir hata oranlarina ancak fazla sayida eleman

kullanilmast durumunda ulasilabildigi goriilmektedir.

Calismanin son boliimiinde ise, ¢ergeve, siirekli kiris ve degisken kesitli cubuklara
ait sonlu eleman uygulamalar1 yapilmis ve elde edilen sonuglarin genelde iyi oldugu
gorlilmiistiir. Baz1 c¢ergeve c¢oziimlerinde, elde edilen minimum kokler kritik
burkulma yiikiinli vermemektedir. Biitiin koklere ait burkulma mod sekillerinin
cizilmesi ile elde edilen ve sistemin ilk kararli dengesini veren burkulma kokii,

problemin ger¢ek ¢ozlimiine olduk¢a yakindir.
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