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OZET

Egilme cubuklarinda tpe nin hesabi ¢ubugun elastik egrisinin bilinmesini gerektirir.
Elastik egri baslangigta bilinmedigi i¢in tpe keyfi dis yikler altindaki egilme
cubuklarindaki ¢ubuklarda kullanilamaz. Bu ¢alismada ¢ubugun gercek elastik egrisine
ihtiya¢ duyulmayan bir fonksiyonel gelistirilmis ve fonksiyonele esdeger toplam potansiyel
enerji ad1 verilmistir. 7T ile gostertilen yeni fonksiyonel enerji teoremlerinin uygulama
alanini genisletmis ve hiperstatik problemlere ¢6ztiim kolaylig1 getirmistir.

ABSTRACT

In this study a new functional is developed which is called equivalent total potential
energy (etpe) and shown by . This functional expressed in terms of nodal displacements
and external loads. Etpe theorem expand on the application field of existing the energy
theorems and brings the big simplicity to the solution of the hyperstatics problems.

1.GIRIS

Cubuk teorisi; denge denklemleri, ¢ubuk kinematigini belirleyen Bernoulli-Navier hipotezi
ile blinye bagintilarindan olusur. Cubuk mukavemeti ve ¢ubuk teorisi i¢in kaynaklara
basvurulabilir. [1,2].

Cubuklar, diferansiyel denklemler yerine bazi fonksiyonelleri ekstramum yaparak da
analiz edilebilir. Cubuklar i¢in anahtar teorem virtiiel is teoremidir. Virtiiel is teoremi
kullanilarak diger biitiin teoremler elde edilebilir. © tpe ifadesi yer degistirmelerin
fonksiyonudur. Bunun ekstramum yapilmasi denge denklemlerine karsi gelitken =~
tamamlayict enerji i¢ kuvvetlerin fonksiyonudur. Bunun ekstramum yapilmasi ise
uygunluk kosullarina karsi gelir. Bu konuda daha genis bilgi i¢in kaynaklara basg
vurulabilir.[1,3,4]
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n tpe elastik egrinin fonksiyonudur. Isin basinda elastik egri bilinmezse bu teorem, elastik
egri icin yaklasik fonksiyonlar segilerek, sonlu elemanlar ve Ritz metodunda oldugu gibi,
yaklasik ¢ozlimlere ulagilabilir. Cubugun i¢ enerjisinin hesabinda elastik egriye ihtiyag
duyulmayan kafes sistemler gibi yapilarda tpe yontemi biiyiik kolayliklar saglar.

Bu calismada, virtiiel is teoremi kullanilarak, ¢ubugun kendi iizerinde de dis yikler
bulundugu hallere ait fonksiyonel gelistirilecektir. Diferansiyel denklemlerden
fonksiyonele gecmek i¢cin Mikhlin teoremi dogrusal ve kendine es sistemlerde
kullanilabilen bir yontemdir. Dogrusal olamayan halleri de igine alan problemlerde
Gateaux yontemi kullanilabilir. Bu iki yontem i¢in kaynaklara bagvurulabilir [5,6].

Enerji teoremlerinin bugiinkii diizeye ulagsmasinda kuskusuz bir¢ok arastirmacinin katkisi
vardir. Ilk akla gelen isimler John Bernoulli 6grencisi Euler, Castigliano, Lagrange,
Hilbert, Gateaux isimleri sayilabilir. Bu konuda tam bilgi literatiirden bulunabilir. [7,8].

2. DONME CUBUGU

Keyfi yiikler altinda, bir ucu ankastre diger ucu mafsal olan ¢ubugu dénme ¢ubugu olarak
isimlendirelim. Bu ¢gubugun ucundaki € doénmesini hesaplamak i¢in ayni tastyici sistemin
mafsalli ucuna oM =1 momenti etkiyen sistemi virtiiel sistem olarak alalim. Sekil(2.1.ab)

oM, =1

=)

Gergek sistem (a) Virtiiel sistem (b)

Sekil(2.1)

Gergek sistemin i¢ kuvvetleri (T,M) yer degistirmeleri (v,Q)egriligiw ile, virtiel
sistemde ayni1 biiyiikliikler tistii ¢izgili simgelerle gosterilsin. Virtiiel is teoreminden

jmﬂdﬁe 2.1
\Of'azﬂabilir. Cubuklarin dogrusal elastik malzemeden yapildiklarini diisiinerek

jc?.Mdz =6 (2.2)
;azﬂabilir. Virtiiel sistemin egriligi yerdegistirme cinsinden

@=-v" (2.3)
ifade edilip Denklem (2.2) te yerine konup iki kez ardisik integral alinirsa

L
—V' M|+ M| - [M"Vdz =0 (2.4)
0

elde edilir. Denge kosulundan
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M"=—q (2.5)
oldugu ve integral terimlerinin her sinir kosulu i¢in sifir oldugu diistiniiliirse

L
0= j vqdz (2.6)
0
gibi basit bir ifade elde edilir ki burada v virtiiel sisteme ait elastik egri, q ise gergek
sistemin dls yﬁkleridir Bir ucunda birim moment tastyan sistemin elastik egrisi

v(z)= —2 (L— 2.7
Y@= ( ?) 2.7)
olarak hesaplanabilir Bu deger Denklem(2.7) de yerine konursa donme
—z)dz 2.8
= j 4(2) 5 (L-2) (2.8)

olarak elde edilir. Bu bagint1 her tiirlii yiik i¢in ¢ok basit bir bicimde u¢ donmeyi verir.
Buradan asil amacgladigimiz enerji bagintisina gegebilmek icin, sagda integral disindaki
carpan katsayiy1 sola gegirip, her iki yan1 66 ile ¢arparsak

AEL s = j q(z)—(l 2)66dz (2.9)
bulunur Asagldakl tanimlar1 yapalim
oU = ﬂ@é’@
ZZ
6‘627(1—2)&9 (2.10)
o L
SV = j qovdz

elde edlhr Bu degerler kullanilarak Denklem (2.19)
oU = oV (2.11)

haline gelir. & varyasyon (degisim) operatoriiniin dagilma o6zelligi kullanilarak
yukaridaki bagint1

SU-V)=0 (2.12)
seklinde yazilabilir.
z=U-V (2.13)

7T ye esdeger toplam potansiyel adin1 verelim ve bundan sonra kisaca etpe kisaltmasini
kullanacagiz. Degisim hesab1 ve denklem (2.10) kullanilarak
4E1

U=""20
L
2
=_(z 2)0 (2.14)
I7=Iq§\7dz

yazilabilir. Bu tanimlardan sonra etpe ifadesi
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_2EI ,
F==-0 9jq (L—2)d (2.15)

seklinde yazilabilir. Elde edilen sonucu

Teorem: Dénme c¢ubugunun gercek u¢ donmesi egdeger toplam potansiyel enerji
ifadesini ekstramum yapar.

seklinde ifade edebiliriz. Bu ekstramum degerin en kii¢iik deger oldugunu gostermek ¢ok
kolaydir. & nin Denklem (2.9) veya (2.11) i sagladigini kabul edelim. Diger bir deyisle 8
gercek ¢oziim olsun. Simdio@ keyfi kiiciik bir deger olmak {izere etpe nin 0+ 060 deki
degeri ile @ deki degeri arasinda farki alirsak (tabii Denklem (2.12) iin saglandigini
diisiinerek)

2FEI

7(0+60)— 7r(6’)——56’2 0 (2.16)
farkinin her zaman poz1t1f oldugu goriiliir. Bu sonugtan sonra yukaridaki Teorem
asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem: : Donme ¢ubugunun gercek u¢ donmesi esdeger toplam potansiyel enerji
ifadesini en kiiciik yapar.

Yukaridaki sonuglari iki ucunda dénme olan gubuklara genellestirmek ¢ok kolaydir.

YA —

Sekil (2.2)
Sekil (2.2) de gosterilen donmeler pozitif olmak iizere, solda 0,sagda 6, donmesi yapan
elastik egri denklemi

2
—) % +6?2;—2(L—z) (2.17)
Bu elastik egri tpe ifadesinde yerine konursa etpe
7o 2Bl (92 0,0, +62) qudz (2.18)
elde edilir.
3.COKME CUBUGU

Bir ucu ankastre diger ucu dénmeden ¢dkebilen cubuga ¢okme ¢ubugu adini verelim.
Sekil (3.1)
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» L o < L o

[l »”| | »|

Gergek sistem (a) Virtiiel sistem (b)

Sekil(3.1)
Bu ¢ubugun keyfi dig yiikler altindaki A ¢okmesini hesaplayabilmek i¢in ayni tasiyici
sistemin ucuna 07 =1 etkiyen sistemi virtliel sistem olarak tanimlayalim. Sekil(3.1.b).
Virtiiel is teoremi kullanilarak ¢okme

L P
A=[oMdz (3.1)
0

olarak hesaplanir. Cubugun dogrusal elastik malzemeden yapildigin1 kabul ederek virtiiel
ve gergek biiytlikliikler yer degistirir Ayrica egrilik yerine elastik egrinin ikinci tlirevi
konursa ¢okme

L
A=—[v"Mdz (3.2)
0
elde edilir.Yukaridaki bagintinin ardisik integrali alinirsa
L
A=—"M| +VM| - M"%dz (3.3)
0

bulunur. Sekil (3.1) den goriilecegi gibi integral terimleri her hal i¢in sifirdir. Momentin
ikinci tiirevinin de dis yiikiin eksi isaretine esit oldugu diistiniiliirse ¢okme asagidaki gibi
elde edilir.

L
A= j gvdz (3.4)
0

Burada elastik egri Sekil (3.1.b) nin sinir kosullarini saglayacak egri olup kolayca
asagidaki gibi elde edilir.
ZZ
3L —-2z)dT 3.5
B EI( ) (3.5)
Bu sonug¢ Denklem (3.3) te yerine konup gerekli diizenlemeler yapilirsa

12E] L z2
TASAz{qE(3L—2Z)8AdZ (3.6)

V=

elde edilir. Asagidaki kisaltmalar kullanilarak
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— 12EI

dU ASA

L3
— ZZ
dv=""(3L~22)8A (3.7)

— k2
8V = !qE(3L —2z)8Adz

Denklem (3.6) donme halinde oldugu gibi Denklem (2.11)-Denklem (2.13) lerini izleyerek
¢O6kme halinde etpe ifadesi elde edilir.

T=U-V (3.8)
Burada
L
U= p leF"Zdz
I3 )2
L
V= j qvdz (3.9)
0

3
y = %(3L ~2z)A

olarak tanimlanmustir.
Elde edilen bu sonug iki ucunda ¢okme olan hale kolaylikla genisletilebilir. Bunun i¢in sol

ucu A, sag ucu A, kadar ¢oken ¢gubugun elastik egrisi
_ z? z3 z?
v(z):(l—3g+2EjA1 +E(3L—2Z)A2 (3.10)

olarak bulunabilir. Bu elastik egri ifadesi klasik tpe ifadesinde yerine konursa
n=U-V

—  6FE] K
U= (Al_Az)z :I
0

L erna G.11)
L 2

L
V= jq v(z)dz
0
olarak elde edilir.

4. EKSENEL CUBUK
Biitiin yer degistirmeleri sisteme katabilmek icin benzer iglemleri eksenel cubuk diye

adlandirdigimiz Sekil( 4.1) deki p eksenel yiikleri etkisindeki cubugun g, hesaplamak i¢in
Sekil(4.1.b) deki dN =1 ug kuvveti etkiyen gubugu virtiiel sistem olarak alirsak

1—> —> —> —> — —»
4 a4
Gergek sistem (a)

v
Pt

ON =1
Virtiiel sistem (b)

Sekil(4.1)
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yine virtiiel is denklemini yazarsak
L

[eNdz=q, (4.1)
[O)ogrusal elastik malzeme kabulii ile

q, = j.NEdz (4.2)
yazﬂaobilir.

_ du

€= = (4.3)

tanimi yerine konur ve ardisik integral alinirsa
L

g, =i N|, - [ N'udz (4.4)
0

integral sabitinin sifir oldugu ve eksenel denge denkleminden i¢ kuvvetin tiirevi yerine
eksenel dis yiik yazilirsa

L
g, = | pudz 4.5)
0
elde edilir. Burada
z
U =— 4.6
i (4.6)

seklinde tanimlanir. Bu sonu¢ Denklem (4.5) te yerine konur daha onceki boliimlerdekine
benzer islemler yapilirsa eksenel zorlamalar igin etpe ifadesi

L
U:.[E—Au'Zdz
o 2

z
uzzq4 4.7)
- EA ,

n—zch —!;pudz

Bu sonuglar benzer sekilde iki ucunda yer degistirme yapan g¢ubuklara da kolayca
genellestirilebilir. Bundan sonraki boliimde en genel hali topluca verecegiz.

5.GENEL HAL
Keyfi dis yiikler altinda miimkiin olan biitiin yer degistirmeleri yapabilen ¢ubugun pozitif
uc yer degistirmelerini Sekil(5.1)deki gbi gdsterelim.

q, qs
q; 9

—
4, d,

Sekil (5.1)
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Yiksiiz ¢ubugun uclarinda ¢, yer degistirmelerinin toplami ¢ubugun genel yer
degistirmesi olarak almir ve bu deger kullanarak i¢ enerji ve dis kuvvetlerin potansiyeli
hesaplanirsa sistemin esdeger toplam potansiyel enerji ifadesi elde edilmis olur. Oyleyse
oncelikle U i¢ enerji ifadesini bulmamiz gerekir. Sekil (5.1) deki u¢ yer degistirmelerinin,
birisi eksenel digeri egilmeden kaynaklanan ve kesit kalinlig1 boyunca dogrusal degisen
iki sekil degistirme i¢erdigini goriiriiz. Bu sekil degistirme

eE=¢g, oy (5.1)
olarak yazilabilir. Bu sekil degistirme ifadesi cubugun toplam i¢ enerjisini bulmak igin
kullanilirsa agagidaki sonuglar elde edilir:

L
- jdzj%dA
A
L
E
U= _([Edz;[ £2 +2e,0y + 02 2} dA (5.2)
L
I (- R

Buradaki u(z), V(Z) elastik egri fonksiyonlar1 buraya kadar ayr1 ayr1 bulunan fonksiyonlar
olup simdi hepsini toplu olarak asagidaki gibi yazabiliriz:

z zZ
u=(l—z)q1+zq4

> 3 2 2 2 (5.3)
= (— 1+ 32—2 - 22—3]% _& ;22) zq, + 2—3(22 - 3L)q5 + z—z(L —z)q,
Bu degerler Denklem(3.2) nin son bagintisinda yerine konursa esdeger i¢ enerji ug yer
degistirmeleri cinsinden

U= %(% ~q,) +%(f1§ 4345+ q§)+%{(% 0.+ L —a. ) +a,)] (54)
elde edilir. Bu elde edilenlerden sonra ¢gubugun diizlem hal i¢in esdeger toplam potansiyel

enerjisi:
o L L
T=U —J.quz—J.pudz (5.5
0 0

olarak yazilabilir. En genel halde sonug:
Teorem: Cubugun gercek u¢ yer degistirmeleri esdeger toplam potansiyel enerji
ifadesini en kiiciik yaparlar.

6.UYGULAMALAR

Ortaya konan bu teorem, ilk defa keyfi dis yiik etkisindeki ¢ubuk veya ¢ubuk sistemlerinin
uc yer degistirmeler cinsinden toplam potansiyel enerji benzeri bir enerji teoremi ile
¢oziilmesini miimkiin kilmistir. Toplam potansiyel enerji teoreminin uygulama alani
genisletilmis yorumu yapilabilir. Teoremin problem c¢oziimlerine getirdigi kolayligi
birkag tipik 6rnekte gosterelim.
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UYGULAMA 1. Ankastrelik reaksiyonlari:
W Mlc
J E s

a b

Sekil (6.1)
Once keyfi yiikler altindaki cubugun bulunmak istenen etkiler ve bunlara ait yer
degistirmeler (donmeler) serbesgt birakilacak sekilde serbst cisim diyagramu ¢izilir. Sekil
(6.1b) Sonra bunua ait etpe ifadesi yazilirsa

T= 251 07 + Zfl 03 + Zfl 6,6,-M0,-M,0,
L RS 5 (6.1)
- J.q{— (L Z) z0, + Z—(L - z)}dz
0 12 12
ifadesinin degisimi (varyasyonu) alinir ve degisim ifadesi iizerinde 0, =0, =0 yazilirsa
i, L-zf
Ml = Iq L—ZZdZ
0 (6.2)

L 22
M, = —jqz—z(L —z)dz
0

elde edilir. Ug kuvvetler de bulunmak istenirse moment degerler ve denge denklemleri
kullanilarak sonuca gidilebilecegi gibi ¢ok daha kisa yoldan sonuca gitmek igin
yukaridaki gibi sadece ug¢ kuvvetleri agikta tutan serbest cisim diyagrami ¢izilir ve buna
ait etpe ifadesi yazilarak bunun degisimi alinirsa

L 2 3
T = q(1—3z—+22—)dz
L

2
q(3L —22)2—3612

(6.3)
T, =

St~ O

bulunmus olur. Bu bagintilarin denge denklemlerini sagladigin1 gérmek ¢ok kolaydir. Bu
sonuglara bilinen yontemlerle 6zel yiikler halinde bile ulagsmak olduk¢a zor oldugu
diistiniilecek olursa yontemin getirdigi kolaylig1 gérmek miimkiindiir.

Ozel olarak soldan a, sagdan b uzaklikta cubuga P tekil kuvveti etkilesin. Dis yiik Drac
fonksiyonu cinsinden

q=3(z-a) (6.4)
yazilip Denklem (6.1) ve (6.3) te yerine konursa

ab’ a’b a’ a’ a’
M, :7P M, :—L—ZP T, :[1_37+2F P T, :(3L—2a)?P (6.5)

sonuclar1 bulunur.
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UYGULAMA 2. Siirekli sistemler

l LZ |
Sekil (6.2)

Sistemin etpe si yazilip degisimi yazildiktan sonra
— 2FI 2EI p 2 2
= 102 + 2(SZ—J‘%ZJZ—(LI—Z)G dz+ab PO (6.6)

L, L~ LB 13

L
L=L,=L P=q0 a=b=§
Ozel hali icin 6 donme agis1
12 P

0=——— (6.7)

160(1+a) ET
elde edilir. Bir onceki Ornekteki yontemle her parcamin SCD ¢izilip etpe lerinin
degisimleri alindiktan sonra agilarin bilinen degerleri yerine konarak momentler

_ (13+160) Vo (5+4a) PL
' 240(1+a) 0 40(1+a) 659
_ (5+4a) v :_(11+100c)PL '
P 401+ a) Yo80(1+a)

UYGULAMA 3 Yarim cercgeve
Sadece diigiim noktasindaki donme bilinmeyen olarak alinir ve sistemin etpe’si yazilir.
Sonra etpe’nin degisimi yazilarak sifira esitlenir.

EI =48 MNm?

L=6m
Sekil (6.4)
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L 2
= (ﬂ + Ej@z - qz—z(L — 2)0dz (6.9)
0

L h

Bunun degisimi alinirsa
2
57 = {(‘W + 4E1je— q; }89 =0 (6.10)

L h

Buradan degerler yerine konarak donme

0=0.375x10-3

Momentler, her elemanin SCD f{izerinde etpe’si yazilarak daha onceki islemlerin benzeri
islemler sonucu

M, =36 kNm M,=-18kNm M,=18kNm M, =9 kNm

bulunur. Eger kdse noktanin yatay ve diisey yer degistirmeleri de gbz Oniine alinip ii¢
bilinmeyen i¢in Denklem(5.5) kullanilarak ayni islemler tekrarlanirsa bukez donme

0 =0.374499x10-3

Momentlerse:

M, =3623kNm M,=-1778kNm M, =17.78kNm M, =8.79 kNm

bulunur.

7.SONUCLAR

Cubuklar icin, u¢ yer degistirmelere bagli bir fonksiyonel gelistirilmistir. Bu
fonksiyonele esdeger toplam potansiyel enerji ad1 verilmistir. (etpe)

Yiksiiz ¢ubugun uglarinda ¢q, yer degistirmelerinin toplamu c¢ubugun genel yer
degistirmesi olarak alinir ve bu deger kullanarak i¢ enerji ve dis kuvvetlerin
potansiyeli hesaplanirsa sistemin esdeger toplam potansiyel enerji ifadesi elde edilmis
olur

Gergek ug yer degistirmeleri (etpe) yi en kiiciik yaparlar.

Ankastrelik reaksiyonlarmin her tirli yik i¢in basit bir bicimde elde edildigi
gorilmiistiir.

Etpe ifadesi kullanilarak cubuk sistemler kolayca ¢oziilebilir.

Tesekkiir: Bu bildirinin sekilleri ITU Ins. Fak. Arastirma Goérevlisi Murat Yilmaz
tarafindan cizilmistir.
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