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OZET

Bu ¢aliyjmamizda, 2+1 boyutlu bir relativistik ayar teorisinde chern-simons terimi
kullanmadan anyon alani kurmaya cahstik. Zira bu ¢aligma ref (1)'de ele alnmugtir. Ayrica
referans (6)da da bu galigma chemn-simons terimi varlifinda kurulmugtur. Burda C-S
teriminde var olan yenilik topolojik alanin benzer olarak farkl iki korunan dagiimmn hesaba
katilmas: ve Q+ ®= N seklinde gauss kanunu saglamasina ragmen chern- simons terimi
olamadifinda bunun Q=N oldugunu gormeye ¢aligtik bu isi yaparken orgii istatistiginde, 2+1
boyutta relativistik ayar teorisi iginde yiiklii alanlan tammlamak suretiyle yaptik.

Topolojik olarak ifade ettifimiz Q,d;ve %, yikli alanlaninin birbirleriyle komintasyon
iligkilerini gosterdik. Bu isi yaparken korunumlu akimlan da hesaba katmay: ihmal etmedik.

Biz Chern-Simons terimi olmaksizin 6rgii istatistiklerin, 2+1 boyutlu relativistik
kuantum ayar teorisinde gegerli olacagint ve de anyonlarin ortaya ¢tkmas 2+1 boyutta hem
elektirk hemde magnetik akiyi tagiyan yiikli bolgelerin evrensel ozellifi oldugunu
gostermeye galgtik.
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ANYON QUANTUM FIELDS WITHOUT A CHERN-SIMONS TERM

SUMMARY

Braid-group statistics CS in (2+1)-dimentional quantum field theory represent a
striking theoretical which has interesting, although not fully confirmed phenomenological
applications to quasi-planar condensed matter systems. A riqorous analysis of braid statistics
has been performed [2] in the framework of axiomatic field theory.

A comparison of the abstract results with the known quantum field realizations of
anyons reveals however a sort of discrepancy. On the hand, all the known examples [9-6]
make use at some stage of the Chern-Simon lagrangian

'cc-s=8pvp8"'AvAp

Which violates separately parity (P) and time reversal (T) invariance. So the natural
question arises if it is possible to contruct anyon quantum fields without using the Cherm-
Simons lagrangian. We give an affimative answer to this question.

Our strategy for avoid}ﬁé v,(,’c.s will be to generalize the construction of anyons
recantly developed in ref [6]. The fundamental properties of anyon fields proposed are:

i) localization in space-like cones
i) appearance of both "electric' and ‘'magnetic’ cones.

We first show that these features can be implemented in 2+1 dimentional even in the
absence of the Cherm-Simons term. Second we demonstrate that in many cases (i) and (ii)
are actually sufficient for achieving anyon statisties.

The class of model we are going to consider in the Minkowski space-time is
described by the classical action.

S=fd3x{-(1/4)FUVE},,-BoMA +(1/2)5B2-3,eM-HD |, 9)* (DPg)-U(e* )]

Poisson brackets will be convenient for what follows to express the BRS charge in
term of canonical coordinats.

The following conserved currents
Ty=ie[oDye)*-9*Dye]

ku“"—avFuv, Iu‘—"‘s uvp VAP



will enter our discussion below. With appropriate boundary conditions on the basic fields
currents give rise to the conserved charges;

a) U(1) charge,
N=iejd2x(cpx(p-p*n(p*)
b) electric charge
Q=fd%xand
¢) magnetic fluxe
¢=fdxe;atAl Cij=oij)

in order to construct physical sectors carrying non-trivial electric charge or magnetic flux
we introduce the fields

P(x.2)=g(x)exp[-iefd2yai(x-y)Aj(xo,y)]
o(x,b)=expligld2ybi(x-y)(xo,¥)

al and b; are real-valued distributions. we impose the conditions
{QBRS: P(xa)}=0
{9, o(x,b) }=pa(x.b)

and
3jal(x)=58(x) @
f2xeldpio=1 ()

Summarising, p and o are BRS-invariant composite field. Whose charge content is
determined by eqs (16), (19), (20) As expected the Gauss law Q=N is satisfied.

A fundamental role is played in what follows by the composite field;
X(x.6)= p(x;a)o(x;b)
Where T is a shorthand notation for set of variables

{a, b, e, p}

= g al
bi=-¢j;. a



The fatter is easily solved, a convenient parametrization of the solutions in
momentum space is

211
a'(p)=i [dOz(8)n'li(np + i)
0

20
jd@r(&):l

Performing the inverse Fourier transform one finds.
‘ ® 211
a'(x)= [dse™ [d6r(@)n's(x— sn)
0 0

Summarizing, without using any Cherm-Simons lagrangian. We have shown that C-
data exist, such that the classical composite field x(x; ©) has the properties (i) and (ii)
mentioned in the introducition. The problem now is to determine the statistic of x(x'; ©).
This is very instructive to compare already on the classical level the canonical PB,

{o(x)0(»)}

with the equal-time PB of i with itself. An easy computation gives

=0

X 0 =}’o

{200} |, =18 -0 25,50 1(%.9.0)
where
=y [ d2la'(x - 2y - 2)-a'(y - 2 (x- 2)
and 0 is the dimensionless parameter

Now we turn to the canocical quantization of the action (1) in the framework of
renormalized perturbation theory.

We introduce the quantum fields
p(x,a) = p(x)xexp(-ie[d*ya' (x - y) A L (%,))

o(x;0) = xexp(ig[d’yb,(x - y)n' (x,,y)),

x(x.8) = p(x.a)o(xb)

Vi



Let's determine the charge contant of p and o and the statistic of . Using the
Cherm-Simons, for the fields AP« one finds

[Q.p(x;2)]=ep(x;a)
[$,0(x;b)]=go(x;b)

We have shown in [1] that the fields ¥ admits a non-trivial monodromy. In
agrement with the generalizal spin-statistic theorem [9], the spin of ¥, turns out to be

S=(8/2mp+k kEz

since in 2+1 space-time dimensions the spin is not quantized, there are no restrictions on the
parameter 8 which can take orbitrary real values.

In conclusion, we have shown above braid statistics generally occur in (2+1)
dimensional relativistic quantum quage theories even in the absence of a Chern-Simons
term. Claerly. our consideration do not rule out the possibility to include this term; we
rather demonstrates that the apperance of anyons is a universal feature of charged sectors
carrying both electric charge and magnetic flux in 2+1 dimensions. ‘

We first show that these features can be implemented in 2+1 dimentional even in the
absence of the Cherm-Simons term. Second we demonstrate that in many cases (i) and (ii)
are actually sufficient for achieving anyon statisties.

Summarizing, without using any Cherm-Simons lagrangian. We have shown that &-
data exist, such that the classical composite field (x; ¢) has the properties (1) and (ii)
mentioned in the introducition. The problem now is to determine the statistic of %(x ; 0.

Let us analyse finally the behaviour of « - field under space and time reflection and
under charge - conjugation. Denote by  the field algebra generated by the basic fields.
Since the dynamics defined by the action preserves separetely P. T. and C invariance. Br Bc
and an anti - linear automorphism Bt which implement these transformations on 1. This is
one crucial difference between our present construction and the popular Cherm - Simons
approach in the later Br and PBr do not exist at all, because the dynamics explicitly breaks
down space and time - reflection invariance. Further more, the absance of anomalies implies
that the perturbative renormalized correlation-functions of the model are separetly P, D and
C-invariant. Therefore, the automorphismis Bp, ft and Bc are unitarily implacementable in
the perturbative phase i.e. there exist unitary operators ¢ and p and anti-unitary operators T.
which leave invariant the perturbative vacuum.

In models possessing states whith non-trivial magnetic flux. The operators C, P and
T interplate between the sectors with flux ®dand -®. In particulary, it is not possible to
restrict C, P and T within a sector with ﬁxed magnetic flux.

After these general observations. we concentrate on the transformation properties of
the field x(x, a, e, g).

At this stage the quantum fields p, o, and k can be introduced.

VIII



This thesis is fully dependent on the work of A.Liguori Mintchev, and M.Rossi in
Ref.(1).
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BOLUM.1 CHERN - SIMONS LAGRANGE FONKSIYONU VE TANIMI

Chern - Simons terimleri olmaksizin, 2+1 boyutlu relativistik ayar teorisinde Anyon
alan kuruldu ve bu alanin esas 6zellikleri incelendi. Bu ¢aligmada baz olarak Ref(1) alindi.
2+1 boyutlu kuantum teorisinde, 6rgii istatistikleri diizlem gibi yogun madde sistemlerine
teorik olarak uygulanabilir (Kuantum Hall etkisi ve yiiksek sicakliklarda siiper iletkenlik ).

Ancak bu durum hentiz deneylerle dogrulanmamustir.

Aksiyomatik alan teorisi lizerinde Braid istatistiklerinin ciddi analizi yapilmustir.
Alanin, Uzay-Zaman' a gore sinirlanmasi bu analizden elde edilen kesin yapisal bir dzelliktir.
Bu da gosterir ki orgii istatistikleri, Alanlar yalnizca koni bigiminde sonsuz uzay gibi bir
¢okluk tizerine lokalize edilmis oldugunda uygulanabilir. 2+1 boyutlarda Uzay- Zaman
sinirlanmug ise 4 boyuttaki simetrik anti simetrik istatistikleri zorunlu olarak kullanacagizt1

Relativistik Ayar teorilerinin standart olmayan béyle sinirlanmamig 6zelliklere sahip

oldugu gergegi, orgu istatistikleri igin, 2+1 boyutlarinda ayar modeli aranmasim diistindiirir.

Yukarida belirttifimiz aksiyomatik galigmalara paralel olarak ayar teorisinin genel
durumlan tizerinde komutatif (anyonik) istatistiklerle alanlarin kesin ve agik yapilan i¢in gok
6nerhli caligmalar F. Wilczek ve S. Forte tarafindan yapilmistufs/Bilinen Kuantum Alan
Teorisi' nin anyonlar iizerinde gerceklesmesiyle elde edilen sonuglarla soyut sonuglarn
kargilagtirdigimizda, bir tiir belirsizlik goriiliir. Bilinen tim &rneklerde Cherm - Simons
lagrange fonksiyonu bir bigimde kullanilir. [ 2]

O, = gﬂvpﬁ”A"A"

Bu terim (P) parite ve (T) zamanin tersine gevirme simetrilerini bozar. Diger taraftan
Braid istatistikleri ele alindiginda C- S terimini zorunlu olarak ele alma diistincesi ile sinirlt
kalmak gerekmez. Dolayisiyla eger, anyon-kuantum alanlarini Chern- Simons lagrange
fonksiyonu kullanmadan kurabilir miyiz sorusu ortaya ¢ikar. Burada yukanidaki makaleye

dayanarak bu soruya olumlu cevap verecegiz.



“C-S teriminin varlifinda yiikli alanlar ve gaus kanununda™ Chern-Simon terimi varlifinda
bir abelyen ( 2+1 ) boyutunda bir ¢ift cismin Slgiimiinii fiziksel olarak yukla bir alanda
aragtirdik. Agikga Gauss kanununa uygunlugunun gdzlemlemesini yapanz ve Q elektrik ®
manyetik akisini saptanz. Diger bir ifade ile gozlemler arasindaki degisen faz faktorlerinin
hesap ederiz ve onceden belirtilen istatistik parametrelerden bagimsiz Q elektrik yikini
spektrum iizerinden tespit ederiz ve uygun bir elektron sistemi iizerinde ayrica gosterildi.

Klasik Langrangian
S=-(1/4)F Fuw+ UEwpd A A -BOA, +(1/28)B +¥( i0 -eA-m)¥
Burada
Fuv = OpAv - OvAp dir.
S den hareket denklemi
0 Fw + UFy + 0uB = e ¥V = ju dir.
burada,
Fu=€upF iyi bilindiginden 0 ju =0 dir.
Ewe0 AA

ifadesi ise Chern - Simons terimi olarak adlandirilir.
Q, @ ve N hareket integralinde Gauss kanununa uygulandi ve Q + ® = N olarak
gozlendi. Biz bu ifadeler ifinda bir C - S terimi olmadan Q =N oldugunu gosterecediz.[7 ]

Biz [ 37 referansint kullanarak Chern - Simons terimi olmadan bir takim geyleri

gostermeye calisacagiz.
J ].1=ie[(P(Du(P) *'(D*Du(p]



Qcs Yyl g0z ardi edebilmek igin bizim stratejimiz M. Mintchev ve M. Rossi

tarafindan aragtinilmig olan "Gauss kanunu ve C- S terimi var oldugunda yiiklii alanlar™ da
anyonlar yapisimi genellegtirmektedir.

Onerilen, anyon alanmin esas dzellikleri:
1) Uzay1 bir koni ( veya sicim ) seklinde diigiinmek
ii) Hem elektrik hem de manyetik koniler ( sicimler ) in ortaya ¢ikmasidir.

Bu caliymada ilk olarak bu ozellikler 2+1 boyutlarda Cherm - Simons terimi
olmaksizin gegerli olabilecegi gosterilir. Ikinci olarak gogu durumlarda (i) ve (ii)'nin anyon
istatistikleri elde etmek igin gergekten yeterli olacaklarini ispat edecegiz. Sonug olarak (P)
ve (T)'nin korunmas: problemini tartisacagiz. Bu problem (i) noktasina baghdir ve yogun
madde alanlant olan relativistik alan teorisininde anti pargaciklarmin varhigindan  dolayr

ortaya ¢ikar. Modellerimizi Minkowski Uzay - Zamaninda (dia 8y =(%)) inceleyecegiz.

Modellerimizi agagida gosterilen lagrange fonksiyonu ile ifade edebiliriz.

s=jd3x[—(l/4)FﬂvFW—B 0”“,4”+(1/2)332-gﬂéa‘ch(qu,)*(Dp(p)_u]FW

s=[d3[-(114)F " F,, - BI* A4, +(1/2)eB? - 8,661 +(D ,0) (D “p )~U (¢ 9)]

(1.1)

burada
F,=03,4,~3,4,:0=(U\2)(p,+ip,)
Dﬂ = ﬁ” - z’eA#

€ sifir olmayan gergel bir parametredir, ve etkilegme sabitidir. M' in kiitle birimi cinsinden

boyutlar: vardir [e]=\/X/1— dir. Potansiyel Formu olarak tanimlanan U' ya su anda gerek
yoktur ve simdilik kullamlmayacaktir. S eylemi ayrica (P),(T) ve (C) altinda degismez ve bu



ayrik simetriler, Kuantum seviyesinde "anomali"lerden etkilenmez ( en az pertiirbasyon

teorisinde ).

S'in agagidaki temel alanlanin dejenere olmayan fonksiyonu oldugu gozlenmigtir.

- *
Aﬂ,C,C,¢,(0 (1.2)
bu alanlan faz uzayinda kanonik koordinatlar olarak segtik. Konjuge momentumlar
sirasiyla;
0
[1" =F*-g”.]];=-0 C.I],=@°a.I1, =D (1.3)

(1.2),(1.3) kanonik ¢iftlerinin standart kanonik esit - zaman Poisson braketleri (PBs)
ne uygunluk gosterdigini kabul ettik. BRS degismezligi kullanilarak Aphy teorilerinin

nitelikleri kullamilarak, fiziksel uzay standart bigimde tanimlandi.

A, = A(T)A"T) "

Gosterilen korunumlu akimlar asagidaki tartigmaya dahil olacaklardir.
—7 % *
Jp - le[¢(Dy¢) _¢ Dy¢] (15)

K,=0"F,, I,=¢,,0"A°

(1.6)

Iu dinamik olarak korunmustur. U(1) donigiimleri yapildiginda, S global olarak
degismez halbuki Ky ve I, 6zdes olarak korunmustur. uygun siur kogullant altinda temel
alanlar ve akimlar (1.5) ve (1.6) korunmus yiikler haline geleceklerdir.

2) U(1) yikii

(2 S
N = ie| d’x(pT1,-p"T1¢") .7

b) Elektrik yikit



_ 2
0=[dx51], (18)
c) Manyetik aki

_ 2 iAj =
O= Jd xg;0 A (8,-]- = 8@') (1.9)

sifir olmayan elektrik akim: veya manyetik aki tagiyan fiziksel bolgeleri kurmak igin,
alanlan bu sekilde tanimlariz.

p(x,a)= p(x)exp(—ie jd ya'(x - y)4(x,.y)), (1.10)

o (x,b)=exb(ig _[d “yb,(x = I (x,.9)), (1.11)

burada [8F lmve al ve b; ; gergel degerli dagilimlardir. Aynca BRST

degismezligin ek olarak bu kosullar istiyoruz

{0, w(x.¢)} = -Aey

C - S terimi varliginda anyon kuantum alanmdaki ¢ alisnadan Q akimile
w(x, ¢ )fonsiyonundan yaralandik. Integralde & F,, yerine degerini
yazdik ve bunu agagidaki big inde ag tik.

Q= J.kod3x = _[5'?},,(?%
=[5, - poan A" + 5,0B]07x
= I[a"n,. ~ pg,, 0,47 |0°x

ie , 7'lx, )
Ji-é‘ﬂ,.—ysm&,.A",t//(x)ex Ej.dzy(l+Z,)f’(f—y)A,.(y)—(1—A)g‘(f—y)gg. ( y)J

[ﬂ'i A j] = —§7 komiitatérii § fonksiyonuna esittir.

Irus Y ",(1_ Ag'(x "y)gﬁ”i(x"’yﬂl
4o i
=(1-A¢,,0,8'¢, yukarda gerekli islemleri
yaptiktan sonra her bir komiitatérden - (1+ 1) ve (1- 1) gelir. Bunlar

toplandiginda,
=(1+A+(1-2)
=24 elde edilir.

[0, 4,711+ D] =61/ (1+2) +



i{Q, w} = ey bizde bundan yaralanarak i{$, o(x’,b)} = po(x’,b)
oldugunu gt')sterdikr

i{¢,0(x';b)} = go(x';b)

(1.12)
ki bu da sirastyla
o.a'(x)=6(x) L.13)
2 _
[d*xe?8b,(x)=1 i

gerektirir Kanonik PBs ve (1.13),(1114) kolayca asadaki esitlikleri tiiretebilinz

i{Q,p(x;a)} = i{N, p(x;a)} = ep(x;a) (1.15)

{Oors o (x:0)}={Q.0(x:b)} = {N.o(x:b)} =0 | o

Ozet olarak p ve o birlesik alanlardir. Bunlarn ihtiva ettigi yik (1.12), (1.15) ve
(1.16) esitlikleri ile belirlenir. Beklendigi gibi Gauss kanunu Q = N 'in gegerliliini goriiriiz.
Burada p ve ¢ aym zamanda BRST degismez olarak insa edildi. Biz bu konuya hig
girmiyoruz. p alam sifir olmayan elektrik yiikii tagtyor ve denklem (1.10) 'un sag tarafindaki
exponansiyel faktor ¢ yik alanindaki radyasyonu da hesaba katiyor. o alant sifir olmayan
manyetik akiya sahip; Higgs modelinin 2+1 boyutundaki Nielsen- Olesen girdap akimina
bagh olarak E. C. Marino tarafindan b; nin 6zel segimi igin goze almmigtufijBurada sunu

vurgulamak istiyoruz ki genelde p ve o, BRS degismez diizen yada diizensizlik degiskenleri
olarak dugtinilebilir. Bu gergegin sonucunu ve 3+1 boyutlarda genellestiriimesini burada

incelemiyoruz. [81



Biliim.2 x-BILESIK ALANININ INSAASI

p, o yikli alanlar x-alaninin kurulmasinda temel rol oynayacaktir. Dolayisiyla y, p
ve o' ya bagl olacaktir.

{Oms.o(x:b)} ={Qo(xb)} ={N.o@xb)}=0 ,

Burada &, (a,b,c,g) belirli degiskenleri 6zet olarak gosteren bir semboldiir. %-in 'nin

sinirlanmast al ve b; dagihmlannin sifir olmadiklan bélgenin &zellikleri ile y6neltilmektedir.

Basit olarak;
. J
b =-¢a )

aldik, ama al ve b; 'nin bagimsiz oldugu, genellesmis durumda (1.13) ve (1.14)
esitlikleri ¢ozilebilir.(2.2) ve (1.14) esitlikleninin,(1.13) esitliginin bir sonucu olarak
dasantlir ve ondan sonra kolayca ¢ozilir Momentum uzayindaki ¢6ziimiin uygun

parametrizasyonu

211
a'(p)=i Id&r(ﬂ)nil/(np+ i€)
0 2.3)

ki burada n=(cos0,sin0) ve 1 agaZidaki esitlige gore normalize olmus yogunluktur.

20
[d@r(&):l
0 (2.4)

ters fourer transformasyonunu uygulayarak



1
"np+ie

a*(p)= jd%[ig"” pln) +e#7 Ppo(n)]n

1 1F. . ,
— = tids.e’("’+’8)‘ — Fourier déniisimiinden
np+ie iy

El;Idp e [ig”” p(n) +ghv P, o(n)] n, %;‘: ds. e'merie)s

yukaridaki ifadede bazi integral kisimlan bize & fonksiyonunu verir.

Asagidaki gibi
1 -
—Z;Idp e P = §(x —ns)
- L . . A o
Ie ** P, = bu integralde tiireve esit olur. Yam_fe TP, = =

Tdse(s) = Tds seklinde tanimladiktan sonra ifade en son big imyle
—00 0
asagidaki gibi gosterildi,

Tdse(s)[g“" pln) +&#*3pln,.5(x —ns)

baginttyr C-S terimi var oldugu durumda yapti3imiz a (p)seklinde oldugunu

gosterdikten sonra a (x) seklinde tammladik,

a'(x)= O]dse“” Id Or(0)n'S(x — sn)

(2.5)
al nin destek dzellikleri (2.5) esitliginden okunabilir.Ornegin eger
sppr(@)=[a, @], Ko =l )
ise al nin destegi asagida verilen "KAMA" dir.
W:{y :(|y|cos€,y|sin9)}6R2; o

(Tepesine gore) yansitan W geklini tanitalim;



W= {y Er*;-y eﬁ/} (2.8)

Ve al ve b; ,(2.2),(2.5),(2.6) esitliklerinden elde edilsin. W'yi X dogrultusunda ¢evirmekle

elde edilen Wy, x° = 0 yiizeyinde, (1.10),(1.11),(2.1) esitliklerine gore, X alaminin  sifir

olmadig: bolgededir. Ozel olarak Wy, ayar teorisinin yiiklii bolgelerinde simirlamadaki en ug

ihtimal olan Sy (uzaya benzer sicimi) geklinde dejenere olabilir.L 51

Ozet olarak, C-S lagrange fonksiyonu kullanmadan, y (x, () onsézde de

vurguladifimiz (1) ve (1) 6zelliklere sahip olan bir klasik alan olarak inga edilebilir. Problem

simdi % (x, §) istatistiklerinin belirlenmesidir. Bu kuantum teorisinin problemidir. Ama

bununla beraber kanonik PB'nin klasik seviyede esit zamanh PB'nin X ile kendisini

mukayese etmesi ogretici olacaktir.

{o(x).0(»)}

=0

*o=Yo

[¢(x) @(y)] :%_o’w(x)‘ 5¢(Y) 3 ap(x) .0”(0(3’)—}
e 2000 Ha0()) " eloel) a0l |

T, B &g,
kanonik Paision Braket bagintis1 kullanarak vede ¢(x,t) fonksiyonu
seklinde tamimladik.

[(x), 0(y)] = 8(x-y)

d’k

olx,t) =] o

= | Ha®) £,(0) +a* () 7, *(2)]
[a(k),a* (k)] = i d*xf, *(,0)8, £, (0,0) = 87 (k - k)

[a(k) . eikx—th +a+ (k) . e—ika:+th]

(2.9)



10

[ak,ak+] =0, [ak,ak,] = [ak+,ak,+] =0

Sk » o
o). 2(»)] = J o \/W([a(k),f(k)]e"”““"y +[a* (k),a(k")]e™*)

Gerekli komintasyonlar alarak su sekilde yazdik.
- I d’k ( o ) _ eik(x—y))

V@2r) 2w,

i rdk ,
e e s (x,5.) e )

veya bu gosterimi su sekilde ifade edebiliriz.

d’k (e_iE(E—y)HW( -t

J‘\/(251)321/1/,{

_ o) r—t’))

Foi Jak JarJar, = [a
k, > -k, -
k, > -k,

k, —> -k,

:[dkx;[dkyzdkz = —Idkxldky Tdkz = _mdkxIdkyIdkz

+0

L ~Ik(ZF-F)[ jwle-t) _—iwle-1)
Jm(e y [e t-t) _ pmimt-t ])
(z_d)?z?(e""“’?””) sinw(t—1)
a k

Yukardaki [¢™**? —¢ ] ifadesi bize Sinw(t - t') nii verir.
Burdan su gekilde yazarak
sinw(t—t) =>t=1¢

sinw(z — ') = 0 gosteririz.
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Kolay bir hesaplamayla
i{x (0, 2O} ., =18 =y 2(%0,%.0) 2(x5,,4) (2.10)

[eAeB,eAeB] = [A,B]eAeB

Baker - Haussdorf bagintisim kullanarak asagidaki ifadeyi gosterdik,
[A(x;a)o(x;8), A{y;a)o(3:8)] = (A(x:0)0(3:8) ~ o(3:8) p(x; a))

j igfd z'b(y - z')(—ie)J‘d za'(x - z)[/L. (x,,2). 1T (x,,2 ’)]

Idzz.[ai(x— 2)b(y - 2) - a'(y - z)b(x - 2)]
—iej.dzzai (y- z)igjdzz'b(x —~ z’)[l’[i (xo,2),A(x, ,z)]
(Jigjdzz'b(y - z’)(—ie)jdzz.ai(x - z)[Ai(xo ,z),l'[i (xo ,2')]

= (—ie)jdzzai(y = z)igfdzz’b(x - z’)[Hi (xo ,z’),A(x0 ,z)])
[Ai(xo,z), T (xO,E’)] = §(Z - z’) komiitatorleri & fonksiyonlanina esit

oldugunu gosterdik. Bu bagintilar 15181nda sonug uasagidaki sekilde
gosterdik.CeJ

[Hi(xo,z'),A(xo,z)] =-8(z"-2)
Idzz.[a‘(x ~2)b(y-z)—a'(y—z)b(x- z)]
= ier(x - YaC)X(XO ax’C.:)X(XO =Y,§)

elde edilir. Burada

r(x—-y;g): J‘dzz[ai(x—z)bi(y—Z)—ai(y'—Z)bi(x—Z) 2.11)

ve O boyutsuz bir parametredir.
O=eg (2.12)
(2.11) esitliginden elde edilir.

r(x-y,0)=-r(y-x¢) (2.13)
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ve sonugta PB jakobi 6zdesligini gergekler. (2.2) 6rnek igin ele aldigimiz durumda
r(x-y,$) = —Zegfdzza" (x~2)a’(y-2) (2.19)

(2.10) esitliginin RHS'de bulunan 1 (x-y; C) faktéri, kuantize olmug alanin acaip istatistikler
i¢in gergekten ilk isarettir. Ama bu durumda, genelde I (x-y; ) sifir olmadiZini géstermek

esastir. Gergekten (2.5) egitliginin (2.14) esitliginde yerlestirmek ve & fonksiyonunu integre
etmekle,

2z
rx-y;{) = f dOr(0)€lsin(y — 6)] (2.15)
0
Ayni ifade C-S terimi ihtiva eden modelde de gikarlmistir. Burada € isaret
fonksiyonudur ve vy, (x-y) vektoriiniin kutupsal agisidir. (2.6) esitligine gore T yogunlugunun

sifir olmadig: bolge ele almip ve (3.4)'un normalizasyon kosullari kullanilmastyla su sonuglar
elde edilir[# ]

Y
F(x-:0) = -1+2[d0r(6) eger %1 <r=<q,

= +] eger aZ <7/<a1 +7

y—-r
+1-2 jder(a)

efer @ tA<Yy=Q,+7

=1 eger a, +n{y{a, +2n (2.16)
(2.16) egitliginden r(x-y;£) nin stirekli v ya bagh oldugu sonucu elde edilir. Wy ve W,
diginda v igin, gergekten r(x-y;C) faktorti yogunluktan bagimsizdir. Dikkat etmeliyiz ki

ayrica Wy ve Wx, 1(x-y;&) strekli, 1 ve -1 arasinda deZigen bolgeyi temsil ediyorlar. Wy
sicim geklinde dejenere oldugu durumlarin incelenmesi igin ardigik yogunluk dizilerinin

zayif olarak yakinsadig1 gergegi {t,/(8); v=1} kullanilabilir.
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Ornegin, y— igin;
T,(0)—>3(6-a) 0<a<2n (2.17)
a, Sy in yoniinit belirler. Simdi t deZigkeni yerine, sadece a-yi kullanacagiz. (2.17)
esitligi, (2.16) esitliginde yerine koyarsak agagidaki esitligi elde ederiz.
(x-y; a)=+1, eger o<y <a+T
=1, eger otn<y<at2n (2.18)

Dolayisiyla, sicim tizerinde yerlestirilmek igin o=y ve y=o-+n noktalarinda r(x-y;a)
faktoru artik surekli degildir. Bu noktalar Sy ve Sy sifir olmayacak derecede gakistiginda y

degerlidir. Bu stireksizlik anyon dalga fonksiyonunungoklu deger vermesi nedenidir.

Bu agamada p,0 ve y ile kuantum alanlan tarif edilebilir. Biz bunlan klasik olarak
tarif ediyoruz. Yapilan hersey kuantum teorisinde yapilabilir.

p(x;a) = p(x)x exp(~ie[d’ya' (x - ) 4,(x,, »)) (2.19)

0(x,b) = xexp(ig [ yb,(x - )7 (¥, ), (2.20)

b4 (x, ¢, (;’2) = y7(x, 4’1) l//(x, 4‘2) bu ifadede C - S terimi varliginda
yapilan ¢ digmadandir.Biz bug alymadan yararlandik, y bilesik alanin
kurulmasina yardim eden y i asagidaki gibi tamimladik,

u

”i(xo.y)]
]

w(x, &) = w(x) exp{gifdzy(H DS (x=-y)a,(x,,y) - (1- Dg'(x - y)e,

i{Q: Z(x'a [ 42)} = (22 - /’l‘l)el (X'a Sis 5:2) = komitatori

dAB dA dB
dx =7d_x—B+Adx

[0,4B] =[04 - 40]|B + 4[0B - BQ]
= [0, 4] B + 4[Q, B] seklinde ag tik.

Buna gore ,Q = Io’"F .,@ *x akimni kulanarak bilesik alam
=-i(4 - 1)y + (4 - 1)w
= (22 - 31)igu elde ederiz.
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Burada p(x,a)'a o(x,b)'dan y(x,{) bilesik alant yukardaki ¢ahsmadan yaralanarak aym sekilde
kurduk.

x(x,4)= p(x;a)o(x;b) 2.21)

p ve o igerdigi yuki ve % istatistifinde belli edilir. Ay, alan igin kullanilan kanonik Poisson
parametreleri veya bunlardan soyutlanmis kanonik komiinitasyon bagntilari kullanilirsa

asagidaki denklemler ortaya ¢ikar.
[Q.p(x;a)]=ep(x;a) (2.22)
[¢,0(x;b)]=go(x;b) (2.23)
Analog olarak, degigme bagintist ¢ikanlabilir.
x(x0, x; §) x(x0 y;0)=R(x-y;O(x0, ¥:0)x(x0, ¥ ,&) (2.24)

Burada degigim faktorii, (2.11) esitliginde aynntili olarak verilir. (2.22) ve (2.23)
esitlikleri, beklenen kuantum degerlerini dogruluyor. (2.24) esitliginden esit zaman

komiitatorii elde edilir.

[0, 1001 xomyo=[RE=Y:0- 11X (%o, Y:0% (Xos%,30) (2.25)

(2.25) esitliginin RHS'inde 6 kuvveti ile R(x-y; {) agmak ile 1.dereceden dagilimin PB-nin
RHS-ini tekrar meydana getirir. Bu durumda, r(x-y; {) kuantize gekli R(x-y; §) dir. Bu 1+1
Uzay-Zaman boyutlarinda integre edilebilen sistemler igin (6rnegin Toda Alan Teorisi) tipik
bir drnektir.C 87

Biz simdi R(x-y; {) nin bazi temel ozellikleri anlatacafiz. (2.13) esitlikleri
birlestirilerek agagidaki ifade elde edilebilir.

R(x-y,OR(y-x,0)=1 (2.26)
ama genel olarak

R(x-y;0#R(y-x;C) (2.27)

dir.
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R(x - y;¢) = exp[idr(x - y;¢)] (2.28)

Daha agik bir ifade elde edebilmek igin, (2.2), (2.5), (2.17) esitliklerine gore al ve
bi'yi tespit ediyoruz ve y alanmm, bu 6zel ¢ datalan ile x(x;o,e,g)seklinde gosteriyoruz.
Esitlik (2.18) 'i (2.28) 'de yerlestirmek ile generik noktasinda (6rnegin, x ve y igin Sy M Sy
=y gibi)

R(x-y;0)=R+(x-y;0)=exp(+iB), efer oL<y<outn
=R_(x-y;0)=exp(-i0) eger atm<y<a+2n (2.29)

tiiretilebilir. 2+1 boyutta ayar teorisinde yikli alanlarin agisal momentumunda 7y alaninn,
basit olmayan monodromy ozellifi (2n spatil rotasyonundaki davramig) kabul ettigimizi

gosterilmistir. Genellestirilmig spin-istatistik teorisinin [1] anlayig1 ile 'in spini
S=(6/2m)+k kez

olacaktir. 2+]1 Uzay-Zaman boyutlarinda spinin kuantize olmadifindan © parametresinin
tzerinde higbir simrlama yoktur. © parametresi keyfi olarak, gergel bir deger olarak ele
alabiliriz. Dolayisiyle, genelde R#t1 ve y(x;o,e,g) orgi istatistifine uyuyor. Gergekten,
(2.24) ve (2.29) esitlikleninden gortilir ki x alamnin [y(xq,xj;0,c,8), i=1...n] degisme
ozellikleni generik noktalarinda asagidaki 6rgii grubunun bir boyutlu gosterimi ile anlatilir.

o1 R (xj%j+1;0) o171 SR (x%j+1;00) (2.30)

(0i; =1 np-1), By'nin jeneratoriidiir. Bu gosterim (2.30) 'i tamamen istatistik faz faktori

diye adlandinlan 6 ile karakterize edilir. ® (modul-2) ile tarif edilir{ §]
exp(iI@n)=R+(x-y;0) (2.31)
(2.29) ve (2.31) egitliklerinden;
0=(0/m)+2k kez (2.32)

¥ ile abelyen orgui istatistigi © istatisligi olarak bilinir ve uyarilmig bagli pargaciklara anyon

denir. Sirasi ile Bose, Fermi ve p/q istatisliklerine gére ¢zel durumlar;
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eg=2km . eg=(2k+1)w kez

eg=(p/q)nr  p,qez (2.33)

(2.32) esitligi anyonlar aras1 Aharanov-Bohm tipi etkilesim diigiincesi ile [2] referansindan

tiiretilen baZintiy1 gosterir. Son olarak  alanmnin davranisii Uzay-Zaman yansimasi ve yik

konjiigesyonunda analiz edelim. Temel alanlar ile meydana gelen alamin cebri, A4 ile

gosterilir. Dinamikler P, T ve C'nin ayn olarak degismezligini koruyan bir islemi ile tarif

edildiginden # 'de de bu transformasyonlart yerine getiren zamanda bagimsiz Bp ve ¢

lineer automorfizmler ve Bp anti-lineer automorfizmler mevcuttur. Burada bizim yapimiz ve
herkesce kabul edilen Chern-Simons yaklagim arasinda bir 6nemli farklihk var. Bp ve BT
tiimityle mevcut degil. Ciinkii, dinamik parite ve zaman yansimast simetriklerini agikca
ortadan kaldinliyor.L3] Aynica, biz de anomalilerin yokludu modelimizi perturbatif ve
normalize edilen diizeltilmig fonksiyonlarn ayn olarak degismeyen P, T ve C oldugunu
ortaya gikarir. Dolayisiyle automorfizimler Bp,,Bc,BT toplam olarak perturbatif fazda ortaya
¢ikabilir. Ornegin defismeyen perturbatif vakumu degismezler alam C ve P uniter

operatorleri ve T anti-uniter operatorleri mevcuttur. Béylece

CALRIC 1=Ay (), Cox)C-1=¢p*(x) (2.33)

PALGOP-1=A" 5y, Po(x)P-1=0(x") (2.34)

TA,)T-1=A",(x"), TeX)T-1=¢(x") (2.35)
Burada ;

V'=(vq,-V1,V2) Ve V'=(-05,01,02)  ;U=(Lg,L1,02)

vektoriniin  karsi  pargalanmn Uzay-Zaman yansimasim gosterir. (2.33) ve (2.35)

esitliklerinden
CoC-1=p¢P-1=T¢T-1=-4¢ (2.36)

bir anda elde edilir ki, bu da asagidaki temel sonuca sahiptir. Sifir olamayanmagnetik akiya
sahip modellerde, C, P ve T operatorleri ¢ ve -¢ aki bélgeler arasinda interpole edilir. C,P
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ve T' 1 sabit bir akiya sahip bir bolgede simirlamak miimkiin degildir. Bu genel gozlemlerden
sonra biz y alanmnin transformasyon ozellikleri tizerine konsantre oluruz. (2.33), (2.35)

esitlikleri yerine asafidaki esitlikler kolayca tiiretilir.

Cx(x;0e,8)C l=x*(x,0,6,8), (2.37)
Py(x;0,e8)P~ 1=y (x';m-0e,-g), (2.38)
Tx(x;0,6,8) T 1=x(x";0.¢,-8) (2.39)

Bekledigimiz gibi uzay yansimasinda yx(x;c.,e,g)nin sicim destegi onun aynadaki
gorintiist ile yer de@istiriyor, 6rnegin o—»m-o.. Basit ama ayrintih bir kontrol ile (2.29)
esilidi de hesaba katilarak, (2.) esitliginin her iki tarafina ayn olarak CP ve T
tarnsformasyonunu uyguladigimizda (2.37)-(2.39) esitliklerinin olugtugunu gozleriz[ A0]

Burada sunu eklemek yararli olacaktir. Ilke de perturbatif olmayan fazlarla P ve
T'nin kendiliginden bozulmas: hala olabilir. Yalmz buna P ve T'yi Chern-Simons terimi ile

bozmamizla kesin olarak karigtirmamaliyiz.

Sonugta, biz Chern-Simons terimi yoklugunda, genellikle orgii istatistikleri, 2+1
boyutlu relativistik kuantum ayar teorisinde gegerli olabilecegini gostermeye ¢alistik. Agikca,
bizim diisiincelerimiz bu terimi ihtiva eden ihtimalleri kural di1 etmiyor. Tersine gosterdik ki
anyonlarm ortaya ¢ikmasi 2+1 boyutlarda hem elektrik yiikii ve hem magnetik akiy1 tagtyan
yiikli bolgelerin evrensel 6zelligidir. Bu ¢alijmamizda geligtirilmis bolgelerin agik yapilar,
Chern-Simons langrajyanina dayanmuyor ve C,P,T transformasyonlan altinda anyon

alanlannin davranigim saptamaya ve incelemeye izin verir.
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EKLER

Chern-Simons terimi varken lagranje fonsiyonu;

II“=F*+ pug™ 4, —g"B
D=iy"

pvp

S =[—%F""Fﬂv ~BO"A, + e, 0" A" 4 + 51532 L7 (i0— ed — m)y]

Burada S lagrangian fonksiyonundan agagidaki ifadeleri elde ettik.
(i0 —eA—m)=0

@ (i6 — ed — m)=0

iy ~idgy =0

Buradan fonsiyonu su sekilde yazdik;

5= oy~ Opiy e Ay - mipy

Eger fonksiyondan

—'ZS- ve _0’1_9_ tiretilirse

27
idy —eAdy—my =0
—ioy —eyA-my =0
hareket denklemini elde ederiz.

S'den hareket denklemini goyle yazilabilir.
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O"F,, + uF,+3,B=eyo, +my
olur.
Burada;

— #
B=¢o"4, elde etmeye galistyoruz. S lagrange fonksiyonunu B'ye gore

minimize ederek, yani

&

—=0 dan
aB
1 dB
-0%4,+— 2B —=0
s dB

ifadesini elde ederiz, ve de B'yi burdan ¢ekersek asagidaki ifadeyi buluruz.

B={0"% 4, elde edildi.
Simdi de agagidaki esitligi gosterelim.

{B(x),4,(»)}=6,D(x~)

(9"€yvp5"A" =¢€,,0"0"A"
=¢,,0°0"4"
=¢,,0"0" A"
=-£,,,0 0% A"

Epmu = "Epmp dir.

yukardaki islemi yaparken kontuvaryant tiirevler den yaralandik. Aym bigimde asagidaki
ifadey1 gosterdik,

{B(x)w(»)}=ieD(x~ y)y(y)
4,= Z I o lae™ +a'e™

d’k.e™
= j k> —m*
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o o]
. 2_ 2 .
j d*k jda.e'“(k ) gk
0

2
I ia(kzi"lg'*-—x—z— T
e a 4q9° = -
V o

0
© 312 X2,
/A —i ——icam

_ 4
= f da—; e **

; o

o 32 o i
- 4
= Ida e €

0
1 da
—=a S =d,
B P
oo imx| 2m  xf
J’dﬁ ) 2 {xﬂ Zm}

1/2
o P
xp o2
2m
2m
—df=—e""dz
X

JB = 2m o2

2m
+ e’z im
r X e ? [e‘z+ez]
o (2,
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. e 2 [e'z+e
-0 ’21’1’1 e-z/Z

X
fm A -
— "‘_J‘dZ.e 1mxcoshz.e z/2
X
fm ;
- _— H (2)1/2 [mX] dlI‘.
X

pn=0
O'F,, + 0*Fpp + pe o, F 2 + pegy F +0,B=eyy, v
O'F,, +0°F,, +2uF? +0, B=eyy, v
{8,B.w} = e{Wr,w.v}
8,{B,w} = e[y, 2 +v,8' +v,0°|Dy v
=ed°D

{V.y}=2aD
0=(y,8° +7,8 +7,8*)D
[A.A]=D(x-y)
[¥.w] = v°D(x-y)
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30,8, -8,A,]+&[0,A, - 0,A,] +2u[8.A, —8,A,] +[8,B,A] =0
80 A.A | +88,[A,A,] = 3,[B,A]

(612 + 622) g"D(x-y)=5,[BA]

[8,>-&" ~&"[D=0

8,’D = 3,[B,A]

8,D = [B Al

7 )}- 160 (s - » ()
fB y/}= B}r// ]exp( )+y/{B exp( )}

yani

[B.4c¢ ]

BAC - ACB
BAC-ABC+ABC-ACB

[B.ak+a[B.c]
Buradan

(B,l-l- 4, + Az“iz)
[B.e4]-[B.4F"
1ef5 D(x—y)d ( }"
1efD(x—y)d y. (
= —zeD(x—y)T/"
a*(p) = Id%[zg“" pln) + £“""Ppo(n)]nv

1 . .
— =—)ds.e""™"®* 5 Fourier doniigimiinden
np+ie iy

|

1
np+ig

1 I
2_1a_po eP* [ig/lv p(n) +& nwwp Ppo.(n)]nv ;]ads.ex(npﬂs)s
- )
yukaridaki ifadede bazi integral kisimlan bize § fonksiyonunu verir.
Asagidaki gibi
1 .
i_;[_zdp g-ipxtinps _ 5()&' - i’lS)

: . M 17
Ie"””Pp = bu integralde tiireve egit olur. YamJ.e““”‘P = &

Tdse(s) = Tds seklinde tanimladiktan sonra ifade en son big imyle
-0 0
asagidaki gibi gosterildi,

Tds@(s)[g”" p(n)+e**3pln,.5(x —ns)
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{0, w(x.¢)}=-

C - S terimi varhifinda anyon kuantum alanindaki ¢ alimadan Q akimile
w(x, ¢ )fonsiyonundan yaralandik. Integralde & F,, yerine degerini
yazdik ve bunu agagidaki bi¢ inde ag tik.

Ik d’x = Jﬁ F. 0°x
= Iﬁ_ ”i - HEu AT +gloB]o”3x
= J.[ﬁiﬂ'i ~ pe,, 0,4"10°x

(.
ﬂta"n,.—yamaA”,w(x ex —fd2 (1+ ) f'(£-3)4,(y) - (1- Dg'( - e,

|#%,4,] = -8 komitatora & fonksiyonuna esitti.

I- (1 2’) if= = i
. . ~Ag\x-yle;m'{x
[5t”t’Aij(1+Z')]=—5f1(1+]')+{_ﬂ80"’514v ( ‘l;y) ’ ( O’y)
=(1-Ae,,0,8's; yukarda gerekli islemleri
yaptiktan sonra her bir komiitatdrden - (1+ A) ve (1- 1) gelir. Bunlar
toplandigmda,

| I

=1+ A +(1-24)

=24 elde edilir.
{0, w} = ~ ey bizde bundan yaralanarak i{#, o(x’,b)} = po(x’,b)
oldugunu gosterdik.

z(x, s 42) = l?(x, é’l) y/(x, {2) bu ifadede C- S terimi varlifinda
yapilan ¢ digmadandir. Biz bug alymadan yararlandik, y bilesik alanin
kurulmasina yardim eden y 1 agagidaki gibi tammladik,

|_z'e
w(x, &) = wlx)exp g.f d*y(1+ ) f(x~ y)A(x,,5) ~(1- Dg'(x - y)s,

i{Q (X' 61342)} =(ﬂz _i)el(x', é'l,é'z) => komijtatorii

dAB dA dB
& & e

[0, 4B =[04 - AQ|B + 4] 0B - BY]
= [Q, A] B+ A[Q, B] seklinde ag tik.

Buna gore ,Q = jo’"F’,.v0”3 x akimini kulanarak bilesik alani
=-i(2 -1y +{2 -y
=(4 - A)iv elde ederiz.
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"(2+1) boyutda ayar teorisinde yiklii alanlarin agisal momentumu" ile yaptigimiz
¢aligmadan ;

K= sijxi(qt“ajA“ + 7,00+ dlp*+n dc+n HTHem A ),
KR = J'dzyK(Y):

Dy
(K. 000} = im (K, )

x1=rcosb, y1=rcosb
g &I 407 g, , . . L
&, = &, o + &, 30 = . m'rve @ 'ya gore kismi tiirevi olarak tammladik.
r=4/x"+x,2'i x, ve x, olarak tanimladik.
o x
a, =" =cosd

x ) L x
tan @ =x—2 ='1n tersini aldik. 6 =tan™ ~*

7 g 1 a
. =c0sf ————sinf — yukarda aldifim1z tiirevleri x, ve X, ¢ arpip,yazdik ve agagidaki gibi
ax, a0 r o9

bu ¢ arpimd gerekli ifadeleri yazdik. Sonug olaak

D npl 080 0.
& Mty
é i é J é é
v “ _ N 6 0__ s wl v . v 2 v
x, a, x, &, rsind cosd —- - sin 9% rsmecoseﬁ cos 050

= Edg(o( x,,) ,ifadenin bu sekilde oldugunu gosterdik.

6=0
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