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ABSTRACT

The vibrations can be categorized as longitudinal, transverse and torsional according to their
directions. In this work, using the Gateaux derivative and functional analysis, the longitudinal
vibrations of elastic bars which has various boundary conditions and cross sections were
researched. Firstly, the essential equations which will be used in the analysis were obtained.
Then they were written in operator forms and so it was shown that they fit the potency
conditions. Subsequently the related functionals of longitudinal vibrations of bars were
obtained using the Gateaux derivative method. In these functionals there exist two variables
as normal force and longitudinal displacement. The longitudinal shape functions suitable for
the problem were determined. Through the application of these shape functions to the existing
functionals the element matrices were separately obtained for both functionals. With these
element matrices the longitudinal vibration frequencies on the bars, which have various
boundary conditions, were obtained. The results were compared and verified with the results
in the related literature.

OZET
Titresim problemlerini, titresim hareketinin yoniine gore boyuna titresim, enine titresim ve
burulma seklinde birkag¢ baslik altinda incelemek miimkiindiir. Bu ¢alismada Géateaux tiirevi

ve fonksiyonel analiz ile farkli sinir kosullarina ve kesitlere sahip elastik cubuklara ait boyuna
titresim hareketi incelenmistir.

Ik olarak analiz sirasinda kullanilacak olan temel denklemler elde edilmis ve bu denklemler
operator formda yazilarak potansiyellik kosulunu sagladigi gosterilmistir. Daha sonra Gateaux
tirevi yontemi ile ¢ubuklarin boyuna titresim hareketine ait ilgili fonksiyoneller elde
edilmistir. Bu fonksiyonellerde normal kuvvet ve boyuna yer degistirme olmak {izere iki
degisken bulunmaktadir. Probleme uygun dogrusal sekil fonksiyonlar1 belirlenmis ve bu sekil
fonksiyonlar1 mevcut fonksiyonellere uygulanarak her iki fonksiyonel icin de eleman
matrisleri ayr1 ayr1 elde edilmistir. Elde edilen eleman matrisleri ile farkli sinir kosullarina
sahip cubuklar lizerinde boyuna titresim frekanslar1 elde edilmistir. Titresim frekanslarinin,
hesaplanmasi1 ic¢in Fortran programlama dili kullanilarak bir kod yazilmistir. Hazirlanan
program ile elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi igin literatiirde yer alan Ornekler
kullanilmustir.
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GIRIS

Cubuklarin boyuna titresimleri ile ilgili literatiirde bir ¢ok ¢alisma bulmak miimkiindiir.

R.E.D. Bishop ve D.C. Johnson [1], S. Timoshenko [2], B. Rayleigh ve J. W. Strutt [3]
tarafindan yazilan kitaplarda boyuna titresim ile ilgili ayrintili bilgiler mevcuttur. M.
Eisenberger [4] tarafindan degisken kesitli ¢ubuklarda titresim frekansi incelenmistir. B. M.
Kumar ve R. I. Sujith [5] tarafindan yapilan ¢alismada {iniform olmayan ¢ubuklarin boyuna
titresimleri igin kesin ¢oziimler elde edilmistir. B. Yardimoglu [6] referans [5]’de bulunan iki
ucu serbest cubugun frekans denklemindeki hatay1 diizelterek dogru frekans denklemini elde
etmistir. Q. S. Li [7] tarafindan yapilan ¢alismada siirekli degisen kesite sahip g¢ubuklarin
boyuna serbest titresimleri i¢in kesin ¢oziimleri elde edilmistir. Yine Q. S. Li [8] tarafindan
kesitleri ani degisen gubuklarin pargali analitik ¢6zlimiine dayali serbest boyuna titresimlerini
incelenmistir. Z. Girgin, E. Demir ve C. Kol [9] tarafindan genellestirilmis diferansiyel
quadrature metodu ile bir ucu ankastre diger ucu serbest ¢cubugun boyuna titresim frekansi
elde edilmistir. B. Yardimoglu ve L. Aydin [10] tarafindan degisken kesitli gubuklarin boyuna
titresim karakteristikleri lizerine bir ¢alisma yapilmistir.

ALAN DENKLEMLERI VE GATEAUX TUREVI

Cubuklarda boyuna titresim hareketine ait diferansiyel denklem asagidaki sekildedir:
0?U _p 0°U (1)
0z2  E’ ot2

Bu denklemde E sistemin elastisite modiiliinii, p cismin birim kiitlesini ifade etmektedir.

Denklem (1) alan iizerinde integre edildiginde normal kuvvet cinsinden asagidaki sekilde
ifade edilir:

2
= Al @
Yer degistirme ve normal kuvvet
U(z t) = u.el®t 3)
N(z t) = N. el®t 4)

seklinde yazilir ve (3) ve (4) denklemi e'®' parantezine alinacak sekilde diizenlenirse
denklemler asagidaki hale gelir:

ON

2 o 5
p.A w? u+ % 0 (5)

du N
= 6
0z * E.A 0 ©)

Alan denklemleri operator formda asagidaki sekilde gosterilmektedir [11,12]:

Q=Lu-f (7)

Burada L tiirev operatoriinii, u bilinmeyenleri ve f dis ylikleri temsil etmektedir.

Q operatorii sinir kosullarint da igerecek sekilde matris formda yazilacak olursa asagidaki
denklem elde edilir:
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Eger Q operatdrii potansiyel ise

(dQ(u, W), u*) = (dQ(u, u*), u) (9)

kosulunu saglamalidir. Yukaridaki sart saglatildiktan sonra agsagidaki fonksiyonel elde edilir
[13]:

1
I(u) =f (Q(su,u),u)ds (10)
0

Denklem (7) denklem (10)’da yerine yerlestirilir ve Normal Kuvvet (N) iizerinde kismi tiirev
uygulanirsa;

L = %psz[u, u] = [N, u'] + ﬁ [N,N] + [u,N], + [N, u], — [, N], (11)

fonksiyoneli, Yer Degistirme (u) tizerinde kismi tiirev uygulanirsa;

Iy = 5 pA?[u, ] + [N, ul + = [N, N] — [0, N, + [, ], — [8,N], (12

fonksiyoneli elde edilir.
Fonksiyonellerde [ , ] i¢ ¢arpimu ifade etmektedir.

SEKIL FONKSIYONLARI

Fonksiyonellerde bulunan degiskenleri karakterize eden sekil fonksiyonlar1 asagidaki sekilde
secilmisgtir:

¥="— = (13)

W= = (14)
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Fonksiyonele ait tiim bilinmeyenler interpolasyon formunda yazilirsa ¢ubuk i¢inde herhangi
bir noktadaki degiskenler:

u=u;. ¥ +u. ¥ (15)
u =u. W+ (16)
N=N.¥+N. W (17)
N' = N. W/ + N. W/ (18)

seklinde yazilabilirler.
Elde edilen denklemler fonksiyonellerde yerlerine yerlestirilirse 11 fonksiyoneli i¢in;

( A 0?) L A o? L 1
pAWY).z 3 pAW.Z o
1 L 1 L | 1wl o
2 3E 2 6EA | [Ni| _[o
NPT S T B e T (19)
(p.-A0%).2 —5 (pA0T).z —Z [N 0
1 L 1 L
2 6E 2 3EA-
eleman matrisi, I2 fonksiyoneli i¢in;
PR LS SEMPAS T
(p-Aw ).3 > (p. .0)).6 >
1 L 1 L | 1wl o
2 3EA 2 6EA| [Ni _ fo
A o2 L 1 A w? L 1 [[%] " |o (20)
1 L 1 L
2 6EA 2 3EA-

eleman matrisi elde edilir.
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SAYISAL ORNEKLER

Bir Ucu Ankastre Bagh Diger Ucu Serbest Lineer Degisken Kesitli Cubuk

Lineer degisken kesitli ¢ubuk i¢in titresim frekansini hesaplayabilmek amaciyla E/p=1, L=1m,
A1=2m? ve A;=1m? olarak belirlenmistir. Eisenberger [14]’de yer alan alan i¢in A=2-z
bagintis1 kullanilmistir. Sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit parcaya bolinmiistiir.
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Sekil 1. Bir ucu ankastre bagli diger ucu serbest lineer degisken kesitli gubuk

Cizelge 1. Bir ucu ankastre bagli diger ucu serbest lineer degisen kesitli cubuga ait titresim

frekans1

Eleman Sayis1 Bu Calisma Eisenberger
1 1.5 1.73205
2 1.70854 1.79334
5 1.77092 1.79473
10 1.78422 1.79422
25 1.79053 1.79405
50 1.79244 1.79402

Kesin Sonug 1.79401

Bir Ucu Ankastre Bagh Diger Ucu Serbest Lineer Degisken Kesitli Cubuk

Parabolik degisen kesitli ¢ubuk icin titresim frekansini hesaplayabilmek amaciyla, E/p=1,
L=1Im, Alan i¢in Eisenberger [15]’de &rneginde yer alan A=3-4z+2z2 bagintis1 kullanilmustir.
Sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit pargaya boliinmistiir. Sonuglar Eisenberger [15] ile
karsilastirtlmistir. Lineer degisken kesitli gubuk igin titresim frekansini hesaplayabilmek
amactyla E/p=1, L=1m, A1=2m? ve A,=1m? olarak belirlenmistir. Eisenberger [15]’de yer alan
icin A=2-z bagintis1 kullanilmistir. Sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit parcaya boliinmiistiir.
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Sekil 2. Bir ucu ankastre bagli diger ucu serbest parabolik degisken kesitli gubuk

Cizelge 2. Bir ucu ankastre diger ucu serbest parabolik degisen kesitli gubuga ait titresim

frekansi
Eleman Sayis1 Bu Calisma Eisenberger
1 1.5 1.73205
2 1.90078 1.95371
5 1.98845 1.96945
10 1.98651 1.97058
25 1.978799 1.97085
50 1.97498 1.97088
Kesin Sonug 1.97090

Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Ani Degisken Kesitli Cubuk

Ani degisken kesitli cubuga ait titresim frekansinin hesaplanabilmesi amaciyla sistemdeki
cubuga ait , toplam boy L=3m, olarak verilmis ve ¢cubuk A1=2A ve L=1m, A=A ve L=1m
A=A ve L=Im olacak sekilde birbirine esit 3 parcaya bolinmiistiir. Sonuclarin
karsilastirilabilmesi i¢in Bishop [16]’da yer alan drnege ait sonuglardan faydalanilmistir ve
sisteme ait frekans hesabi i¢in;

O)Lz (1)L1
Aqitan—g=+A.tan—¢—

) ) AZ (1)]..3
= —.cot (19)
wLq wLo E
A;{—A,tan——=Ltan—2 Az —
1 2 E E )
p p
bagintis1 verilmistir.
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Sekil 3. Bir ucu ankastre diger ucu serbest ani degisken kesitli gubuk

Cizelge 3. Bir ucu ankastre diger ucu serbest ani degisen kesitli gubuga ait titresim titresim

Eleman Sayis1 Bu Calisma Bishop
3 0.61497 0.61548
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SONUCLAR

Bu ¢alismada Gateaux tlirevi yontemi ile degisken en kesitli gubuklara ait fonksiyoneller elde
edilmistir. Fonksiyonellerde normal kuvvet ve boyuna yer degistirme olarak iki parametre
bulunmaktadir. Elde edilen fonksiyonellerin ¢éziimii i¢in karisik sonlu elemanlar yontemi

kullanilmistir. Fonksiyonellerde bulunan degiskenlerin yalnizca birinci tlirevlerinin bulunmasi

dolayist ile dogrusal sekil fonksiyonlari secilmistir.

Iki diigiim noktal1 tek elemanli ¢ubuk icin elaman matrisleri elde edilmistir. Karisik sonlu
elaman formiilasyonu kullanilarak farkli sinir kosullari ve degisken en kesitlere sahip
cubuklara ait titresim frekanslar1 bulunmustur. Elde edilen sayisal sonuglar literatiirde yer alan

caligmalarin sonuglari ile karsilastirilarak dogrulanmustir.
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