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ONSOz

Bu tez calismasinda Chebyshev polinomlar1 ve bu polinomlarin adi diferansiyel
denklemlerin baglangic deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmasi incelenmistir.
Lisans egitimimde aldigim Sayisal Yontemler ve Ileri Sayisal Yontemler dersleri
sayesinde matematigin niimerik analiz kismini ¢ok sevdim ve bu alanda calismak
istedigime karar verdim. Bu alanda ¢aligmami saglayan, bana bu tez konusunu vererek
bu konuda bilgilenmemi ve tecriibe kazanmami saglayan Saym Yar. Dog. Dr. Ahmet
KIRIS’ a bana olan giivenini ve her tiirlii destegini esirgemeyen aileme ve arkadaslarima
tesekkiir ediyorum.
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CHEBYSHEV POLINOMLARI VE ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
SERI COZUMLERI

OZET

Giliniimiizde basta fizik, mekanik ve kimya olmak iizere ¢ok sayida alandaki bilimsel
problem diferansiyel denklem formunda ortaya ¢ikmaktadir. Bunlarin biiyiik kisminin
kesin analitik ¢oziimiinii bulmak zordur. Dolayisiyla, kesin ¢oziime son derece yakin
sayisal ¢oziimler bulmak adina bircok teknik denenmistir. Ornek olarak; Euler, Taylor,
Runge-Kutta ve asimptotik agilimlar sayilabilir. Euler, Taylor ve Runge-Kutta
metodlarinda biiyiikk x degerleri i¢in baslangi¢ kosullarini saglamak oldukca zordur.
Asimptotik acilimlar bu hususta daha ¢ok kolaylik saglasa da, smirli derecede dogruluga
sahip olup Onemli sayida basamak kaybma yol acar. Bir diger teknik ise bu
olumsuzluklardan siyrilabilen ve sayisal hesaplamalarda siklikla kullanilan Chebyshev
yontemidir. Chebyshev yontemi, fonksiyona belirli bir aralikta yaklagim yaparken,
hatayr miimkiin oldugunca az yapacak noktalar secerek bunlara karsilik gelen
interpolasyonlar1 arar. Chebyshev yaklasimi olarak adlandirilan bu interpolasyonlari
bulmanin en verimli yolu Chebyshev polinomlarmi (T, (X)) kullanmaktir. Verilen aralik
[—1,1] araligma uyarlanarak, fonksiyon f(x) :i'anTn(X) serisi seklinde agilir.
n=0
Chebyshev polinomlarinin en biiyiik avantajlarindan biri sayisal diferansiyellenme ve
sayisal integrasyonun ¢ok hizli gerceklesmesidir. Bir digeri ise fonksiyonu sonsuz
diferansiyellenebilir yapan Chebyshev agilimlar1 sayesinde diizgiin (smooth)

fonksiyonlarin iyi temsil edilebilmesidir. A¢ilim katsayilar1 a,’ ler, n sonsuza giderken

hizlica sifira yakinsarlar. Bunun yaninda, Chebyshev yonteminin sinir deger problemleri
ve akigkanlar mekaniginin sayisal ¢oziimlerinde de basarili oldugu kanitlanmistir.
Chebyshev polinomlar1 Rus matematik¢i Chebyshev tarafindan 1854 yilinda tanitilmis
olup [1], diferansiyel denklemlerde kullanilmak tizere Lanczos [2] ve Clenshaw [3-7]

tarafindan tekrar ele alimmistir. Konu hakkinda genis bilgi Fox ve Parker’in kitabinda
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bulunabilir [8]. Son yillarda ise; Sezer, Giilsu ve Tanay yiiksek mertebe lineer adi
diferansiyel denklemler [9] i¢in, Elbarbary ve El Kady smir deger problemleri [10] igin,
Khalifa, Elbarbary ve Elzarek ikinci ve dordincu mertebe eliptik denklemler [11] icin,
Muite dordiincii mertebe yar1 lineer baslangic sinir deger problemleri [12] igin
Chebyshev polinomlarmi kullanmiglardir. Bunun yaninda Ramos ve Rubio, Runge-
Kutta ile Chebyshev geri rekiirsif diferansiyellenmesi arasindaki iliskiyi [13]; Clenshaw
ve Curtis, sayisal integrasyonda Chebyshev’in nasil kullanilabilecegini [5]; Skogestad ve
Kalisch, Korteweg-de Vries smir deger probleminin ¢ozimunde sonlu fark ve
Chebyshev yonteminin karsilastirmasint [14], Sezer ve Kaynak Chebyshev matrix

yontemini [15] ortaya koymuslardir.

Bu ¢alismada Birinci boliimde once Taylor polinomlarinin yetersizligi ve Chebyshev
polinomlarma neden gerek duyuldugu anlatilip, daha sonra Chebyshev polinomlari

tanimlanmig, kokleri ve ekstremum degerleri elde edilmistir. Bununla birlikte yonetici
katsayist birim olan Monik Chebyshev polinomlar1 takdim edilip, [—1,1] araliginda

taniml1 olan Chebyshev polinomunun diger araliklara nasil uyarlandig1 gosterilmistir. Bu

hususta ozellikle [0,1] araligma uyarlanma 6nemli bir yer teskil etmektedir. Bu bolumin

sonunda bazi Chebyshev ifadelerinin seri acilimlar1 daha sonraki bdliimlerde

kullanilmak tizere verilmistir.

Ikinci boliimde ise besinci boliimde bahsedilecek olan diferansiyel denklem
¢coziimlerinde siklikla kullanilan Chebyshev fonksiyonlarinin integral ve tiirevleri

verilerek, birinci boliimdeki tanim ve teoremler yardimiyla ispatlanmustir.

Ucgiincii béliimde herhangi bir fonksiyon yerine interpolasyon kullanmakla yapilan hata
analizi ile, Lagrange interpolasyonlari yerine, bu yontemde diiglim noktalarinin
Chebyshev polinomlarinin kokleri olarak segilmesine dayanan Lagrange-Chebyshev
interpolasyonunu kullanmanm daha az hataya neden oldugu gosterilmistir. Ayrica bu
sonucun bir bagka faydasi olarak; verilen hata toleransi i¢inde kalacak sekilde
interpolasyon polinomlarinin mertebesi indirgenerek, gergek problemlerin ¢6zUm

asamalarinda hesap ekonomiklestirmesi yapilabilmesi sayilabilir.
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Ddordunct bolimde Once n. mertebe fark denklemi ve diferansiyel denklemler igin,
sonra birinci ve ikinci mertebe rekiirans bagintilar1 i¢in hata analizi yapilmigtir.
Burada ikinci mertebe rekiirans bagintilarinda baslangi¢c ve smir deger problemleri
ayr1 ayri ele almip detaylandirilmig, geriye rekiirans bagintis1 kullanmakla ortaya

c¢ikan hatanin belirli bir degerden kiiciik kalacagi gosterilmistir.

Son olarak, besinci bolimde ise Chebyshev polinomlarinmn adi diferansiyel
denklemlerin seri ¢dziimleri i¢in nasil kullanildig1 ispatlari ile gosterilmistir. Bunun
icin, dogrudan hesap, geriye rekiirsif iligki ve geriye rekiirsif iligkinin biraz daha
gelistirilmis hali olan Clenshaw yontemleri ile adi diferansiyel denklemlerin

¢oziimleri verilmis, karmasik baslangi¢ deger ve sinir deger problemleri ¢oziilmiistiir.
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CHEBYSHEV POLYNOMIALS AND SERIAL SOLUTIONS OF
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

In recent years, a huge number of scientific problems especially in mechanic,
chemistry and physics have occurred in a differential equation form. The analytical
exact solutions of most of these problems can’t easily be found. Therefore, a lot of
methods such as Euler, Taylor, Runge-Kutta and asymptotic expansions have been
tried to get numerical solutions which are close to exact solutions. While using the
methods of Euler, Taylor and Runge-Kutta, it is really hard to satisfy initial
conditions for large x values. Although asymptotic expansions are more successful
at that point, they have limited accuracy and cause in a significant amount of digit
loss. Another method which has no negativities mentioned before and used
frequently in numerical computations is called Chebyshev method. According to the
Chebyshev method, the values of x where the functions are interpolated should be
carefully chosen so as to make the error as small as possible. The most efficient way
to find these x points (Chebyshev nodes) and corresponding interpolations

(Chebyshev approximations) is the usage of Chebyshev polynomials (T,(x)). Any

given interval can be adapted to [-11] and then, the function is expanded as

f(x)= ZanTn(x) series. One of the most important advantages of using Chebyshev
n=0

polynomials is the fast performation of the numerical integration and differentiation.
Another advantage is the good representation of smooth functions which are made
infinitely differentiable by Chebyshev expansions. The coefficients of expansions
converge fastly to the zero as the number of series terms go to infinity. Moreover, it
has been proven that Chebyshev method is successful on numerical solutions of
boundary value problems and fluid mechanics. Chebyshev polynomials has been
introduced in 1854 by Chebyshev [1] and reconsidered to solve differential equations
by Lanczos and Clenshaw [2]. There is huge information about this topic on the book
of Fox and Parker [8] . Recently, there has been a lot of studies in which Chebyshev
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poynomials are used: Sezer et al. used these polynomials for higher-order linear
ordinary differential equations [9] . Elbarbary and El Kady solved boundary value
problems by using Chebyshev method [10]. Khalifa et al. obtained the solution of
second and fourth order elliptic equations by Chebyshev method [11]. Furthermore,
Muite adapted this method to the fourth order semilinear initial boundary value
problems. Besides, Ramos and Rubio pointed out the relation between Runge-Kutta
and Chebyshev backward recursive differentiation [13], Clenshaw and Curtis
explained how to use Chebyshev polynomials in numerical integration [5] and Sezer
and Kaynak constructed the Chebyshev Matrix method which has been developed
by Chebyshev polynomials [15].

In this study, firstly the insufficiency of Taylor series and why Chebyshev
polynomials are needed has been declared in the first section. Then, the roots and the
extremum points of Chebyshev polynomials has been calculated. Moreover, Monic
Chebyshev polynomials whose the leading coeeficient is unit has been represented.

The adaptation of the Chebyshev polynomials which are defined in [-1,1] to the any

given interval has been shown. [0,1] interval is really remarkable at this point.

Finally, to be used in next sections, series expansions of some Chebyshev
expressions has been given at the end of the section.

In the second section, the integrals and the derivatives of Chebyshev functions which
are frequently used in solution of differential equations has been introduced by using
the definitions and theorems given in the first section.

The error analyses of using interpolation and using Lagrange-Chebyshev
interpolation whose nodes are choosen as the roots of Chebyshev polynomials
instead of Lagrange interpolation have been demonstrated in the third section. At this
point, it should be emphasized that Lagrange-Chebyshev method has smaller error.
Moreover, another advantage of this result is the economization in calculations while
computing real problems by reducing the order of interpolation polynomials in given

error tolerance.

In fourth section, the error analyses for the n. order difference equation and
differential equation, then the error analyses for first and second order recurrence
relations have been made. The initial value and boundary value problems has been
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separately investigated in detail in the second order recurrence relation and it has
been proven that the error occuring in backward reccurrence relation is always
smaller than a certain value.

Finally, it has been illustrated how Chebyshev polynomials are used for serial
solutions of ordinary differential equations with proofs in the last section. For the
solutions of ordinary differential equations by using Chebyshev series expansion, the
methods of direct calculation, backward recurrence relation and Clenshaw method
which is the improved version of backward recurrence relation has been given.
Besides, to illustrate them, some reasonably difficult inital value and mixed boundary
value problems have been solved.
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1. CHEBYSHEV FONKSiYONLARI VE OZELLIKLERI

1.1 Taylor Polinomlarinin Yetersizligi

Sayisal analizdeki en genel ve basit problemlerden biri f(x) fonksiyonunun bir ya
da daha fazla sayida verilmis X argumani i¢in hesaplanmasidir. Fonksiyon agik form
olarak; bir seri, bir belirli integral ya da baska bir hesaplanabilir form seklinde veya
bir diferansiyel ya da integral denklemin ¢0zumi gibi kapali bir formda
tanimlanabilir. Alternatif olarak, verilen fonksiyondan se¢ilen bir sayisal yontemle,

verilen bir aralikta X, degerleri i¢cin f(x ) degerlerinden olusan bir tabloda elde

edilebilir. Dahas1 fonksiyonun ac¢ik veya kapali bir formunun olmadigi durumlarda,
deneylerden elde edilmis boyle bir tablo da verilmis olabilir. Matematiksel tablolar,
hesaplamanin temel amaglarindan biridir ve bu tablolar1 tretmek Ozellikle
fonksiyonun bir diferansiyel veya integral denklemin ¢6ziimii olacak sekilde kapali
formlarda verildiginde zorlu bir asamadir. f(x) fonksiyonunu bir p(x)
yaklagimiyla vermektense, genis bir X araliginda kesin duyarlilikla aramak daha
gercekeidir. Boyle bir polinom yaklasimindan “Hesaplamanin kolay olmasi” ve
“hatasinin problemin bilimsel igerigine bagh olarak bazi bilinen kriterlere” olarak iKi
Ozellige sahip olmasi beklenir. Bir polinom hesaplamanin muhtemelen en kolay

formu oldugundan ilk olarak f (x) ’e Taylor agilimi ile yaklagildiginda,

(X=%)"™ FOD(E) L

~ g (X=%)" <
FOO = T06) + (X=X T (%) .t 5= (%) + (n+D)! 0.1)

Xo <ESX

Burada n. dereceden p,(x) polinomu, (1.1) ’in sag tarafinin son terimini hata terimi

kabul edip ihmal edilerek tanimlanir ve bu hata terimi igin



0)n+l

01100, 0]<|

fOeD (5)‘ 0.2)
kullanilir. Eger X serinin yakmsaklik yarigapinin igindeyse, polinomun derecesi
istenen kriterlere uygun kesme hatasini saglayacak biyukliukte secilir. Fakat Taylor
serisinin “yakmsaklik araligmin kiiglk olmasi” ve “gerekli kriterleri saglayacak terim
sayisinin X parametresine bagli olmasi” gibi bazi1 kesin smirlamalar1 vardir.

Dolayisiyla yakmsaklik limitinin yakmlarinda gerekli p,(x) derecesi ¢ok blytk

olabilir. Ornegin,
In(1+x):x—%x2+%x3—... (0.3)

serisi X >1 i¢in yakinsamaz ve X =1 i¢in 0.0001° i agmayan bir hatay1 garanti etmek
icin 10* terime ihtiya¢ olur. Bu duyarlilikta Xx=0.1 “ de sadece 3 terime gerek
vardir. Taylor serisinin yakinsaklik araligi sonsuz olsa bile yine de ¢ok sayida terime
ihtiya¢ duyulabilir. Bu, isaretlerde siklikla osilasyonlara yol acgacaktir ve biiyiik
negatif ya da pozitif terimleri elemek seri toplaminda diisiik kesinlik verecektir,
ornegin c0s10x gibi periyodik fonksiyonlar ya da e gibi azalan Ustel

fonksiyonlar. Bu durumlarda Fourier serileri veya e™ agilimlari tercih edilebilir;

f(x)=4a, +Zn:(ar cosrx+Db, sinrx)+E, (X)
i i : (0.4)
f(x)=a,+> ae™+E,(X)
r=1

Bu agilimlar Taylor serisinden ¢ok daha kiigiik katsayilara sahiptir. Kabul edilen ve
hesaplanmasi nispeten daha kolay olan yaklagim kesme hatasini ihmal eden a¢ilimin

sonlu kismidur.

Son olarak, f(x) fonksiyonunun hizli degisimler gosterdigi bolgelerde x,e™,e™
kuvvetindeki agilimlarin muhtemelen basarisiz olacagi ya da c¢ok biiyiik sayida
terime ihtiyag duyacagi belirtiimelidir. Boyle durumlarda f(x) = p(x)/q(x)

formundaki agilimlar tercih edilebilir. Burada p(x) ve q(x) hesaplanmas: kolay



fonksiyonlar, ozellikle f(x) fonksiyonunun rasyonel oldugu durumlarda polinom

bile olabilirler ki, bu durum Pade agilimlarina karsilik gelir.

Bu ve bundan sonraki boliimlerde Chebyshev polinomlarinin teorik ve pratik

ozellikleri verilerek yaklasim fonksiyonu liretmedeki 6nemi ortaya konacaktur.

1.2 Chebysev Polinomunun Tanimi ve Ozellikleri
Chebysev polinomlari, Vn>0,x € [—1, 1] olmak tzere,
T, (x) = cos n(arccos x) (0.5)
seklinde tanimlanir. Burada, T,(x) =1, T,(X)=x dir. n=>1i¢in
X =C0sd (0.6)
almarak,
T,(cos @) = cos n(arccos(cos #)) = cosnd 0.7)
ifadesinde N yerine sirasiyla N+1 ve N—1 yazilirsa,
T,.,(cos@) = cos(n+1)8 = cosnd cos & —sin ndsin & (0.8)
T, ,(cos@) =cos(n—1)8 = cosndcos @ +sin ngdsin & (0.9
elde edilir. (1.8) ve (1.9) toplaminda, @ =arccosX dontsiimii kullanilirsa
T,.)+T ,(x)=2xT (x) nx>1 (0.10)

oldugu goralir. T,(x)=1 ve T,(x)=x olduguna dikkat edilirse, (1.10) ifadesinden
T,(X)=2x*-1 ve benzer sekilde T,(X)=2x(2x’-1D)-x=4x’-x ve
T,(X) = 2x(4x> = 3x) — (2x* —1) =8x* —8x* +1 elde edilir ki, bu islemler sonucunda

her zaman bir Ust derece polinomlar elde edilebilecegi agiktir, sonu¢ olarak benzer

islemlerle

T(X)=2""x"+... (0.11)



yapist elde edilir.

Teorem 1.1: T (x), n=12,.... Chebyshev polinomlar1 w(x)=(1-x*)"? agirlk

fonksiyonuna gére [-1,1] araliginda ortogonaldirler.

Ispat: 1.Durum: n=m igin,

1 1
cos(narccos x) cos(marccos X)
w(X)T, (X)T, (X)dx = dx (0.12)
_Il J; V1-x?
ifadesinde
arccosx =6 (0.13)
doniisimU uygulanirsa,
0
f— cos(nd) cos(ma)da (0.14)
elde edilir ki, bu ifadenin
= J'l(cos(n +m)&+cos(n—m)o)do = L sin(n-+m)o + sin(n —m)o =0(0.15)
02 2\ (n+m) (n-m)

oldugu kolayca gortiliir.

2.Durum: n=m=0 igin,

Icos ng = _[Mde (0.16)

jw(x)Tnz (X)dx = jcos narccosx) . _

N

1 - i
[ w(x)Tf(x)dx:l(ms'”z”H) _Z (0.17)
J 2 n ), 2
3.Durum: n=m=20 igin,
1 1 1 0
W(X)TZ(X)dX = | ——=dx=—|dO=1. (0.18)
Il ’ J1\/1—x2 J



Teorem 1.2: n>1igin T, (x) polinomunun [-1,1] araliginda

— (Zk—l j
X, = COS 7| k=12,..,n
2n

noktalarinda n tane sifir1 ve ayrica

k
X, = cos(Tﬂ) k=0,12,.,n

noktalarinda (n+1) tane ekstrem degeri vardir ve bu ekstrem degerler
(-1)"

dir. Kokleri i¢in ise,
T (x) = 0=> cos(narccos x) = 0 = narccos x = r%
Burada r tek olmak zorundadir dolayisiyla r = (2k —1) olarak segilirse,
arccos x = (2k —1) %

x_k:cos(k—ijz k=12,..n
2)n

ifadesi elde edilir. Chebyshev polinomlarmin ekstremumlari

T '(x) = —nsin n(arccos x) )
1-x°
ifadesinden
nsin n(arccos x) 1 _0=sin n(arccos x') =0

V1-x°

-, -, krx
= narccos x'=kzr = arccos x'=—
n

sonu¢ olarak

(0.19)

(0.20)

(0.21)

(0.22)

(0.23)

(0.24)

(0.25)

(0.26)



K:cos(‘%) k=0,12,.,n (0.27)

noktalarindadir ve bu ekstrem noktalarda, polinomlarin ekstrem degerleri

T, (x_k ) =cosn (arccos(cosk—ﬁjj = cosnk Z = coskr (0.28)
n n
=T (%)= k=0,12,..n (0.29)

ile verilir.
1.2.1 Monik Chebyshev polinomlar:

T (x) polinomunda en buytk derecenin (x")katsayisinin 2" oldugu (1.11)’ da
gosterilmigtir. Tiim polinomun bu katsayiya boliinmesiyle elde edilen, yani yonetici

katsayis1 1 olan polinomuna Monik Chebysev Polinomu denir. Dolayistyla, Monik

Chebyshev Polinomlart;

T(x)

T,()=1 n<l T,(x)= o

(0.30)

ile tanimlanr. Ayrica, (1.10) denkleminden n=1 igin, T,(x)=2xT,(x)—-T,(X)
bulunur. (1.30) kullanilirsa,

29,0 = 20,00 -T, (0 = 00 = 1T, (00— 120 031)
elde edilir. n>1 igin, yine (1.10) denkleminden (1.30) yardimiyla,
T o (X) = XT a(X) —T”%(X) (0.32)

bulunur. Sonug olarak;



'i';(x) =1 fl(x) =X
To(X)

T,(X) = XT,(x) -

Tnaa(X) = XT n(X) —

:I:n—l(X) -1
4

esitlikleri ortaya ¢ikar.

(0.33)

Not 1.1: (1.30) ’ dan goriildiigi tizere T (x)’ ler ile Tw(X)" ler arasindaki tek fark

2n—1

katsayisidir, dolayisiyla Th (x) * in kokleri ve ekstremum degerleri ayni1 yerlerde

yani sirasiyla Xk Ve X_k noktalarinda olacak, ancak bu ekstremum noktalarinda aldig1

degerler bu kez (1.29) ve (1.30) ’ dan

. _ k
To(x )= (an)l k=012,..,n

olacaktir.

1.2.2 Chebyshev polinomlarinin [0,1] araligina uyarlanmasi

(3.22) uygulanarak,
X = %[(1—0)x+0+1] = %(x +1) e[0,1]
elde edilir. Boylece (1.35)’ ten,
X=2x-1
bulunur ve T7(x) €[0,1] seklinde tanimlanmak tiizere
T (x)=T,(2x-1) 0<x<1

yazilabilir. Buradan,

(0.34)

(0.35)

(0.36)

(0.37)



T, (X)=T,(2x-1) =1
T (x)=T,(2x-1) =2x-1
T, (X)=T,(2x-1) =2-(2x-1)* -1=8x* —8x +1
T, (X) =T,(2x-1) =4-(2x-1)° —=3(2x-1) = 32x* - 48x* +18x -1

(0.38)

Ayrica,

1=T,(x)
Xx=T,(x)

;2011 T,00 Ty _1
X X2 5= ;X) gx) 2(T (X)+T,(x)) (0.39)

s AC-3x 3
X} = 2 +4 4(T(x)+3T(x))

ve

1=T,(x)

2X2 1.1 l(T (0 +T; (%) (0.40)

, 8x°-8x+1 4-(2x-1) 3 1
X :T+ —§:§T (X)+ % S 8(T (X)+4T," (x) +3T, (%))

cikarimlar1 yapilabilir. Bu aralikta tanimlanan Chebyshev polinomlar1 i¢in rekiirsif

iliskiler, (1.10) ve (1.37) yardimiyla
Tnil(x) = 2(2X_1)Tn* (X) _Tn*—l(x) (041)
seklinde bulunur.

1.2.3 Baz1 Chebyshev ifadelerinin serisel acihmlari

(1.11), (1.38), (1.39) ve (1.40) gibi ifadeleri genellemek icin Zkak(x) serisi

k=0

olusturmak gerekir, en basit polinom uretici fonksiyon 1—’ dir ki, Mclaurin agilim1

ile,



£(x) :ﬁ= 1-x)*

f'(X) = (-D)A-X)2(-) =@-x)2 = f(0)=1
f(x) = (~2)(1-x) 2 (=) = 21— x)° = f'(0) =2
f(x) = (=3)2(L— x)* (1) =3-2(L— x)* =  (0) = 3!

f(x):1+%(x—0)+§(x—0)2+%(x—0)3+...+2—:(x—0)” +...

ifadesinde € =arccos X atamasi yapilirsa

1 1
1-p(cos@+ising) 1_ p(x+i~/1—x2)
1 _ 1 px+ py1-xi

— — S pkeiktg
(l— pX— pxll—xzi) (1 px)* + p*(1-x°) kzz(;

elde edilir. Buradan

D pke’ =1+ pe’ + p’e'? + p’e'™ + ..+ ple™ +..,
k=0

=1+ p(cos @ +isin @) + p*(cos 20 +isin 26) +...+ p"(cosnd +isin nd)
=1+ p(T,(x) +isin @)+ p*(T,(x) +isin 20) +...+ p"(T,(x) +isin no)
acilimmin reel kismi (1.45)’ in reel kismu ile esitlenirse,

1-px

m=l+ pTl(X)+ pZTZ(X)‘I'...‘I' pnTn(X)‘I'...

sonucuna ulasilir.

(0.42)

(0.43)

(0.44)

(0.45)

(0.46)

(0.47)



1+ pT(X) + P°T,() +...+ P'T, () +...= (1- px) ————
1+ p°—2px
. (0.48)

1
=[1-=p-2
( 2" le—(p~(2><—p))

ifadesinde (1.43) seri agilimi kullanilarak,

(1—% p-2X)-(1+ p-(2x— p)+ p*(2x— p)* ) +...
0.(0 11
= (1—% p-ZX){pf’Z[r](ZX)‘” -p)"+ plZ(r}(ZX)“(— p'+ (049

2 2 m
pZZ(r](Zx)“(— p) +.+ me(rrnj(Zx)m' (-p)’ +}

p*’ larin katsayilarmi sabit hari¢ (k >1) esitlemek i¢in ifade p“’ lara gére yeniden

yazilir,

N[ -

k k k-0 0 k-1 k-1 k-2 1
-2-{p [OJ(ZX) ((=p) +p [ 1 ](ZX) (=p)

k-2
+p“( ) j(ZX)“-(—p)Z
k-3 k-3 k-6 3
+p [ 3 j(Zx) (=p)°+...
+pl 1 (2X)k7(2k72) .(_ p)kfl_'_
K1
1 k-1 k-1 k-1 0 k-2 k-2 k-3 1
—E-p-(ZX)-{p ( 0 j(ZX) ((=p) +p ( 1 j(ZX) (=p)
4 pk3 k-3 (Zx)k—S'(_ )2+ Y 2 (2X)k—(2k—5)'(_ )k—3
P, P+t g p

1
+ pl( J(Zx)k(ZkS) ‘(_ p)kZ}

k-2 (0.50)

ve son olarak p*’ larm katsayilar1 esitlenirse;
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T (X) — {2 (2X) (2X)kfl+l _|:2(k _]j_(k —Zj:| (2X)k72
1 1
k-2) (k-3 o |(k=3) (k-4 o
o P o N Ly
kL 1 _ 0 | k—(2k-2)
+...+(-1) {Z(l(_l] [k_J_(Zx) }

elde edilir. x“” min T;(x) * ler cinsinden ifadesi daha basitce,

e’ +e

x“ = (cos O) —( j > — (e +e )"
|(k J)€ —ije 1 . |(k 2j)6
__kz (0.52)
j=0

[Ej(cos(k —2j)0+isink—2)0)

1
PO
1

2k

M 5

O

j=

seklinde yazilir.

Burada ZCOS((k —2j)0) toplaminda, j=0 alnwsa coskd ve j=k alnirsa

cos(—k@&) = coské@ toplamlart 2coské, diger yandan Zsin ((k—2j)0) ifadesinde,
j=0 icin sink& ve j=k i¢in sin(—k#) = —sinkd toplamlar1 ise sifir olur.

k=1 j=0,1= 2cosé

k=2;]=0,1,2= cos26,cos08,cos(-20)

k=3;j=0,1,2,3= co0s360,cosd,cos(—¢),cos(—36)
k=4,)=0,1,2,3,4 = cos46,cos 20,cos 00, cos(—26),cos(-40)

(0.53)

ifadelerinde cos(—n@) =cosn@ esitligi degerlendirildiginde tiim COS “ larmn ikiser

tane, sadece k ¢ift oldugunda cos0@ ifadesinin bir tane oldugu goézlemlenir. Sonug
olarak,

2

=0

N =

k

X :2i (chos(k—Zj)H (0.54)

11



yazilabilir. (1.54) ifadesinde k c¢ift iken j:g ‘ nin katsayist T,’ a karsihk

geldiginden ve (1.53) ifadelerinde T, her zaman bir defa goriindiigiinden (1.54)’ te
T, katsayisinin yaris1 alinmasi gerektigine ve K tek iken T, in ortaya ¢tkmadigmna

dikkat edilmelidir. (1.54) ifadesinden sonug olarak

xK = — [lﬂTk_zj(x) (0.55)

. 1 k k
X =0 {TK(X)+(1)Tk_2(x)+{2ka_4(x)+..} (0.56)

bulunur. 0<x<1 araliginda tanimh T, ()’ ler cinsinden sonu¢ (1.51) ve (1.56)

denklemlerinde X yerine (2x—1) alinarak elde edilebilir, ancak

T, (T, (X)) = cosk (arccos(cos j (arccos x))) }
(0.57)
= coskj (arccos x) =T, (x) =T, (x) =T, (T (X))
denkleminde k =2 secilir
T, (TJ. (X)) = T, (T, (x)) =T, (2x* 1) (0.58)
2(T,(0) ~1=T,(2x* -1 =T,,(%) (0.59)
ve burada x? yerine X alinirsa
T,x-1) =T (x) = 2(Tj (\/i))2 ~1=T,,(%) (0.60)

bulnur. Bu sonuc yardimryla (1.51),

12



R R e ivy
(e e e (o) (e

=2
=£ 92k yk | 9, 2k -1 _ 2k -2 92k-2 y k-1
2 1 1
2k-2) (2k-3
4{2-( j—[ ﬂ22k4x“+...—2}
1 1

bulunur ve (1.56) denkleminde k yerine 2k ve X yerine +/x almnr,

(0.61)

(\/;)ZK = #{Tzk (\/;) + {fijzk—z (\/;) + [;ijzk—zt (\/;) + } (0.62)

ve (1.60) kullanilirsa

S 2k)_. 2k,
X _W{Tk (X)+[1 ka_l(X)-i-(z )Tk_z(x)+..} (0.63)

sonucuna ulasilir. Ayrica,

T, (X)T, (x) = cosk@ cos jo :%{cos(k + )60 +cos(k — j)6} =%{Tk+ i () +T,_; (%)} (0.64)

(1.64) ve (1.60)" den T,(x) =T_;(X) olduguna dikkat edilerek

Tk* Tj* =Ty \/7 sz \/7 :l T2k+2j ‘/7 +T2k—2j \/7
00T} 00 =T (T (V)= (o () T ()}

=T 00+T, 00}

elde edilir ki, bu formul T, (x) in (1.64) ile verilen ifadesiyle ayn1 yapidadir.

K ..
X'T;(X) agilimi i¢in (1.56) ve (1.63) kullanilarak,
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1 k k
X*T. (x)_ {T (x)+[ j k_z(x)+(2JTk_4(x)+..}Tj (x)

1 k k
2k = {T OIT, (x)+[ j T, ()T, (x)+(2]Tk4(x)Tj(x)+..}

=—T. (X)+|. (X)+ (l (X) |>+ (X))
2k j+k ik 1 jrk-2 J=k+2

+[;](Tj+k4 () +T s (X)) + }

K K K k
Xij ()= Zik{(oJTj—k+2-0 (x)+ [Ojij—z-o(X) + [1 jTj—k+2-1(X) + [l jTj+k—2-1(X)

) ) (0.67)
+(2jTj—k+2-2 (x)+ (ZJTM_Z'Z (x) + }

k k
elde edilir, burada ( j:[k j 6zdesligi kullanilarak
| —1

) 1 ((k K K
XT;(X) = ?{(OjTj—kJrZ-O(X) + [k]TJ‘-mz-k (x)+ [1 JTj—kJrZ»l(X)

k k k
+(k _:JTJ'—HZ»(k—l) (x) +(2jTj—k+2-2 () + (k B ZJTj_kJrZ'(k_Z) (x)+ } (0.68)

= %Z[ ]Tj—k+2i (x)

seklinde yazilabilir. (1.68) denklemi ile birlikte (1.60) kullanildiginda ise
XT} () = X, (V%) = (W)™ T, (V)
1 2k 2k *
:FZO‘,( i szj—2k+2l< ) 22k Z( ) j—k+i (\/7)

(0.69)

sonucuna ulasilir. Burada yine T, m katsayisinin yaris1 almmalidir. (1.69)

denkleminde katsayilar daha kii¢iik ama (1.68) denklemine gére iki kat daha fazla

terim igermektedir.
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2. CHEBYSHEV FONKSIYONLARININ INTEGRAL VE TUREVLERI

Bu bolimde diferansiyel denklem ¢o6ziimlerinde siklikla kullanilan Chebyshev
fonksiyonlarmin integral ve tiirev ifadelerinin ¢ikarimlari ispatlar1 ile birlikte

verilmistir. [lk olarak Chebyshev polinomu T (x)’ in integrali

ITr(x)dx = Icos r(@)dx = —_[cos r(@)sin6do

- _%j{sin(r +1)0-sin(r-1)6}do

1 (0.70)

= ——(—Lcos(r +1)0 + Lcos(r —1)0}
20 r+1 r-1

1/ 1 1
=—| —T ., (X)———T__. (X
2(r+1 Y r—1 ) )j

elde edilir. r=0 ve r =1 6zel durumlari igin,

[To(dx = [1dx = x =T,(x)

) (0.71)
1., 1
jTl(x)dx =I xdx = X7 = Z(ZX —1+1) :Z(TZ(X) +T,(x))

cikarimlar1 yapilabilir.
2.1 Chebyshev Serilerinin integral ve Tiirevleri
Bir p(x) polinomunun Chebyshev polinomlar1 cinsinden seri ifadesinin asagidaki

gibi verildigi varsayilsin:

p(x) =2 "aTi(x), (0.72)

0
i=0

burada ( ') isareti ile ilk terimin yarisinin alinacagi ve p(x) polinomunun ise

f(x)=) 'aT.(x) (0.73)

0
i=0

15



sonsuz serisine bir yaklagim polinomu oldugu bilinmelidir. X in belirli bir degeri

iIcin p(x) © 1 bulmak adma, (2.3) ifadesi

p(x) = icixi (0.74)

polinomun formuna cevrilerek i¢ ice carpim “nested multiplication” su sekilde

uygulanir:

p(x)=a x"+a, X" +..+ax+a,
:._.((((anx+::1nfl)x+aH)x+anfg)x+...+a1)+a0

qr(x) = X-qu(X) +Cr Qn+1(x) =0
q,(x)=x-0+C, =C,
q,,(X)=x-C,+C_,

0, (X) =x-(xC,+C,,)+C,,

0.75
qn—3(x) = X'(X(ch +Cn—1)+cn—2)+cn—3 ( )

n—i

0 (X) = X(X..(XC, +C, ;) +..+C, ;) +C

0o(X) =0, ,(X) =X(X..(XC, +C, ;) +...+C,)+C,

=0,(x)=C x"+C,_x""+..+Cx+C,
(2.5) polinomu (2.6) ile verilen i¢ ige carpim kullanilarak, geri rekiirans bagintisi
G(x) =xG,()+C; . Q. (x)=0 (0.76)
bagntisi ile

gy (X) = p(X) (0.77)

verecek sekilde hesaplanabilir. T (x) icin tanim aralii |X|£1 oldugundan, (2.5)
islemi kararlidir. Ancak (2.5) ifadesinin iki dezavantaji vardir; birincisi, p(x) ¢ok
klcuk olsa bile, (2.5) ifadesinde C. katsayilar1 (2.3) ifadesindeki a, katsayilarma

gore ¢ok buylk olabilir ki, bu durum istenilen yaklasikliga ulagilmasini giiglestirir.
Ikinci olarak ise, (2.3) ifadesinde kiigik N’ ler icin kesme islemi, (2.5) ifadesine
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nazaran daha kabul edilebilirdir. Bu nedenle (2.5) polinomunu kullanmayan bir

yontem aranir, bu ise (1.10) rekiirsif iliskisi ile saglanabilir.

Clenshaw (1955)

$.4(0 +0, (0 (X) + . ()b, (x) =0

lineer iliskisini saglayan ¢ (X) fonksiyonlarmin serilerinin sonlu bir toplamimimn

iaﬂ;,(x) = by (X)¢, (%) +; (X) {4 () + 2 (), (X))

ile verilebilecegini gostermistir, burada

bi (X) + ai (X)bi+1(x) + IBi+1(X)bi+2 (X) = ai
bn+l(x) = bn+2(X) e = 0

seklindedir. Bu durum asagidaki sekilde ispatlanabilir:

i a‘i¢i (X) = a‘n¢n (X) +an—1 n—l(x) + an—2 n-2 (X) +..
+ad (X) + a8 (X)) +a 8, (X) +...+ 2,8, (X) + ayd (X) + 3,6, (X)

= {bn (X) + anbm—l(x) + ﬂn+1bn+2 (X)J ¢n (X)

=0 =0

+ [bnl(x) + anfl(x)bn (X) + ﬂn (X)bn+1(x)\] ¢n—1(x)

+ (bnfz (X) + &, , (X)b, 4 (X) + B, 1 (X)b, (X)) ¢, ()
+...

+(bi (X) +a; (X)b,, (X) + B, (b, (X))ﬂ (x)
(b2 (9 + a4 (0B, () + 8, (98, () 50

+ (bi—z (X) + ., ()b (X) + By (XD, (X)) ¢_»(X)
+...

+ (10, (X) + 2, (X)b; (X) + By (X)b, (%)) 4, (X)

+ (b, (%) + e (X)b, (%) + B, (X)b; (X)) 1 (X)

+ (10 (X) + g (X)by (%) + B, ()b, (X)) ¢y (%)

(2.12) ifadesinde 6rnegin b, (x) * lerin katsayilarmi bulmak igin;
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() + (X (X) + 51 (X, (X) (0.82)
I > 1+1 uygulanirsa,
.1 () + ()¢ () + £ (X)¢_1(x) =0 (0.83)

ifadesi (2.9) uyarinca sifir olacaktir. Dolayisiyla (2.12) ifadesinden kalan

3840 =5, 096,00+ (5,()+ 25 (95,() (9
= by (X)¢, (X) + b, (%) (¢1(X) +a,(X)¢, (X))

(0.84)

olarak bulunur. Clenshaw yontemi Chebyshev fonksiyonlar1 (2.3) i¢in kullanilirsa;
(2.9) ile (1.10) * un karsilastiriimasindan,

a(xX)=-2x B(Xx)=1 ix>1 (0.85)

yazilir ve bdylece (2.15) ve (2.3) ’ ten,

M=

aiTi ()= bo (X)To(x) + b1(x) (Tl(x) - 2XT0 (X))

=2l
o

aT,00+28,T,(0 = YT, = b, (9T, 09+ () (T, 0 ~2XT,(%) (0.89)

i=0

(2.3) ifadesinden,
P09 =3 1aT09 = B0 53 i BOOT0-2T00) (080

elde edilir. Ayrica,

T,(x)=1
(0.88)
T.(X) =x=X-1=XxT,(X)
(2.11) esitliklerinden,

8y = by (X) + o (X)b, (%) + B, (X)b, (X)
a, = by (x) —2x-b,(x) +b,(x) (0.89)
by (X) = 8y +2x- b, (x) —b, (x)

¢ikarimi yapilir. (2.18) ifadesinden, (2.19) ve (2.20) yardimiyla,
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n

> raTi(x) :(aO +2xb, b, —%aojTo +b,XT, — b, 2XT,
i—0

(0.90)
= %TO +2xb T, —b,T, b XT, = (%4‘ xb, — szTO

ve (2.20) kullanilarak,

b, +b, —a,

Xb == (0.91)

esitligi bulunur. (2.21) ve (2.22)" ten,

Sran0=[ 2420 -0 0-b00) 092

oldugu goriiliir. (2.11) ve (2.16)’ den,

b, (x) =2xb.,(X)-b,, + &

00 ) o
esitlikleri bulunur.
T (x) igin ise, (2.9) ve (1.41) karsilastirmasindan,

a.(x)=-2(2x-1) B (x)=1 (0.94)

elde edilir. (2.15)" den,

38T, () =0, (0T, (0 +5,00 (T, () + ¢, (00T ()
=0 (0.95)

n

ST (x) = (bo(x) —%ao)n:(x) +b,(0 (T, (0 - 22x-DT; (%))

i=0

denklemlerine ulasilir. Ayrica,

T, (x) =1
. . (0.96)
T, (X)=(2x-1)-1=(2x-DT, (x)
ve (2.11) denklemlerinden,
ay = by (X) + o (X)b, (X) + B, (X)b, (X) = by (x) — 2(2x —1)b, (X) + b, (X) (0.97)

by (X) = 8y +2(2x=1), (X) = b, (x)
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esitligine varilir. (2.26) ifadesi (2.27) ve (2.28) yardimiyla,

Zn:'aiTi*(x) =(a0 +2(2x—1)b, —b, —%aojTo*(x) +BT, (x) - 2(2x-1)b T, (X)
= %TO +2(2x=D)b T, (x) =b,Ty () +b,(2x=1)T; (x) -2(2x-D)b T, (x)  (0.98)

n a T (x) =(%+ b, (2x 1) _bZJTO*(X)

seklinde yazilir. (2.28)’dan,

b, +b, —a,

(2x-1b, = (0.99)
(2.29) ve (2.30)" den,
izn(,:'aiT‘*(x) =(a_;+thz—ao_b2jT;(x) =5 (0,8 (0.200)
ayrica (2.11) ile (2.25)" den,
b,(X) = 2(2X—Db,,()—b,., (9 + o100

b,..(x) =b,,,(x) =0
esitlikleri bulunur.

(2.32) rekiirans iliskisinden b,(x) ve b,(x) elde edilirken, miimkiin hatalarin
hesaplanmas1 onemlidir. Bireysel hatalar; a, katsayilarmda muhtemel yuvarlama
hatalari, depolama hatalar1 ve (2.32) denkleminden b.(x) ifadelerinin

hesaplanmasina dahil edilen ek yuvarlama hatalar1 olarak ortaya ¢ikar. TUm bunlarin

birlesimi, b,,, b, , ve a ’ den b’ lerin hesabinda maksimum degeri belirlenebilen

bir yerel hata, &, olarak ortaya ¢ikar.

b, * lerin hesaplanan degeri b, * deki toplam hata, (r +1). adimdaki sifir hata ve T .
adimdaki birim hatadan kaynaklanan i. adimdaki hatanin gercek degeri E,(r) olmak

uzere, (4.32) ¢ e benzer sekilde,

b -b =¢E(M)+e E(M-D+..+&E() (0.102)
ile verilir. Burada her bir E;(r) rekiirans iliskisi (2.24)’ ten,
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b, (X) = 2xbi.1 (X) —bis2 (X) + &,
b.+E =2x(b,,+E.,)-(b,,+E.)+a (0.103)

b —-2xb, +b,,-a +E =2xE, -E,,

i+2

ve buradan (2.24) denklemlerinden

E;(r) = 2xE;,,(r) - E;.,(r) i<r

E. () =1 E, (1) =0 (0.164)

iteratif bagmntisma ulagilir. (2.35) iliskisi ileri rekiirans bagintisi olarak da asagidaki

gibi yazilabilir;
E,(r)= AZ +BZ, (0.105)
ifadesinde

E (N=AZ  +BZu=0
r+l( ) r+l 1 (0106)

E, (r)=AZ +BZ: =1
kosullar1 kullanilirsa, sabitler

L S S (0.107)
Zr+lzr—ZrZ Zr+lzr—ZrZ

r+l r+1

olarak bulunur ve (2.36) i¢inde kullanilirsa

ZH-lZ-—ZiZ
E(r)=—"H—"_—"r4 0.108
I( ) Zr+lzr—ZrZ ( )
%f—/

r+l

Wr
elde edilir. Burada hem Z,  hem de Z, homojen fark denkleminin ¢oziimii
oldugundan (2.35) denkleminden,

Z =2x2.,-Z
Z_i = 2XZin—Zis2

i+2

(0.109)

elde edilir. (2.39)’ tan
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Wr = ZrZHl _erHl
W, =27 ,Z¢=Zw1Z, =W, =(2xZ,~Z,.)Zc —(2XZ+ —Z+1)Z, (0.110)
= —Zrz +Zr2r+l

r+l

yani W, =W, , esitligine ulasilir. Eger rekiirans iliskisinin,

E(r+2)=c,E(r+1)+ B.E\(r) (0.1112)

yapisinda oldugu varsayilirsa ve (2.39) uygulanir,

Zi

Zr+1Zi _Zr+1 (0112)

B, W

r+1 r

r+2

Zr+3zi —Zr+32i —a ZHZZi —Z
w ' w

r+2

Z
+

elde edilir ve burada (2.41) kullanilarak, Z, , Zi parantezlerine alinirsa,

Zi(-Z, s+ a2, ,+BZL,.)+Z,(Zs—a,Zra—B,Zea)=0  (0.113)

r+3 r=r+2

ortaya cikar. Bu ifade yine Z. ve Zi homojen sistemin lineer bagimsiz ¢oziimleri
oldugundan, ancak ve ancak katsayilar1 sifir ise (2.44) denklemini saglarlar, yani

Zr+3 = arzr+2 +ﬂrzr+1

- o i (0.114)
Zris =arZr+2 +ﬂrZr+l

bulunur. Ayrica (2.35) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢6ziim Z, ve Zi oldugundan,

bu ¢ozlimler (2.35)” y1 saglar, yani

Zr = 2XZr+1 - Zr+2 = Zr+2 = 2XZr+1 - Zr
(0.115)

Zr = 2X2r+l —ZHZ = ZI’+2 = 2X2r+1 —Zr

seklinde olur. (2.45) ve (2.46) birlikte kullanilirsa,

2XZr+ _Zr+ =OfrZrJr + rZrJr
_e T e g i (0.116)
2XZ 2 =2 = arZr+2 +ﬂrZr+l
elde edilir ki, her iki denklemden de,
a, =2X
(0.117)
:Br =-1

bulunur. Bu sonug (2.42)’ te kullanilirsa,
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E.(r+2) = 2xE (r +1) - E (r)

E()=1 E(i-1)=0 (0.118)

rekiirans bagintisi ortaya ¢ikar. (2.49) ile (1.10) kiyaslanwrsa T (x) “ in ve ikinci cins

sin(r +1)@

Chebyshev fonksiyonu U (x) =
sind

ile tanimlanan ve benzer sekilde (1.10)
ozelligini saglayan U _(x)* in (2.49) bagmtismin ¢dziimleri oldugu goriiliir, yani
Z.(X)=T.(x) Zi(x)=U,(x) alnabilir. Dolayistyla (2.49) * nin genel ¢oziimi

E;(r) = AT, (x)+BU, (X) (0.119)
ve (2.39)’ tan baslangi¢ kosullarmin saglanmasi i¢in

E(i-1)= AT ,(x)+BU,,(x)=0

. (0.120)
E (i) = AT, (x)+BU,(x) =1
_ U ()
Ui, ()T (0 —U; ()T, (%) (0.121)
T..(%) .

Ui, (9T () =U; 0T, ()

esitliklerine varilir ve A, B (2.50)’ de (-) ile ¢arpilarak yerlerine konulur ve gosterilen

trigonometrik islemler uygulanirsa,

_ U T () =T, (U4 (X)

5 G T 0 T, (00,4 (9
SN0 o119 cosro S
sin@ Sing

B sin(_i+l)6? cos(i ~1) —cosif si_niH
i sind

_sin(r+1+i-1)0 +sin(r +1-i+1)0 —sin(i +r)@ —sin(i—r)o

- sin(i+1+i-1)@+sin(i+1—-i+1)@ —sin(i+i)8—sin(i—i)@ (0.122)

_sin(r—i+2)@-sin(i—r)o

sin 26
ZSin(HH—'ngCOS('—HHHJQ
_ 2 2
sin 20
_ sin(r—i+1)@ U, (%)

sin@
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— Ur(X)Ti—l(X) _Tr (X)Ui—l(x) _
U 0T (0 -T, (00U, (%)

E(F) U, (x) (0.123)

sonucuna vartlr.

|U j (X)| _ Isin(j +1)6

| |sin(j +1)arccos x|
sing | | sin(arccosx) |

(0.124)

ifadesinin max. degerini almas1 igin X —1 yani & —1 ‘e gitmelidir: (Bkz. EK A).

Iin’l1|Uj(x)| _ “”l‘ sm(_J +1)arccosx _ ng sm(.J ;1)6’ :%
_ _sm(arccos X) sin (0.125)
— lim (j+Dcos(j+1)o _ j+1
00 cosd

Yani (2.54) denklemindeki hata ¢ok buylk olabilir ki, bu (2.33) ifadesinde

hesaplanan her E degerinin oldukga biiyiik olabilecegini gosterir.
i = (n+1). adimda sifir hata b =h_

i =n . adimda birim hata b, =b,_+¢,

b (x) = 2(2x -1)b, , (x) =B, (x) + &

(0.126)
= bi = fibi+1 + gibi+2 +8

i =(n-1).adimda, bns hatalt hesaplanmig b, , degerini gostermek Uzere,
Bn—l = fn—lB” + gn—an*'1 + an—l +é&a

=f ,(b,+&,)+0,b
= fn—lbn + gn—lb

hata &,

n+1 + an—l + fn—lgn + gn—l

by (0.127)
= bn—l + fn—lgn + gn—l

= bn—l + gn fn—l ’ :.I,‘ + ‘9n—1 ’ :_I,'
En (n) Enfl(n_l)

= bn—l + gn En—l(n) + gn—lEn—l(n _1)

i=(n-2). adimda, bno hatali hesaplanmis b _, degeri olmak iizere,
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b”’z = fn—zb”’l + gn—zb” + an—z +é,,

= fn—z (bn—l + gn En—l(n) + gn—l En—l(n _1)) + gn—z (bn + gn) + an—z + gn—Z

= fn—zbn—l + gn—zbn +a,,+t fn—2‘9n En—l(n) + fn—zgn—lEn—l(n _l)

bn—Z

+0,.6, t &,

= bn—z + &, [ fn—2 Enfl(n) +0,- ;I: )-’_ En fn—z En—l(n _1) Té -

E,(n)

= bn—z T &, En—2 (n) téa En—z (n _1) & En—z (n - 2)
i =(n-23).adimda, by s hatalt hesaplanmis b, , degeri olmak iizere,

BH—S = fn735n72 + gn735n71 + an73 + €n73
= fn—3 (bn—z + gn En72 (n) + gnflEn,g (n _1) + €n72 En—2 (n - 2)) +

9,s(b,,+&,E N+ E (n-D)+a, ;+¢&, 5 :l-
E,3(n-3))

= fn—3bn—2 + gn—3bn—l + an—3 + gn ( fn—3En—2 (n) + gn—3En—1 (n))

bn—3

+&,,(fisE,(n-1)+9,,E (n-1))+¢,,f,E, ,(n-2)
+&, 5E, 5(n=3)

=b, ,+¢,E, ;(nN)+¢, E (- +¢ ,E ;(N-2)

+&, 5E, 5(n=3)

ve devam edilirse i =1,2,3 degerleri icin b, “ler

i=3=b,=h,+5E,(n)+¢,E,(N-1)+...+ &E,(3)
i=2=b,=b,+&,E,(n)+¢_E,(N-1)+..+5E,(2)
i=1=b =fb,+gb+a+sg

= f,(b, +&,E,(N) +&,,E,(n-1) +...+ &,E, (2))
+0, (b +6,E;(n) +&,,E;(n-1) +...+ &E,(3)) +a, + &

seklinde olur.

"
En—z (n’Z)

(0.128)

(0.129)

(0.130)

by = fib, +aib; +a, +¢, [ f,E,(n) + glEB(n)]—l_ 5n1£ f.E,(n-1)+9,E;(n-1)

by Ei(n) E, (n-1)
+..+&(f,E,(3)+0,E,(3))+¢,fE,(2)+¢,-1
E(2)
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Dolayisiyla,
bi=b +&E(N)+¢ E(M-1)+..+5E(2)+5E Q) (0.132)

| =0 alinirsa,

o

b = foE*‘ goE*'ao T &
fo (b +&,E,(n) + &, ,E,(N—1) +...+ 5,E,(2) + ,E, (1)) (0.133)
+0, (b, +£,E,(N)+&,,E,(n-D) +...+&,E,(2) ) +a, + ¢,

b_o = fob +gob, +a, +¢,| fE,(N)+9,E,(n) |+&,,| fEi(Nn-1)+E,(n-1)
\—W——J
by Eo(n) E, (n-1) (0.134)
+ot &, (FE(2)+ 9oE, (2)) + &, T E,(D) + &, - 1
£ (0)
bo = b, +&,E,(N)+ ¢, ,E,(n-1) +...+ 5,E,(2) + ,E, (1) + 5,E,(0)  (0.135)

olarak bulunur. Buradan,

bo —b2 =b, —b, + &, (E,(n) - E,(n)) + &, (Eo(Nn-1) — E,(n—1))

(0.136)
+..+ & (Ey(2) - E,(2)) + £ E, (1) + £,E, (0)
(bo—b2)— (b, —b,) = 2¢ kabul edilirse,
2¢ =¢,(E,(n)-E,(n))+¢,,(E,(n-1)—E,(n-1)) (0.137)

+..+ & (Ey(2) —E,(2)) + £,E, (1) + £,E, (0)
sonucuna ulasilir. Bu yuzden (2.31) iliskisini hesaplamak igin gerekli olan

%{bo (x)—h, (X)} ifadesinin hatasi

<13

r=n

&, (Eo(N) = E,(n)|+|&,E )]+, (0)@ (0.138)

ile sinirlidir. Ayrica (2.54)° ten

Eo (N -E,(N=U,(x)-U_,(x)= sins(irn+91)9 - Sir]s(irn_el)e

_ _ 0.139
2(12%(121}9 (0.139)

=2cosré

sin@
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E,(r)—E,(r)=U,(x)-U, ,(x)=2cosré =2T,(x) (0.140)

elde edilir ki, (2.69) ifadesi (2.54) ile birlikte kullanilirsa,

+%|31U1(x)|+% (0.141)

gsi
r=n

& T (X) &, U, (X)
] ]

sin 260

esitsizligi ortaya konabilir, burada da U, (X)= =2c0s6 ve maksimum

degerinin 2 ve T (x) ‘ in maksimum degerinin 1 oldugu goz 6niine alinirsa,

1 1
< |8r|+5|812|+5|80|

(0.142)

-
=] N
]

™
IA

1
5|+ 2o

esitsizligine ulasilir ki bu sonug (2.32) rekiirsif iliskisinin tam kararli (perfect stable)
oldugunu, yani lokal yuvarlama hatalarinin biiyiik olmadigini ve hatanin iist sinirmin

her adimdaki lokal yuvarlama hatalarinin aritmetik toplamini agamayacagini gosterir.

T'(x) iginde ayni sonucun elde edilecegi agiktir. (2.3) ifadesine doniilurse,

p(x) =) 'aT.(X) ifadesinin baz1 6zel degerleri

i=0
1
p2) :an +a,+a,+..+a,

p(-1) =%a0 -a+a,—..+(-1)"a, (0.143)

1 n
p(0) :an -a,+a,—...+(-1)"a,,

olarak kolayca bulunabilir. T (x) cinsinden agihimda ise; T, (X)=T (2x-1)

X+1

iligskisinden T (x)=T, (TJ elde edileceginden, p(x)= 'aT’(x) olmak zere,

n
i=0

(2.74)’ in sag taraflari,
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1 —
an +a,+a,+..+a, =p@)=pQd)

a,—a,+a,—..+(-1)"a, = p(-1) = p(0) (0.144)

1 0 —
an -a,+a,—..+(-1)"a,, = p(0) = p(1/2)

olarak elde edilecektir. Bu formuller adi diferansiyel denklemlerin ¢ozim yontemleri

icin faydali olacaktir.

(2.3) ifadesinin terim terime belirsiz integrasyonu icin (2.1) ve (2.2) iliskisi kullanilip

asagidaki cebirsel islem yapilirsa,

j p(x)dx = i(zn:'arTr (x)dxj = Zn:f[ a. T (x)dx

r=0 _

g )]

+a1%(To<x)+T2(x)>1+§aon(x)2

1& a, I A Qy '
- Er:2r+1T”l(X) 3 T ,(x)+-+ (T (X)+T,(x))+ F 1(x)]_1
B 1n+l ar—l _ln_lh i i X
=32 (X) 2; . Tr(x)+4(T0(x)+T2(x))+ 2Tl(x)j_1

la,, 1 a, <1
| 3T 005 g [ a1 (9

1

SaT00 -3 a3T (x)+a1T (x)+a1T (X)+ °T(x)]

1
X

(0.145)

n+l

11 11
= ;brTr(X)+EMT2(X)+EMT (X)+_—T ()()

H,-J
b, by by A

ve sadelestirildiginde

j. p(x)dx = (nf"brTr (x)j = i'brTr (x)- i'brTr (-1 (0.146)
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n+l

esitligine ulagilir. (2.77) ifadesinde son terim, Z:'brTr (1) sifir oldugu kabul

r=0

edilirse,

X n+1

j p(x)dx =Y 'b,T, (X) (0.147)

bulunur. Burada,

b, zzi(arﬁam) r=12,..,n-1
' (0.148)
a a,

n bn-¢—1 =
2n 2(n+1)

n+l

ve bu kabulden 6tru Z'brTr (-1) sifir olmasi gerektiginden,

r=0

1
E bOTO (_1) + blTl (_1) + b2T2 (_1) +..t+ bn+lTn+1 (_1) =0

%bo—bﬁbz—b3+b4+...+bn+1(—1)”+l:0 (0.149)

%bo b, b, +b, —b, +...+b_ (1)’

Ust limit bir alindiginda,

n+1

j. p(X)dX = Z I brTr (l) = %bo + blTl (l) + b2T2 (1) +ot bn+lTn+l (1)

=b -b,+b,-b, +...+(-1)"b,,, +b, +b, +b, +..+b,, (0.150)
=2(b +by+b +...)

ve burada (2.79) uygulanirsa,

—21 —la+1a—1a+1a—1a+ +;(a —8,.,,)
R R PR A R WA WA R 2-(2k +1) - ¢ A

1
+m(a2k+2 _a2k+4)+"'j (0.151)

I O P O S P I T P
B 2a° 2.1 2.3)% (2.3 25)* \2.5 2.7)° 7

sonu¢ olarak
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h 1 1 1 1 1
X)dx=2|-a,——a,———a,———a; —...— a,, —... [(0.152
_Ilp() {2 © 137 35" 57° (2k -1)-(2k +1) (0.152)
_[ p(x)dx = a, — Z(H( 0l jar (0.153)
r=2
elde edilir.
-0<x <1 araligi i¢in; (1.37) yardimiyla islem yapilarak,
ITr*(x)dx = ITr (2x-1)dx = Icos r(arccos(Zx—l)de
=u
[u=arccos(2x —1) = cosu = 2x —1=> —sinudu = 2dx]
= —%Icos(ru)sin udu = —%I{sin(r +1)u—sin(r —1)u} du (0.154)
_ _1(_ cos(r +2)u . cos(r —1)u}
4 r+1 r-1
:l(icos[(r +1)arccos(2x—1)]—icos[(r—1)arccos(2x—1)])
4\r+1 r-1
sonucunda
[T (x)ax :Z(r L0 Ax)) (0.155)
ifadesine ulasilir. Bununla birlikte,
. 1, . .
j T, (X)dx = j T,(2x—1)dx = j 1dx = X = E(Tl (x)+T, (x)) (0.156)
jT*(x)dx =jT (2x—1)dx:_|'(2x—1)dx: X% — X
(T (X)+ 4T, () + 3T, (%)) - (T () +T, (%) (0.157)

| Tf(x)dx=§(T;(x)—To*<x))

elde edilir.

Yukarida elde edilen integral ifadelerinden faydalanarak Chebyshev serisi ile verilen

p(x) :Z'arTr*(x) polinomunun belirsiz integrali ise,
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j p(x)dx = jx' Zn:'arTr*(x)de = Zn: a T (x)dx (0.158)

r=0

O Gy <

"4

jp(x)dx=” g TG )ﬂ

(0.159)

X

1, .« « 1 1.« «
+[a1§(-r2 (X)_To (X))"'an E<T1 (X)+To (X)):|

0

1n+l L 1n—l R . . 1 . . X
=(;Zaf7ﬂ (%) ——ZaTTr (><)+%(T2 (x)-T, (X))+Za° (700 +T, (x))jO (0.160)

r=3 4 r=1

a,

] N la N 1
= _(ar— —a,, )Tr (X)+_ -t Tn (X) 4 'n+ ( )
§4r Lo 4 " 4n !
br n bn+1

LAl WL AT W20 tar W Ta ] s

n+1

_ 0+ @ a0+ ti@ —a )T+ B A
| S0 00+ 5 AT 0+ 52T 005 -2 T 00

b, by by

elde edilir ve sonug olarak

n+1 n+1

j p(x)dx = Z bT, (x)->.'b,T, (0) (0.162)
r=0
bulunur. Burada
n+1 .
> 'bT,(0)=0 (0.163)
kabul edilirse
n+1
j p(X)dx = Z b.T, (x) (0.164)
olur. Dolayisiyla,
1
b, :4_r(af‘1 -a,,) r=12..,n-1
(0.165)
Ay a,
bn =7 bn+1 =
4n 4(n+1)

31



ve (2.94) sartindan;

%bT (0)+bT (0)+b,T (0)+..+b_T".(0)=0
%bo—bﬁbz—b3+b4+...+bn+l(—1)””:0 (0.166)
1

Ebo =b —b, +b, -b, +..+ (-1)"b,,,

b, ” ler yerine a, ’ ler konarak ve T, degerleri hesaplanarak;

1 11 11
:_(ao_az)———(al—ag)+zg(az—a4)+---

1 k
4(k 1)( ) ( a2)+ﬂ(_1) (ak—l_ak+l)

(D" (Bs —Bz) +-+ (D)

1
+ (a,—a,,)
4(k +2) 4(n+1)

. 0.167)
11 1(1 (-D*  (-D*? (
=—a,——a+-|=-1
orght (3 ja+ +4(k+1 k+2 jak

4( 1) (an _an+2)

kel-k-1), .. n
:—ao——a1 4(Wj(—1) a,+(-1)

1
(an _an+2)
4(n+1)
elde edilir, n. terimde kesilen son hali,

1 1

11 _i 1 (1)
Sb=a Z o (0.168)

seklinde olur. Ust limit bir alindiginda,

1

1 * * * *
[ PO)AX = Zb,Tg ()4 BT, () 45T, Q)+ 45,1 Ty 1)
0

:%bo+b1+b2+...+bn+1 (0.169)

=b —b,+b,-b,+..+(-1)"b,,, +b, +b, +b,+...+b ,
=2(b,+b,+b;+...)

islemlerinden goriilecegi gibi,

1
[ pOOdx =2(by +by +by +...) :%ao —ia2 —iSaA... (0.170)
J :
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sonucuna vartlir ki; (2.84)” ten farki iki ¢garpaninin burada olmamasidir.

Bu integrasyon formidilleri, bir Chebyshev serisi ile ifade edilebilecek herhangi bir

f(x) fonksiyonunun sonlu bir aralikta belirli ya da belirsiz integralleri igin

Clenshaw ve Curtis [5] tarafindan genel bir yontem olarak dnerilmistir. Bu makalede
ornegin Simpson ve Gauss yontemleri gibi standart “quadrature” formilleri ile
karsilastirildiginda, verilen yontemin garanti edilen dogruluk anlaminda daha
avantajli oldugu belirtilmistir. Gauss yonteminde farkli sayida pivot noktalarmin
secimiyle hesaplanan sonuglarin tutarhligi ile erigilen dogrulugu yorumlamak

yaygindir ve yazarlar bu ydntemin tehlikelerini vurgulamislardir. Ornegin,

1
J.(O,92 coshx—cosx)dx integralinin dogru degeri 0.479428226688 iken 0.5

-1

aralikla 0.47955506085 olarak; 0.25 aralikla 0.47938010531 olarak hesaplanir.

1
(Bkz. EK B). Benzer sekilde I (X4 +x° +0.9)_l dx integrali i¢in ti¢ ve dort noktali

-1
Gauss kuadratiiriic uygulandiginda sirasiyla 1.585026 ve 1.585060 degerleri elde
edilir ki, dogru sonu¢ 1.582233” tir. Bu nedenle, quadrature formilinin hata
tahmini yerine, integrali alinan fonksiyon i¢in Chebyshev serisinin yeterli sayida
terimi ile vermisler ve bu serilerin yakinsakliginin hizinm ¢ok daha guvenilir bir

garanti sagladigmi belirtmiglerdir.

Sonlu Chebyshev serilerinin terim terime integrasyonuna déniildiigiinde ise T, (x)” in

T, () = (cos r@)'=—rsinre-e':-rsinre(—_ij
sin@ (0.171)
sinr@
=r =rU, ,(x
Sin0 r—l( )

ile verilen tlrevinde goriinen U, ,(x) fonksiyonu kullanilmayacak, ancak T (x)  in

terimleri cinsinden (n-1). derece polinomdan tiiretilmis seri, yani

p'(x) = ni'CrTr (x) (0.172)
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tercih edilecektir. (2.103) ifadesinde goriinen C, katsayilart p(X)=>'aT,(X)

ifadesinde gortinen a, Xkatsayilar1 cinsinden hesaplanacaktir. Bu amagla (2.103)

integre edilir ve her T (x) integrali i¢in de (2.1) ve (2.2) ifadeleri kullanilirsa,
[p0odx=] ni'CrT,(x)dx
=0
= p00-36, (3 2w -0
CI%(TZ(X)+T0(x))+—COT1(x) (0.173)

:p(x):zn:'a T.(X)== CT(x)+ CT(x)+ CT(X)

18 (T.00 _Tr_l(x)
+Ezcr( r-1 j

. r+l

ve cebirsel igslemlere devam edilirse,

p(x) = 1CT(x)+ CT(x)+ CT(x)
: T(X) 1n2 Tr(X)

+= zcrl Cr+l
25
1 1 =21
=—CT,(x) +_C0T1(X) +—CT,(x)+ z_(cr—l -C )Tr (x)
4 2 4 = 2r
+1cn_2M+1cn_lTn_(x)_lc2M-ic3M (0.174)
2 n-1 2 n 2 1 2 2
1 11 11
=—CT,(X)+==(C, —C,)T,(X) += C,—C,)T,(x
7 Gl (0 +2-7(Co=Co )T () +5-2(C, = C,)To(x)

n-2 1

L) 1 T.(x)
+Y —(C T (X)+= C “1( +-C , 7~
— 2I’( r-1- r+l) () n—1 2 n-1 n

1 = T.(x) 1 T (X)
=—CT x+§—C T (X)+ LI A .
4 10() o 2I’( -1 r+1) () -2 n—1 2 n-1 n

sonu¢ olarak
p(x):zn:'a (x)_ aT X)+= CT(x)+4CT (x)

1 S r+1(X) _ Tr—l(x)
el =

r+1

(0.175)

olur. Iki tarafta katsayilarin esitlenmesiyle;
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1

ar:Z—(CH—CHl) r=12,.,n-2
r (0.176)
1 1
a ., = Cn—2 a,=--L
2(n-1) 2n
elde edilir. Dolayistyla (2.107) iliskilerinde azalan r * lericin C. * ler,
C,.=C,,+2ra (0.177)

ile hesaplanabilir ki, baglangi¢ kosullar1 (2.107)” in son iki ifadesidir, yani

C,,=2na,

C,,=2(n-1a,,

C.;=2(n-2)a,,+C ,=2(n-2)a, ,+2na,
C,.=2(n-3)a,,+C,,=2(n-3)a, ,+2(n-1)a,, (0.178)
C,s=2(n-4)a, ,+C ;=2(n-4)a, ,+2(n-2)a, ,+2na,
C,s=2(n-5a,;+C,,=2(n-5)a, ;+2(n-3)a, ,+2(n-Da,,

C,=4a,+8a,+12a, +16a, +...

(0.179)
C, =2a, +6a,+10a, +14a, +...

n
bulunur ki, burada her serinin son terimi a, veya a, ,* dir. p(x)=Z'anTr*(x)’ in
r=0

tiirevi igin benzer igslemler yapilarak ve (2.86) iliskisinden faydalanilarak, (2.109)

rekiirans iliskisinin C_, =C,_, +4ra, seklinde oldugu su sekilde goriiliir:
n-1 .
p()=2"CT (X
r=0
n-1
[P edx=[3"CT ()
r=0
A (11 . 1 _.
P =3. rum 00T )D

+C, 2 (T 00T, () + 2, 2(T (00 +T; ()

(0.180)

ifadesinde cebirsel islemlerle
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P = 32T (0= 6 T (W +5CT (9

8
1 L0 T(X)
+= CT C r+l __r-
8 09+ Z [ r+l1 r-1
1 1 * 1 . 1 N
= [ZCO _gclj-ro (X)+_C0Tl (X)+_C1T2 (x)
13 T X) 1% T, (X
+chr -1 ( ) ZCF+1 ( )
r=3
1 l * * *
= ZCO _gcl Ty (X)+ZCOT1 (X)+§CIT2 (x)
w31 . 1 T.(X) 1. T(x)
+y —(C.,-C )T (x)+=C_,*+~=+-C , ="
& r( r-1 r+1) r( ) 4 n-2 n-1 4 n-1 n
1 1 T*(X)
—C,T, — 27
4 2 () 4 C, >
1 1 " 1 . 11 .
= _Co __Cl To (X)"‘_(Co _CZ)Tl (X)+__(C1_C3)T2 (X)
4 8 4 2
n-2 * * (0181)
S (C,-CaT0rsc, e 1
T Ar n-1 4 n

sonu¢ olarak

P = 38T 09~ 5C, —icljn;*(x)

n-2 * *
i(Cr—l r+l)T (X) +— C n—l(X) +lcn—1 Tn—(X)
o 4r n-1 4 n

(0.182)
+

ifadesine ulasilir ve benzer sekilde katsayilarin esitlenmesiyle,

(0.183)

n-1 4(n —l) n-2

elde edilir. Boylece C, , =C,,, +4ra, ifadesi gosterilmis olur.

r+l

Bu sonucu genellestirmek i¢in (2.103) © e benzer sekilde,
n-1
PP (x)=>"D*T, (x) (0.184)

tanimi yapilirsa, S=0 igin (2.115) tanimu,
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f(x)= % D, + DT,(x)+D,T,(X) +.....+ DT, ,(x)+ D, T, (x) + D, ,T,,,(X) +...(0.185)
ve s=1igin
f'(x)= % DY + DT, (X) +.... 4+ DT (X)+ DOT (X) + DT (X) +... (0.186)

olarak elde edilir. Chebyshev polinomlarinin tiirevleri arasindaki iliski,

To(X) =T/ (x)

00 = 5T, (9 (0.187)
TAX)%(%—%) 0>
ve
A= X)T}00) = NIXT, (0T, 001 =T, , (O -XT, (9] (0.188)

bagntilar ile verilir.

(2.117) ifadesi (2.118) yardimu ile integre edilirse

F(X) =25, + 2 DT, (%) + = DT, () + v+ — D, [ 1) T ()
2 2 4 2 n n-2
(0.189)
+£ D(l) (Tm—l(x) _ Tn—l(x) +l D(l) Tn+2(x) _ Tn (X) +o
2 "Un+l n-1) 2 ™ n+2 n
elde edilir. (2.120) ile (2.116) denklemleri esitlenirse
2rD® =D&V -D&Y  r>1 (0.190)
esitligi elde edilir. =0 i¢in (2.121) ifadesinin
2rD, =D, - D/, (0.191)

oldugu goriiliir.

Bu genel ifadede D =a ’ ye ve DY =C, karsilik gelmektedir. Bu sonuglar

yardimiyla herhangi bir g(x) ifadesinde T (x)’ in katsayilar1

D, (g(x)), r>0

D, (9(x))/2, r=0 (0.192)
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olarak gosterilirse, x”f© terimi iginde T (x) in katsayisi

m S 1 N m S
D, (x"f >)=2_mz( _jcpmm (0.193)

=\ _J
seklinde verilebilecegi goriiliir.

Burada tiirevin tiim asamalarmda oldugu gibi verilen fonksiyonun a, katsayilarinda
miimkiin yuvarlama hatalarinin biiylimesi not edilmelidir. Daha 6nemlisi, belki de
sonsuz Chebyshev serilerinin terim terime tarevi igin (2.2) formulinin sonsuz seri

olmasidir. Gergekte —1< x <1 aralig1 i¢in

C, = i 2(2r+1)a,,,
o (0.194)
Cori =D 2(25+2)a,,,,, r=01..

s=r

genel ifadelerinin yakinsak olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda bile,
yakmsaklik yavas ve tiirevde kesme hatalar1 oldukca cok olabilir. Ote yandan,
integrasyon i¢in kesme hatast N . mertebeden bir carpandan kiguktir. Hem
hesaplama zamanin1 azaltma, hem de hatanin {ist sinirinin dogru tahmininde

Chebyshev fonksiyonlarin genelde hizli yakinsamasi1 6nemli avantajlara sahiptir.

Acik formda verilmis fonksiyonlar i¢in Chebyshev serisi yaklagimini elde etmek

icin; f(x) —-1<Xx<1 araliginda tanimli ise, Chebyshev serisi,

Fx)=3"aT(x) (0.195)

ile verilir. Her iki taraf w(x)T,(x) ile carpilir ve integre edilirse;
1 - 1
j w(x) f ()T, (x)dx = 'a, j W(X)T. (X)T, (x)dx (0.196)
-1 -1

r=0

burada w(x) = (1— x? )71/2 dir ve (1.17) kullanilirsa,
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a - .1[(1— X2 )’”2 f ()T, (x)dx

1

I\)

zij 1-3) Y £ (0T, (x)dx (0.197)
2
= —]E f (cos@)cosrode

elde edilir. Sayisal uygulamalarda uygun bir terim sayisinda (2.126) serisi kesilerek,
P.()=>"aT(x) (0.198)
r=0

polinomuna ulasilir. Burada hata

e,(X) = f(xX)—p,(x)
. ! . (0.199)

- z'arTr (X) _Z'arTr (X) - Z Ia"T" (X)

r=0 r=n+1

dir ve (1.29) ifadesi kullanilarak
e (0[<> Ja| (0.200)

esitsizligi ortaya ¢ikar. (2.128) ifadesi eger integrasyonlar analitik olarak basit sonug
vermezse uygulanabilir degildir. Bu nedenle asagidaki interpolasyon formillerinden
biri kullanilabilir;

P00 =2"BT, ()

n (0.201)
b = iZ"f(x (%) X _cosk—
ve
P (0= 2'C.T, (0
oKD (0.202)
+)7
:—Zf(x )T.(X,) X =cos——~— 20+

Bu polinomlar f(x) fonksiyonu ile x, noktalarinda ¢akisirlar, ancak diger

noktalarda farkliliklarin derecesi 6nemlidir.
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Son olarak sonsuz serinin a_ katsayilari ile sonlu yaklagimlarin b, ve C_ katsayilari

arasindaki iligki bulunmalidir, (2.126) ve (2.132) kullanilarak,

2 n

br :_Z" f (Xk)Tr(Xk)
" . ) (0.203)
b, = %Z"[Tr (Xk)z:'a;-rF (Xk)]’ X = COSkTE

yazilabilir. Ayrica,
kz kz
T, (X, ) =cosrarccos x, =Ccosr e cos| (2pnzr) YN Topnin (%) (0.204)

iliskisi saglanir. (2.134) ifadesini basitlestirmek igin,

1+2C0SX+2C0S2X+...+2c0shx =—-1+ 2[1+ COS X+ C0S2X +...+ COS nx](0.205)

ifadesinde
n+1l
) . o 1-(e”
1+e” +e®™ 4. . +e™ :(—2 (0.206)
l-e
toplami1
eX =cosx+isinx e™ =cosnx-+isinnx (0.207)

ve ac¢ilimi kullanilarak

1+ COS X+ COS 2X +...+ COS NX + 1(SIN X +SiN 2X +...+SiN nNx)

) 1— eix n+l
+..+e™ :—1(—ei)x

_1—(cos(n+1)x+isin(n+1)x)
1-(cosx+isinx)
_ ((2—cos(n+1)x)+isin(n+1)x)((L—cos x) —isin x)
((L—cos x) +isin x)((1—cos x) —isin x) (0.208)

i2x

=1+e” +e

~ (1=cosx)? +sin’ x {((1“305(” +1)x)(1-cos x) +sin(n+1)xsin x) +

+i(—(1-cos(n+1)x)sin x+sin(n +1)x(1-cos x))}
_ 1 {
- 2(1—cos x)

+i (—sin x+sin x cos(n +1)x +sin(n +1)x —sin(n +1) cos x)}

1—cos x—cos(n+1)x+cosxcos(n+1)x+sin xsin(n+1)x
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B 1
2(1-cosx)

+i (—sin X +sin(n+1)x +sin(x—(n +1)X))}

{1—cosx—cos(n +1)x+cos(x—(n+1)x)

{1-cos x—cos(n+1)x+cos nx +i(—sin x+sin(n+1)x —sinnx)}

B 2(1—C0s X)
elde edilir, bu ifade ile (2.139) in solunun reel kisimlari esitlenirse,

1—cos x—cos(n+1)Xx +cosnx
2(1—cosx)

1+COSX+C0S2X+...+COSNX =

sin n+l xsin| =
1 1(cosnx—cos(n+l)xj_i_ B 2 2
2

E E 1-cos X 1-cos X
. (n+1 . [ X
sin| —— |xsin| —
(5 s3]
, X

2sin” —
2

1
:§+cosx+...+cosnx:

. X . X
(sm nxcos§+cos nxsin 2)

2 siné
2

. X
sin nxcos—
1 2
= —+C0S X+ COS2X +...+C0S(N—1)X +cosnx = =
2 X
sin—
2

1
+=C0S NX
ve sonug olarak

1 1 1. X
—+C0S X +C0S 2X +...—COSNX = —sin nx cot —
2 2 2 2

(0.209)

(0.210)

esitligine varilir. Dikkat edilirse burada x =z alindiginda her K tamsayisi igin sag
n

taraf sifir olur yani;

Sn(x):1+cosx+0032x...lcosnx:lsin nxcot5
2 2 2 2
kzr . .
ve Xk :T |(;|n,
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S, [k—”j 0. (0.212)
n
Ayrica,
Zn:"cos(rxk)cos(sx Zn:"%(cos (r+s)x ]+cos[(r-s)x])  (0.213)
ifadesinden
Zn: "cos(rx, ) cos(sx, ) = lzn: "(cos[(r +s)x,])+ is "(cos[(r—s)x,])
k=0 2 k=0 2 k=0 (0214)
=lsn((r+s)kﬁj+isn [(I’—S)kﬂ'jzo (r %)
2 n 2 n

bulunur, yani y, () =cosré tanimlanirsa, (2.144)’ nin solundan,

D "y, (6. (6,)=0 ek:kT” rs (0.215)

k=0

ortogonallik sart1 elde edilir. Burada isareti toplamda ilk ve son terimlerin

katsayilarinin % ile carpilacagmi ifade etmektedir. Ayrica r =s=0,n igin (2.145)

ve (2.142)’ in solu birlestirilirse,

> "wi(6,) :% r=s=0,n
k=0 (0.216)

> 'yA6)=n r=on

sonucuna varilr.

(2.134) ifadesinde elde edilen bu ortoganallik sartlari ve (2.135) kullanilarak

=gzn: (T (X.) ZaT (x) j

Ni>o Z

{ Z"T (XJT; (Xk)ﬂ (0.217)
{ Z"T (Xk)Tan+r(Xk)j:| p=12,..

bulunur. Burada r “ nin oo ‘ a kadar gittigi ve her p=1,2,... icin sonucun

tekrarlanacagina ve r = 2pn=r iken sonucun sifir olacagna dikkat edilirse,
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) iaf 5 r<0,n 5 (1 i
br=ﬁ = hn T—on =H[Earn+;§azpw] (0.218)
r=2pn+r
yani
b, =@, + (@ + 8oy T Aynr +8gsr o0 (0.219)

elde edilir ki, bu ifade her r igin gegerlidir. Benzer islemler,

T. (%)= cos(2k +1r—”} =(-1° cos[z p(n+1)+ r(2k +1£ﬂ (0.220)

n+l 2 n+l 2
= (_1)pT2p(n+l)ir (Xk)

oldugu g6z Oniine alinarak,

C =a - (a‘2n+2—r + 0, 04r ) + (a4n+4—r +80,40r ) T (0221)

ile bulunabilir. Eger (2.126) ifadesinde terim sayisi (2.129) fonksiyonuna yaklagim

icin yeterli ise, I'>N igin a, katsayilar1 ihmal edilebilir. Bu durum b, ve c,

katsayilarmm a, katsayilarindan ihmal edilebilir 6l¢iide farkli oldugunu gosterir ki,

bu katsayilar (2.132) ve (2.133) ifadelerinden rahatlikla hesaplanabilir.

Daha genel olarak, hata ifadeleri igin;

F0-D"bT.(0=3"aT.(0-3"b T (x)

B (o . (0.222)
=Y aT,(x)- '{Z(am_r +azpw)}“(x)—Zazwn(x)
ve
F00-2CT,00=3aT,(0-3"b T, (X (0.223)

-3 arTr(x)—i'{i(—l)p (piorsy +a2p(n+1)+,)Tr(x)} (0.224)

r=n+1

esitligine ulagilir, buradan her iki tarafin mutlak degeri almnip sag taraf daha da

blayatalurse,
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‘f(x)—zn:"b,Tr(x) <23 |a| (0.225)
r=0 r=n+1
ve
‘f(x)—zn:'CrTr(x) <2 i | (0.226)
r=0 r=n+1

bulunur ki, bu ifade (2.132) ve (2.133) ifadeleri ile hesap sonucu, hatanin asla
(2.126)’ nin hatasinin iki katindan biiyiik olamayacagini gosterir.

Sonsuz serinin yakinsakligmin a_,,a terimlerinin ihmal edilebilecegi kadar

n+21 - n+31°°

hizli oldugu durumda, (2.150) ifadesinden r=n-1 durumu hari¢ b.’ nin a, * ye
cok yakin oldugu goriiliir ve r =n-1 icin

b.,=a.,+a, (0.227)
elde edilir.

(2.153) ifadesinde a,,, {T,,,(X)—T,,(x)} ifadesi maksimum 2|a | degeri ile hatay:

n+1

baskin kilar. C, Kkatsayilarindan ise hi¢biri a ’ lerden ¢ok farkli degildir ve

maksimum fark '=N * de

C,=a,—-a,, (0.228)

olarak gozlenir. (2.154) ifadesi maksimum degeri |a,,| kadar kiigik olan, a,,,T, ., (X)

n+1

ile domine edilir.

Bu sonuglar1 bir 6rnek (zerinde agiklamak i¢in e* “ in (-1<x <1) bazi agilimlar1

hesaplanacaktir. Burada (2.126) Chebyshev serileri i¢in katsayilar, (2.128)

yardimiyla,

2 coso
a =—|e“”’cosrodd =21_(1
' ﬂl W (0.229)

a, =2.5321317555, a, =1.1303182079,...
seklinde (Bkz. EK C) hesaplanarak,

e’ =1.266065878T, +1.130318208T, +0.271495T,
+0.04433684T, + 0.00547424T, +0.00054292T, (0.230)
+0.000044977322T, +0.000003198436T,
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yazilabilir. (2.132) ifadesinde n=4 alinarak hesaplandiginda,

n 4 COSkl
:EZ"f(xk)Tr(xk)Z%Z"e 4Tr(COSkT7[] [Xﬁcosk—ﬁ} (0.231)
k=0 n

N>

ve b, =2.532132154, b, =1.130321417,... elde edilir.
(2.132)’ den

e’ =1.266066077T, +1.130321417T, +0.27154031T,
+0.04487977T, +0.00547424T, +0.00054292T, (0.232)
+0.000044977322T, +0.000003198436T,

bulunur. (2.133) ifadesiyle n=4 alinarak hesaplandiginda ise;

2k +1)7

=—Zf(x )T (%) X =C0s~—2— 20D

(0.233)

ve sonu¢ olarak C,=2.532131754, C, =1.1303181969,...olarak hesaplanir. Bu

sonuclar (2.133) ifadesinde kullanildiginda

e’ =1.266065877T, +1.130318197T, +0.271495140T,

(0.234)
+0.0443365T, +0.00542926T,

elde edilir. b, katsayilar1 (2.150) ifadesinden hesaplandig takdirde,

b, =@, + (@ +8nsr + Ay F 8y +--)
b, = 2.532132153 b, =1.1303214173 b, =0.271540257

b, =0.0448797761 b, =0.0109332 b, =0.0448797761

2n+r

(0.235)

ve C, katsayilar1 (2.152)" tan,

Cr = ar - (a2n+2—r + a2n+2+r ) + (a4n+4—r + a4n+4+r ) -
C, =2.53213187 C, =1.130318197 C,=0.271510399

0.236
C, =0.0443336514121 C, =0.0054292311 ( )

olarak hesaplanir. Buradaki tim hesaplamalar EK C’ de verilmistir. Bu yaklagimlarla
hatalar (2.153) ve (2.154)’ den,
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4
e =Y "bT,(X)=aT; —aT, +a,T; —a; T, +a,T, —a,T,

r

=0
—107°[543(T, — T,) + 45(T, - T,) + 3(T, T,)]

4 (0.237)
e - Z'CrTr (X) = asTs + asTe - (_1)laeT4
r=0
=107°[543T; +45(T, +T,) +3(T, +T,) ]
ve hesaplanmis maksimum degerleri sirasiyla,
2|a,,.| =2[as| = 2-0,000543 = 0,001086
(0.238)
|a,..|=|as| = 0,000543
olarak bulunur. (2.132) ve (2.133) ifadelerinde n =1 alinarak hesap yapilirsa;
e* ~1.543080635T, +1.489205938T,
(0.239)
e* ~1.266065877T, +1.085441641T,
ve maksimum hatalar1 sirasiyla,
2|a,|=0.542991
(0.240)

|a,|=0.271495

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde sinhx ve coshXx igin e* agilimlarinda sirasiyla tek ve ¢ift terimler

c¢ikarilarak bulunabilir.

Pratikte, maksimum hatalar arasindaki fark ¢ok kiigiiktiir ve (2.132) ifadesinde
noktalarm cakismasmin pratik avantaji en 6nemli sebeptir. Istenilen dogrulugun
saglanmasi i¢in N degeri sonlu yaklasimda katsayilarin yakimnsaklik orani gozlenerek
deneysel olarak belirlenebilir. Ornegin, (2.163) ve (2.165)° de ardisik katsayilarin
orani birinciden sonra, yaklasik olarak 4, 6 , 8 seviyesindedir ve bir sonraki terimde
oranin yaklasik 16 kat olacagi beklenebilir. Kontrol, daha biiyiilk N degerleri i¢in
yapilabilir.
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3. POLINOMLAR VE KUVVET SERILERI, EKONOMIKLESTIRME

N . derece bir polinom i¢in (2.126) Chebyshev serisi elbette sonlu bir toplamdir ve
(2.129) ifadesinde kesme ile elde edilen ve (2.132) ve (2.133) ile verilen eslestirme

yontemlerinin sonuglar1 ile 6zdestir. Katsayilarin hesaplanmasinda pratik olarak

higbir yontem efektif degildir; f(x) = Z:ocrxr icin (2.126)’ in kullanimu,
r=0

a :E.[cos r@(z a, cos' ajde (1.1)
T 0 r=0

ifadesinin hesabini gerektirir ki, cosréd ve cossé fonksiyonlarinin (0,77) araliginda

ortogonalliginden ve

s-1(9 |
cosZSH:%ZL Sj(:os(Zs—Zr)0+ 123 (282
22 =\r 27 (s
(1.2)
s (2s+1
cos®" 9 = 2125 Z( S: jcos(Zs—Zr +1)6
r=0

ozdesliklerinden uzun islemlerle hesaplanabilir, b, ve C, katsayilarinin (2.132) ve

(2.133) denklemlerinden hesab1 benzer sekilde uzun islemler gerektirir. Gergekte x"

kuvvetleri i¢in Chebyshev polinomlar1 T (X) cinsinden agilimi (1.56) ifadesinden

kolayca hesaplanabilir. Ornegin,

1—x+x2—x3+x“—21 ( T, (x )) —(T,(x))

1 2 3
+F{T2(X)+( j To( )} 231{1' (X)J{ jTl(X)}

1 4 4\1
+F{T4(x)+(le2(x)+(ZJETO(X)} (1.3)

=T 00 =T, 0+ 2 {T,(+T, (0} -7 {3T,00 + T, (0}

+%{3TO (X) +4T,(X) +T,(x)}
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ve sonug olarak
1-x+x2=x*+x' = %To(x) —%Tl(x) +T,(X) —%T3(x) +%T4(x) (1.4)

yazilabilir, bu ifade —1< X <1 araliginda gecerlidir.

Chebyshev formu polinom formuna gore bazi avantajlara sahiptir. Ornegin (3.4)

ifadesi bize 4. derece bir polinoma maksimum hatasi olan 3. derece ile

yaklasabilinecegini sOyler. Dahasi, biiylik katsayili ancak deger kiimesi kiiciik bir
polinom i¢in Chebyshev formu daha kiigiik katsayili ve kesme hatasinin daha kiiciik

oldugu bir yap1 verecektir. Ornegin;

N0 1
(1-x*) —...—524288(92378T0(x)+...) (1.5)

elde edilir ki (Bkz. EK D), katsayilar ¢ok daha kiigiiktiir, hatta en biylgi

167960 ~ 0.3 mertebesindedir. Dahas1 son 3 terimin alinmamasindan kaynaklanan
524288
190 -
hata ~0.000362396 ° dan biiyiik olmayacaktir.
524288

Bu islem Lanczos tarafindan ekonomiklestirme olarak ifade edilir ve temel olarak

sonsuz serilere sonlu Chebyshev serileri 6nermek amaciyla kullanilir.

Ornegin, e*’ in Taylor agilim1 N=6 i¢in yapilirsa,

n Xr Xn+1
=) —+ e -1<é<1 1.6
rzz;‘ rt (n+1)! : (1.6)
hata 640! ~ 0.0005 olacaktir, Chebsyhev formunda yazildiginda ise,
+1)!
6 r
3 :Z%:1.26606T0+1.13021Tl+... (1.7)
r=0 I'*

bulunur ki, hata yine 0.0005 mertebesindedir, ancak T’ li terim almmazsa gok fazla

bir ek hata gozlenmez. Hatta T, de alinmazsa hata 0.001 * den fazla olmaz.

Bu yontemin dezavantaji ekonomiklestirilmis durumun en azindan Taylor serisinin

neden oldugu kadar hataya neden olacagi, yani serinin kesilecegi 6zel noktaya karar
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vermektir. Taylor serisi hizli yakinsarsa, hata kiigiik olabilir. Ancak burada 6nemli
olan Taylor serisinin bu anlamda genelde kotii performans gostermesidir. Ornegin
(3.7) “ te n=6 icin kesme hatas1 5.10* kadar biyikken, (2.163) ‘ de Chebyshev
serilerinin kesme hatas1 3.10°° ¢ y1 ¢ok zor asar. (2.163) ¢ nin ekonomikligi, (3.7)" e
gore ¢ok daha degerlidir ¢iinkii sadece daha kii¢iik terimi yok etmesi nedeniyle degil,
ayrica burada baslangi¢ hatasi da ¢ok daha kucuktur.

Taylor serisi yavas yakinsadigida, 6rnegin
1,15,
In(l+x)=x—§x +§x —... 0<x<1 (1.8)

kesme hatasini kiiglik kilmak i¢in ¢ok sayida terim gereklidir. Ekonomiklestirmeye
uygun Z'arTr*(x) serisi i¢in ¢ok sayida Chebyshev terimi eklenebilir ancak kiiglik
bir kazang karsiligi, harcanan emek ¢ok daha fazladir. Dahasi Taylor serisi

yakinsamayabilir, drnegin (1+2x?)™" ¢ in agilmmi

(L+2x*) " =1-2x> +(2X°) +... (1.9)

1 .. o
|X|>— icin yakinsamaz. Bu durumda ‘Pade Yaklastiranlarr’ gibi yOntemler

N

kulanilabilir.

Yukarida verilen agiklama ve Orneklere dayanarak, asagidaki genellestirme
yapilabilir:

Teorem 3.1: TI.(x) n. dereceden monik polinomlar kiimesi olmak tzere n>1 ve

VP, (x) e ITn () igin,

= max
21 e

T (x)| < Q%JP” ()| (1.10)

esitligi ancak P, (x) =T (X) saglanirsa saglanir.
Teorem, [—1,1] araliginda n. dereceden Monik Chebyshev Polinomlarmin mutlak

. .1 g : -
degerce maksimum degerinin —- oldugunu ve bu maksimum degerin ayn1 aralikta
2n 1

diger tiim n. derece monik polinomlarin mutlak degerce maksimum degerinden

kiigiik oldugunu ifade eder.
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Ispat: P,(x) e IIx(x) ve teoremin tersine

1
2n—1

max |P, (x)| < max
Xe[—l,l] Xe[—l,l]

T n(x)|= (1.11)

oldugunu kabul edelim. Q(X) Eﬁ(x)— P (x) olarak tanimlanirsa, :I'vn(x) ve P, (x)
monik polinomlar olduguna gére Q(x) ‘in en fazla (n—1). derecede bir polinom
oldugu goriiliir, oysa

CY b (L.12)

Q) =T, 06 ) =R ) = -

elde edilir.

(3.11) varsayimindan rTEa1)§]|P“(X)| < % oldugundan k =0,1,...,n i¢in

Q(x.)<0, k=2n+1
Q(x, )20, k=2n (1.13)

oldugu goriilir. Q(x) polinom oldugundan her yerde siireklidir, dolayistyla Q(x) ‘in
Xi ile Xi.1 arasinda en az bir tane sifirt vardir, yani Xo- X1 arasinda 1. kok, Xi- X2

arasinda 2.k6k,... Xa1- Xn arasmda n. kik olmak dzere toplamda [-1,1] araliginda n
tane koki vardir. Oysa Q(x), (n-1).dereceden bir polinomdur, yani n tane koki
olamaz.

Ortaya ¢ikan c¢eliskinin nedeni (3.11) varsayiminin yanlis olmasidir, dolayisiyla

(3.10) dogrudur.
Not 3.1 : Bu teorem f(x)ile yaklasim polinomu p, (x) arasinda hatanin minimize

edilmesinde kullanilabilir, yani Xy, X, X,,..., X [—1,1] araliginda n+1 tane ayrik

nokta, f(x)e C”+1[—1,1] ve £(x) (-=1,1) araliginda bir say1 olmak iizere, Lagrange
polinomu P, (x) ise yapilan hatayi, yani

()

e,(x)=f(X)—p,(x) = (1)

X)X X)(X-%)  (114)
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minimize etmek igin & Uzerinde higbir kontrol konulamadigmma gore, hatanin
minimize edilmesi igin |[(Xx—X,)(Xx=X)...(x=x,)| kontrol edilmelidir. Ayrica
(X=Xg)(X=X,)...(x—=x,) ifadesinin (n+1). dereceden bir polinom olduguna dikkat
edilirse, Teorem 3.1 bu polinomun ancak ve ancak Tn.a(X) olarak secilirse mutlak
degerce maksimumunun minimum olacagini soyliiyordu yani,

(X=X ) (X=X ) (X=X ) = T ns1(X) (1.15)

olarak se¢ilmelidir. Dolayisiyla, Xgs X;s Xy, ..y X, NOktalart fm(x)’in kokleri

olmalidir. Ta(X)’ in kokleri de Not 1.1 uyarimca (1.19) ile su sekilde verilir:

2k -1
2n

x_kzcos[ 7[] k=12,.n (1.16)

Bu ifade k =0 ‘dan baglar hale getirilirse

x_kzcos(k +%]% k=0,12..,n—1 (1.17)

elde edilir. (3.16) yerine (3.17) kullanilmasinin nedeni, (3.15)" de ilk kokin x,

olmasidan dolay1 XO:X_O, X, = X,... esitligini saglamaktir. Ta(X)” in kokleri

(3.17) ile verilirse T (X) "in kokleri;

— 1
xk:cos(k+—ji k=0,12...,n (1.18)
2/n+1

ile verilir. Dolayistyla (3.15) ifadesi (3.18) koklerine sahip olmalidir yani,

(X=X ) (X=X )(X = X,)..(X = %,) (1.19)

yazilabilir. Ayrica

max
Xe[—l,l]

~ 1
Tn(X)| —F:> xrlg—al)i]

T n+1(x)| =2in (1.20)

cikarimi yapilabilir.

Sonug 3.1: P (x) n. derece yaklagim polinomu ve noktalari T nea(X) "in kokleri ise,
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1
max | f (X)=P. (X)| < ——— max | f "D (x)|, VfeC"[-11 1.21
Xe[—l,l]| (x) n( )| 2”(n +1)!Xe[l,l]| ( )| < [ ] ( )

Bu teknik sadece [-1,1] araliginda degil, herhangi bir [a,b] araligmna
-1
X:E[(b—a)x+a+b] (1.22)

doniisimii  uygulanarak  genisletilebilir.  Lagrange-Chebyshev — yontemi ile
interpolasyonu ve bu yaklasimm Lagrange interpolasyonuna gore daha avantajli

oldugunu géstermek i¢in asagidaki dérnekler incelenebilir.
Ornek 3.1:

f(X):fILX2 icin Xe[—l, 2] araliginda 4 noktali Chebyshev-Lagrange
+ X

interpolasyonu ile bir yaklasim fonksiyonu olusturunuz.

X, noktalar '|:4(X) polinomunun sifirlar1 olacak sekilde secilmelidir. Burada

(n+1) = 4 noktadan, n=3 oldugu gozlenir ve X, noktalari i¢in

X, =CO0S 2k+1 Vs :COS(2k+17zj (1.23)
2(n+1) 8

kullanilir ve [—1, 1] araligi [—1,2] araligina (3.22) yardumiyla

X, =%[(b—a)x+a+b] =%[(2—(—1))x+(—1)+2] =%(3x +1) (124

seklinde doniistiiriiliirse,

Cizelge 3.1 x, degerlerine karsilik gelen degerler.

X % f (%)
0.92388 1.88582 0.208675
0.382683 1.07403 0.408226
-0.382683 -0.07402 -0.07355
-0.92388 -0.88582 -0.433935
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.. . k (X - Yj)
noktalari elde edilir, buradan Lagrange polinomlar1 L;(X) = H —

j:0 XI - XJ
J#i

ifadesinden

L,(x) = 0.226775x* —0.025893x* —0.218912x — 0.0159711
L, (x) = —0.547484x* + 0.506957 x> + 0.955097x + 0.0677012
L, (x) = 0.547484x* —1.1355x? — 0.326558x + 0.982271
L, (x) = —0.226775x> + 0.65443x* — 0.409628x —0.034

(1.25)

olarak bulunur, bu polinomlar yardimiyla Chebyshev-Lagrange yaklagim polinomu
3

R(x) = Z L, (x) f (X) =—0.118039x° +0.00108879x* + 0.545985x —0.0331917 (1.26)
i=0

formunda elde edilir. Tkinci 6rnek olarak ise,

Ornek 3.2: Lagrange — Chebyshev ile Lagrange interpolasyonlarinim karsilastirmasi

f (x) =xe* fonksiyonuna xe[0,1.5] araliginda Lagrange ve Lagrange-Chebyshev
polinomlar1 ile interpolasyonlar olusturarak, her iki yontemde yapilan hatay:

karsilagtirmiz.

[Ik olarak Chebyshev polinomlar1 kullanilmadan sadece Lagrange interpolasyonu
yontemi ile h=0.5 esit aralikli noktalarla yaklasim fonksiyonu olugturulmak

istenirse diigiim noktalar1

Cizelge 3.2 Diigiim noktalar1 ve fonksiyonda karsilik gelen degerleri.

i X f.(x) = xe"
0 0 0
1 0.5 0.824361
2 1 2.71828
3 15 6.72253
olarak elde edilir. Bu noktalar kullanilarak L, (x)= f[ (x=x)) ifadesinden
=0, \ A T A

Lagrange polinomlar1
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X) = (x=0.5)(x-1)(x-1.5)
~ (0-0.5)(0-1)(0-1.5)
(x=0)(x-1)(x-1.5)

=-1.333x% +4x*> —3.6667x +1

Ly(

L (x) = =4x> -10x” + 6X
(0.5—0)(0.5-1)(0.5-1.5) (1.27)
L, (x) = (x=0)(x—0.5)(x-1.5) 4y 1+ 8 — 3%
(1-0)(1-0.5)(1-1.5)
L ()= XZOXZ0X=Y) g gag5 542, 0 6667
(1.5-0)(1.5-0.5)(1.5-1)
seklinde elde edilir ve P, (x) yaklasim polinomu
P00 =D L) f(x) (1.28)
i=0
ifadesinden
P,(x) =1.38769x° +0.0575811x* +1.27301x (1.29)

olarak elde edilir. Ikinci olarak X, noktalari teoremde iddia edildigi iizere

T.(0)=T,,(X)=T,(x) Chebyshev polinomunun kokleri olarak segilirse (3.18)

yardimui ile noktalar

Cizelge 3.3 Diigiim noktalar1 Chebyshev kokleri olarak se¢imi.

i X!

0 0.92388
1 0.38268
2 -0.38268
3 -0.92388

seklinde bulunur. Ancak bu noktalar [-1,1] araligindan [0,1.5] araligina

aktarilmalidir. (3.22) doniisiimiinden yaralanarak bu araliktaki noktalar ve

fonksiyonun karsi gelen degerleri Cizelge 3.4 ° te verilmistir:
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Cizelge 3.4 [0,1.5]araligindaki kokler ve fonksiyondaki degerleri.

i X f.(x) = xe"
0 1.4429 6.10783
1 1.03701 2.92581
2 0.46299 0.735601
3 0.05709 0.060444

(3.27) yardimu ile Lagrange polinomlar1

L, (x) =1.81419x* —2.82486x” +1.0264x —0.0497277
L, (x) =-4.3799x® +8.59768x" —3.40257x —0.167045

_ (1.30)
L, (x) =—4.3799x° —-11.1118x* + 7.17378x — 0.37415
L,(x) = -1.81419x> —5.33901x” + 4.79762x +1.25683
seklinde elde edilir ve (3.28) tanimindan yaklagim polinomu
P,(x) =1.38109x> +0.044652x” +1.30309x — 0.0143519 (1.31)

olarak elde edilir. Her iki fonksiyon i¢in hataya bakilirsa (Cizelge 3.5), her ne kadar
Lagrange interpolasyonu ile elde edilen P,(Xx) bazi noktalarda Lagrange-Chebyshev
interpolasyonu P,(x)’ gére daha iyi sonug verse de, verilen aralikta maksimum

hataya bakildiginda Lagrange polinomlar: ile elde edilen yaklasim polinomunda
maksimum hata 0.0308983 ve Lagrange-Chebyshev polinomlari ile elde edilen
yaklagim polinomunda ise maksimum hatanin 0.0205903 oldugu goriiliir ki, bu sonug
Lagrange-Chebyshev polinomlar1 ile ayni dereceden daha iyi yaklasim polinomu

elde edildigini gdstermektedir.

Not 3.1: Chebyshev polinomlar1 yaklagim polinomunun hatasint minimum yapmak
icin kullanilabilecegi gibi, istenilen hata araliginda yaklasim polinomunun

derecesinin diisiiriilmesi i¢in de kullanilabilir;
P(X)=ax"+a, X" +..+ax+a, (1.32)
ile tanimlansm. Amag, P,_,(x) polinomunu

max [P, (x) =P, ()] (1.33)
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Cizelge 3.5 Yaklasim polinomlarmin karsilastirilmast.

X [f (0 —=P,(x)| [f () -P(x)

0 0 0.0143519
0.1 0.0187472 0.0072677
0.2 0.02372 0.01482
0.3 0.01959 0.012926
0.4 0.01049 0.005689
0.5 0 0.003367
0.6 0.008995 0.0113774
0.7 0.0143282 0.0162202
0.8 0.0146759 0.0166142
0.9 0.00966702 0.012227

1 0 0.00379661
1.1 0.0124185 0.00673066
1.2 0.0243196 0.0160463
1.3 0.0308983 0.019306
1.4 0.0256199 0.00993508
1.5 0 0.0205903

ifadesini minimum olacak sekilde se¢mektir.

Pn (X) — Pn—l(x)
a

n

monik bir polinomdur. Dolayisiyla Teorem 3.1 hatirlanirsa, ancak

I:)n (X) B

Pn—l(X) _ fn (X)

a

n

ifadesi n. dereceden

secilirse (3.33) minimum olur. Buradan
P () =P,(0)-2,T,(x) (1.35)

olarak secilebilir ki,

— >
max [P, () = B,y (4] = max

a,T, (9| =[a, | max

- 1
T,(9| = Bl (@30)
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elde edilir. Burada istenilen hata toleransi iginde kalacak sekilde daha kiiguk
mertebeden polinomlar yaklagim polinomu olarak segilerek ekonomiklestirme

yapilabilir.
Ornek 3.3 : Polinom mertebesi diisiirme

f(x )—w fonksiyonuna  xe [0,1] araliginda  Maclaurin  serisi  ile

3 5
P(X)=x-Xx*+ X? —;(—0 seklinde yaklastirildiginda yapilan kesme hatas1 yaklasik

0.0176 olarak elde edilir. Kabul edilebilir hatanin 0.03 oldugu varsayilirsa, bu hata

smir1 i¢inde yaklagim fonksiyonunun mertebesi ne kadar diistirtilebilir?

(1.33) “ten
-F;(X)Zl 'Fl(x):x ﬁ(x)zxz_%

'f;(x):XS—%x ﬁ(x):x4—x2+é (1.37)

T, (x) = x° —Ex3+£x
4 16

elde edilir ve (3.35) ifadesinde kullanilirsa

X X 1 s 5, 5
P,(x) = P,(x) - a.T, (x)_(x X +?—%J—(—%j (x _ZX +Exj

(1.38)

elde edilir, burada segilen 6rnekten dolayr P,(x) = P,(x) olduguna dikkat edilmelidir.

Dolayisiyla besinci dereceden polinom almak yerine (3.38) ile verilen polinomu

kullanarak yapilan hata
1 1
IP,(x)~Py(x)| = |a5T (x)| g 557 = 000208 (1.39)

olarak bulunur. Buradan toplam hata 0.0176+ 0.002083 =0.019683<0.03 ¢ikar,

sonug hala hata toleransi i¢inde kaldigindan, mertebe diistirmeye devam edilirse,

P,(x) = P,(x) —a,T,(x) = (l4x —x2+%xj—%-(x3—%xJ

(1.40)
, 959
=X +—=X
48
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3-1

polinomu ve |P,(x)—P,(x)| = |a3'f3(x)| s%.zi =0.0729167 hatasi elde edilir, bu

durumda da toplam hata = 0.019683+ 0.0729167 = 0.0926 olarak elde edilir ki, bu
istenilen tolerans seviyesi olan 0.03ten biiyiiktiir, dolayisiyla kullanilamaz. Sonug

olarak 0.03 kabul edilebilir hata i¢in en az P,(x) kullanilmalidur.
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4. REKURANS BAGLANTILARINDA HATA ANALIZi

4.1 n. Mertebe Fark Denklemi ve Diferansiyel Denklemler

Lineer fark denklemleri adi diferansiyel denklemlere benzerdir. Oyle ki, n. mertebe
lineer bir diferansiyel denklem,

y" X)) +ay () +..+a,y?(x) =b (2.1)

ile verilir ve burada genel olarak a, ler ve b X’ in fonksiyonlaridir. Genel ¢ozum,

Y00 =2+ Az (0 @.2)

seklindedir. Burada; z(x) Ozel ¢bziim, z (x) homojen denklemin lineer bagimsiz

cozumleri ve A’ ler n tane y kosulundan elde edilebilecek katsayilardir.

Ote yandan, n. mertebe lineer fark denklemi

yn+r +a1yn+r—l +"'+an—1yr+1 +an yr = br (23)

ile verilir ve genel ¢ozimi
Ve =P+ 2 AGY (24)
s=1

seklindedir. Burada; p, 6zel ¢oziim q* homojen sistemin n tane kompleks ¢oziimil

ve benzer sekilde A,’ ler n tane kosul ile belirlenebilen katsayilardir.

Eger katsayilar sabitse diferansiyel denklemler e™, fark denklemleri ise mi"

homojen ¢6zimlerinde sahiplerdir ve m.” ler,

m"+am"*+..+a _m+a, =0 (2.5)
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denkleminin kokleridir.

4.2 Birinci Mertebe Rekiirans Bagintisi

(4.5) bagintisinin basit bir formu igin

1
I = ef%J'e%x”sdx (2.6)
0
kismi integrasyon uygulanarak,
I, =0.75-0.75(r +3)1, , (2.7)

iteratif bagintis1 bulunur. Bu integrale ileride tekrar geri doniilecektir.

Ileri hata analizini uygularken neler oldugu birinci mertebe genel

Yea =&Y, +b, Yo=p (2.8)
rekursif sisteminin incelenmesiyle gortlebilir. Gergekte y,=p olan baslangic
degerinin bilgisayarda yuvarlama hatasiyla birlikte y_O = p+¢, olarak depolandigini

kabul edildiginde, hesaplanan 71 degeri, hem &;,” mn varligindan hem de yeni

adimda yapilacak bir g yuvarlama hatasina sahiptir. Bunlarin her ikisi de sonraki
y,  ye etki edecek ve belki y, > de bir yuvarlama hatasina sahip olacak ve bu sekilde

devam edecektir. Dolayisiyla son hesaplanan y_n degeri;
r=0 icin g,

r =1 igin (4.8) islenerek,

7123070+b0+51=ao(p+go)+bo+51

Yl:aop"‘bo"'aogo"'gl
Yi =Yt +é&
Yi—=Y% = goEl(O) + 81E1(1)

(2.9)

ve r =2 icin (4.8) islenerek,

60



y_2:aoyl+bl+82
= ai(yl+80E1(0)+81E1(1))+b1+82 1
=ay, +b +¢aE (0)+egaE @)+¢,E,(2) (2.10)
=Y, +50E2(O)+81E2(1)+52E2(2)
= y_z_ Y, = &E,(0)+&E,(1) +£,E,(2)
benzer sekilde I' =1 igin,

Y. — VY, =6E,(0)+&E, (D +¢&,E,(2)+...+&,E,(n) (2.11)

elde edilir. (4.11) ‘den hatanin {ist sinirt,

Yo = Yol < |&6E (0] +]&,E, @)] + ... +]&, E, ()] (2.12)

olarak gorulir. Bu formilde E (s) S. adimdaki birim hatadan kaynaklanan Nn.

adimdaki hatadir. S. adimdaki bir birim hata nedeniyle r ve r+1 ardisik

adimlarinda iiretilen E, (s) , E, ,(s) arasindaki iliski, $ <T igin:
E,..(s)=aE,(s) (2.13)

homojen denklemi ile verilir, burada E (s)=1 ve S>T icin E (s)=0" dir. Bu iliski,

(4.11) ve (4.8) kullanilarak su sekilde de bulunabilir:

yr+l = a‘r yr + br
yr+1 + Er+l = ar (yr + Er) + br (214)
Er+1 = ar Er .

Boylece (4.13)’ ten E,(s)=1 s=0,...,n baslangi¢ kosullar1 ile,

0= ¢&-1
£, (0)
1= E(0) & 1
£
2= E(0) E@) & 1 (2.15)

E,(2)

}1: E0 E@ E@2 &-1

n ¥
Eq(n)
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E,(s) ve E,(s—1) baglantisindan da alternatif bir rekiirans iliskisi, (4.9)” dan,

E,(0)=2,-1=8E,(1)
ve (4.10)’ dan,

E2 (0) = a1E1(0) =a,a, E1(1) = aoaiEl(l)
Ez (0) =, Ez (1)

E3 (0) =q, Ez (0) = aza1E1 (0) = azaoa1E1(1)
=28,3,3,E, (1) = a,8,E, (1) = a,E;(1)
=a,E,(1)

elde edilebilir. Bu iliski sadece E_ (0) i¢in degil, diger degerler i¢in de

El(l) =1
E.0)=aE@=2a-1=aE,(2)

E, (D) =a,E, (1) =a,3aF,(2) =aa,FE,(2)
a,E,(2) = E,(2)

E,(@) =aE,; (1) = a,a,E,(2) = a,3,E,(2)
a1E4(2) = a1E4(2)

seklinde uygulanabilir. Genelleme yapilacak olursa,

E,(s-1)=a, ,E ,(s-1)=a, a8, ,E ,(s-1)
=a,.48,,8,;E, ;(s-1)
=838, 58 _(n_s11) En—(n—s+1) (s-1)
=8, 58, (15,1 Ec1(5—1)
]

= a‘n—lan—z - 'a‘n—(n—s)an—(n—s+l) Es (S)
= a‘s—la‘n—lan—z"'an—(n—s—l) an—(n—s) Es (S)
%/_/

ES+1 (S)

=a,,8,,8, ,..8,,,F,;(5)
[

s-1"n
Es+2 (S)

islemleriyle
E,(s-1)=a.,-E,(s) E,(n)=1 (2.21)

sonucuna vartlir ki, (4.15) * e benzer sekilde,
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0= ¢-1

£, (0)
1= E(0) & 1
HE
2= E0) E@) & 1 (2.22)

E,(2)

}1: E0 E@ E@2 &-1

n ¥
E, (n)

olarak hesap yapilabilir. Burada hesap siras1 S=N"den 0’ a dogrudur. Bu iligki daha
uygulanabilirdir ve hata ifadesi (4.12)” den,

Yo = Ya| <|6E, 0)| +|&.E, @) +... +|&,E, ()|

(2.23)
<lea|+|ensa i En (M) + ...+ |81an—1an72 8y

+ |‘9oan71aH a1a0|

olarak bulunur. (4.6) integral 6rnegine ve (4.7) iteratif bagintisina doniildiigiinde,

hatanin (4.23) yardimiyla

1~ 15| <|e;[+0.75-8|¢, |+ 3, 3 & (2.24)

6 0.757

seklinde yazilabilecegi goriiliir. Dolayisiyla
y, =0.75-0.75(r +3)y, , (2.25)

denklemi (4.12) ye benzetilirse, p, 6zel g, homojen ¢6zlim olmak Uzere;

y, =p, +Aq, (2.26)

elde edilir ki, g,=1 baslangic degeri ve burada homojen durum oldugundan
b, =0.75 olarak degil b, =0 alindiginda, yani;
g, =-0.75(r+3)q,, @, =-0.75(1+3)

g, = (~0.75)2(L+3)(2+3)
; (2.27)

q, = (—0.75)r1L[ (3+59)

cok hizl biiyiidiigii i¢in baslangic kosulunun saglanmasi i¢in homojen ¢oziimlerin
katsayis1 sifir olmali ve sadece 6zel ¢oziim kalmalidir. Bu durumda hataya neden
olur. Ancak
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| =0.75-0.75(r +3)I._, (2.28)

ifadesinde 6rnegin 1, dogru verilir ve geriye iliski kullanilirsa ayni hata goriinmez,

hatta geriye rekiirsif iliski de 1, =0 alinsa bile 1, icin tatminkar bir sonug elde

edilir.  Geriye iteratif bagint1 iyi sonu¢ verdiginden integral Orneginde ¢Ozime

ulagsmak igin iki farkli geriye iteratif iligki kullanilabilir. Yeterince buyuk N

degerleri igin y, =0’ dan baslayp y® ¢ézimiive y =1’ den baslayp y'” ¢oziimi

elde edilebilir. Dolayisiyla ~ Ay® +By®  kombinasyonu, A+B=1 ve

Ayél) + Byc‘,z) = |, kosullar1 saglanirsa dogru ¢6ziim olur.

4.3 ikinci Mertebe Rekiirans Bagintisi
Birinci mertebeye benzer sekilde,

yr+l = fr yr + gr yr—l + hr (229)
verilsin, dolayisiyla tek ¢6ziim i¢in iki kosula ihtiya¢ vardir ve bu ancak baslangic ve
siir deger problemleri olmak {izere iki farkli sekilde verilebilir.

4.3.1 Baslangi¢ deger problemleri
Baslangi¢ deger problemlerinde, hata (4.12)’ e benzer sekilde (4.29) denkleminde vy,

’ da sifir hata yani y, =y, ve y,’ de &, hata, yani y, =y, +& olmak lizere, r=1

icin,
Y, = fy +0, Yo+ +6,= f(y,+6)+0,Y, +h, +¢, (2.30)
=fy,+0,Y,+h+ fe+e =Yy,+¢f 1+¢,:1
ve buradan
Y, Y, =&E,Q) + &,E,(2) (2.31)
bulunur. Benzer sekilde,
Yo = Yol £ |6 E, Q] +|&,E, (). +|&,E, () (2.32)

elde edilir ki, bu (s—1). adimda sifir, S. adimda bir birim hatadan kaynaklanan N.
adimdaki hata E,_(s) ile gosterilmek Uzere, hesaplanan y_n ile gergek vy arasindaki
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hata icin ist smirdir. Dolayisiyla geriye rekiirans bagmtist ile E (s), birinci

mertebeye benzer sekilde,
E.@)=1
E,@Q)="f-1+9,-0=fE,(2)+9,E,(3)
En (S _1) = fsflEn (S) + gsEn (S +1)
E.(n+1)=0 E (n)=1
ifadesinden bulunabilir. Bu su sekilde ispatlanabilir:
Herhangi bir S degeri igin (4.29) denklemine bakilacak olursa
ywl = fry_r+ gryr—l + hr
yr+l + Er+l = fr (yr + Er) + gr (yr—l + Er—l) + hr

buradan

Er+1(s) = fr Er (S) + grEr—l(S)
E,(S)=0 r<s
E,(s)=1 r=s

(2.33)

(2.34)

(2.35)

¢ikar. Bu Ug terimli yani ikinci mertebe bir fark denklemidir, dolayisiyla iki bagimsiz

¢6ziimii; Z, , Z, vardrr ve genel ¢oziimii AZ, +BZ, * dir. A ve B’ yi bulmak igin,

r=s-1==E(s)=0
r=s=E/(s)=1

kosullarindan,
E,(s)=AZ +BZ,
E,,(s)=AZ ,+BZ.1=0
E.(s)=AZ,+BZ, =1
elde edilir ve A ve B yalniz birakilirsa,

AZZ. , +BZs1Z =0

s™s-1

_AZsZs—l - st 1 _Zs—l

Z 1

B= s-1 A= S—
Z 712 -Z 2571 Zs—lzs _Zszs—l

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)



bulunur ve (4.37)’da kullanilirsa,

ZiZ,-7,,Z,

E (s)= 2.41
O3 7 (2.41)
:Ws
olur ve diizenlenirse,
En (S) _ ZnZs—l _ans—l (242)

W

S

yazilabilir. Ayrica Z  ve Z_r her ikiside (4.35) homojen sisteminin ¢6zimi
oldugundan

Zs+l = sts + gszs—l

Ton T T T (2.43)
Zsy= fSZs + gSZs—l

elde edilir. (4.41)’ de kullamlan W, =Z4Z —Z Z_, esitlizinden ve (4.43)" ten

faydalanilarak
Ws+1 = Zszsﬂ - Zs+lzs
=(f.Z,+09.Z,,)Zs —(f,Z, +9,Zs1)Z, (2.44)
=-9,(Z:12,-Z:2, ,)

ve buradan W, =-gW, (2.45)

sonucuna vartlr.

(4.33) ifadesine benzetilerek, eger E_ (s+1) icin aranilan rekiirans iligkisi,
E,(s+1) =¢a.E,(s)+B.E.(s-1) (2.46)

formunda ise, burada (4.42) kullanilarak,

ans _Z_nzs - ans‘l_z_nzs—l +ﬂ ans—z _Z_nzs—Z (247)
* W * W

S s-1

bulunur ve her taraf W, ile ¢arpilip (4.45) kullanilir ve Z_n ve Z_  parantezlerine
alinirsa,

Zn {5 + aszs—l - IBs gs—lzs—z ] - Zn [é T Zs’l - ﬂs gs—lzszj =0 (248)

S S

66



denklemi ortaya ¢ikar. Bu ifade, Z, ve Z  homojen sistemin lineer bagimsiz
g6ziimleri oldugundan ancak ve ancak Z, ve Z, terimlerinin katsayilar1 sifirlanarak

bulunabilir, yani her taraf g, ile carpildiktan sonra katsayilar sifira esitlenirse,

Zs +a gszs—l _ﬂs gszs—Z =0

Zo+ 00,201 f.0,Z02=0 (249
bulunur ki, (4.43) ile birlikte diisiiniiliirse,
f,.Z,,+9..2, ,+a 0.2 +a 9.2, ,—p.9.Z,,=0 (2.50)
ve Z_, ve Z_, parantezlerine almarak parantez icleri sifira esitlendiginde,
a9, =—-f_, p0,=1 (2.51)

sonucuna varilir. Benzer sekilde Z_, ve Z _, kullanilarak da bu sonug¢ elde

edilebilmektedir. (4.51), (4.46)’ te islenirse,

En(s+1):—£ En(s)+iEn(s—1) (2.52)

S S

dolayisiyla (4.33) ifadesine ulasilir. Bu hata analizinin baslangi¢ deger problemine

etkisi degerlendirilecek olursa (4.29) denkleminin ¢ozumi

Y, =P, + AP + Ag® (2.53)

ile verilir ve dogru ¢6ziim i¢in ancak teorik olarak baslangi¢ kosullar1 ile kontrol
edilen, hizla artan homojen ¢oziimlerle etkisi yok edilmediginde anlamli bir sonuca

ulagilabilir. Bu tip durumlarda rekiirsif iliskiyi y, ve y, , baslangic degerleriyle geri

rekiirsif iliskiye ¢evirmekte sorunu ¢ozmeyebilir. Ancak iyi tanimli problemler igin
bu sorun gérinmeyecektir.

4.3.2 Siir deger problemleri

Bu kez (4.29) denkleminin ¢6ziimii i¢in gerekli kosulun y,=«a ve y, =/ olarak

belirlendigini varsayilsin. Teorik olarak iki baslangic deger ¢oziimii y ve y®* nin

bir kombinasyonu olarak ¢6zulebilir. Bunlardan ilki (4.29) rekiirans iliskisini saglar

ve yc(,l) =a , yl(l) =0 baslangi¢c kosullarina sahiptir, ikincisi ise (4.29) rekirans
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iliskisinin homojen kismin1 saglar ve yéz) =0, y1(2) =1 baslangi¢c kosullarna sahiptir.

Boylece smir deger probleminin ¢ézliimii,
Ve =y + Ay (2.54)

ile verilebilir ki, bu hem (4.29) iliskisini hem de birinci smir kosulu olan y, =«

ifadesini saglar. A sabiti ise,
Yo=B=Yy + Ay, (2.55)

ikinci smir kosulunu saglayacak sekilde segilir. Ancak bu yontem sinir deger
problemi iyi tanimli oldugunda bile genelde islemez. Dolayisiyla tamamlayict

fonksiyonlarin yapisina gore, rekiirans islemi tersine isletilerek, yani vy, =/
otomatik saglanacak sekilde se¢ip Yy, =« olmasmi saglamak daha iyi sonug

verebilir. Fakat bu da r+A10"+ AJ10™" gibi durumlarda islemeyebilir. Sinir deger

probleminde ileri hata analizi ile bunu gdstermek zordur, ancak geriye analiz daha
uygulanabilirdir ve ayrica smir deger probleminin ¢éziimii i¢in bir baska teknik de

ortaya cikarir. Siir deger probleminin
yr+l + ar yr + br yr—l = Cr yO =a yn = ﬂ (256)

formunda oldugu kabul edildiginde,

r=1= ay, +Y, =C,—bha
r=2= by, +a,y, +Y; =G
r =:3:> by, +ay,  +Y, % 257
r=n-2-= By oYns T 5Yno TYna =C,
r=n _1 = bn—l yn—z +an—2 yn—l = Cn—l - ﬂ

(n-1) bilinmeyenli (y.(i=1..,n-1)), (n-1) lineer cebrik denklem wverir. Smir

deger problemi iyi tanimli oldukga, bize iyi bir ¢d6zim verir, yani kararli bir
yontemdir. Onceki bolimde uygulanan hata analizi teknigi lineer denklem sistemini

¢ozmek i¢in su sekilde uygulanabilir:

Gergek y® degeri, hesaplanirken yapilan hata ile birlikte §f” ile gosterilirse

by +ay +y=C, +e® (2.58)

r
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bulunur, y® (4.56) rekiirans iliskisini ve y” =a, y® =0 sartlarmi saglayan

¢ozlim olmak Uzere, (4.57) denklemine benzer olarak elde edilen (4.58)" in ilk n—2

denklemini saglar ve son denklem i¢in de,

—() —1 =@ o
r=n-1-= bn—l Yoota Yoty = C:n—l +éna (259)

denklemini dretir. Benzer sekilde, yfz) (4.56) iliskisinin homojen kismini (C, = 0)

ve yéz) =0, y1(2) =1 baglangi¢ kosullarmi saglamalidir. Yani ilk n—1 denklem igin

(4.58)’ den;
b,y a8y, + Vi =e (2.60)
ve son denklem igin (4.59)’ dan;
b, Yoz + 81 Yos + Y =60 (2.61)

elde edilir. Smir deger problemi i¢in }r = ?fl) +K§£2) kombinasyonu (4.58) ve (4.60)

ifadelerinden (yf)l) —a yff) = 0) sartlar1 gozoniinde tutularak

— | 7=@ el T G D R
bly,  +Ay, , |+a | yP +Ay, |+y, +Ay,,,=C +&P + AP (2.62)
— v —
Yra Yr Yra
r=1= ay, +y, —c,—ba+e” +As?
r=2= by, +ay, +Y, =c,+& + As?
r=n-2-= b,y . +a.,y +y =c ,+&% + Az
n-2 yn—S n-2 yn—2 yn—l n-2 n-2 n-2
Yy Y Y 1 A2
r=n _1:> bn—l yn—2 +an—l yn—l +yn = Cn—l + grs—)l + A‘c"r(u—)l
(2.63)
denklemlerini saglar, son olarak
PR I O
yn = yn + Ayn = ﬂ = ﬂ_nn—l (264)

olacak sekilde A secilir. Sonug olarak smir deger problemi PYy=(q yapisinda

denklemlerin ¢oziimiinii gergeklestirdiginde, baslangic deger teknigi
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olmak Gzere
Py=qg-+dq
sisteminin ¢oziimiine esdegerdir.

Bu boliimde yapilan hata analizleri sonucunda

(2.65)

(2.66)

1. & ve n,, c¢ok biiyiik olabileceginden, kombine baslangic deger yontemi

islemeyebilir.

2. [1leri hata analizi ile ¢ok zor goriilebilecek olan ancak geriye analizde goriilen

y® ve y® * de biriken hatalar gok az Gneme sahiptir.

cikarimlar1 yapilabilir.
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5. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN SERI COZUM

Uglincti bolimde -1<x<1 ve 0<x<1 araliginda rasyonel fonksiyonlar igin
Chebyshev serilerinin bulunmasi tartisilmis ve temelde Chebyshev serilerinin
katsayilari igin lineer cebrik denklemlerin sonsuz bir kiimesi iiretilmistir. Uretilen bu
kiime sabit katsayili ve belirli kosullar ile bir rekiirans iligkisi olarak veirlebilir. Bu
bolimde ise baslangig ve karisik smir deger problemlerinin benzer sekilde

hesaplanabilecegi gosterilecektir.
Oransal bir fonksiyona yaklasim olarak Pade yaklastiranlar1

_PX)

= 3.1
Q(x) )

f(x)

ile verilebilir. Burada Chebyhev polinomlar1 cinsinden yaklasim polinomu bu

ifadeye esitlenirse

_y _P(x) _ EX _S
pn(x)_r; arTr(X)_Q(x)+Q(x) E(X) ;TSTS(X) (3.2)

elde edilir. Burada p ve Q swasiyla P(x) ve Q(x) polinomlarmm dereceleridir.

Hatanmn mutlak maksimumu,

E(x)
Q(x)

e, (X) = p, ()~  (x) = max (33)

seklindedir. Polinom Kkatsayili lineer denklem sistemi igin de benzer bir p, (X)

bulunabilir.

Lineer diferansiyel denklem daha genel katsayilara sahipse iki yol uygulanabilir.
Birinci olarak katsayilara sonlu Chebyshev polinomlar: ile yaklasilir ve boylece
problem daha basit bir forma gelir. Ikinci olarak ise Lagrange interpolasyon
formdllinden,
f(X)= P, (0 + o £ (£) 2(x)
(n+1)!

7(X) = (X =%, ).(X— X,)

(3.4)
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faydalanilir, burada tiim X, noktalari ve & —1<X <1 arasindadir ve p, (x) ile f(x)
” fonksiyonunun cakistigi X, diigiim noktalari i¢in iyi bir se¢im 6nceki bolimlerde

gosterildigi tizere T,

n+l

(x) Chebyshev polinomunun sifirlaridir. Boylece, f(X)—p,(x)

hatasinin ¢arpanlarindan en azindan biri miimkiin oldugunca kiigiik yapilabilir.
Kapal1 problemler i¢cin Chebyshev polinomunun sifirlarinin diferansiyel denklemi
sagladigl, boylece yaklasim polinomunun katsayilarinin belirlenmesi i¢in cebrik

denklemlerin tiretilebildigi benzer bir analoji uygulanacaktur.

Kesirli fonksiyonlar i¢in (5.1) ile verilen f (x) fonksiyonu i¢in Chebyshev serisi
Q(x)> a T (x)=P(x) (3.5)
r=0

acilimindan her iki tarafin Chebyshev katsayilar1 esitlenerek bulunabilir ve a,

katsayilar1 i¢in her birinde sonsuz terim olan, sonsuz lineer denklem kiimesi elde

edilir. Ornegin,

_P__ 1
f09=G500 ~ o (3.6)
icin P(x) =1, Q(x)=1+x almarak,
1=+ x> aT (0 +Y axT (x) 3.7)

(1.69) ifadesinde, kullanilirsa K =1 ve j=r alinirsa
. 1 &(2)..
XTr (X) = ?;(I JTrlﬂ(X)

=%{[§]T@(x)+@ﬁ(x)+@T::1(x)} (3.8)

- %[T:u (X)+ 2T, (x) +Tr*+1(X)}

ve bu ifadenin (5.7)’ de kullanilmasiyla
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1=37a T, (9+ Y 21,0042, (947,40

=Y AT 0+ X BT 0423 AT 0+ T ()
r=0 - 4 25 = 4
L a0+ ta T 0+ BT * (0 + 2T *(x) (3.9)

2 4

3 a (A 3a, a .
=| —a +—T*X+ r+l+ r+ r-1 T X
(40 4j0 () Er-f(T = —4jr()

+Zl(ar +%+ & +£jT:(x)

elde edilir ki ifadenin sol ve saginda Chebyshev polinomlarinin katsayilar1 esitlenirse

3 1
—a,+—a =1
‘1‘ 43 (3.10)
—a ,+—a+—-a,=0 r=12
4 2 4
bagmntilarina ulasilir. Benzer sekilde 6rnegin
1
f(X)=—— -1<x<1 (3.11)
1+ x+X
fonksiyonu igin
1=(1+x+x*) Y 'a T, (x) (3.12)
r=0

yazilip, burada (1.68) ifadesinden k =1 ve k =2 i¢in sirasiyla
1¢G(1
XTr (X) = EZ ( ]Tr—1+2i (X)
i—o \
1&(2
XZTr (X) = ?Z( ]Tr2+2i (X)
i—o \

(3.13)

elde edilen ifadeler kullanilirsa
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=27aT,00+ 2 1100+ T (]

r=0 r=0

o0

#2004 27,00+ T (0] = X 8T, 00+ 3 28T, (043 24T, (9

+zu r+2-|- (X)+z- r-|- (X)+Zu a,_ 2-|- (x) (3.14)
G & 8 & 8 & 8 & &
= —+—=+—=+— [T, (X)+| —+a,+—=+—+—+— [T, (X
(2 2 4 4)0()(2‘%2 4 2 4)1()
+Z' h+h+§ar+h+h Tr(X):O
=\ 4 2 2 2 4
islemlerinden,
3 +1 +la =1
4ao 25‘1 1327
1 7 1 1
Za+—a+-a +-a. =0 3.15
2 TRy (3:19)
1 1 3 1 1
—-a, ,+—-a ,+—a +—-a  ,+—a.,,=0
4 2 2 2 4

sonucuna vartlr.

Teoride (5.10) ve (5.15)” e benze denklemlerin ¢oziimii i¢in sabit katsayili fark

denklemleri kullanilir, 6rnegin (5.15)” in genel ¢6zimi a, = p" ¢dzum dnerisinden,

1 r+l r+2
4 —p" + P + IO + ID + IO
r-2 1 3
p Z+2 p+ p’ + p + p =0 (3.16)

=0

p,, = —0.8406257F 2.13726i
p;, =—0.159376 +0.405204i

ve genel ¢ozlim
a, =Ap +Ap, +Ap +Ap, (3.17)
seklinde verilir, burada p,, p,, p;, P,

1 1
—+ + =0 3.18
1 2p p’ + p + p ( )
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denkleminin kokleridir. Bu denklemin iki kokiinin modiilii |p,,| 1* den bilyiktir, ve

burada yakinsak bir Chebyshev serisi arandigindan (5.17)’ te kars1 gelen katsayilar
sifir olmalidir. Diger iki katsayr A, A, gerekli ¢ozimin baslangi¢ kosullar: gibi

islem goren (5.15)" in ilk iki katsayisinda (5.17) nin yerine konulmasi ile

hesaplanacaktir.

(5.18) yapisindaki denklemlerin ¢oziimii yerine (5.15) gibi sonsuz denklem kiimeleri
icin alternatif yontemler aranir. Ilk ydntem sonsuz matrisin ardigik alt matrislerini
iceren ardigik alt denklem kiimelerini ¢dzmektir ve ispatsiz olarak yakinsak bir
Chebyshev serisi kullanildigi miiddetce bu islemin yakinsadigi kabul edilecektir.
Hesaplar ilk n+1 denklemin ¢6zimi igin harcanan emek N denklemi ¢ozmekten

cok bliyuk olmayacak sekilde diizenlenir.

Yontemi agiklamak igin genellikten bir sey kaybetmeksizin ayni iglem zincirinin
genel yapida da kullanilabilecegi soylenerek daha basit olan (5.10) {izerinde islemleri

aciklamak kolaydir; Birinci denklem ¢oziilerek, yani

3 4
Za0=1:>a()=§ (319)
baslanir,
§a0+1a1:1
4 4 (3.20)
1a +§ +1a =0
4 0 2a1 4 2

[fadesinin ikinci denkleminde a, elimine edilirse

3 1
—a,+—a =1
47 4 (3.21)
LIPS
223"
ve a, ihmal edilerek ¢oziim yapilirsa,
_ 112 4
3 17 17 (3.22)

1( 4)\4| 24
a=1--|——|=|=—
4\ 17)3 ] 17
degerlerine ulasilir, yeni bir satir eklenmesiyle ifade
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—a, +— =1
4°° 4a1
17 1 1
a +2a —_= (3.23)
12a1 4°° 3
1 +§a +1a =0
4a1 2 2 4 3

§ +1 _1
2% %
17 1 1
= +-a __z 3.24
12a1 4°° 3 (3:24)
DT VA
68 * 2% "7

ve yeniden a, ihmal edilerek 3x3 sistem ¢oziillirse,

1 68 4
a2 —_—  —
17 99 99
114712 8
I 12__ 8 3.25
% [ 3 4 99} 17 33 (.25)

a =[1-1q 2140

T2 3 00
elde edilir. (5.19), (5.22) ve (5.25) dogru Chebyshev ¢oziimlerine hizla yakinsar.
(5.15) ise yukarida ki islem zincirlerinin ardigik uygulanmasiyla acik ve kolayca

yapilabilir. Yukarida belirtildigi lizere yontem genellikten kaybetmeksizin daha

karmagik problemlere de wuygulanabilir ki, ardisik Yyaklasimlarla kazanilan
ekonomiklestirme Onemlidir.

Ikinci yontem klasik geriye rekiirsif iliskiyi kullanir. Eger
a,,=4a,,=.=0 a =1 (3.26)

almir ve (5.10)” un ikincisinde kullanilirsa, (5.10);” i kullanmadan a, ,,a, ,,...,a,

elde edilebilir. (5.10);” in saglanmast sonucun sadece hesaplanabilir bir ¢arpanla

carpilmasi ile gergeklestirilebilir, 6rnegin a, =a, =...=0 ve a, =1 alwrsa (5.10),
den r=1 igin
1 3 1 3
—ay+—a+—a,=0=>a,=4-| ——|-'1=-6 3.27
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elde edilir. (5.10); “ in bu ¢arpani,

1 1 4
p— = —_——_— .2
4 % 4 % 4 4
bulunur ve sonug olarak
-4\ 24
o (Ej 1
(3.29)

elde edilir ki; bu sonu¢ (5.22) ile aynidir. Yeni yaklagimi bulmak igin tiim hesaplar

tekrar edilir, yani a,=a,=...=0 a, =1 almarak (5.10)" ifadesinde swrasiyla r =2

ve r =1 alinarak

1 3 1 3
“a+>a,+-a.=0=a =4-|->|-1=-6
4611 2°° 4a3 & ( zj

1.3 1 3 1 (339
—a,+—a+-a,=0=a,=4-|| ——=|(-6)-=1|=35
JA a8, =028 sz()él}
islemleriyle
a,=1 a=-6 a,=35 (3.31)
sonucuna vartlir ve yine (5.10); kullanilarak
1 1 4
= =— (3.32)
3 1 3 1 99
—ay+— —-35+—-(-6
carpanina ulagilir ve buradan
a2 :1.i:i
99 99
4 8
- 6= 3.33
% 99 33 (3.33)
_1.A_A
99 99

¢cozimu elde edilir ki bu sonu¢ (5.25)" deki degerler ile tamamen aynidir. (5.10)

katsayilar1 r’ den bagimsiz oldugundan, —1,-6,35 sayilar1 her durumda ayni asikar

cozlimlerdir ve hesaplarda ayrica bir ekonomizasyon saglamaktadir.
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(5.15) i¢in her adimda iki bagimsiz ¢oziim vardir ve gerekli lineer kombinasyon

(5.15)’ in ilk iki denklemi saglatilarak elde edilebilir, 6rnegin

n-1 = n n+l ottt (334)

baslangic kosullarin1 saglayacak iki ¢Oziim alinabilir ki, kesinlikle lineer
bagimsizdirlar. Asikar c¢oziimlerin sayisi, iist liggen formun olusumundan 6nce
sonsuz matristeki baslangi¢ satirlarmin sayisma baghdir. Ust tiggen denklemlerden
herhangi biri sifir olmayan sag tarafa sahipse, rekiirans iligkisinin 6zel ¢oziimiine
karg1 gelen bir baska ¢oziim alinmalidir. Eger iki homojen genel ¢oziim | ve |l

olarak ve 0zel ¢oztim Ill olarak isaretlenirse, genel ¢oziim Al + A Il + 111 olur,

burada A ve A, baslangi¢ denklemleri saglanacak sekilde secilmelidir.

“Geri rekiirsif iligki” kullanilarak, istenmeyen terimler elimine edilebilir, érnegin
P;, Pys Ps, P, GOzUmlerinde |p3]4|>1 ise A, ve A, katsayilar1 kii¢iik olmalidir. Geri

rekdrsif iliskide bu istenmeyen terimlerden kaynaklanan yuvarlama hatalar1 biiylimez

ve agikar ¢coziimlerden elde edilen kiigiik ¢carpanlarla hatalar1 daha da bastirilir.
Diferansiyel denklemler i¢cin Chebyshev serileri,
P )Y+ P, ()Y = ps(X) (3.35)
ve
G ()Y "+ 0, (X)y + 45 (X)y = 9, (X) (3.36)

genel birinci ve ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemleri ile incelenecektir.

Ancak yontemin N. mertebe diferansiyel denkleme genellikten kaybetmeksizin

uygulanabilecegi yine belirtilmelidir. Burada p,(x) ve q.(x)’ ler polinomdurlar.

Eger —1<x<1 araliginda y=Z'Tr(X) ve 0<x<1 araliginda T (x) * li form

r=0
seklinde ¢oziimler aranirsa, Chebyshev serilerinin tiirevlerinin belirlenmesi problemi

ortaya ¢ikar. Birinci mertebe problem i¢in
(RY)' =Py + P, (X)y = py(X) (3.37)

yardimiyla,
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p.y+ [ (P, = ") ydx = [ pdx+ A (3.38)

yazilabilir. Ikinci mertebe problem ise, benzer sekilde

(qy)"—a,"y—29,'y+q,y'+0,y =0,
(a,y)"+(a,—20,")y'+(0s -0, ")y =q, (3.39)
(Q1y)"+ [(% - Zch ') y:|I+(Q3 +0, - g, I) y=4q,

islemleriyle
(a,y)+(a,-20,") y+J'(q3 +0,"-q,") ydx = Iq4dx+ A (3.40)
diiniistiiriilerek,
q1Y+_[(Qz -2q,) de+j(j(q1 "—0, "+ ;) ydx)dx = _[(Iq4dx)dx+ Ax+B (3.41)

yapisinda yazilabilir, burada A ve B integral sabitleridir ve baslangi¢c kosullarimdan

belirlenmelidir.

X'T,(X) ¢arpanlarmin Chebyshev polinomlari cinsinden bilinen formiiller ve bunlarin
integralleri (5.37) ve (5.41) gibi denklemlerinin sol tarafinda T, (x)’ in katsayilarmnmn,
a, katsayilarmm sonlu lineer kombinasyonu oldugu sonsuz Chebyshev serileri

cinsinden yazilmasma izin verir. Sag taraflar1 ise sonlu seridir ve karsi gelen
terimlerin karsilastirilmasi (5.15) problemine ¢ok benzer formda sonsuz bir lineer
denklemler kiimesi dretilir. (5.15), © de oldugu gibi sonlu sayida terim igeren ¢zel

denklemlerde gorulebilir.

Son olarak sonsuz sayida terim igeren kosullardan kaynaklanan ek denklemler vardir.
Lineer kosullarin herhangi bir formunun uygulanabilir oldugu o6zellikle
belirtilmelidir. Ozelde,

a,Y(0)+y'(0)+a,y) +ay'(-1) =, (3.42)

formunda karisik kosullarda olabilir ki bu durum adi diferansiyel denklemlerin
¢ozimleri icin kullanilan birgok sayisal yontemi oldukga gii¢lestirmesine ragmen bu
yontemde tek kriter, kosullarin Chebyshev katsayilarmin lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilmeleridir.
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Tezin bu boliimiinde son olarak, bu baglamda dogrudan hesap yontemi, geriye
rekiirsif iligki ve geriye rekiirsif iligkinin bir modifikasyonu olan Clenshaw yontemi

ile gesitli 6rnekler ¢Ozulecektir.
Ornek 5.1: (1+X)y'+(@+x+x)y=1-x  y(0) —% y()=1 0<x<1
Bu birinci mertebe denklem, kosulun karisikligi nedeniyle zor bir problemdir.
y=3"aT (x) (3.43)
o
¢Ozlm onerisi ve (5.37) yardimiyla,

1+ 8T 0+ [(1+x+x -1) 38T (0dx = [A-dx+ A (3.44)

I(x + X2 )i'arTr*(x)dx = i'arf(x +x3)T  (x)dx
r=0 r=0 (3.45)

= i'ar U xTr*(x)dx+j‘x2T,*(x)dx}

r=0

elde edilir, burada (1.69)

2 (2 . 4 .
a, |:-|.2_12§(I ]Trlﬂ (X)dX+I2—];§(i4jTrz+i (X)dx}

(T 00+2T7 (0 +T7,(0) dx
4

o0

(3.46)
= i'ar

T (00 4T, (04 6T, (0 +4T,,00 +T,12(0) b

ve sonrasinda (2.86) kullanilarak

80



S (3w e g rae-Are)

2 T 001, (x)D

101 - 3.47
+16[4( L0 ra()j Lrw-tre) e

1 10 1
+6'Z(r r+1( ) r 1( )] 4([’ r+2( ) T (X)]

1/ 1
+Z(r+ r+3( ) r+1( )jj}

elde edilir ve

i'arT?(XHi'i(TL(X)+2Tr*(X)+T£1(X))
+Z a, 2(X) 13 Tr+1(X) 13 Tr 1(X) 1 Tr+2(X) (3.48)
r—2 64 r+l1 64 r-1 8 r+2

_i_Tr—S(X)_'_i_Tr:—S(X) _X_X_2
64 r-3 64 r+3 2

+B

islemleriyle ve (1.40) kullanilarak,

Ma

Tr*(x)+z r+1T (x)+z rT (X)+Z ‘1T (x)

1&, : S 13T/ (x) | < 13T (x)
a a., r1
8;2 le ar 5% (3.49)
S A N T (X) SO (X)
+; +:ze,a”3 Z;f = 64r
%(T (X)+T, (x))—% %(T (X) + 4T, (%) +3T, (X)) + BT, (x)

esitligine ulasilir. (Bkz. EK E) Burada daha ileri gitmeden dnce bazi yerlere agiklik
getirilmelidir;

1. (1.68) ve (1.69) numarali denklemlerde cos(x) ¢ift fonksiyon oldugundan
T ; =T, olacagna, dolayisiyla bu denklemlerde indislerin mutlak degerinin

alinmasmin gerektigine yani a_; katsayilarnin a,  lerin katsayilar1 ile ayn1
olduguna dikkat edilmelidir.
2. (2.86) numarali denklemden T, (X) hesaplanirsa,
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[T, (dx = E(ET;(x) —Tl*(x)j _1 1(32x3 — 48X +18x—1) - (2x-1)
4\ 3 4\ 3
(3.50)
_S_aixsl
dogrudan hesaplandiginda ise;
I(8x2—8x+1)dx:%x3—4x2+x+A (3.51)

elde edildiginde A katsayisi uygun bir sekilde secilebilecektir. Benzer sekilde (5.44)

ifadesi de T,(x)’ in katsayis1 olarak sabit terim icerdiginden (5.44)’ in solu ve sag1
bu sabitlerin uygun segimiyle her zaman esitlenebilir, dolayisiyla T (x)’ in

katsayilarini esitlemek yerine;
3
y(O)—Z y@)=1 (3.52)

sartini dogrudan ¢oziimden saglatmak gerektigine dikkat edilmelidir, yani (5.43)

yapisinda ¢oziim arandiginda,
y(0) = % +aT; (0)+a,T; (0)+a,T; (0)+...+aT, (0) +...

a
:7°—a1+a2—a3+a4—a5+...+(—1)”an+...

(3.53)
y() = % ral, O+aT, O+aT, O+ +aT @)+
a'0
:?+a1+a2+...+an+...
oldugundan, (5.52) kosulunda yerine yazilarak
%(1—%)+a1(—1—%j+a2(1—%j+a{—l—%]+a4(l—%j
. (3.54)
+a5(_1__j...=1
4
sonu¢ olarak
a, 7. a, 7. a 7
———a+t—=——a+t———a,+..=1 3.55
g 4"y 4% % (3.59)
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denklemi elde edilmekte ve bdylece (5.52) kosulu sonsuz terimli lineer bir denklem

olarak yazilabilmektedir.

3. (2.86) denkleminde de ikinci notta belirtilen keyfi sabitlerin

esitlenebilmesinden dolayr T,’ li terimin anlami olmayacagma yani, (2.86)

ifadesi r=0 igin yazihp, T,’ i katsayisi diisiiniilmezse elde edilen T, (X)
1(1_. 1_. 5 .
katsayisinin 7 ETZ (x) =§T2 (X) olduguna, bunun da (2.88) denklemindn

elde edilen terim ile ayni olduguna, benzer sckilde (2.86)’ de r=0 igin

%(Tl*(x)+T*l(X)) ve ¢ift fonksiyon olmalar1 nedeniyle bunun da %Tl*(x) ve

(2.87)* deki katsay1 ile ayn1 olduguna dikkat edilmelidir. Bu agiklamadaki

amag (2.86) ve (2.88) ile verilen ifadelerde T, ve T, katsayilarini bulmak igin

hic rekiirsif iligki kullanmadan (2.86)’ nin kullanilabilecegini belirtmektir.
Bunlara dikkat edilerek agilim yapildiginda, r =3,4,... i¢in T, (X) teriminin katsay1s1

ar +h+i+ ar—l _ a'r+2 13ar—1 _13ar+1 ar—2 _ a‘r+3 a'r—3
4 2 4 8r 64r 64r 8r 64r 64r

a_, a._ (1 13 j 3a, (1 13 a., 4.
==+ =4 —+—la,+ + -, =
64r 8r 4 64r 2 4 64r 8r 64r

(3.56)

olarak bulunur. Burada belirtildigi gibi T, katsayis1 sabiti belirleyeceginden

hesaplanmasina gerek yoktur, bunun yerine sinir deger kosulundan elde edilen (5.54)
kullanilacaktir. Ayrica (5.56) bagmtisinin 6zel durumlart yukarida anlatilan

nedenlerden dolay1 r =1,2 i¢in de agilabilir, yani, r =1 igin (5.49)’ in sag tarafindaki

T, katsayisina esitlenir ve gift fonksiyon olma dzelligine dikkat edilirse

29 13 1 a, a, 1
Ta+2a+—a - % _— 3.57
M% 8a1 16 ° 8 64 4 (3:57)

Benzer sekilde (5.56) I =2 igin agilip (5.49)’ de T, (X) katsayisina esitlenirse;

a, 23 3 19 a a 1
16 64 % 2 % 128 % 16 128 16 (3:58)
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elde edilir, digerlerine ise dogrudan (5.56) rekiirsif bagintisinin r =3,4,...
acilimmdan ulasilir. Sonu¢ olarak veirlen kosulla (5.55) birlikte tim denklemler

yeniden yazilirsa

a, 7 a, 7 a, 7
- = +—= ——a +—= ——a +... =1
8 e 4 4°° 4 4
gao +Eal _{_iaz _ﬁ _& :i
64 8 16 8 64 4
a, 23 3 19 a, a 1
=2 +—a +-a, +—a, = =——
16 64 2 128 16 128 16
i +i +Ea2 +§a3 +£a4 _E _i =0 (359)
192 24 192 2 192 24 192

a 1 77 3 51 a, a,
— +—a, +—a, +—-a, +—a —— ———= =0
256 32 256 2 256 32 256
& +& +£a4 +§a5 +... =0
320 40 320 2
& +.. =0
384

sistemi elde edilir. Bu sistem 6rnekten once belirtildigi gibi dogrudan yontemle veya
geriye rekiirsif iliski kullanarak iki sekilde ¢oziilebilir. Yok etme yontemi birinciye
gore satirlarda sonsuz terim iiretir ancak bu sorun degildir. Dahasi, bu yontemle
carpmalar ve satir degisiklikleri hatirlanirsa ek bir satir eklendiginde ek bir siitun da
eklenebilir ve ardisik yaklasik ¢oziimler i¢cin ek hesap sayisi yine minimum tutulur.
Hatta, bir matrisi alt liggen ve st iliggen olarak iki matrisin ¢arpimi seklinde
ayristirmaya dayanan kompakt yok etme metodu kullanmak daha iyidir. Nimerik
stabiliteyi korumak i¢in satir degisiklikleri yapilmali, kdsegen elemanlar1 dominant
oluncaya kadar bu islem sadece ilk birkac satir i¢in yapilir. Ornegin, (5.59) * da
sadece ilk iki satir1 degistirmek yeterlidir. Dolayisiyla ortaya

0.453125  1.625 0.0625 -0.125 a, 0.25
0.125 -1.75 0.25 -1.75 a | _ 1 (3.60)
0.0625 0.359375 1.5 0.1484375 || a, —-0.0625

0.05208 0.416667 0.317708 1.5 a, 0

matris sistemi ¢gikar ve buradan 6rnegin “ LU ayristirimi1” ile ¢bzim
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a, = 2.1164

=-0.434477
% (3.61)
a, = —0.0267855
a, = 00103935

olarak bulunur (Bkz. Ek F).

Ikinci yontem ortaya ¢ikan homojen denklemlerin bagimsiz ¢ziimlerini hesaplamak
icin geriye rekiirans bagintis1 kullanilir. Agikgasi, ii¢ ¢oziim gereklidir ve bunlarin
lineer kombinasyonu (5.59)’ da ilk ii¢ baslangi¢c denkleminin saglanmasindan ortaya

cikar. Asagida Cizelge 5.1 ile verilen baslangig sartlar

Cizelge 5.1 Dort bagimsiz ¢oziim taslag.

roa (v) a() a() a(l)
5 0 0 0 0
4 1 0 0 0
3 1 0 0
2 1 0
1 1
0

altinda dort bagimsiz ¢6ziim igin bu tablonun bos olan kisimlar1 (5.56) rekdrsif
iliskisinden doldurulmalidir. Birinci situn a, (IV) icin, (a;=a,=a,=..0,a,=1)

r=6 alindiginda

i+i+(1+ 13 ]a5+3a6+(£—£ja7 i—i—0:>a3 -8 (3.62)
64-6 8.6 \4 64-6 2 4 64-6 8-6 64-6

r=5 alindiginda,

8
L+=_s+(1+£)a _0=a, =29 (3.63)
64-5 85 4 64-5
r =4 alindiginda
a2
% +ﬁ+(1 j(8) 2 0= a =464 (3.64)
64-4 8-4 \4 64-4

ve son olarak r =3 alindiginda,
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&
&, +=464+(£+ 13 j,(_29)+§.(_8)+(1_£j.1:0:ao:326(3.65)
64-3 83 \4 64-3 2 4 64-3

elde edilmektedir. Benzer islemler ikinci siitun, yani a (Ill) i¢in yapilirsa,

(a, =a; =...0,a, =1) baslangig sartlar1 altinda, sirasiyla r =5, 4, 3 igin

a, =—-8
a =-13 (3.66)
a, =304

ve yine benzer sekilde ikinci siitun, yani a_(ll) i¢in yapilirsa, (a3 =a,=..0,a, :1)

baglangic sartlar1 altinda, sirastyla r = 4, 3 i¢in

8=-8 (3.67)
a,=3

ve son olarak birinci stitun, yani a. (1) (a,=a,=..0,a =1) baslangi¢ sartlari
altinda, r =3 igin

a,=-8 (3.68)
degerleri ortaya ¢ikar. Tiim bu degerler tabloya islendiginde

Cizelge 5.2 Dort bagimsiz ¢oziim son hali.

roa(v) a(l) a(l) af(l)
50 0 0 0

4 1 0 0 0

3 -8 1 0 0

2 =29 -8 1 0

1 464 -13 -8 1

0 326 304 3 -8

elde edilir. Ug baslangic kosulu i¢in Cizelge 5.2 son (i¢ situnu, ii¢ bagimsiz ¢oziim
olarak ele almip (5.59) ifadesinin ilk denkleminde kullanilirsa
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Aa, (1) +Aa, (1) +Aa, (1) =1

& 1,8 1 & 1,48 1
A{B 4t 4a3jar<m)+Az[8 G 4a3}ar(u)

q 1.8 1 _
+A1(E 7a+ 4aglar(l) 1 (3.69)

304 7 (-8) 7 3 7 1 7
A{?‘Z“”’*T‘zl}Azﬁg‘z(‘f‘“rzoj
7

(8 _7,.0 _
A G

ve payday1 ortadan kaldiracak uygun bir sabitle carpilirsa
456 A, +117A, —22A =8 (3.70)

sonucuna ulasilir. Benzer islemler (5.59)” un ikinci ve Ugilincu denklemlerinde

kullanilirsa, toplu olarak bu ii¢ denklem

456A, +117A, —22A =8
74247, —T41A, —128A =16 (3.71)
317A,-152A, —18A =8

olarak elde edilir. Bu denklemlerin ¢bzimdi

A =0.151537
A, =0.0563623 (3.72)
A, =0.0103935

verir, (Bkz. EK G) bu katsayilar genel ¢oziim olan A, (l11)+ Aa (I1)+Aa. (1)

ifadesinde kullanilirsa

8y = Ay (1) + Aa, (11) + Aay(1)

=0.0103935-1+ A, -0+ A -0=0.0103935

a, = Aa, (1) +Aa, (1) + Aa,(l)

=0.0103935-(-8) +0.0563623-1+ A, -0=-0.0267855

a, =A@ (1) + Aa, (I1)+ Aa (1)

=0.0103935-(-13) + 0.0563623- (—8) + 0.151537 -1=-0.434477
ay = Ay (1) + A3, (11) + Aay (1)

=0.0103935-(304) + 0.0563623-3+0.151537-(-8) = 2.11641

(3.73)

sonuglarma ulasilir ki, bu sonuglar (5.61) ile 6zdestir. Bir sonraki daha yakinsak

¢cozum Cizelge 5.2 de a, (1V), a. (lll), a () almarak bulunabilir. Bu durumda
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(5.71) formunda yeni denklemler icin sadece bir ekstra rekiirans ve sadece bir yeni
katsay1 gelecektir. Bu durumun A =LU ayristirimina gore hesaptan biiyiik kazanim

oldugu agiktir.
Ornek 5.2: (ikinci mertebe sistem)

Ikinci mertebe sistem icin teknik farkli degildir, sadece burada iki kosul gereklidir ve
bunlara kars1 gelen cebrik denklemlerde sonsuz sayida terim iceren iki baslangic

denklemi olacaktir. Ornegin,

Y XY + Xy =14 X+ X -1<x<1

, (3.74)
y(0)=1 y'(0)+2y(Q)-y(-)=-1

probleminin olduk¢a farkli bir ikinci kosul igermesi, problemi zorlastirmasina
ragmen, bahsedilen yontemde, hi¢ sorun teskil etmeyecektir. iki kez integrasyonla,
(5.41) denkleminden,

y+j(x—2) ydx+”(—1+ x) ydxdx = J'_[(l+ X+ X?)dxdx + A+ Bx

NV (3.75)
:>y+.|'xydx+J..|'(xy—y)dxdx:A+Bx+7+€+E

=Y 'aT,(x) ¢coziim onerisiyle;

aT, (x)+ J' xi ‘a, T, (X)dx + H xi ‘a, T, (x)- i ‘a, T, (x)dxdx
= r=0 r=0 r=0 (376)

2 3 4
X

=A+ Bx+X—+—+—
2 6 12

seri denklemi ortaya ¢ikar, burada integraller (1.68) ve (2.1) yardimiyla tek tek
hesaplanir

i=0 I

1
(m r+2 (X) r— Z(X)j:|

J.ilar-rr (X)dxzilaror(X)dX ila J.( ( r+1( ) r+1(x)]jdx (378)

r=0 r=0

r=0

i'a J( T (%) + T (%) jdx Z a E[

r=0

(3.77)

N |- N|H

(5.76) ifadesinde gorilen (5.77) ve (5.78) in integralleri bir kez daha almirsa
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© . B Ee) ' 1
[[OIRRACE pord [—r T, 20025200 o
= a
Z::j 7[r+25(r+3 T =177 ”1( )j

11
__25(_ ' l(X)_— - 3(X)jj (3.79)
- a 1 .
z E(mﬂ_s(@—mﬂ_l(x)

_;Trﬂ(x) +;Tr+3(x)j
(r+2)(r+1) (r+2)(r+3)

ve
1> am =32 ( T.(0-—— rl(x)jdx
S b))
:Zaﬂm f2007 [r(r1+1>+r(r1—1)]T'(x) &%

+;Tr+2 (X)j
(r+2)(r+2)

r2(X) 2 rZ(X)
Z [(r TI(r=2) (r-D)(r+ 1)T(X)+(r+2)(r+1))

elde edilir. (5.77), (5.79) ve (5.80) integralleri (5.76)’ da yerine konursa ve (1.39)

kullanilirsa
38T 00+ 5% 2T 05T )
+i'i_ f—3(x) _ I’fl(x) _ r+1(X) + Tr+3(X)
o 8| \(r=2)(r-3) (r-2)(r-1)) (r+2)(r+1) (r+2)(r+3)
s T, 2 T.,(x)
2 2 o00-2) ey " e +1)} (381)

= AT,(x) + BT,(x) +11(T0(x) +T2(x))+%%(3Tl(x) +T,(X))

1

12{1(T (X)—To(x))+ (T (X)+T, (x))}

bulunur. Ttm ifadeler T, (x) cinsinden yazilirsa,
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i'a (x)+2'fTZ%T(x) > &y 43Rt (0

— 4 = 8 (r+r
o _ o, 1 3 >, a5 1
A 1) 02 TR T
N Ao - .i 1 B > L, 1
Z:g 4 (r+1)r (x)+; 2 (r+1)(r_1)Tr(X) r; 4 Y(r-1 )T(X)(382)

1 3
(A+Z_%+QJT (x)+(8+ajT (x)

1 1 1
+(4+ZJT(X)+ T(x)+ T(X)

elde edilir, burada onceki ornekte verilen uyarilara benzer sekilde ¢ift fonksiyon

ozelligine, T,(X) ve T,(X) katsayilarmi ortaya ¢ikan keyfi sabitler nedeniyle ele

almaya gerek olmadigina, verilen kosullardan dogrudan saglatilmasi gerektigine
dikkat edilmelidir.

CoOzim oOnerisi olarak —-1<x<1 arahginda tanimli Chebyshev fonksiyonlar1

cinsinden seri agilim, yani
y(x) = 2'arTr (%) (3.89)
alinirsa,
y(0) = aOT L0+ L0 2 T0) a0+ 3T, 0+
—r

: o (3.84)
3

= % +a,—a; +a, +ot+ (=D ay +...

y() = aOT(1)+a1T(1)+aT(1)+a3T(1)+ +aT L)+
e T (3.85)
3

=t Attt

y(=1) = aoT( 1)+a1T( 1)+a T(D+aT,(-D+.+aT (=) +..
1 - 1 B (3.86)
% - —1)k
> a+a,—a,+..+(-Da, +

ifadelerinden verilen (5.74) probleminin birinci kosulu
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y(O):%—a2+a4—a6+a8+...=1 (3.87)
ve y'(x) tlrevi icin ise (2.103) ve (2.107) ifadelerinden faydalanilirsa,
n-1 C
y'(X) = z 'C.T.(x) =7°T0 X)+CT(x)+C,T,(x)+..+CT (x)+... (3.88)
r=0
ve baslangi¢ noktasi kullanildiginda
y'(0) = %TO 0)+C,T,(0)+C,T,(0)+C,T,(0) +...+C,T,(0) +...
=1 =0 =1 =0 (3.89)
=%—C2 +C,—C,+C,—C,y +..+(-1)*C,, +...

elde edilen bu ifadede (2.109) yardimiyla

y'(0) :%(Za1 +6a, +10a, +14a, +...)—(6a, +10a, +14a, +18a, +...)

+(10a, +14a, +18a, +...)—(14a, +18a, +...)+... (3.90)
=a —3a,+53, —7a, +...

elde edilir (Bkz. EK H). Dolayisiyla son olarak problemin ikinci kosulu
y'(0)+2y(@) - y(-1) = -1 i¢in (5.90), (5.86), (5.85) g6z 6niinde bulundurulursa,

a, —3a, +5a, —7a, +...2(%+a1+a2 +a;+...+4a, +j

—(%—alJraz —a,+..+(-D a, +...j:—1 (3.91)
:%+4a1+a2+a4+8a5+a6+...:—1

sonsuz terimli lineer kosulu bulunur.

(2.1) ifadesinin Ty(x) ve T,(x) katsayilar1 disinda diger katsayilarmi bulmak igin
r=0 ve r=1 icinde kullanilabilecegine dikkat edilerek (5.82) ifadesinde T, (x)

kaysayilar1 sol taraf icin;
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a +ar—2 _ar+2 ar+3 _ ar+l + ar—l + ar—3

" 4r  4r 8r(r+1) 8r(r-1) 8r(r+1) 8r(r-1
_ a‘r+2 + ar _ ar—2

4r(r+1) 2r(r-1)(r+1) 4r(r-1

(3.92)

— a 3 _l_ar—z r_2_ a,_, +1 1+ 1 a

8r(r-1) 4r r-1 8r(r+1) 2r=)(r+1 ) "

a a ., r+2 a

r+1 _ r+2 r+3

_8r(r—1) 4r r+1 8r(r+1)

sifira ve r=23,.. icin sag tarafin katsayilarina esitlenmelidir. Buradan Ggift
fonksiyonun getirdigi 6zellik te géz oniinde bulundurularak (a_, =a,), r=2,3,4,5

icin ise sirasiyla,

%%_%wgaﬁ%%—%aﬁ%%:% (3.93)
4i8a0+%a1—9—16a2+%a3—4i8a4—4i8a5+%a6:% (3.94)
%ai+%az—%a3+%a4—%a5—4—%ae+%a7:% (3.95)
ﬁaz+%ag_%oa“+j_2a5_1;oa6_1goa7+24110a8:O (3.99)

iliskilerine ulagilir. Problemin verilen sartlar1 (5.87) ve (5.91) ile birlikte son dort

denklem yeniden yazilirsa

i—a +a,-a,+a;+...=1
2 2 4 6 aB T

%+4a1+a2+a4+8a5+a6+...=—1

Lo Tp Lo 1, 1,7

247 6% 16 ° 6 ' 48 24 (3.97)
ia0 +ia1—ia2+£a3—ia4——a +—a,=—

48° 247" 96 ° 16 ° 48 ' 48 ° 96 ° 24

Loayly L 81, 1,8, 1,1

96 * 24 7 160 ° 30 ' 96 ° 40 ° 160 ' 96
LaJrias—iaJrél—ga— 1 a — / a, + L a,=0

160 2 80 ° 240 * 48 ° 160 ° 120 ' 240

denklemleri elde edilir. Onceki 6rnege benzer sekilde oéncelikle A =LU ayristirimi
ile
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[ 0 0 0] % 0 -1 0 1
0 0 0 0 42 0 0
0 L1 0 0 0 0 5 1 1
L= . 916 . , U= 48 16 6 (3.98)
= = 21 0 1871
24 96 110 0 00 1760
- - i 299360 _
.
ve Ua=c=|1 -2 > 19 689 olmak zere ¢6zim
16 1056 119744
a, = 788903 _ 2.53787 a =- 198087 _ -0.637237
310853 310853
a, = 85321 =0.274474 a, = 5360 =0.0172429 (3.99)
310853 310853
a, = 3445 =0.0055412
621706

olarak elde edilebilir. Geriye rekiirans yonteminde bir husus agiga kavusturulmalidir.
Onceki problemde (5.59) denklemlerinde iist {icgen matris 4. denklemle basladig1 ve
4. Denklemden itibaren tim denklemlerin homojen olduguna, burada ise (5.97)
denklemlerinin Ust tliggen yapisinda goriinen denklemlerin homojen olmadigina
dikkat edilmelidir. Dolayisiyla bahsedilen iist iggen yapinin ii¢ bagimsiz ¢oziimiine
ihtiyag vardr. Bu nedenle bu kiimenin ii¢ lineer bagimsiz homojen ¢o6zimi
(I), (I1), (I11) olarak sag taraflar1 sifir olacak sekilde almir. Ayrica bu denklemler
homojen olmadiklarindan, homojen olmayan kimenin de burada (S) olarak
isimlendirilen bir 6zel ¢oziimii alimmalidir. Bu &zel ¢ozim a; =0, a =1, ve
digerleri a, =a, =...=0 olarak alinabilecek kadar basit olabilir. (Bu basit se¢imin 4.

ve 5. denklemi saglayacak sekilde alinmasma dikkat edilmelidir.) Sonrasinda genel

¢cOzum
Aa, (I)+Aa, (II)+Aa, (IIT)+a,(S) (3.100)

seklinde bunlarm lineer kombinasyonu olarak almabilir. Burada homojen ¢oziimler
(5.97)” nin ilk ii¢ denklemini saglayacak sekilde belirlenir. Bir dnceki 6rnekle paralel

olarak benzer bir tabloyu olusturmak igin,
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a, (IV) sltununu i¢in a, =1, a; =a, =...=0 baslangic kosullar1 ile (5.92) sirasiyla
I =6 icin yazilirsa

2t 1
% 702{; 2402{;

a, +—a
3 4-:% 336 -

_%ag +- 1 a -0=a --8(3.101)

240 240 =2

elde edilir. Benzer sekilde r=5,4,3 igin sirasiyla a2=%, aiz—? Ve

a, :g degerlerine ulasilir. Ayni islem swas1 a, (III) sltunu icin a, =1,
: . 123
a, =a, =..=0 baslangi¢ kosullar1 ile r=5,4,3 igin swrasiyla a,=-6, a 2?,
516 . -
a, = e sonuglarmi, a (1) sutunu icin a, =1, a, =a, =...=0 baslangi¢ kosullar1

. . 17 N
ile r=4,3 i¢in sirasiyla a, =—4 ve a, =3 sonuglarmi ve son olarak a, (I)sltunu

icin a, =1, a, =a, =...=0 baslangi¢ kosullar1 ile I =3 igin a, =—2 sonucunu verir.
Bulunan tiim degerler Cizelge 5.3 te gosterilmistir.

Cizelge 5.3 Dort bagimsiz ¢oziim son hali.

roa(v) a(l)y a() af(l)
50 0 0 0
4 1 0 0 0
3 -8 1 0 0
2 146/3 -6 1 0
1 -896/3 123/5 -4 1
0 3092/3 -516/5 17/2 -2

Ug baslangi¢ kosulu i¢in bu tablonun ilk ii¢ siitunu bagimsiz ¢dziimler olarak ele
alir ve ozel ¢oziimde a.(S) (a,=0, a, =1, a,=a,=...=0) eklenir ve genel

¢6zim ifadesi bu ic homojen ¢dzim ve 6zel ¢ozimiin suiperpozisyonu olarak
Aa, (I1)+ Aa, (III)+ Aa, (IV )+a,(S) (3.102)

yazilir. Bu ¢6ziimiin katsayilar1 i¢in (5.97) denklemlerinin ilk {igii kullanilirsa

94



1403 228 13
= AT A Al

_1889A3+ﬁA2_ﬁA1+:_1 (3.103)
3 S 4
134 . 483 11 7
—A—A+A+|—|=—
3 M50 A 4T

elde edilir. Burada kutu icine alinan degerler 0zel ¢ozimun degerleridir. (5.103)

sisteminin ¢Ozumi
A =0.374237, A, =0.0615725, A, =0.0055412 (3.104)

olarak bulunur. Son olarak dnerilen seri ¢oliziimiin katsayilar1 (5.102) yardimiyla

a, = Aa,(IV)+Aa, (II1)+ Aa, (II)+a,(S)
=0.0055412-1+ A,-0+ A -0+0 (3.105)
=0.0055412

8, = Aa, (IV )+ Aja, (TIT) + A, (I1) +2,(S)
=0.0055412-(-8) +0.0615725-1+ A-0+0 (3.106)
=0.0172429

a, = A, (IV )+ Ay, (II1)+ Aa, (1) +a,(S)

=0.0055412- (%j +0.0615725-(—6) +0.374237-1+0 (3.107)

=0.274474

a, =A@, (IV) + A, (1) + Aa, (I1) +2,(S)

:0.0055412-(—?j+0.0615725-(%) 0.374237-(—4)+ (3.108)

=-0.637237

8, = Ay (IV) + Aa, (IIT) + Aa, (1) +a,(S)

3092j+0.0615725-(—5—?j+0.374237-(%j+0 (3.100)

=0.0055412 (
=2.53787
sonuglarma ulasilir ki, bu (5.99) ile tamamen aynidir.

Geriye rekiirsif iligkinin biraz gelistirilmis benzeri Clenshaw yontemidir. Bu

yontemde (2.124) yardimiyla diferansiyel denklemde her tarafin T (X) terimlerinin

katsayilar1 esitlenerek, asagida belirtilen rekiirsif yontem kullanilir:

95



1. N sayis1 ¢ozimiin dogrulugu istenilen hata araliginda kalacak sekilde

yeterince biyuk olmak Gzere,

CY =keyfi r=N

(3.110)
C®=0 r>N

seklinde keyfi N ve C{ degerleri secilir.

2. r=N sayisindan baglanarak C{”, katsayilari, s=1,....... ,micin  (2.121)
ifadesi ile hesaplanir.
3. Onceki adimdaki ifadelerle birlikte C{ ,=C,, olmak Uzere verilen

diferansiyel denklemden (2.124) yardimiyla elde edilecek rekiirsif iligkiler
elde edilir.

4. (2) adimindan baslayarak (3)’ te elde edilen rekiirsif iligki r =0 oluncaya
kadar devam ettirilir.

Ornek 5.3:
, 3
(5+3x)y =2y y(-1)=+v2

denkleminin ¢6zumu icin dordinct dereceden bir yaklagim polinomu olusturunuz.
Bu problem Clenshaw yontemini anlatmak i¢in digerlerine oranla basit bir problem

olarak se¢ilmistir [16] .

(Cozlimiin Chebyshev polinomlar1 cinsinden seriye acildigi kabul edilerek, denklemin
her iki tarafinin Chebyshev polinomlarmin karsi gelen katsayilarini bulmak ve

esitlemek i¢in
! ! 3
5C, () +3C, (/) = 5C, () (3.111)

yazilir. (2.124) ifadesi kullanilarak

’ 1 < O @ '
Cr(y):?; J C‘r —0+2j _Crn
y=23 (%o L / 3.112
Cr(xy)_?é J C\r—l+2]\ Z(Cr+1+cr—l)1 ( ' )
1 0
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degerleri bulunur. Bu degerler (5.111) ifadesinde yerine yazilirsa

5C, +g(Cr'+l+Cr’1) =§Cr (3.113)
olur. (2.122) yardimiyla (5.113) ifadesi basitlestirilmek istenirse
(3-6r)C, =10C/ +6C/, (3.114)

elde edilir.

(5.110) ifadesinde N =7 olarak segilir C, =10 ve daha biiyiik dereceli katsayilar
sifir olarak belirlenirse (2.122) ve (5.114) ifadelerinden katsayilar

Cizelge 5.4 ér katsayilari.

r C, C!

7 |-3 10

6 |11 -42

5 |-43 142

4 | 184 -472

3 | -887 1614

2 |5362 -5794

1 |-65285 23062
0 | -408423 -136364

olarak belirlenir. Bulunan degerler en yakin tamsayiya yuvarlanmistir. Ayrica

T(-1)=(-1)" oldugundan

y(-)==C,-C,+C,—....—C, =-132436 (3.115)

N |-

olarak bulunur. Bu degerin verilen gercek y(—1) degerine yani V2 ye esit olmasi

icin tim ér katsayilar1 —

132436 sayisl ile ¢arpilmalidir. Buradan C, degerleri
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Cizelge 5.5 C, katsayilar.

1=

C,
0.00003
-0.00012
0.00046
-0.00196
0.00947

- 0.05726
0.69714

4.36133

o | (N W |~ oo |

seklinde bulunur.
Sonug olarak ¢oziim

Y, (X) = 2.1807 T, (x) + 0.6971T,(x) — 0.0573 T,(x) + 0.0095 T,(x) —0.0020 T,(x) (3.116)

olarak elde edilir.
Ornek 5.4:
xy"+y'+16xy=0 , 0<x<1l , y(@0)=1 , y'(0)=0 (3.117)

denkleminin ¢oziminu ve y(1) degerini Chebyshev polinomlar1 cinsinden seriye

acarak elde ediniz [16].

Chebyshev serileri ile ¢oziim yontemlerinin 6zellikle karisik kosullar verildigi
zaman analitik veya diger sayisal yontemlerle ¢oziimii ¢ok zor olan baglangi¢c veya
smir deger problemlerinde basari ile kulanilabildigi, 6zellikle zor olarak secilen ilk
iki problemde gosterilmistir. Daha Oncede deginildigi gibi kosullar ne kadar
karmagik olursa olsun tek sart bunlarin Chebyshev polinomlari cinsinden seriye
acilabildigi kabuliidiir, bu kabiil altinda bu karmasik sartlar sonsuz terimli lineer
denklemlere doniiseceklerdir. Bu problem verilen iki karigik kosullu problemden

sonra, islemleri ¢cok uzatmamak adina basit bir problem olarak seg¢ilmistir.
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(Cozlimiin Chebyshev polinomlar1 cinsinden seriye acildigi kabul edilerek, denklemin
her iki tarafinin Chebyshev polinomlarmin karsi gelen katsayilarini bulmak ve

esitlemek i¢in
C,(xy")+C,(y)+16C, (xy)=0 r=21,23,.... (3.118)

yazilir. (2.124) ifadesi kullanilarak
" 1 . 1 (2) l 1 (2) 1 (2) 1 " "

Cr (Xy ) =?Z( jjcr—lﬂj = E 0 C\r—l\ + 1 C\Hl[ = E(Cr—l +Cr+l);
O @) ’
j C‘r_om‘ =C/, (3.119)

NE (0) 1i(1 (0) 1 (0)

Cr (Xy) = ?Z( j]Cr(ihzj = E|:(Oj C\ro—l\ + 1 C\r(j-u = (Cr—l + Cr+1)

T (x) katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar (5.118) denkleminde yazilirsa
r+l

%(c;'l +C’,)+C/+8(C,,+C,,)=0 r=12,3,. (3.120)

ifadesi elde edilir.

(5.120) ifadesinde rekiirsif iligkileri diizglin yapilandirmak amaciyla r yerine r-1

yazilirsa,

(CLo+CI)+CLL+8(C, 1 +C) =0 r=234,. (3.121)
r+1 yazilirsa

(CI+ClL)+CL +8(C,+C.p) =0 r=0123.  (3.122)

ifadeleri elde edilir.
(5.122) ifadesinden (5.121) ifadesi ¢ikarilirsa

1 " n
>(Cr.-C

r+2

)+(C,,-C,

')+8(C.,+C,,)=0 r=234,. (3.123)

r+2

sonucuna ulasilir.

(5.123) ifadesini basitlestirmek igin (2.121) ifadesinde r yerine r —1 yazilirsa

2(r-pCcl) =Cctp —ct (3.124)

99



r+1 yazilirsa

2(r+1)C® =clt® —c&v (3.125)

r+l r+2

ifadeleri elde edilir ve (5.124) ile (5.125) ifadeleri toplanirsa

2r-1C® +2(r+nCc =Cc&P —ckp (3.126)

r+1 = r+2
elde edilir. s=1 igin (5.126) ifadesinin

14 n
cr,-C

r+2

=2(r-1)C’_, +2(r +1)C/ (3.127)

r+l

sekline gelir. (5.123) ifadesinde (5.127) kullanilirsa

(r-1C/,+(r+1C;, +(C/,-C/,)+8(C,,-C,,,)=0 (3.128)
r(Ci,+Cl,)+8(C,,~C,.,) =0 |

elde edilir ve dizenlenirse

_ r(Cr’—1+Cr,+1)+C

Cr—Z = 8 r+2

(3.129)

ifadesine ulasilir.

(5.110) ifadesinde N =20 ve C,, =1 olarak segilir ve daha biiyiik dereceli katsayilar
sifir olarak belirlenirse, (2.122) ve (5.129) ifadeleri ile hesaplanan katsayilar Cizelge

5.6 da verilmistir.
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Cizelge 5.6 C,ve C degerleri.

r C, C! r C, C!
20 |1 0 9 |0 -15413803680
19 |0 40 8 | 18609052225 0
18 | -100 0 7 10 28231031920
17 |0 -3560 6 | -267715177744 0
16 | 7921 0 5 |0 -2930251101008
15 |0 249912 4 | 2004549104041 | O
14 | -492804 0 3 |0 13106141731320
13 |0 -13548600 |2 | -5355660492900 |0
12 | 23280625 0 1 10 -8316500240280
11 |0 545186400 |0 | 807138731281 0
10 | -797949504 | O
Kosullar i¢in
T,.(0) = (-1)
Toin (0)=0
olduguna gore
y(0) = ; C,-C,+C, —.....+C,, =8050924923505.5 (3.131)

olarak bulunur. Problemde verilen y(0) =1 baslangi¢ kosulunun saglanmasi i¢in bu

deger kendisine yani y(0) degerine boliinmelidir. Bu durumda ger¢ek C, degerleri

C:

C

y(©

(3.132)

ifadesi kullanilarak hesaplanir. Sonuglar Cizelge 5.7 * de verilmistir.
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Cizelge 5.7 C, degerleri son hali.

ro|c ro|c
20 | 0.0000000000001 |9 | O

19 |0 8  |0.00231141

18 | 0.000000000012 |7 |0

17 |0 6 | -0.0332527231
16 | 0.000000000983 |5 |0

15 |0 4 |0.248983703
14 | 0.000000061210 |3 |0

13 |0 2 | -0.665223007
12 |0.000002891670 |1 |0

11 |0 0 |0.100254161
10 | -0.00009911277

Cizelge 5.7° den elde edilen C, degerleri ile y(1)

20
y() = % +3'CT, (1) = -0.39714980986386982001
i=1

olarak hesaplanir. Burada ikinci kosul olan y’(0)=0 (5.130)

dogrudan saglandigma dikkat edilmelidir. Son olarak Cizelge 5.7 hesaplanan

degerler seri ¢oziimde yazilarak

y,(x) = 0.100254161T; (x) —0.665223007 T, (x) +0.248983703T, (x)
—0.0332527231T, () +0.00231141T, (x) — 0.00009911277T,; (X)
+0.00000289167T,, (x) +0.00000006121T, (x) + 0.000000000983T,; (x)

+0.000000000012T,(x) +0.0000000000001T,, (x)

elde edilir.
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6.SONUC VE TARTISMA

1- Bu ¢alismada Chebyshev polinomlarinin ¢esitli 6zellikleri, tiirevleri ve integralleri
verilmistir.

2- Bu 6zellikler kullanilarak adi diferansiyel denklem 1. ve 2. Mertebe karigik
kosullu denklemler ¢oziilmiistiir. Dogrudan metod, geriye rekiirsif iliski ve Clenshaw
metodu kullanilmistr.

3- Kullanilan terim sayilar1 ve ihtiya¢ duyulan zaman anlaminda bu ¢oziimler
karsilagtirildiginda geriye rekiirsif ve daha gelismisi olan Clenshaw yonteminin ¢ok
daha ekonomik oldugu sdylenebilir.

4- Verilen yontemlerin n. Mertebe ve nonlineer problemlere uygulanabilecegi agiktir.
5- Sonraki ¢aligmalar olarak bu yontemlerin diger sayisal yontemlerle
karsilastirilmast; denklem sistemlerine ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlere

uyarlanmasi sayilabilir
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EKE
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EKG

EKH

107



EK A

pay=Sin[(r+1) T] Cos|[(i-1) T]-Cos[r T] Sin[i T]
-Cos[r T] Sin[i T]+Cos[(-1+i) T] Sin[(1+r) T]
payda=Sin[(i+1) T] Cos[(i-1) T]-Cos[i T] Sin[i T]
-Cos[i T] Sin[i T]+Cos[(-1+i) T] Sin[(1+i) T]
al=pay/payda

(-Cos[r T] Sin[i T]+Cos[(-1+i) T] Sin[(1+r) T])/(-Cos[i T] Sin[i T]+Cos[(-1+i) T]
Sin[(1+i) T])

a2=FullSimplify[al]

-Csc[2 T] (Sin[(-2+i-r) T]+Sin[(i-r) T])
a3=Sin[(r-i+1) T]/Sin[T]

Csc[T] Sin[(2-i+r) T]

FullSimplify[a2-a3]

0

Limit[Sin[(k+1) ArcCos[x]]/Sin[ArcCos[x]],x -> 0]
Cos[(k Pi)/2]

Limit[Sin[(k+1) ArcCos[x]]/Sin[ArcCos[x]],x -> 1]

1+k
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EKB

fonk[x_]:=92/100 Cosh[x]-Cos[x] (* f degerlerini olusturmak icin kullandim,
Programda x, f noktalari verileceginden olmayacak *)

Al=N[Integrate[fonk[x],{x,-1,1}]]

0.479428

b=1;a=-1,;

A2=NIntegrate[fonk[x],{x,a,b}]

0.479428

A3=NIntegrate[fonk[x],{x,a,b},WorkingPrecision [124]
0.479428226688801667358578
xbas=a;xbit=b;n=4;h=(xbit-xbas)/n;

BS05=N[Sum[h/3 (fonk[xbas+i h]+4 fonk[xbas+(i+1) h]+fonk[xbas+(i+2) h]),{i,0,n-
2,2}],24]

0.479555060853291661322040
xbas=a;xbit=b;n=8;h=(xbit-xbas)/n;

BS025=N[Sum[h/3  (fonk[xbas+i h]+4 fonk[xbas+(i+1) h]+fonk[xbas+(i+2)
h]).{i,0,n-2,2}],24]

0.479438010531772471513397
BS05-A3
0.000126834164489993963462
BS025-A3

0.783842970804154819x10°®
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EKC

Do[a[i]=N[2/Pi Integrate[E*Cos[t]
Cogli t],{t,0,Pi}]];Print[StringForm["a[ "]=""",i,a[]]],{i,0,20}]
a[0]=2.5321317555040164
a[1]=1.13031820798497"
a[2]=0.27149533953407656"
a[3]=0.0443368498486638"
a[4]=0.005474240442090661"
a[5]=0.0005429263119154371"
a[6]=0.00004497732243180508"
a[7]=3.1984363886294886 *"-6
a[8]=1.9907020032405853 *"-7
a[9]=1.0943040251731873"*"-8
a[10]=-5.96046x10®

a[11]=0."

a[12]=-0.0000152588

a[13]=0."

a[14]=0."

a[15]=0."

a[16]=-16.

a[17]=0."

a[18]=-8192.

a[19]=0."

a[20]=0."

fonk=NumberForm[1/2 a[0],10] T[0] +Sum[NumberForm[a[i],10] T[i],{i,1,7}]
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1.266065878  T[0]+1.130318208  T[1]+0.2714953395  T[2]+0.04433684985
T[3]+0.005474240442 T[4]+0.0005429263119 T[5]+0.00004497732243
T[6]+(3.198436389x10°°) T[7]

SUMLI[f_,ind_,bas_,bit_]:=NumberForm[1/2
(f/.ind [bas),10]+Sum[NumberForm[f,10],{inc

SUMINIf_,ind_,bas_,bit_]:=NumberForm[1/2
(f.ind  &db10]+Sum[NumberForm[f,10],{ind,bas+1,bit}]

SUM2[f_,ind_,bas_,bit_]:=1/2 (f/.ind Hpas)#Sum(f,{ ind,bas
(f/.ind Lbit)

SUM2NIf _,ind_,bas_,bit_]:=NumberForm[1/2

(f.ind HpadN d6jbSEof M [LierForm[ f,10] ,{ ind,k
(f.ind fopit),

TC[r_,x_]:=ChebyshevT][r,x]

b[r_,n_]:=N[2/n SUMZ[E~Cos[k Pi/n] TC[r,Cos[k Pi/4]],k,0,n],10]
b[0,4]

2.532132154

Do[Print[StringForm["b[ "]:=""",r,b[r,4]]].{r,0,7}]
b[0]:=2.532132153928977960610.
b[1]:=1.1303214174582041253867086939610.
b[2]:=0.2715403174076218892389528103810.
b[3]:=0.04487977618559742772133299897"10.
b[4]:=0.0109484808862658178747409848510.
b[5]:=0.044879776185597042818693629510.
b[6]:=0.2715403174076218892389528103810.
b[7]:=1.1303214174582045102893480634610.
fonk=SUMZ2N([b[i,4] T[i],i,0,4]

1.266066077  T[0]+1.130321417  T[1]+0.271540317  T[2]+0.044879776
T[3]+0.005474240 T[4]
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c[r_,n_]:=N[2/(n+1)

Sum[E"Cos[(2k+1)/(n+1) Pi/2] TC[r,Cos[(2k+1)/(n+1) Pi/2]],{k,0,n}],10]
c[0,4]

2.532131754

Do[Print[StringForm["c[ ]:=""r,c[r,4]]],{r,0,7}]
c[0]:=2.5321317544028374552"10.
C[1]:=1.13031819692321876272822967619 10.
c[2]:=0.2714951403205567428566614031910.
c[3]:=0.04433365141216149037200068232"10.
c[4]:=0.0054292631191380152257907097 10.
c[5]:=0""57.87565042595438
c[6]:=-0.005429263119

c[7]:=-0.04433365141

fonk=SUM1N([c[i,4] T[i],i,0,4]

1.266065877  T[0]+1.130318197  T[1]+0.271495140  T[2]+0.04433365
T[3]+0.00542926 T[4]

bnew[r_,n_]:=N[a[r] +Sum[a[2 p n-r]+a[2 p n+r],{p,1,1}],10]

bnew[0,4]

2.53213

Do[Print[StringForm["b[ ]:="" bnew[ ]=""",r,b[r,4],r,bnew][r,4]]].{r,0,7}]
b[0]:=2.5321321539289779606 10. bnew[0]=2.532132153644417"
b[1]:=1.13032141745820412538670869396 10. bnew[1]=1.130321417364399
b[2]:=0.2715403174076218892389528103810. bnew[2]=0.2715402572518636"
b[3]:=0.04487977618559742772133299897 10. bnew[3]=0.044879776160579234
b[4]:=0.01094848088626581787474098485°10. bnew[4]=0.010933222095118822"

b[5]:=0.0448797761855970428186936295 10. bnew[5]=0.044879776160579234"
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b[6]:=0.27154031740762188923895281038°10. bnew[6]=0.27154031685650837"
b[7]:=1.13032141745820451028934806346 10. bnew[7]=1.1303214064213587"
cnew[r_,n_]:=N[a[r] +Sum[ (-1)"*p (a[2 p (n+1)-r]+a[2 p (n+1)+r]),{p,1,1}],10]
cnew[0,4]

2.53213

Do[Print[StringForm["c[ ']:="" cnew[ ]="",r,c[r,4],r,cnew[r,4]]],{r,0,4}]
c[0]:=2.5321317544028374552"10. cnew[0]=2.532131874713306"
c[1]:=1.1303181969232187627282296761910. cnew[1]=1.1303181970419298"
€[2]:=0.2714951403205567428566614031910. cnew[2]=0.27151039925293874"
c[3]:=0.04433365141216149037200068232"10. cnew[3]=0.04433365141227517"
c[4]:=0.0054292631191380152257907097 10. cnew[4]=0.005429263119658856
2 0.000543

0.001086

b[0,1]/2

1.543080635

b[1,1]

2.978411876

Do[Print[StringForm["b[ "]:=""",r,b[r,1]]].{r,0,1}]
b[0]:=3.0861612696304875569"10.

b[1]:=2.978411875970489660510.

fonk=SUM2N([b[i,1] TTi],i,0,1]

1.543080635 T[0]+1.489205938 T[1]

Do[Print[StringForm[“c[ ]:=""r,c[r,1]]],{r,0,1}]
c[0]:=2.5211836730427121427"10.
c[1]:=1.08544164127260679389103553732"10.

fonk=SUMIN[c[i,1] T[i].i,0,1]
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1.260591837 T[0]+1.085441641 T[1]
2 a[2]

0.542991

a[2]

0.271495
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EK D
XKat[k_]:=Block[{i,top, TC,top1,top2},

i=0;top=0;

While[2i Ok,

top=top+ Binomial[k,i] TC[k-2 il;

i=i+1];

top1=top/. TC[0]->TC[0]/2;

top2=top1 /2\(k-1);

Return[top2]]
Do[Print[StringForm["x =""",i,XKat[i]]].{i,0,10}]
x° =TC[0]
x' =TC[1]
x* =1/2 (TC[0]+TC[2])
x> =1/4 (3 TC[1]+TC[3])
x* =1/8 (3 TC[0]+4 TC[2]+TC[4])
x> =1/16 (10 TC[1]+5 TC[3]+TCI[5])
x° =1/32 (10 TC[0]+15 TC[2]+6 TC[4]+TC[6])
x" =1/64 (35 TC[1]+21 TC[3]+7 TC[5]+TC[7])
x® =1/128 (35 TC[0]+56 TC[2]+28 TC[4]+8 TC[6]+TC[8])
x° =1/256 (126 TC[1]+84 TC[3]+36 TC[5]+9 TC[7]+TC[9])

x*° =1/512 (126 TC[0]+210 TC[2]+120 TC[4]+45 TC[6]+10 TC[8]+TC[10])
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ifade=ExpandAlI[(1-x"2)"10]
1-10 x*+45 x*-120 x*+210 x>-252 x'%+210 x**-120 x"*+45 x**-10 x"*+x*°
CoefficientList[ifade,X]
{1,0,-10,0,45,0,-120,0,210,0,-252,0,210,0,-120,0,45,0,-10,0,1}
DonCh[if_]:=Block[{kat,uz,top,x},

kat=CoefficientList[if,x];

uz=Length[kat];

top=Sum[kat[[i]] XKat[i-1],{i,1,uz}];Return[FullSimplify[top]]]
DonCh[ifade]

1/524288 (92378 TC[0]-167960 TC[2]+125970 TC[4]-77520 TC[6]+38760 TC[8]-
15504 TC[10]+5 (969 TC[12]-228 TC[14]+38 TC[16]-4 TC[18])+TC[20])

167960./524288

0.320358

190/524288.

0.000362396

ifade=Sum[x"i/i! {i,0,6}]
1+x+x22+x36+X 124+x°1120+x%/720
DonCh[ifade]

(29170 TC[0]+3 (8680 TC[1]+2085 TC[2]+340 TC[3]+42 TC[4]+4
TC[5])+TC[6])/23040

N[ExpandAll[%]]

1.26606 TC[0.]+1.13021 TC[1.]+0.271484 TC[2.]+0.0442708 TC[3.]+0.00546875
TC[4.]+0.000520833 TC[5.]+0.0000434028 TC[6.]
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N[E/5! ]

0.0226523
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EKE

T[n_]:=ChebyshevT[n,x]

TY[n_]:=Expand[ChebyshevT[n,2x-1]]

UstAcY[K_,j_T:=ExpandAlI[1/27(2K) Sum[(2K)M((2k-i)! it) TY[j-k+i],{i,0,2k}]]
Tm[x_]:=1f[x<0, Ty[Abs[X]], TY[X]]

UstAcy[k_,j_T:=Expand AlI[(1/2(2k) Sum[(2K)Y((2k-i)! i) Tm[j-k+i],{i,0,2k}])]
Expand[x30 TY[171]-UstAcY[30,171]]

0

IntTY[0]=Integrate[TY[0],x]

X

UstAcY[1,0]

X

UstAcy[1,0]

Ty[0]/2+Ty[1]/2

IntTy[0]=UstAcy[1,0]

Ty[0]/2+Ty[1]/2

IntTY[1]=Integrate[TY[1],X]

X+X
-UstAcY]1,0]+UstAcY][2,0]
X+X
IntTy[1]=-UstAcy[1,0]+UstAcy[2,0]
-(Ty[01/8)+Ty[2]/8
IntTYTi_]:=ExpandAll[Integrate[TY[i],x]]
IntTy[i_]:=1/4 (L/(i+1) Ty[i+1]-1/(i-1) Ty[i-1])
IntTy[0]

Ty[0]/2+Ty[1]/2
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IntTy[1]

-(Ty[0]/8)+Ty[2]/8

IntTy[2]

1/4 (-Ty[1]+Ty[3]/3)
Expand[IntTY[27]-Integrate[ChebyshevT[27,2x-1],{X,0,x}]]
0

yerl=Ty—>TY

Ty—>TY

Expand[IntTy[2]/.yer1]

1/6+x-4 X*+(8 x°)/3

IntTY[2]

x-4 X*+(8 X°)/3
ExpandAll[Integrate[ChebyshevT[12,2x-1],{X,0,x}]]

X-144 x*+4576 x3-64064 x*+494208 x°-2342912 x°+7241728 x'-15040512
x3+21168128 x>-19922944 x*°+(132120576 x*)/11-4194304 x'*+(8388608 x**)/13

ExpandAll[Integrate[ChebyshevT[12,2x-1],X]]

72/143+x-144 X*+4576 x>-64064 x*+494208 x°-2342912 x°+7241728 x'-15040512
x3+21168128 x>-19922944 x*°+(132120576 x*)/11-4194304 x'*+(8388608 x**)/13

Expand[IntTy[12]/.yer1]

1/286+x-144 x*+4576 Xx>-64064 Xx*+494208 x°-2342912 x°+7241728 x'-15040512
x3+21168128 x>-19922944 x'°+(132120576 x™)/11-4194304 x'*+(8388608 x*)/13

ay[0]=a[0]/2;ay[i_]:=a]i]
Y=Expand[Sum[ay[i]ChebyshevT[i,2x-1],{i,0,7}]]

a[0]/2-a[1]+2 x a[1]+a[2]-8 x a[2]+8 X* a[2]-a[3]+18 x a[3]-48 x* a[3]+32 X
a[3]+a[4]-32 x a[4]+160 T[n_] := ChebyshevT[n, X]

TY[n_] := Expand[ChebyshevT[n, 2 x - 1]]
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UstAcY[k_,j]:=

ExpandAll[

/282 k) Sum[(2 K)Y((2 k- )1 i TY[j - k + 1], {i, 0, 2 K}]

Tm[x_] := f[x <0, Ty[Abs[Xx]], Ty[X]]

UstAcylk , ] ]:=

ExpandAll[(1/

272 k) Sum[(2 K)Y((2 k - )t i) Tm[j - k + ], {i, 0, 2 K}])]

Expand[x*30 TY[171] - UStAcY[30, 171]]

INtTY[0] = Integrate[ TY]O], X]

UStACY([L, 0]

UstAcy[1, 0]

Ty[0]/2 + Ty[1]/2
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IntTy[0] = UstAcy[1, 0]

Ty[0]/2 + Ty[1]/2

INtTY[1] = Integrate[TY[1], X]

=X + X"\2

-UstAcY][1, 0] + UstAcY[2, 0]

=X + X"\2

IntTy[1] = -UstAcy][1, 0] + UstAcy[2, 0]

-(Ty[0]/8) + Ty[2]/8

IntTYTi_] := ExpandAll[Integrate[TYTi], X]]

IntTy[i ]:= 1/4 (UG + 1) Ty[i + 1] - 1/ - 1) Ty[i - 1])

IntTy[0]

Ty[0]/2 + Ty[1]/2

IntTy[1]
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-(Ty[0]/8) + Ty[2]/8

IntTy[2]

14 (-Ty[1] + Ty[3]/3)

Expand[IntTY[27] - Integrate[ChebyshevT[27, 2 x - 1], {X, O, x}]]

0
yerl=Ty->TY
Ty->TY

Expand[IntTy[2] /. yerl]

1/6 + x - 4 x"2 + (8 x"3)/3

ItTY[2]

X -4 x"2 + (8 x"3)/3

ExpandAll[Integrate[ChebyshevT[12, 2 x - 1], {X, 0, x}]]

X - 144 x"2 + 4576 x"3 - 64064 x4 + 494208 x"5 - 2342912 x"6 +
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7241728 x"7 - 15040512 x"8 + 21168128 x"9 - 19922944 x"10 + (

132120576 x"11)/11 - 4194304 x"12 + (8388608 x"13)/13

ExpandAll[Integrate[ChebyshevT[12, 2 x - 1], X]]

72/143 + X - 144 x"2 + 4576 x"3 - 64064 x4 + 494208 x"5 -
2342912 x"6 + 7241728 x"7 - 15040512 x"8 + 21168128 x"9 -

19922944 x10 + (132120576 x"11)/11 - 4194304 x*12 + (8388608 x"13)/13

Expand[IntTy[12] /. yerl]

1/286 + X - 144 x"2 + 4576 x"3 - 64064 x4 + 494208 x"5 -
2342912 x"6 + 7241728 x"7 - 15040512 x"8 + 21168128 x"9 -

19922944 x10 + (132120576 x"11)/11 - 4194304 x*12 + (8388608 x"13)/13

ay[0] = a[0]/2; ay[i_] := a[i]

Y = Expand[Sum[ay[i] ChebyshevT[i, 2 x - 1], {i, 0, 7}]]

a[0]/2 - a[1] + 2 x a[1] + a[2] - 8 x a[2] + 8 x*2 a[2] - a[3] +

18 x a[3] - 48 x"2 a[3] + 32 x"3 a[3] + a[4] - 32 x a[4] +

160 x”2 a[4] - 256 x"3 a[4] + 128 x"4 a[4] - a[5] + 50 x a[5] -

400 X2 a[5] + 1120 x"3 a[5] - 1280 x4 a[5] + 512 x"5 a[5] + a[6] -
72 x a[6] + 840 x”2 a[6] - 3584 x"3 a[6] + 6912 x"4 a[6] -

6144 x5 a[6] + 2048 x"6 a[6] - a[7] + 98 x a[7] - 1568 x"\2 a[7] +

9408 x"3 a[7] - 26880 x4 a[7] + 39424 x"5 a[7] - 28672 x"6 a[7] +
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8192 x7 a[7]

denksol = ExpandAlI[(1 + x) Y + Integrate[(X + x"2) Y, X]]

a[0]/2 + 1/2 x a[0] + 1/4 x2 a[0] + 1/6 x"3 a[0] - a[1] + x a[1] +
312 x"2 a[1] + 1/3 x"3 a[1] + 1/2 x"4 a[1] + a[2] - 7 x a[2] +

1/2 x"2 a[2] + 17/3 x"3 a[2] + 8/5 x5 a[2] - a[3] + 17 x a[3] -

61/2 X2 a[3] - 31/3 x"3 a[3] + 49/2 x4 a[3] - 16/5 "5 a[3] +

16/3 x"6 a[3] + a[4] - 31 x a[4] + 257/2 x"2 a[4] - 319/3 x"3 a[4] -
96 x4 a[4] + 544/5 x5 a[4] - 64/3 X6 a[4] + 128/7 x"7 a[4] -

a[b] + 49 x a[5] - 701/2 x"2 a[5] + 2209/3 x"3 a[5] -

495/2 x4 a[5] - 624 x"5 a[5] + 1456/3 X6 a[5] - 768/7 X7 a[5] +
64 x"8 a[5] + a[6] - 71 x a[6] + 1537/2 x"2 a[6] - 8303/3 x"3 a[6] +
3520 x4 a[6] + 1096/5 x5 a[6] - 10624/3 x"6 a[6] +

15104/7 x"7 a[6] - 512 x"8 a[6] + 2048/9 x"9 a[6] - a[7] +

97 x a[7] - 2941/2 x"2 a[7] + 23617/3 x"3 a[7] - 35679/2 x"4 a[7] +
14112 x"5 a[7] + 7840 x"6 a[7] - 18688 x"7 a[7] + 9536 x"8 a[7] -

20480/9 X9 a[7] + 4096/5 x10 a[7]

katdenksol = CoefficientList[denksol, x]

{a[0]/2 - a[1] + a[2] - a[3] + a[4] - a[5] + a[6] - a[7],

a[0]/2 + a[1] - 7 a[2] + 17 a[3] - 31 a[4] + 49 a[5] - 71 a[6] +
97 a[7], a[0]/4 + (3 a[1])/2 + a[2]/2 - (61 a[3])/2 + (257 a[4])/
2 - (701 a[5])/2 + (1537 a[6])/2 - (2941 a[7])/2,

a[0]/6 + a[1]/3 + (17 a[2])/3 - (31 a[3])/3 - (319 a[4])/3 + (
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2209 a[5])/3 - (8303 a[6])/3 + (23617 a[7])/3,

a[1]/2 + (49 a[3])/2 - 96 a[4] - (495 a[5])/2 + 3520 a[6] - (

35679 a[7])/2, (8 a[2])/5 - (16 a[3])/5 + (544 a[4])/5 -

624 a[5] + (1096 a[6])/5 + 14112 a[7], (16 a[3])/3 - (64 a[4])/3 + (
1456 a[5])/3 - (10624 a[6])/3 + 7840 a[7], (128 a[4])/7 - (

768 a[5])/7 + (15104 a[6])/7 - 18688 a[7],

64 a[5] - 512 a[6] + 9536 a[7], (2048 a[6])/9 - (20480 a[7])/9, (

4096 a[7])/5}

denksoll = ExpandAll[Sum[katdenksol[[i + 1]] UstAcyl[i, 0], {i, 0, 10}]]

43/48 a[0] Ty[0] + 233/768 a[1] Ty[0] - 71/480 a[2] Ty[0] - (

199 a[3] Ty[0])/3840 + 1/840 a[4] Ty[0] - (11 a[5] Ty[0])/10752 + (
11 a[6] Ty[0])/20160 - (7 a[7] Ty[0])/23040 + 29/64 a[0] Ty[1] +
13/8 a[1] Ty[1] + 1/16 a[2] Ty[1] - 1/8 a[3] Ty[1] -

1/64 a[4] Ty[1] + 1/16 a[0] Ty[2] + 23/64 a[1] Ty[2] +

3/2 a[2] Ty[2] + 19/128 a[3] Ty[2] - 1/16 a[4] Ty[2] -

1/128 a[5] Ty[2] + 1/192 a[0] Ty[3] + 1/24 a[1] Ty[3] +

61/192 a[2] Ty[3] + 3/2 a[3] Ty[3] + 35/192 a[4] Ty[3] -

1/24 a[5] Ty[3] - 1/192 a[6] Ty[3] + 1/256 a[1] Ty[4] +

1/32 a[2] Ty[4] + 77/256 a[3] Ty[4] + 3/2 a[4] Ty[4] +

51/256 a[5] Ty[4] - 1/32 a[6] Ty[4] - 1/256 a[7] Ty[4] +

1/320 a[2] Ty[5] + 1/40 a[3] Ty[5] + 93/320 a[4] Ty[5] +

3/2 a[5] Ty[5] + 67/320 a[6] Ty[5] - 1/40 a[7] Ty[5] +

1/384 a[3] Ty[6] + 1/48 a[4] Ty[6] + 109/384 a[5] Ty[6] +

3/2 a[6] Ty[6] + 83/384 a[7] Ty[6] + 1/448 a[4] Ty[7] +

125



1/56 a[5] Ty[7] + 125/448 a[6] Ty[7] + 3/2 a[7] Ty[7] +

1/512 a[5] Ty[8] + 1/64 a[6] Ty[8] + 141/512 a[7] Ty[8] +

1/576 a[6] Ty[9] + 1/72 a[7] Ty[9] + 1/640 a[7] Ty[10]

kat[i_] := Coefficient[denksoll, Ty[i]]

Do[Print[StringForm[""" . katsayi =" ", i, kat[i]]], {i, O, 7}]

0 . katsayi =(43 a[0])/48+(233 a[1])/768-(71 a[2])/480-(199 a[3])/3840+a[4]/840-(11
a[5])/10752+(11 a[6])/20160-(7 a[7])/23040

1. katsayi =(29 a[0])/64+(13 a[L])/8+a[2]/16-a[3]/8-a[4]/64

2 . katsayi =a[0]/16+(23 a[1])/64+(3 a[2])/2+(19 a[3])/128-a[4]/16-a[5]/128

3 . katsayi =a[0]/192+a[1]/24+(61 a[2])/192+(3 a[3])/2+(35 a[4])/192-a[5]/24-
a[6]/192

4 . katsayi =a[1]/256+a[2]/32+(77 a[3])/256+(3 a[4])/2+(51 a[5])/256-a[6]/32-
a[7]/256

5 . katsayi =a[2]/320+a[3]/40+(93 a[4])/320+(3 a[5])/2+(67 a[6])/320-a[7]/40

6 . katsayi =a[3]/384+a[4]/48+(109 a[5])/384+(3 a[6])/2+(83 a[7])/384

7 . katsayi =a[4]/448+a[5]/56+(125 a[6])/448+(3 a[7])/2
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kat[0] = ExpandAI[(Y /. x -> 0) - 3/4 (Y /. x -> 1)]

a[0]/8 - (7 a[L])/4 + a[2)/4 - (7 a[3])/4 + a[4]/4 - (7 a[5])/4 +

a[6]/4 - (7 a[7])/4

DSolve[{(1 +X) Y[X] + (1 + x + x"2) y[X] == 1 - X,

y[0] - 3/4 y[1] == 1}, yIx], X][[1, 1, 2]]

(EM(x - 1/2 (1 + x)"2) (26 E + 6 EN(1/2 + x"2/2) - 16 EN(1 + x"2/2) +
3 Sqrt[2 E \[Pi]] Erfi[1/Sqrt[2]] +
8 E Sqrt[2 \[Pi]] Erfi[x/Sqrt[2]] -

3 Sqrt[2 E \[Pi]] Erfilx/Sart[2]]))/(2 (-3 + 8 Sqrt[E]) (L + X))

Plot[%,{x,0,1}]

L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L
02 04 06 08 10

sol={1,1/4,-1/16,0,0,0,0}

{1,1/4,-(1/16),0,0,0,0}
Do[denk[i+1]=kat[i] sol[[i+1]].{i,0,6}];gec=denk[1];denk[1]=denk[2];denk[2]=gec;
Do[Print[StringForm[""" . katsayi =" \n "~ ",i,denk][i],N[denk[i]]]].{i,1,7}]
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1. katsayi =(29 a[0])/64+(13 a[1])/8+a[2]/16-a[3]/8-a[4]/64 1/4
0.453125 a[0.]+1.625 a[1.]+0.0625 a[2.]-0.125 a[3.]-0.015625 a[4.] 10.25
2 . katsayi =a[0)/8-(7 a[1])/4+a[2]/4-(7 a[3])/4+a[4)/4-(7 a[5])/4+a[6]/4-(7 a[7])/4 11

0.125 a[0.]-1.75 a[1.]+0.25 a[2.]-1.75 a[3.]+0.25 a[4.]-1.75 a[5.]+0.25 a[6.]-1.75
a[7.] 1.

3 . katsayi =a[0]/16+(23 a[1])/64+(3 a[2])/2+(19 a[3])/128-a[4]/16-a[5]/128 I-(1/16)

0.0625 a[0.]+0.359375 a[1]+1.5 a[2.]+0.148438 a[3.]-0.0625 a[4.]-0.0078125
a[5.]7-0.0625

4 . katsayi =a[0]/192+a[1]/24+(61 a[2])/192+(3 a[3])/2+(35 a[4])/192-a[5]/24-
a[6]/192110

0.00520833 a[0.]+0.0416667 a[1.]+0.317708 a[2]+1.5 a[3]+0.182292 a[4.]-
0.0416667 a[5.]-0.00520833 a[6.]0.

5 . Kkatsayi =a[l]/256+a[2]/32+(77 a[3])/256+(3 a[4])/2+(51 a[5])/256-a[6]/32-
a[7]/256110

0.00390625 a[1.]+0.03125 a[2.]+0.300781 a[3.]+1.5 a[4.]+0.199219 a[5.]-0.03125
a[6.]-0.00390625 a[7.]10.

6 . katsayi =a[2]/320+a[3]/40+(93 a[4])/320+(3 a[5])/2+(67 a[6])/320-a[7]/40L10
0.003125 a[2.]+0.025 a[3.]+0.290625 a[4.]+1.5 a[5.]+0.209375 a[6.]-0.025 a[7.]0.

7 . katsayi =a[3]/384+a[4]/48+(109 a[5])/384+(3 a[6])/2+(83 a[7])/384L10

0.00260417 a[3.]+0.0208333 a[4.]+0.283854 a[5.]+1.5 a[6.]+0.216146 a[7.] 0.
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EKF

(* dikkat denklemler oncesinde EK E calistirilarak elde edilmistir *)
denklemler=Table[denk[i],{i,1,4}])/.{a[4]->0,a[5]->0,a[6]->0,a[7]->0}

{(29 a[0])/64+(13 a[1])/8+a[2]/16-a[3]/8->1/4,a[0]/8-(7 a[l])/4+a[2])/4-(7 a[3])/4-
>1,a[0]/16+(23 a[1])/64+(3 a[2])/2+(19 a[3])/128->-(1/16),a[0]/192+a[1]/24+(61
a[2])/192+(3 a[3])/2->0}

unk=Table[a[i],{i,0,3}]

{a[0].a[1].a[2] a[3]}

coza=Solve[denklemler,unk][[1]]

{a[0] ->1727728/816349,a[1]->-(6029636/13877933),a[2]->-
(371728/13877933),a[3] ->144240/13877933}

N[coza]

{a[0.] ->2.11641,a[1] ->-0.434477,a[2.] ->-0.0267855,a[3.] ->0.0103935}

denk[1]

(29 a[0])/64+(13 a[1])/8+a[2]/16-a[3]/8-a[4]/64->1/4

m=Table[Coefficient[denk[i][[1]].a[j]].{i,1,4}.{},0,3}]

{{29/64,13/8,1/16,-(1/8)} {1/8,-(7/4),1/4,-
(714)},{1/16,23/64,3/2,19/128} {1/192,1/24,61/192,3/2}}

b=Table[denk[i][[2]].{i,1,4}]

{1/4,1,-(1/16),0}
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Gen[A_,b_]:=Block[{A1},

Al=Transpose[A];AppendTo[Al,b];Return[Transpose[Al]]]

Gen[m,b]

{{29/64,13/8,1/16,-(1/8),1/4} {1/8,-(7/4),1/4,-(7/4),1},{1/16,23/64,3/2,19/128, -
(1/16)},{1/192,1/24,61/192,3/2,0}}

MatrixForm[%]

{

{29/64, 13/8, 1/16, -(1/8), 1/4},

{1/8, -(7/4), 1/4, -(7/4), 1},

{1/16, 23/64, 3/2, 19/128, -(1/16)},

{1/192, 1/24, 61/192, 3/2, 0}

)

LUDJAL_,b_]:=Block[{A=A1,n1=Length[Al],kont,k,el0,ell,el2,l,u,L,U,piv,labl,de
ne,ind,y},

If[Det[A] 10, Print["Tekil Matris"]:;.

kont=1;

Label[labl];

If[kont==0,
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el0=Random[Integer,{1,n1}];ell=Random[Integer,{1,n1}];While[ell [1el0,el1=Ranc
om[integer,{1,n1}]];

el2=A[[el0]]; A[[el0]]=A[[el1]]:A[[el1]]=el2;

Print[StringForm["Hesaplarda U nun bir kosegeni sifir cikarsa, Sifira bolmeyi
engellemek icin satir degisikligi :: S+ <-> S+, A=""",el0,ell,MatrixForm[A]]]];

Do[l[i,j]=uli,j]=0,{i,1,n1},{j,1,n1}];

Do[

I[i, i]=1;

Dol

iffi  Oj,

ulij]=ALLL1]-Sum(Ifi k] ufk,j] ,{k,1,i-1}] ;

If[u[i,i] [10,kont=0;Goto[lab1]];

 ILJ1=(ALLL1]-Sum[ILEL K] ulk,j].{k,1,-13 D/l jll;

,'{j,l,nl}]

A1,1,n1}];

L=Table[I[i,j].{i,1,n1},{j,1,n1}];U=Table[u[i,j].{i,1,n1}{j,1,n1}];

Print[StringForm["L="", U=""\n L="",
U=""",MatrixForm[L],MatrixForm[U],MatrixForm[N[L]],MatrixForm[N[U]]11;

Print["COZUMLER"];
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y[1]=A[[1,n1+1]];Do[y[j]=Al[,n1+1]]-Sum[L[[j.K]]

yIk].{k,1,j-1}]1,{0.2,n1}];Print["y=\n ", Table[y[i],{i,1,n1}]];

Print["y=\n ",N[Table[y[i],{i,1,n1}]]];

x[n1]=y[n1]/U[[n1,n1]};Do[x[]=yLi]:x0I=(x[i]-Sum[U[[},k]]
X[K],{k,j+1,n131)/U[,11.4.n1-1,1,-1}];Return[Table[unk[[i]]

LUD[m,b]

{

{29/64, 13/8, 1/16, -(1/8)},

{1/8, -(714), 1/4, -(7/4)},

{1/16, 23/64, 3/2, 19/128},

{1/192, 1/24, 61/192, 3/2}

)

L=({

{1,0,0, 0},

{8/29, 1, 0, O},

{4129, -(251/4080), 1, 0},

{1/87, -(8/765), 5213/24573, 1}

), u=({

{29/64, 13/8, 1/16, -(1/8)},
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{0, -(255/116), 27/116, -(199/116)},

{0, 0, 8191/5440, 1963/32640},

{0, 0, 0, 13877933/9436032}

)

L=({

{1.,0.,0., 0},

{0.275862, 1., 0., 0.},

{0.137931, -0.0615196, 1., 0.},

{0.0114943, -0.0104575, 0.212143, 1.}

) u=({

{0.453125, 1.625, 0.0625, -0.125},

{0., -2.19828, 0.232759, -1.71552},

{0., 0., 1.5057, 0.0601409},

{0., 0., 0., 1.47074}

)

COZUMLER

y:

_{1/4,27/29,-(27/680),3005/196584 }
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y:

_{0.25,0.931034,-0.0397059,0.0152861}

{a[0] HOPRFREA3G B HD] O

(371728 [1)/13877933),8 3] (1144240/13877933}
COza

{a[0] HOPRFREAISG B HD] O

(371728/13877933),a[3] [1144240/13877933}

N[%]

{a[0.] M234647,22.] (10.0267855,a[3.] [10.0103935}

29.8+8 77-6 64

464.

64 3

192

413

52

192452

244

192-52

140
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(-464/24+29 (1/4 +13/192) +3 4-(1/4-13/192)) 64 3

326

(13/24+8 (1/4 +13/192)-3/2) 64 3

304

(1/3-1/4-13/192) 64 3

304+27 13-28-72

456

3-14 8+2-14

-121

3+14 8+2-0

117

29 304-13 13 8-84-8

7424

29 3-13 8 8+4

-741

-298+13 8

-128
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304 8-23 13 2-3 8 64+19

317

38-2382+3 64

-152

-88+232

-18

128/16
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EKG

coz=NSolve[{456 A3+117 A2-22 Al D8I 7A24183 AL 185,317 A3
A2-18 Al H},{AL,A2,A3}[[1]]

{Al [10.151537,A2[10.0563623,A310.0103935}

ay[a33 ,a32 ,a31 ]:=A3 a33+A2 a32+Al a3l/.coz

a3y=ay[1,0,0]

0.0103935

a2y=ay[-8,1,0]

-0.0267855

aly=ay[-13,-8,1]

-0.434477

aly=ay[304,3,-8]

2.11641
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EKH

Simplify[(ChebyshevT[4,x]-ChebyshevT[0,x])/8+1/2
(ChebyshevT[2,x]+ChebyshevT[0,x])]

4

X

Table[ChebyshevT[i,0],{i,0,10}]

{1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,-1}

Table[ChebyshevT[i,1],{i,0,10}]

{11111111,11,1}

Table[ChebyshevT[i,-1],{i,0,10}]

{1-11,-11,-11,-11,-1,1}

c[n-1]=2 n a[n]

2 naln]

c[n-2]=2 (n-1) a[n-1]

2 (-1+n) a[-1+n]

c[r_]:=FullSimplify[c[r+2]+ 2 (r+1) a[r+1]]

c[n-3]

2 (-2+n) a[-2+n]+2 n a[n]

c[n-4]

2 (-3+n) a[-3+n]+2 (-1+n) a[-1+n]
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c[n-10]

2 ((-9+n) a[-9+n]+(-7+n) a[-7+n]+(-5+n) a[-5+n]+(-3+n) a[-3+n]+(-1+n) a[-1+n])
ExpandAll[c[n-10]/.n 0111]

4 a[2]+8 a[4]+12 a[6]+16 a[8]+20 a[10]

ExpandAll[c[n-10]/.n [112]

6 a[3]+10 a[5]+14 a[7]+18 a[9]+22 a[11]

ExpandAll[c[n-10]/.n 110]

2 a[1]+6 a[3]+10 a[5]+14 a[7]+18 a[9]

ay[0]=a[0]/2;ay[i_]:=a[i]

T[n_]:=ChebyshevT[n,x]

UstAcT[k ,j T:=Expand Al[1/2(k) Sum[(K)Y/((k-i)! i) TY[j-k+2i],{i,0,k}]]
Tm[x_]:=If[x<0, Ty[Abs[x]], TY[X]]

UstAct[k_,j T:=Expand AN[(1/2~(k) Sum[(K)/((k-i)! i) Tm[j-k+2i],{i,0,k}])]
Y=Expand[Sum[ay[i]ChebyshevT[i,x],{i,0,14}]]

a[0]/2+x a[1]-a[2]+2 x? a[2]-3 x a[3]+4 x® a[3]+a[4]-8 X a[4]+8 x* a[4]+5 x a[5]-20
x> a[5]+16 x° a[5]-a[6]+18 x* a[6]-48 x* a[6]+32 x° a[6]-7 x a[7]+56 X° a[7]-112 X°
a[7]+64 x’ a[7]+a[8]-32 x* a[8]+160 x* a[8]-256 x° a[8]+128 x® a[8]+9 x a[9]-120 X°
a[9]+432 x° a[9]-576 x’ a[9]+256 x° a[9]-a[10]+50 x* a[10]-400 x* a[10]+1120 x°
a[10]-1280 x® a[10]+512 x'® a[10]-11 x a[11]+220 x® a[11]-1232 x° a[11]+2816 X’
a[11]-2816 x° a[11]+1024 x* a[11]+a[12]-72 x* a[12]+840 x* a[12]-3584 X°

a[12]+6912 x® a[12]-6144 x*° a[12]+2048 x'? a[12]+13 x a[13]-364 x° a[13]+2912 X°
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a[13]-9984 x’ a[13]+16640 x° a[13]-13312 x'! a[13]+4096 x** a[13]-a[14]+98 X°
a[14]-1568 x* a[14]+9408 x° a[14]-26880 x® a[14]+39424 x™° a[14]-28672 X2
a[14]+8192 x** a[14]

turY=D[Y,X]

a[1]+4 x a[2]-3 a[3]+12 x* a[3]-16 x a[4]+32 x® a[4]+5 a[5]-60 x* a[5]+80 x" a[5]+36
x a[6]-192 x* a[6]+192 Xx° a[6]-7 a[7]+168 x* a[7]-560 x* a[7]+448 x® a[7]-64 x
a[8]+640 x® a[8]-1536 x° a[8]+1024 x’ a[8]+9 a[9]-360 x* a[9]+2160 x* a[9]-4032 X°
a[9]+2304 x® a[9]+100 x a[10]-1600 x* a[10]+6720 x° a[10]-10240 x’ a[10]+5120 X’
a[10]-11 a[11]+660 x* a[11]-6160 x* a[11]+19712 x° a[11]-25344 x® a[11]+11264
x* a[11]-144 x a[12]+3360 x° a[12]-21504 x> a[12]+55296 x’ a[12]-61440 x°
a[12]+24576 x* a[12]+13 a[13]-1092 x* a[13]+14560 x* a[13]-69888 x°
a[13]+149760 x® a[13]-146432 x™° a[13]+53248 x'* a[13]+196 x a[14]-6272 X°
a[14]+56448 x> a[14]-215040 x" a[14]+394240 x° a[14]-344064 x'' a[14]+114688
x™ a[14]

katturY=CoefficientList[turY,x]

{a[1]-3 a[3]+5 a[5]-7 a[7]+9 a[9]-11 a[11]+13 a[13],4 a[2]-16 a[4]+36 a[6]-64
a[8]+100 a[10]-144 a[12]+196 a[14],12 a[3]-60 a[5]+168 a[7]-360 a[9]+660 a[11]-
1092 a[13],32 a[4]-192 a[6]+640 a[8]-1600 a[10]+3360 a[12]-6272 a[14],80 a[5]-
560 a[7]+2160 a[9]-6160 a[11]+14560 a[13],192 a[6]-1536 a[8]+6720 a[10]-21504
a[12]+56448 a[14],448 a[7]-4032 a[9]+19712 a[11]-69888 a[13],1024 a[8]-10240
a[10]+55296 a[12]-215040 a[14],2304 a[9]-25344 a[11]+149760 a[13],5120 a[10]-
61440 a[12]+394240 a[14],11264 a[11]-146432 a[13],24576 a[12]-344064
a[14],53248 a[13],114688 a[14]}

Length[katturY]
14

ChebkatturY=ExpandAll[Sum[katturY[[i+1]] UstAct[i,0],{i,0,13}]]
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a[1] Ty[0]+3 a[3] Ty[0]+5 a[5] Ty[0]+7 a[7] Ty[0]+9 a[9] Ty[0]+11 a[11] Ty[0]+13
a[13] Ty[0]+4 a[2] Ty[1]+8 a[4] Ty[1]+12 a[6] Ty[1]+16 a[8] Ty[1]+20 a[10]
Ty[1]+24 a[12] Ty[1]+28 a[14] Ty[1]+6 a[3] Ty[2]+10 a[5] Ty[2]+14 a[7] Ty[2]+18
a[9] Ty[2]+22 a[11] Ty[2]+26 a[13] Ty[2]+8 a[4] Ty[3]+12 a[6] Ty[3]+16 a[8]
Ty[3]+20 a[10] Ty[3]+24 a[12] Ty[3]+28 a[1l4] Ty[3]+10 a[5] Ty[4]+14 a[7]
Ty[4]+18 a[9] Ty[4]+22 a[ll] Ty[4]+26 a[13] Ty[4]+12 a[6] Ty[5]+16 a[8]
Ty[5]+20 a[10] Ty[5]+24 a[12] Ty[5]+28 a[14] Ty[5]+14 a[7] Ty[6]+18 a[9]
Ty[6]+22 a[11] Ty[6]+26 a[13] Ty[6]+16 a[8] Ty[7]+20 a[10] Ty[7]+24 a[12]
Ty[7]+28 a[14] Ty[7]+18 a[9] Ty[8]+22 a[1l] Ty[8]+26 a[13] Ty[8]+20 a[10]
Ty[9]+24 a[12] Ty[9]+28 a[14] Ty[9]+22 a[11] Ty[10]+26 a[13] Ty[10]+24 a[12]
Ty[11]+28 a[14] Ty[11]+26 a[13] Ty[12]+28 a[14] Ty[13]

KatTturY[i_]:=Coefficient[ChebkatturY,Ty[i]]

Kont1={KatTturY[0],ExpandAll[c[n-10]/.n L110] } (* c
sag taraf 2 kat olacak *)

{a[1]+3 a[3]+5 a[5]+7 a[7]+9 a[9]+11 a[11]+13 a[13],2 a[1]+6 a[3]+10 a[5]+14
a[7]+18 a[9]}

Kont2={KatTturY[1],ExpandAll[c[n-10]/.n C111] }

{4 a[2]+8 a[4]+12 a[6]+16 a[8]+20 a[10]+24 a[12]+28 a[14],4 a[2]+8 a[4]+12
a[6]+16 a[8]+20 a[10]}

Kont3={KatTturY[2],ExpandAll[c[n-10]/.n 112] }

{6 a[3]+10 a[5]+14 a[7]+18 a[9]+22 a[11]+26 a[13],6 a[3]+10 a[5]+14 a[7]+18
a[9]+22 a[11]}

Kont4={KatTturY[3],ExpandAll[c[n-10]/.n [113] }

{8 a[4]+12 a[6]+16 a[8]+20 a[10]+24 a[12]+28 a[14],8 a[4]+12 a[6]+16 a[8]+20
a[10]+24 a[12]}
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ExpandAll[c[n-10]/.n 112]

6 a[3]+10 a[5]+14 a[7]+18 a[9]+22 a[11]

ExpandAll[c[n-10]/.n [114]

10 a[5]+14 a[7]+18 a[9]+22 a[11]+26 a[13]

ExpandAll[c[n-10]/.n [116]

14 a[7]+18 a[9]+22 a[11]+26 a[13]+30 a[15]
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