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EKSIiK TAHRIKLi TEKERLEKLi SARKAC SiSTEMINiN iMALATI VE
KONTROLU

OZET

Literatiirde “Reaction Wheel Pendulum” veya “Inertia Wheel Pendulum” olarak
gecen eksik tahrikli tekerlekli sarkac sistemi ilk olarak 1999 yilinda su anda
University of Texas at Dallas’da olan Prof. Mark W. Spong tarafindan ortaya
konulmustur. Deney diizenegi, eyleyicisiz serbest donebilen bir sarka¢ koluna akuple
edilmis bir motorla siiriilen yiiksek simetriye sahip bir tekerlekten olusmaktadir.
Sistemin kontrolii motor ile siiriilen tekerlek ile saglanir. Siiriilen tekerlek
ivmelenerek tiim sistemde eylemsizliginden dolay1 bir tork olusturur ve olusan bu
tork sistemin salinima gecmesini saglar.

Sistemin yliksek simetriye sahip olmast dinamik modellemesinin daha rahat
cikarilmasina ve daha kolay analiz edilmesine sebep olur. Dinamik modellemesinin
daha rahat yapilmasinin yam sira sisteme ileri diizey kontrol metotlar1 (geribeslemeli
lineerlestirme metodu, enerji tabanli salimim kontrolii ve hibrid kontrol gibi) da
uygulanabilmektedir. Ayrica, lineer olmayan bir davranis sergilediginden ve eksik
tahrikli oldugundan literatiirdeki ¢aligsmalarin ilgi odag1 olmaktadir.

Bu calismada, ilk olarak tekerlekli sarkag ile ilgili genel bilgiler verilmis ve daha
sonra tekerlekli sarkag¢ sistemi ile ilgili literatiir taramalar1 incelenmis ve tezin genel
hatlart ile ilgili bilgi verilmistir. ikinci boliimde, sarkacin imalat kismi, sarkagtaki her
parcanin ii¢ boyutlu kati modelleme ve analiz yazilimi olan CATIA ile tasarmmi ve
mukavemet analizi yapilarak imalat edilebilirligi irdelenmis ve sonu¢ olarak imal
edilebilecegi karar1 verilmistir. Uciincii boliimde sarkacin ideal ortam igin dinamik
modeli ¢ikartilmig ve ardindan siirtinmenin sisteme nasil dahil edilebilecegi
hakkinda yorum yapilmistir. Dordiincii bolimde sarkacin salinim kontroli ve {ist
denge noktasindaki kontrolii igin kontrolorler tasarlanmistir. Ust denge noktasindaki
kontrolii i¢in giris-cikis geribeslemeli lineerlestirme metodu kullanilmis olup, salinim
kontrolii i¢in enerji tabanli ve anahtarlamali salinim kontrolleri tasarlanmip bunlarin
detaylar1 verilmistir. Daha sonra salimim kontrolii ile denge kontrolii hibrid hale
getirilerek sistemin salinmmindan iist denge noktasina ulagana kadarki kontrol
algoritmas1 gelistirilmistir. Calismanin son boliimii olan gelecek caligmasi icin ise
eksik tahrikli tek sarka¢ sistemi yerine aralarinda elastik bir yiik bulunan birlikte
calisan ¢ift sarkac sistemi ele alinip, bu sistemin imalatindan bahsedilerek, dinamik
modeli c¢ikarilmis ve MATLAB-Simulink modeli olusturularak sistem analiz
edilmistir.

Xvii



Xviii



CONTROL AND DESIGN OF REACTION WHEEL PENDULUM
SUMMARY

Reaction Wheel Pendulum or Inertia Wheel Pendulum as known in literature was
first mentioned in 1999 by Prof. Mark W. Spong. In experiment, unactuated
pendulum coupled to highly symmetric wheel driven by a DC motor. The unactuated
pendulum is controlled by this actuated wheel. Actuation of the wheel creates
angular acceleration due to torque generated by the DC motor. This torque causes the
pendulum to swing up.

Dynamic model needs to be obtained to control the system. In addition to this,
advanced control methods such as feedback linearization, energy based control and
hybrid control can be applied. Moreover, reaction wheel pendulum has non-linear
property and it is an underactuated system. Thus, reaction wheel pendulum has been
an attraction center in literature.

In this study, general information is given about underactuated systems and the
reaction wheel pendulum. Moreover, the literature investigation and general scheme
of thesis are displayed in introduction. In second chapter, product design and
manufacture are discussed. Later on, chapter three explains how to derive dynamic
model of reaction wheel pendulum with Euler-Lagrange method that depends on
system energy. Subsequently, control methods of reaction pendulum are given. Then,
coorperating reaction wheel pendulums with elastic load is shown in future work.
Finally, conclusion of this study is given.

In introduction, basic information about underactuated systems, such as what it is
and why it is important, is given. Besides, definition of the reaction wheel pendulum
is declared. For instance, what the reaction wheel pendulum is, how it works and
why it is important.

Afterwards, literature investigations which give knowledge about control,
linearization and stability analysis methods of underactuated pendulums are
explained. First, swing up control with Lyapunov funtion is mentioned. Basic of this
method is to select approptiate Lyapunov function. This selection is usually done
depending on total energy of the system. Its aim is to swing up the pendulum from
down to up equilibrium point. Second, some linarization methods are given for
underactuated pendulums. One of them is a conventional method. With this method,
dynamic model of the pendulum is linearized using Taylor series. According to this,
pendulum can be controled in up equilibrium point. The other method is feedback
linearization. In this method, proper output function is selected. Then, between input
and output functions are looked for a relation with derivative of output function.
When the relation is provided, feedback control function is generated to control
pendulum in up equilibrium point. Third, stability analysis is exposed with Lyapunov
function and LaSalle’s invariant stability analysis. They are given to determine
system stability. Finally, schedule of thesis is found.
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In second section, manufacturing and design of pendulum are discussed. Pendulum
design is done using CATIA, which is three dimentional solid modelling and analysis
software program. First idea of pendulum design, is to have materials as far as light
and durable such as delrin and aluminum. Therefore, delrin is used for wheel and
pendulum arm. Alimunium is used for stable parts of pendulum. However, shafts are
manufactured with steel. What’s more, detailed information about pendulum’s parts
are also included in this section.

To determine whether the pendulum parts can be manufactured or not, strength
analyses is investigated using CATIA. Strength analysis forces are defined from
simple dynamic model of pendulum which includes point charge and negligible rope.
Point charge include all mass of the pendulum and rope lenght is the same as center
of mass. Then, magnitudes of forces are derived with Newton equations. Pursuant to
these forces, strength analyses are done with CATIA. Position graph is shown using
pendulum’s dynamic equations. Related to the position graph, it is proved that the
designed pendulum swings 2 times which is desired for this study to reach its up
equilibrium point. These two approaches are demonstrated that needed pendulum can
be manufactured. At the end of this chapter full product is presented.

In third section, dynamic models is derived for ideal environment with Euler-
Lagrange method. Furthermore, some advices are given about how to add frictions to
the pendulum’s dynamic model using MATLAB-Simulink.

Euler-Lagrange method is useful to derive dynamic equations of a system. It depends
on kinetic and potential energy of entire system. In order to define kinetic energy of
pendulum, moment of inertia, is necessary to be found out. After finding moment of
inertia and energies, Lagrange function is able to be determined. Thanks to Lagrange
function, Euler-Lagrange equation can be finally solved. The solution of Euler-
Lagrange equation gives dynamic model of the pendulum. Whereby the solution of
the equation, dynamic model is found. According to dynamic model, simulation is
performed by using MATLAB-Simulink. As a result of this simulation, positions and
angular velocities can be determined for wheel and pendulum arm.

In spite of the fact that dynamic equations are determined for ideal environment, in
practice, friction forces have effects over the pendulum. Therefore, some advices are
given how to determine those friction forces. For example, if pendulum arm is free
fell from 90 degrees, then its motion can be monitored via encoder. The plot of
motion can be compared to Simulink Coulomb and Viscous friction block’s result,
which is added to pendulum’s dynamic model. With respect to this comparison,
Coulomb and Viscous friction block’s gains are able to be determined. Similarly,
wheel frictions gains can be found, as well. Wheel can be driven until its maximum
limit, after given energy is stopped and wheel can be allowed to free rotation. Then,
plot of free rotation can be compared to dynamic model with Coulomb and Viscous
friction block. In conclusion, block gains are provided.

In fourth section, three different control methods and their hybrid control are
mentioned. First of all, their aims are discussed. Two of three different control
methods are to swing up pendulum from down to up right (unstable equlibrium)
point. The other one is to balance pendulum in up right possition. Swing up control
methods can not be used to control the pendulum in up righ possiton. Therefore, third
control method which is known as input-output feedback linearization (feedback
linearization) method is used. Before using feedback linearization, controllability of
pendulum is shown via state-space model. To use state-space model, dynamic model

XX



is linearized using Taylor series. Feedback linearization method’s fundamental is to
determine a suitable output function. Using derivative of selected output function, a
relation can be supplied with input function. When the relation is obvious, then new
control signal can be created which is used to control pendulum. Second, the
pendulum requires Lyapunov function method to be swinged. This method is called
as “energy based swing up control method” because system’s total energy is used in
Lyapunov function. An appropriate Lyapunov function is selected as related to total
energy of the pendulum. According to Lyapunov function, a control signal is selected
to swing up the pendulum until up righ point. In addition, passivity of pendulum is
explained to be able to use Lyapunov function. Third, the main control method for
this study is given to swing up the pendulum. This method depends on switching the
motor power. Pendulum is started with initial conditions with a maximum torque, it
reaches to a maximum point and stops due to loss of energy. Then, the motor is
switched to transfer more energy to the system. Hence, pendulum reaches higher
point at the end of the first period. This switching continues until reaching up right
position zone. The important idea is to stop transfered energy, when the motor is
stopped, at right moment. Because of this, end swing angle and cut off torque angle
are found. After determining control inputs of swing up and balance, their hybrid
controls are created. Finally, these hybrid controls are compared.

Fifth section is designed as future work. Cooperating reaction wheel pendulums are
included in future work. Begining of the section, cooperating reaction wheel
pendulums’ manufacture are exhibited. In product, there are two identical reaction
wheel pendulum and their junction is supplied with elastic load. Afterwards, its
dynamic model is derived using Newton-Euler approach which gives the same result
as Euler-Lagrange with different way. This method is a suitable way for manipulator
and it depends on force and torque balance of each link. Therefore, cooperating
reaction wheel pendulums are modeled as a manipulator system. Then, its kinematic
model is derived for each part. Related to this kinematic model, dynamic model is
presented for ideal environment. Its simulation is performed by using the found
dynamic model in MATLAB-Simulink and its result is shown and analysed. After,
control scenarios of cooperating system are explained.

In final section, general results of thesis are declareted and some control methods
such as feedback linearization are compared to literature investigations. In addtion to
this, general summary about the thesis is given.
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1. GIRIS

Sarkac sistemi ilk olarak Galileo zamanlarinda incelenmeye baslanmis ve model,
dinamik ve kontrol acisindan egitici oldugundan giiniimiizdeki arastirmalarda da
onemli bir konuma sahiptir [11]. Giiniimiizde karsilagilan kontrol problemlerinin
¢oziimii ve dinamik modelleme gibi konularinin sisteme dahil edilebilmesinden
dolay1 caligmalar i¢in Onemli bir modeldir. Bunun yaninda, sarka¢ modellerine
kazandirilan eksik tahrik 6zelligi sayesinde yapilan arastirmalarin sayis1 giin gectikge
artmaktadir. Bu konu ile ilgili literatiire girmis bir¢ok farkli caligma bulunmaktadir

[6, 13, 14,17, 18, 19].

1.1 Eksik Tahrikli Sistemler

Eksik tahrikli sistemler icin basit bir tanim yapmak gerekirse; sistemin, serbestlik
derecesinden (genellestirilmis koordinatlar) daha az sayida kontrol girisine sahip
olmas1 olarak aciklanabilir. Bazi durumlarda uyarilmayan genellestirilmis
koordinatlar uyarilan genellestirilmis koordinatlar tarafindan etkilenebilirler ve
uyarilanlar uyarilmayanlarin hareket etmesine sebep olabilir. Genelde uyarilanlar ve

uyarilmayanlar aralarindaki bu iligki lineer 6zellik gostermez [16].

Eksik tahrikli sistemler iiretimdeki maliyetlerin, sistemlerin agirlik oranlarinin
azaltilmasimt ve eksik eyleyici kullamilarak eyleyicilerde olusabilecek arizalari
sisteme en az sekilde yansitmayr amaclar. Literatiirde eksik tahrikli sistemler ile ilgili

olarak yapilmig bir¢ok arastirma vardir [6, 13, 14, 15, 17, 18].

1.2 Eksik Tahrikli Tekerlekli Sarkac

Eksik tahrikli tekerlekli sarkag, yiiksek simetriye sahip bir disk veya tekerlek, sarkag
kolu ve DC motordan olusur. Eksik tahrikli tekerlekli sarkag¢ fikri ilk olarak M.Spong
tarafindan ortaya atilmistir [12] ve literatiirde “Reaction Wheel Pendulum” veya
“Inertia Wheel Pendulum” olarak gecer. Sistemin caligma prensibi, tekerlegin DC

motor ile siiriilmesine dayanir ve sarkacin kontroli DC motorun giicii ayarlanarak



saglanir. Tekerlege akuple edilmis olan DC motora gii¢ verildiginde tekerlegi
dondiirmeye baglar ve tekerlek ivmelenir. Bu ivme tekerlegin eylemsizligi ile bir tork
olusturarak bunu sarka¢ koluna aktarir ve tiim sistemin harekete ge¢cmesine, yani

salinmasina sebep olur.

Sisteme eksik tahrikli denmesinin sebebi serbestlik derecesinin sisteme uygulanan
giriglerden biiyiik olmasidir. Sistemde iki serbestlik derecesi olmasina ragmen tek bir
eyleyici bulunmaktadir. Bu uygulama i¢in tekerlek DC motor tarafindan uyarilmakta,
ancak sarkac kolu herhangi bir sekilde uyarilmamaktadir. Sistem eksik tahrikli
oldugu icinde lineer olmayan 6zellik gostermektedir. Lineer olmayan bu iliski boliim

ikide anlatilan modelleme kisminda gosterilmistir.

Eksik tahrikli tekerlekli sarka¢ sistemi asagida belirtilen sebeplerden dolayi

literatiirde 6nemli bir yere sahiptir [11].

e Eksik tahrikli ve lineer olmayan bir sistem olmas,

¢ Sistem dinamiginin elde edilmesinin diger sistemlere gore daha kolay olmasi,

e fleri diizey kontrol yontemlerinin uygulanabilir olmasi (geribeslemeli
lineerlestirme, enerji tabanli salinim kontrolii, hibrid kontrol vs),

e Her seviyeden 6grenciye hitap etmesidir.

Sekil 1.1°de eksik tahrikli tekerlekli sarka¢ diizeneginin ilk prototipi gosterilmistir.

Sekil 1.1: Eksik tahrikli tekerlekli sarkag¢ sisteminin ilk prototipi.



1.3 Literatiirdeki Calismalar

Eksik tahrikli sarkag sistemi 0gretici bir ¢aligma ortami olusturdugundan, literatiirde
konmu ile ilgili bircok arastirma vardir. Arastirmalarin yelpazesi genis bir alam
kapsadigindan dolay1r burada sadece tezin ic¢indeki konularla paralellik gosteren

caligmalara yer verilmistir. Konularin ana bagliklar1 su sekilde siralanabilir,

e Lyapunov fonksiyonu ile salinim kontrolii [2, 4-7],
e Geribesleme veya klasik lineerlestirme ile lineerlestirme [2, 4, 8, 9],
e Sistemin kararliliginin incelenmesi [1-5],

e PD tipi kontrol [10]

1.3.1 Lyapunov fonksiyonu ile salmim kontrolii

Calisma [5]’de iki tekerlekli ters sarka¢ (2TTS) kontrolii i¢in Lyapunov metodundan
bahsetmektedir. Calismaya konu olan 2TTS diiseyde serbest¢e donebilen bir sarkac
kolu ve DC motor tarafindan siiriilen iki tekerlekten olugmaktadir. Sistemdeki sarkac
kolu dogrudan bir siiriicii ile kontrol edilmediginden dolay1 eksik tahrikli bir

sistemdir.

Calismanin hedefi sarkaci kararsiz denge noktasinda lokal asimptotik kararli yaparak
orada kontroliinii saglamaktir. Bunun icin pozitif tanimli bir Lyapunov fonksiyonu
uygun bir sekilde secilerek buradan bir kontrol sinyali ve bu kontrol sinyali ile de
sistemin kararli denge noktasindan kararsiz denge noktasina salinimi saglanmastir.
Daha sonra sistemin denge noktas1 0’da asimptotik karali oldugunu garantilemek i¢in
LaSalle’nin degismezlik ilkesinden faydalanilmistir. Geribeslemeli kontrolor ile de

kararsiz denge noktasindaki kontrolii gerceklenmistir.

Calisma [7]’de Lyapunov fonksiyonuna dayali enerji kontrol metodu kullanilarak
ters sarkag i¢in tasarlanan salimim kontroloriinden bahsedilmektedir. Deney diizenegi
olarak hareketli bir araca sabitlenmis serbestce donebilen bir sarka¢ kullanilmistir.
Calismada cart-type sistemi i¢in sarkacin salimm kontrolii ve kararsiz denge
noktasindaki kontrolii ele alinmistir. Sistem eksik tahrikli ve lineer olmayan bir
model oldugu icin kontroliinde eksik tahrikli sistemler i¢in etkili bir yontem olan
enerji kontrol metodu kullanilmistir. Kullanilan enerji kontrol metodu ise Lyapunov

fonksiyonuna dayanmaktadir.



Sistemin Lyapunov fonksiyonu segilirken kararsiz denge noktasi haricinde sifir
olmamasina dikkat edilmistir ve sistemin toplam enerjisine bagli olarak yazilmistir.
Aksi bir durum olmamast icin iic ayr1 Lyapunov fonksiyonu tanimlanarak ve
bunlarin zamana tiirevlerinden ii¢c ayr1 kontrolor tasarlanmistir. Tiim kontrol
tasarlanan ii¢ kontrol girisinin durumlara gore anahtarlanmasiyla elde edilmistir.
Birinci Lyapunov fonksiyonu ters sarkacin alt denge noktasindan iist denge noktasina
(kararsiz denge noktas1) salinimi saglamaktadir. Bu esnada iki durum agiga
cikmaktadir. Birincisi, sarkac¢ enerjisinin sifir iken sarkacin sag yar1 diizlemde
kalmasi1 ve acisal hizin da saat yoniiniin tersine olmasidir. Bu durum i¢in ikinci bir
Lyapunov fonksiyonu tasarlanmis ve sarkacin sag yar1 diizlemden gelmesi
durumunda iist denge noktasinda ikinci Lyapunov fonksiyonu kullanilmustir. ikincisi,
sarkag enerjisinin yine sifir oldugu durum, ancak bu sefer sarka¢ sol yar1 diizlemden
saat yOniin tersine bir agisal hizla gelmektedir. Bu durum i¢inde ii¢lincii bir

Lyapunov fonksiyonu tasarlanmistir.

Sarkag birinci Lyapunov fonksiyonu ile salimmma basladig1 andan sonra sol veya sag
diizlemde olmast durumuna gore ikinci veya dlgiincii Lyapunov fonksiyonuna
anahtarlanarak sarkacin kararsiz denge noktasinda kontrolii saglanmistir. Bu
calismada kullanilan karalilik kontrolii tezde kullanilan kararlilik kontroliinden
farklidir, ancak her iki calismada da sistemin salinimi1 i¢in Lyapunov fonksiyonunun

enerjiye dayali hali kullanilmisgtir.

Calisma [6]’da smurli asma noktast hareketiyle ters sarkacin salimim kontrolor
tasarmmi1 anlatilmaktadir. Deney diizenegi olarak donel bir ters sarka¢ kullanilmistir.
Calismada sistemin sadece saltmm kontrolii verilmistir ve salimm kontrolii icin
enerjiye dayali bir yontem izlenmistir. Enerjiye dayali yontemde Lyapunov
fonksiyonundan yararlanilmistir. Bu dogrultuda oOnerilen Lyapunov fonksiyonu
sistemin enerjisini ve sarka¢ kolunun hizini icermektedir. Bu kontrolorle sarkacin alt
denge noktasindan iist denge noktasmna salintmim igerir. Ust denge noktasindaki

kontrolii icermez.

Calisma [4]’te arach ters sarkag sistemi i¢in Lyapunov tabali kontrol anlatiimaktadir.
Deney diizenegi olarak hareketli bir araca baglanmis serbest donebilen bir sarkac
kolu kullanilmigtir. Burada kullanilan kontroliin amaci sarkaci kararsiz denge
noktasinda hareketli mekanizmaya uygulanan kuvvet ile kararli hale getirmektir.

Sarkac¢ oncelikle uygun olarak secilen Lyapunov fonksiyonu ile kontrol girisi elde



edilir ve daha sonra sistemin kararlig1 sifir noktas1 incelenir. Sistemin kararsiz denge
noktasindaki asimptotik kararligi LaSalle’nin degismezlik ilkesi kullanilarak
garantilenir. Daha sonrada geribeslemeli lineerlestirme kullanilarak da iist denge

noktasindaki kontrolii saglanir.

Calisma [2]’de eksik tahrikli tekerlekli sarkacin lineer olmayan kontroliinden
bahsedilmektedir. Deney diizenegi olarak bu tezin konusu olan eksik tahrikli sarkac
diizenegi kullanilmigtir. Sarkacin iki agamali kontroliinden bahsedilmistir. Birincisi
sarkacin  kararsiz denge noktasindaki kontroliinii saglayan geribeslemeli
lineerlestirme ve Taylor serisi yaklagimi ile lineerlestirme modeli kullanilmig ve bu
iki yontemin performans karsilastirmasi yapilmustir. ikinci de, sarkacin iist denge
noktasina gelmesi i¢in yapmasi gereken salinmmin kontroliinii olusturur. Salimim
kontroliinde kosullara uygun secilmis Lyapunov fonksiyonu kullanilmistir.
Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevi alinarak sarka¢c salmmimini
gercekleyecek olan kontrol girisi belirlenmis ve daha sonra LaSalle’nin degismezlik
ilkesi kullanilarak sarkacin iist denge noktasinda asimptotik kararli oldugu

gosterilmisgtir.
1.3.2 Geribesleme veya klasik lineerlestirme ile lineerlestirme

Bu boliimde, literatiirdeki tez konusu ile ilgili olan ¢aligmalar incelenmis ve bu
dogrultuda geribeslemeli ve klasik lineerlestirme ile lineerlestirme modelleri

anlatilmastir.

Calisma [9]’da donel ters sarkag sistemi i¢in giris-cikis geribeslemeli lineerlestirme
kontrolor tasarimi anlatilmistir. Deney diizenegi olarak donen bir mekanizmaya
baglanmis sarka¢ kolu kullanilmistir. Geribeslemeli lineerlestirme lineer olmayan
kontrol tasarimi icin bir yaklasimdir. Geribeslemeli lineerlestirmede amag segilen
cikis sinyalinin istenen ¢ikisa benzemesidir. Bu metotta yapilmasi gereken segilen
cikis fonksiyonunun giris fonksiyonu ile arasinda bir iligki kurmaktir, ¢iinkii cikis
sinyali dogrudan giris sinyaline bagh degildir. Bu iliskiyi saglayabilmek i¢in ¢ikis
sinyalinin zamana gore tiirevleri alinir. Bu ¢aligma icin ¢ikis ile giris arasindaki iliski
ikinci tiirevde saglanmistir. Bu iligki saglandiktan sonra burada yeni bir giris sinyali
ortaya ¢ikar ve bu giris sinyali ile sistem lineerlestirilir. Daha sonra sistemin optimal
kontroliinii saglamak icin genetik algoritma metodu kullanilarak simiilasyon

sonuclar1 verilmistir.



Calisma [4]’te kismi geribeslemeli lineerlestirme kullanilmistir. Bu lineerlestirme ile
arach ters sarkag¢ sisteminin lineerlestirilmesi saglanarak, sistemin lokal asimptotik

kararh oldugu gosterilmistir.

Calisma [8]’de eksik tahrikli tekerlekli sarka¢ modeli i¢in denge kontrol stratejisi
anlatilmigtir. Deney diizenegi olarak bu tezin de konusu olan tekerlekli sarkag
kullanilmigtir. Bu ¢aligmada iki kontrol yolu izlenecektir. Bunlar, klasik
lineerlestirme metotlar1 ve bu tezin konusu olmayan bulanik mantik ile {ist denge
noktasinda kontroldiir. Birinci kontrolérde, klasik lineerlestirme teknikleri
kullanilarak sistemin kararsiz denge noktasi civarinda ii¢ ayr1 model olusturulmustur.
Bunlardan ilki, bu tezde de yapildig1 gibi Euler-Lagrange denkleminden elde edilen
dinamik modelin Taylor serisine agilarak elde edilir. Taylor serisine ac¢ilan dinamik
modelin kontrol edilebilir oldugu gosterilerek kazan¢ matrisi belirlenir ve kararsiz
denge noktasindaki kontrol gergeklestirilmistir. ikincisi, yan yana yerlestirilmis
lineerlestirme (collocated linearization) ve iigiincii olarak da durum doniisiimii

yapilarak sistemin lineerlestirilmesi yapilmistir.

Bir 6nceki boliimde anlatilan caligma [2] de ise tekerlekli sarka¢ sisteminin hem
klasik metotla lineerlestirilmesi hem de geribeslemeli lineerlestirme metoduyla
lineerlestirilmesi verilip bunlarin performans karsilastirilmast yapilmistir. Daha
onceki caligmalarda oldugu gibi klasik yaklasimla sistemin durum uzay1 ¢ikartilip
gerekli kazang katsayilar1 belirlendikten sonra sistemin kararsiz denge noktasindaki
kontrolii saglanmistir. Geribeslemeli lineerlestirmede ise uygun bir ¢ikis fonksiyonu
secilip, bunun kontrol girisi ile iliskisi elde edilene kadar zamana gore tiirevleri
alindiktan sonra yeni kontrol girisi elde edilerek sistemin lineerlestirilmesi
saglanmistir. Bu iki modelin karsilastirilma sonuclarinda ise ¢ok ciddi farklar

gozlenmemistir.

1.3.3 Sistemin kararlihginin incelenmesi

Sistemin kararliliginin incelenmesinde bu tez kapsaminda Lyapunov fonksiyonu ve
LaSalle’nin degismezlik ilkesinden yararlanilarak tekerlekli sarka¢ sistemin

asimptotik kararlilig1 gosterilmistir.

Daha 6nce bahsedilen ¢alisma [5]’te 2TTS nin kararhiligi Lyapunov fonksiyonu ile
irdelenmis ve LaSalle ile de sarkacin denge noktas1 sifirdaki asimptotik kararlilig

ispatlanmisti. Bunun i¢in 6nce Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevi alinmis



ve sifira esit oldugu durum dikkate alinarak sistemin asimptotik kararli m1 yoksa
kararli m1 oldugu LaSalle ile kesinlesmistir. Tiirevi sifira kiiciik esit olan Lyapunov
fonksiyonunun, yar1 negatif tanmimli fonksiyon, denge noktasinda haricinde sifir

olmadig1 LaSalle ile gosterilerek sisteme asimptotik kararlidir denilmistir.

Calisma [3]’te ise Nested saturasyon fonksiyonu araciligiyla asir1 soniimlemeli
tekerlekli sarkacin kontrolii anlatilmaktadir. Sistemin kararliliginin gosterilmesinde
kararhlik yontemi olan Lyapunov fonksiyonundan yararlanilmistir. Sistemdeki tiim
durumlarin verilen Lyapunov fonksiyonu ile sifira gittigi gosterilmis ve boylelikle

sistemin asimptotik kararli oldugu sonucu ¢ikarilmistir.

Sinirlandirilmis tork ile tekerlekli sarkacin kontroliinii anlatan calisma [1]’de kontrol
yontemi olarak IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment Passivity-
based Control) kullanilmis ve boylece sarkacin salimim kontroliinden denge
kontroliine geciste yapilan anahtarlama devre dist birakilmistir. Sarkacin hem
salinim1 hem de denge noktasindaki kontroliinii saglar. IDA-PBC yonteminin 6zelligi
geregi istenen enerji fonksiyonu Hamilton Lyapunov fonksiyonu adayi olarak
gosterilir. Lyapunov adayr belirlenen sistemin kararlilik analizi yapilabilir.
Lyapunov’un zamana gore tiirevi alindiginda negatif yar1 tanimli fonksiyon ¢ikar ve
sistemin asimptotik kararli olup olmadigimi incelemek LaSalle teoremine kalir. Bu
incelemenin sonunda da sistemin kararsiz denge noktasinda asimptotik kararli oldugu

gosterilmistir.

Daha onceki bolimde anlatilan caligmalar [2] ve [4]te aynt zamanda sistemin
kararhligi da incelenmistir. Kararlilik analizinde Lyapunov fonksiyonundan
yararlanilmistir. Uygun bir Lyapunov fonksiyonu belirlendikten sonra zamana gore
tirevi alinmis ve negatif yar1 tamimh oldugu goriilmiistiir. Lyapunovu sifir yapan
yerler LaSalle ilkesi ile tekrar incelenmis ve sistemin kararsiz denge noktasinda

asimptotik kararli oldugu gosterilmistir.

1.3.4 PD tipi kontrol

Tezde islenen diger bir kontrol yontemi ise sarkacin salinimi esnasinda iist denge
noktasina agisal hizi sifir olacak sekilde ¢ikmasini saglamasi i¢in tasarlanmis olan
PD tipi kontrolordiir. Bu baglik altinda literatiirde eksik tahrikli sarka¢ sistemlerine

uygulanan baz1 PD tipi kontrolor ¢calismalar1 verilmistir.



Calisma [10]’da ters sarkac sistemi i¢in hibrit kontrol incelenmistir. Deney diizenegi
olarak hareketli bir ara¢ ve ona sabitlenmis serbest hareket edebilen bir sarka¢ kolu
kullanilmigtir. Tanimlanan hibrit kontrolor iki bilesenden olusuyor. Birincisi,
sarkacin salinmmminda kullanilacak olan PD kontrolor ve digeri de sarkacin kararsiz
denge noktasinda sabit kalabilmesini saglayacak olan kayan mod kontroloriidiir.
Calismada, PD kontrolér hareketli araca uygulanmakta ve uygun kazanlarin
belirlenmesi i¢in yer kok egrisi kullamilmistir. Katsayilar belirlendikten sonra
sarkacin salimm kontrolii bitirilmistir. Daha sonra uygun durum geldiginde
anahtarlanacak olan kontrolér olan kayan mod kontrolorii tasarlanip, hibrit sistem

olusturulmustur.

1.4 Tezin Organizasyonu

Bu calismanin, ikinci bolimiinde eksik tahrikli sarka¢ sisteminin mekanik tasarimi
ve imalat1 tartisilmistir. Gerekli olan mukavemet analizi CATIA ile incelenmis ve
imalatin yapilabilecegi karar1 verilmistir. Uciincii boliimde, sarkag sisteminin
siirtiinmesiz ideal ortam icin dinamik modeli Euler-Lagrange (EL) esitligi ile
saglanmistir. Sistemde gercekte var olan siirtlinmelerin dinamik modele dahil
edilebilmesi i¢in nasil bir yol izlenecegi gosterilmistir. Dordiincii boliimde, sarkacin
kontroliinde kullanilacak olan kontrolorler verilmistir. Kararsiz denge noktasindaki
kontrol i¢in giris-¢ikis tipi geribeslemeli lineerlestirme metodunun nasil kullanildigi,
salinim kontrolil i¢inde iki ayr1 metot olan enerji tabanli salimm ve anahtarlamali
salinim kontroliiniin nasil kullanildig1 anlatilarak, bunlarin hibrid bir sistem haline
getirilisi gosterilmistir. Son boliimde ise, gelecek hedeflerinden bahsedilmistir. Tek
sarkag sistemi yerine 6zdes iki sarkacin birbirine elastik bir yiikle akuple edilmesiyle
elde edilen birlikte calisan sarkac sistemin dinamik modeli ve MATLAB-Simulink

blogu verilmistir.



2. TASARIM VE IMALAT

Bu boliimde sarkag sisteminin imalat1 ile ilgili detayli bilgi verilecektir. Imalat
asamalarinda malzemelerin neye gore secildi, mukavemet analizlerinin nasil
yapildigi, buna bagli olarak yapilan tasarimlarin iiretiminin yapilip yapilamayacagi
tartigilacak ve CATIA ile tasarimi yapilan her parcanin imalat sonrasi fotograflari

verilecektir.

2.1 Sarkac Kolu

Sarkac kolu, sistemin geri kalan bolimiiyle karsilastirildiginda en fazla yiike maruz
kalan parcgalardan biri oldugu i¢in imalatinda kullanilan malzemenin uygun secilmesi
gerekmektedir. Ote yandan, eyleyicinin iirettigi birim torkun olabildigince yiiksek
ivmeye dOniismesi amaciyla tasarim asamasinda sistemin toplam kiitlesinin miimkiin
oldugunca diisiik kalmasi1 hedeflenmistir. Bu durumda secilmesi gereken malzeme
hafif ve dayamkli olmalidir. Sarka¢ kolunun imalatinda bu sebeple delrin

kullanilmistir. Delrin malzeminin bazi 6zellikleri ¢izelge 2.1°de verilmistir.

Cizelge 2.1: Delrinin malzeme ozellikleri.

Adi Degeri
Yogunluk 1,42 g/cm3
Poisson Orani 0,35
Akma Mukavemeti 66 MPa
Elastisite Modiilii 2700 MPa

Sistemin yiikiinii tasiyacak olan sarka¢c kolunun salinim esnasinda olusacak
kuvvetlere karsi direncli oldugunu mukavemet analiziyle dogrulamak Onemli ve
gereklidir. Bu ¢alismada delrinden yapilan sarka¢ kolunun mukavemet hesaplar1 i¢in

tic boyutlu kat1 modelleme ve analiz yazilimi olan CATIA kullanilmistir. Sarkag



kolunun statik analizini yapabilmek i¢cin Oncelikle CATIA’min standart malzeme
kiitiphanesinde bulunmayan delrinin tanimlanmast gerekir. Bu tanmimin

olusturulmasinda ¢izelge 2.1°den yararlanilmistir.

Sistemin CATIA statik analizinde kullanilacak kuvvetler sirasiyla 50N, 20N ve
150N olarak secilmistir. Belirtilen degerler tezin sonraki boliimlerinde yapilan
dinamik analizde elde edilen degerlere giivenlik faktorii dahil edilerek belirlenmistir.
Sisteme etkiyecek olan kuvvetler sistemin basit sarka¢ olarak modellenmesiyle de
elde edilebilir. Bu yaklasimda sarka¢ sistemini kiitle merkezinden (KM) bir rijit
linkle asilmig noktasal bir yiike benzetmek miimkiindiir. Noktasal cismin agirlig1 tiim
sistemin agirligina esit olup rijit linkin kiitlesi ihmal edilmistir. Bu yaklasimda, linke
etkiyen kuvvet ise sarkac koluna etkiyen kuvveti yaklagik olarak temsil etmektedir.

Sekil 2.1 de basit sarka¢c modeli gosterilmektedir.

Sekil 2.1: Basit sarka¢ modeli.

Sekil 2.1°de gosterilen F, ve T gerilme kuvveti merkezcil kuvveti olusturur. Sarkag
kolunun doénmesine sebep olan F, kuvveti disaridan uygulanan tork ile birlikte
sisteme etkiyen net torku olusturur. Sekil 2.1 de verilen modelin bahsedilen

denklemleri
T —FE, =ma, 2.1)
T+ FL= Thet 2.2)

olarak yazilabilir. Esitlik (2.1)’de verilen radyal ivme a, = Lw? olarak verilir.
Burada L olarak verilen yaricap degeri sarkacin asma noktasindan KM’ne olan

uzakligidir. Bu deger yapilan tasarimda L = 0.108m olarak alinmistir. w ise tiim
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sistemin acisal hizidir. w’nin degeri dinamik denklemin MATLAB-Simulink
coziimiinden elde edilebilir. Simiilasyon ¢dziimiinden elde edilen en biiyiik hiz degeri
Wmax = 14,36 rad/sn’dir. Bu deger yerine giivenlik faktorii gozoniine alinarak
Wmax = 16 rad/sn kullanilabilir. Son olarak tiim sistemin kiitlesi olan m’nin

CATIA’dan alinan degeri 0,574 kg’dur.

Sekil 2.1°de gosterilen F, ve F, kuvvetleri,

F, = mgcos(y) 2.3)

F, = mgsin(y) 24)

seklinde verilir. Anlatilan yaklagimda en biiyiik degerler dikkate alinmalidir. Bu
ylizden (2.3) ve (2.4) esitliklerinde trigonometrik degerleri en biiyiik yapan acilar géz

Oniine alinacaktir. Esitlik (2.1)’in ¢dziimii, i = 0 i¢in

T =0,574x%9,81+ 0,574 x 0,108 X 162
T ~21,51N 2.5)

Sarkac koluna binen yiikii temsil eden T degeri dikkate alindiginda, sarka¢ kolunda

en fazla 21,51N’Iuk bir gerilmenin olugacagini belirtir.

Esitlik (2.2)’nin ¢6ziimii sarka¢ kolunun radyal yonde en fazla ne kadar burulmaya
maruz kalacagi ile ilgili bilgi saglar. Dikkat edilmelidir ki burada uygulanan kuvvet
sarka¢c kolunun gerilmesini etkilemez, cilinkii sistem asma ekseni etrafinda
donebilmektedir. CATIA statik analizinde ise sarka¢ kolunun donmedigi durum ele
almmistir. Dogrudan yiik sarka¢ koluna biner ve sarkacin biikiilmesine sebebiyet

verir. Eger sarkag bu yiike dayabiliyorsa tasarimin uygun oldugu yorumu yapilabilir.

Net torkun biiyiik degerli olabilmesi i¢in uygulanan tork ile sarka¢c dinamiginden
kaynaklanan torkun ayni yonde oldugu durum goéz Oniine alinmis ve agirligin
tamamimin torka etkidigi varsayillmistir. Disaridan uygulanan tork DC motorun

nominal torkudur. Bu deger secilen motor igin 0,19 Nm’dir.

Tper = 0,19 + 0,574 x 9,81 X 0,108

Tpet = 0,8NM (2.6)
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Tork ifadesi de kuvvet ile kuvvetin etkidigi dik uzaklik oldugu icin net tork L’ye

boliindiigiinde sarkaca yandan etkiyen kuvvet belirlenir.
F =1,.:/L 2.7
F~=741N 2.8)

bulunur. Bulunan kuvvet degerleri icin tekrar giivenlik faktorii g6z 6niinde tutulursa,
yandan gelen kuvvetler ve gerilme kuvvetleri i¢in daha biiyiik degerler verilebilir.

Bunlar konunun basinda da belirtildigi gibi sirasiyla 50N, 20N ve 150N dur.

Asagidaki sekil 2.2, sekil 2.3 ve sekil 2.4’de sarka¢ kolunun CATIA statik analizi ve

etkiyen kuvvet karsisinda ne kadar yer degistirmeye maruz kalacagi verilmistir.

Sekil 2.2: Sarkag koluna yataydan 50N’luk kuvvet uygulamasi.

Sekil 2.2’de sarka¢ kolunun asma noktasindan sabitlendigi goriiliir. Sabitlenmis
sarka¢ koluna yataydan 50N’luk bir kuvvet uygulandiginda (seklin sag tarafinda
kalan kisim) kirmizt ile belirlenmis olan yerler en fazla basinca maruz kalir. 50N igin
sarka¢ kolu en fazla 4,86MPa’lik basinca maruz kaldigi sekildeki olceklemeden
goriilebilir ve 4,86MPa delrin malzemenin dayamim smirlart icerisindedir.

Uygulanan 50N ise esitlik (2.8)’den ¢ok daha biiyiik bir degerdir.

Sekil 2.2’in solunda kalan kisim, sarka¢ kolunun 50N’luk bir kuvvetin etkisinde

dogrultusundan ne kadar sapacagr hakinda bilgi verir. Sekildeki en fazla yer
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degistirme 1,81mm’dir ve kabul edilebilir bir degerdir. Bu analizin sonucunda

sarka¢ kolunun yan kuvvetler icin yeterince dayanikli tasarlandigi anlagilir.

Yandan etkiyen kuvvetlere dayanikli olan sarka¢ kolu sarka¢ miline sabitlendikten
sonra siirekli olarak DC motor ve tekerlegin agirhgina maruz kalacaktir. Sarkacin
arkasinda ve oniinde sabit yiikler olacaktir. DC motor yaklagik olarak 0,3kg’a ve
tekerlek ise 0,14 kg’a tekabiil eder. Dikkat edilirse bu kuvvetler birbirine ters yonde
moment uygulayacaklardir. Tekerlegin agirlig1 sarkact geriye dogru itmek isterken,
DC motor ise ileriye dogru itmek isteyecektir. Giivenlik faktorii acisindan her
ikisinin de aym yonde etkidigi varsayilirsa sarka¢ koluna tek yonden en fazla
0,44 kg etkiyebilir. Giivenlik faktorii biraz daha biiyiitiilerek sarkac¢ koluna arkadan
20N’luk bir kuvvetin etkigi varsayimi sekil 2.3’te gosterilmistir.

Sekil 2.3: Sarkag koluna arka cepheden 20N luk kuvvet uygulamasi.

Sekil 2.3’te sarka¢ koluna arkadan 20N’luk bir kuvvet uygulandiginda yapida nasil
bir degisiklik meydana geldigini gostermektedir. Seklin solunda kalan kisim sarkacin
20N’luk kuvvetin etkisi altinda ne kadar yer degistirecegini gosterir ve en fazla
sapacagl nokta kirmizi ile belirtilmis olup 1,34 mm’dir. Seklin saginda kalan basing
modeli, sarka¢ kolunun maruz kaldig1 en biiyiik basing 2,78 M Pa’dir (sekilde kirmizi
ile vurgulanmigtir). Secilen malzeme bu degerlere rahatlikla dayanabilecektir. Bu

bakimdan da sarkag¢ kolu i¢in yapilan tasarim basarili goziikmektedir.

Son olarak, sarka¢ kolunun olusabilecek en biiyiik gerilime dayanip dayanamayacagi

incelenecektir. Sarka¢ koluna diigsebilecek en biiyiik gerilim kuvveti 21,51N olarak
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hesaplanmistir. Giivenlik faktorii de dusiiniildiiginde sarka¢ koluna 150N’luk
kuvvet uygulamak makul bir yaklasim olarak goriinmektedir. Sekil 2.4’te sarkag
koluna 150N kuvvet uygulandiginda gosterdigi tepki verilmistir.

Sekil 2.4: Sarkag koluna asag yonde 150N’ luk kuvvet uygulamasi.

Sekil 2.4’iin saginda kalan kisim incelendiginde sarkaca en fazla 3,26 MPa basing
uygulanir. Seklin solunda kalan kisimda bu kuvvet karsisinda sarka¢ kolunun

dogrultusunun ne kadar degistigi verilmis olup bu deger en fazla 1,07 mun’dir. Bu iki

deger de delrinin dayanim sinirlari i¢erisindedir

Bu degerler 1s1ginda tasarlanmig sarka¢ kolunun var olan sistemi rahatlikla
tagiyabilecegi anlasilmaktadir. Bu sonuca dayanarak sarka¢c kolu sekil 2.5°de
gosterildigi gibi imal edilmistir. Sekil 2.5’de sol tarafta sarka¢ kolunun CATIA

cizimi ve sag tarafinda ise sarka¢ kolunun imal edilmis hali gosterilmistir.

‘

Sekil 2.5: Sarkag kollarinin CATIA ¢izimi ve imal edilmis hali.
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2.2 Sarkacg Kol Mili

Sistem yiikiiniin biiyiik bir boliimiinii tagiyacak diger parca sarkac¢ kol milidir. Bunun
icin bu parcanin tasarimini yaparken mukavemeti yiiksek olan c¢elik veya demir
kullanilabilir. Imalatta malzeme olarak ¢elik kullanilmigtir. Mukavemet analizi

CATIA araciligi ile yapilmistir. Sonuclar sekil 2.6’da gosterilmektedir.

Sekil 2.6: Sarkag¢ kol milinin 150N luk kuvvet etkisindeki analizi.

Sarkac kol milinin tasarimi yapilirken DC motordan gelecek olan kablolarin sisteme
etkisini azaltabilmek i¢in sarka¢ milinin i¢inde yaklasik olarak 9mm’lik bir oyuk
acilmigtir. DC motor kablolarinin sarka¢ kol milinin icinden gegirilerek bilgisayar
ortami1 aktarim elemanlarina baglanilmasi hedeflenmistir. Boylece kablonun salinim
esnasinda motora dogrudan bir etkisi olmayacaktir. Motor kablolarim1 sarka¢ kol
milinin igerisine geg¢irebilmek i¢in ise sarka¢ kolunun baglant1 yerinden biraz geride
8mm’lik bir delik daha acilmistir. Sekil 2.6’da motor kablolarinin girisi i¢in acilan
8mm’lik deligin ve sistemin genel tepkisi incelenmistir. Varsayimda asagi yonde,
sekle gore negatif x yoniinde, 150N luk bir kuvvet uygulanmigtir. Bu kuvvet esitlik
(2.5) ve giivenlik faktorii dikkate alinarak secilmistir. Sarka¢ koluna bagli olan mil
sarka¢ koluna uygulanan kuvvete dayanabilmedir. Sekil 2.6 nin iist tarafinda en cok
basincin 8mm’lik delige geldigi goriilebilir. Buraya diisen basing 22.1MPa’dir ve bu
celikin dayanabilecegi bir degerdir. Seklin alt kisminda kalan taraf sarka¢ kol milinin
150N karsisinda en fazla 0,025 mm biikiilecegini gosterir. Milin tasarimi yapilan

analizler neticesinde sistemi tasiyabilecek kapasitedir. Eger celik yerine demir
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kullanilirsa bu sapma degeri yaklasik olarak 0.041mm olacaktir. Her iki deger de
kabul edebilir sinirlar iginde kalacagindan her iki malzemede bu tasarmm igin

uygundur.

Burada sisteme etkidigi varsayilan 150’luk kuvvet gercekte etkiyen kuvvetlerden
fazladir. Dolayistyla bu parca sistem elemant olarak kullanilabilir. Ayrica, sarkac kol
milinde bulunan iki vida deligi sarka¢ kol milinin sarka¢ koluna monte edilebilmesi
icin acilmigtir. Diger yuvalar ise uygun segmanlara gore acgilmis olup segman
aralarina rulmanlar girecektir. Sarkac kol milinin dis ¢ap1 15mm olacak sekilde imal
edilmistir. Sekil 2.7a’da sarka¢ kol milinin CATTA ¢izimi ve sekil 2.7b’de ise imalat

sonrasi fotograf1 gosterilmektedir.

e

Sekil 2.7a: Sarkag kol milinin CATIA ¢izimi.

Sekil 2.7b: Sarkag¢ kol millerinin imalat fotografi.

2.3 Sarkac¢ Masa Sabitleme Diizenegi

Sarkac¢ masa sabitleme diizenegi tiim sarkag sistemini masa veya herhangi bir yiizeye
monte etmek icin kullanilan sistem parcasidir. imalatinda aliiminyum kullamlmistir.
Yeterince kalin yapildigi icin CATIA mukavemet analizine gerek duyulmamistir.

Parca sistemin herhangi diiz bir yiizeye monte edilebilecek sekilde tasarlanmis olup
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iki adet rulman yuvasi icermektedir. Rulmanlarla ilgili detayli bilgi rulmanlar
kisminda verilecektir. CATIA cizimi ile imal edilen parca farklilik gostermektedir.
Bunun sebebi parca imalatim kolaylastirmaktir. Bu degisiklikte temel Olciilerde
hicbir degisiklige gidilmemistir. Sekil 2.8a’da sarka¢c masa sabitleme diizeneginin

CATIA c¢izimi, sekil 2.8b’de ise imalat fotografi verilmistir.

Sekil 2.8a: Sarka¢ masa sabitleme diizenegi CATIA ¢izimi.

Sekil 2.8b: Sarka¢ masa sabitleme diizenegi imalat fotografi.
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24 DC Motor Destegi

DC motor destegi sadece 300g°’lik DC motoru tasiyacagl icin malzeme olarak
aliminyum kullanilmigtir. DC motor destegi vidalar araciligiyla dogrudan sarkag
koluna monte edilecektir ve icerisindeki agikliga da kaplin koyularak tekerlek miline
monte edilecektir. Sekil 2.9a’da DC motor desteginin CATIA c¢izimi, sekil 2.9b’de

ise imalat fotograf1 verilmistir.

Sekil 2.9a: DC motor destegi CATIA c¢izimi.

Sekil 2.9b: DC motor destegi imalat fotografi.
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2.5 Sarkacg Tekerlegi

Sarka¢ tekerlegi sistemin tetikleyicisi konumundadir. Motorun aktardigi tork
sayesinde sarkag¢ tekeri doner ve onun eylemsizligi sayesinde de sistem ivmelenir.
Sistemin ivmelenmesinde uygulanan torkun aktariminda sarka¢ tekerleginin
eylemsizlik momenti 6nem arz etmektedir. Eylemsizlik momenti ise cismin kiitlesi
ve yarigapinin karesi ile dogru orantili olarak degismektedir. Sarkac sisteminin
olabildigince hafif olmas1 istenmektedir ¢linkii motor hafif sistemi daha rahat kontrol
edebilecektir ve daha cabuk iist denge noktasina ulagsmasini saglayacaktir. Bu
sebepten dolayr sarkac tekerleginin kiitlesinin hafif ama eylemsizliginin de yiiksek
olmas1 gerekir. Malzeme seciminde de bu kurala onem verilmesi gerekir. Sarkag
tekerlegi sadece donecegi icin cok fazla bir kuvvete maruz kalmayacaktir. Burada da
sarka¢ koluna benzer sekilde yogunlugu metallere gore cok daha diisiik olan delrin
secilmistir. Bu secim ile tekerlegin kiitlesi olabildigince diisiik, eylemsizligi ise

olabildigince yiiksek tutulmustur.

Sarkac¢ tekerleginin tasarimi yapilirken eylemsizlik momentinin dogrudan orantili
oldugu yaricap olabildigince biiyiik bir degerde tutulmustur. Bu dogrultuda sarkac
tekerleginin capt 200mm olarak secilmistir ve Kkiitlesini azaltabilmek i¢in de
tekerlegin belli bolgelerinde oyuklar acilmistir. Sekil 2.10a’da sarkag¢ tekerleginin
CATIA c¢izimi ve sekil 2.10b’de ise sarkag tekerleginin imalat fotografi verilmistir.

Sekil 2.10a: Sarkac tekerleginin CATIA ¢izimi.
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Sekil 2.10b: Sarkac tekerleginin imalat fotografi.
2.6 Tekerlek Mili

Teker milinin asli gorevi tekerlegi yiiksek hizlarda dahi kirilmadan dondiirmek ve
torku tekerlege aktarmaktir. Temelde tasidig yiik sadece sarkac tekerlegidir. Sarkac
tekerleginin yiiksek hizlarda donmesi gerekecegi icin imalatinda mukavemeti yiiksek

olan ¢elik kullanilmastir.

Teker milinde asil yiikiin taginacagi kismin ¢apt 7mm’dir ve bu kalinlik sarkag
tekerlegi icin yeterlidir. Teker mili temelde ii¢ kistmdan olusmaktadir. Biri dogrudan
tekerlege monte edilip sarka¢ kolundan gecerek kapline baglanan kisim, digeri
sarkaclar1 birbirine baglayacak olan yayin baglanacagi kisim, iiciincii kisimda ise
sadece diger iki kismi birbirine monte etmede kullanilacak olan vidadir. Sekil
2.11a’da teker milinin CATIA ¢izimi, sekil 2.11b’de ise imalat fotografi
gosterilmektedir. Sekil 2.11a ve sekil 2.11b’deki farklilik teker milinin kapline monte
edilecegi kisimdadir. Bu kisim sadece kaplinin mile daha iyi oturtulmasi igin

sonradan imalat esnasinda yapilmistir.
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Sekil 2.11a: Teker milinin CATIA ¢izimi.

Sekil 2.11b: Teker millerinin imalat fotografi.

Sekil 2.11a’da mavi kisim sistemi tagiyacak olan ana govde, turuncumsu renkle
gosterilen kisim ise sarkacglar1 birbirine baglayacak yay icgin tasarlanmis kisimdir.
Sekil 2.11b’de teker milinin montaja hazir hali gosterilmistir. Sekildeki vidanin
gorevi bu iki kismi birbirine birlestirmek ve yay rulmamni tutmaktir. Sekil 2.12°de
ise teker milinin tiim aparatlarin1 yan yana gostermektedir. Sekil 2.12°de ki halka

rulmana siki gegme olarak oturtulup yay tutucu gorevindedir.

E B 8 QN

Sekil 2.12: Teker millerinin tim elemanlari.
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2.7 Kaplin ve Rulmanlar

Sistemde kullanilan diger parcalar ise kaplin ve rulmanlardir. Kaplinler sistemde bir
hareketi bir elemandan diger elemana aktarmanin yanisira, donen aksamlarin eksen
kacikligim gidermek ve eklemleri birbirine baglamakta kulanilir. Bolim 2.4’de de
bahsedildigi gibi burada kaplinlerin kullanilis amacit motorlar ile teker millerini
birbirine baglayip donme hareketini motordan teker millerine aktarmak ve var olan

eksen kagikliklarini gidermektir.

Rulmanlar ise sistemin rahat bir sekilde donmesinde kullanilan yardimci
elemanlardir. Yani var olan hareketin en az siirtiinme ile aktarilmasim saglar. Sarkag
sisteminde de rulmalar ayn1 amaca hizmet etmektedir. Ayn1 zamanda 6zellikle teker
milinde olugabilecek donen parcalardaki titresimleri azaltmak icin de kullanilmistir.
Sekil 2.13’de kaplinlerin fotografi, sekil 2.14’de rulmanlarin fotograflar1 ve cizelge

2.2°de ise rulmanlarm teknik bilgileri verilmistir.

Sekil 2.14: Sistemde kullanilan rulmanlar.

22



Cizelge 2.2: Kullanilan rulmanlarin 6zellikleri.

Kullanilacagi yer | d (mm) | D(mm) | B1(mm) Tipi Adet
Teker Mili 7 13 4 MR 137 ZZ/2RS 4
Sarkac Mili 15 28 7 69027Z/2RS 4
Yay 7 11 3 MR 117 ZZ/2RS 2

Cizelge 2.2’de d i¢ ¢ap, D dis cap ve B1 rulman genisligidir.

2.8 Montaj

Bu boliimde, onceki boliimlerde detaylar1 verilen parcalarin birlestirilmis halinden
bahsedilecektir. Sistemin montajina Once tekerlekten bagslanirsa, tekerlege tekerlek
mili yerlestirilir ve daha sonra bu mil sarka¢ koluna yerlestirilmis olan rulmanlarin

(teker mili rulmanlari) i¢ine dogru siiriiliir.

DC motor destegi sarkac koluna vidalar yardimiyla sabitlenir ve araya kaplin
yerlestirilerek, DC motor sarkac¢ koluna entegre edilir. Bu adim tamamlandiginda

tekerlek, DC motor ve sarka¢ kolu tek bir parga halini alir.

Sarka¢ miline Once rulmanlardan (sarka¢ mili rulmanlar1) biri oturtulup segmanlar
yardimiyla sarka¢ mili iistiinde sabitlenir. Daha sonra bu mil sarka¢ masa sabitleme
mekanizmasinin i¢ine siiriiliir ve rulman yuvasia siki gecme olarak yerlestirilir.
Bosta kalan rulman da bu esnada rulman yuvasina siki gegme olarak yerlestirilir ve
segmanlar yardimiyla mile sabitlenir. Bdylece milin, sarka¢c masa sabitleme
sisteminden kuvvetlerin etkisiyle ¢cikip gitmesi ya da titresim yapmasi engellenmis

olur.

Ayr1 ayr1 montaji yapilan bu parcalar birlestirildiginde tek sarkag¢ sisteminin montaji
tamamlanmis olur. Oncelikle sarka¢ masa sabitleme mekanizmasmnin tamami bir
ylizeye sabitlenir. Sarkac masa sabitleme mekanizmasindaki sarka¢ miline de
tekerlek ve motor ile birlestirilmis olan sarka¢ kolu vidalar yardimiyla monte edilir
ve tek sarkac¢ sisteminin montaji tamamlanir. Sekil 2.15a’da tek sarka¢ sisteminin

CATIA c¢izimi, sekil 2.15b’de imalat fotografi gosterilmistir.

Sekil 2.16’da tek sarkag¢ sistemin siirtinmesiz matematik modelinin nominal tork

altinda anahtarlanarak elde edilen sarka¢ konum bilgisi verilmektedir. Matematik
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modele herhangi bir kontrol yontemi uygulanmamustir. Sadece belli bir seviyeden
nominal torkla birakilan sarkacin, belli araliklarla uygulanan torkun yoOnii
degistirilmis ve sarkacin salinimi saglanmistir. Baglangic konumu 6 = 0,97 ve

anahtarlamalar sarkag¢ kol hizinin sifira esit oldugu durumlarda yapilmistir.

Sekil 2.15a: Tek sarkag sistemi CATIA ¢izimi.

Sekil 2.15b: Tek sarkag sistemi deney diizenegi.

Sekil 2.16, 0,97 konumundan 0,19Nm nominal tork uygulanarak birakilan sarkacin
ikinci salimmmin sonunda {ist denge noktasina ulasabilecegini gostermektedir.

Sarkacin salimm miktar1 baglangi¢ seviyesine bagli olarak degisiklik gosterecektir.
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Sekil 2.16’daki konum zaman grafigindeki 0 noktasi sarkacin iist denge noktasini
gostermektedir. Siirtinmesiz ideal bir ortamda iki salimm sonunda iist denge
noktasina 2s iginde ulasabilmektedir. Bu grafige gore tek sarkag icin yapilan tasarim
salinim i¢in ihtiya¢ duyulan tiim kistaslar1 karsilamaktadir. Elde edilen tiim sonuglar
degerlendirildiginde, tek sarka¢ imalati icin yapilan tasarimin uygun oldugunu

gostermektedir.

Sarkac Konum

konum [rad]

zaman [s]

Sekil 2.16: Tek sarkac sisteminin matematik modelinin cevabi.
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3. TEK SARKAC SISTEMININ MODELLENMESI

Bu boliimde eksik tahrikli tekerlekli sarkacin matematiksel modeli verilecektir.
Burada anlatilan modelde sadece tek sarka¢ gdz Oniine alinmis olup siirtiinmelerin

ihmal edildigi ideal ortam varsayimi ile matematiksel model cikartiimistir.

3.1 Modele Giris

Modellenecek olan sistem ii¢ parcaya ayrilabilir: ilki sarka¢ kolu, daha sonra tekerlek
ve son olarak da DC motor. Sistemde var olan serbestlik derecesinden daha az sayida
eyleyici sahip olan sistemlere eskik tahrikli sistemler denir. Eksik tahrikli tekerlekli
sarkac (ETTS) diizenegi de iki serbestlik derecesine sahip olup tek bir kontrol
sinyaliyle yani DC motorla siiriilir. Bu sebeple tekerlekli sarka¢ sistemi eksik

tahrikli sistemdir [16].

Sarkac kolu, tekerlek ve DC motordan olusan sistem de motora gii¢ verilerek
tekerlegi stirmesi saglanir. Motor tarafindan siiriilen tekerlek ivmelenerek sisteme
tork aktarir ve sarkacin asma ekseni (sarka¢ kolunun dondiigii eksen) etrafinda
salinima baglamasim saglar [1, 20]. Sekil 3.1’de sarkacin yandan goriilen ve sekil

3.2’de ise sarkacin 6nden goriilen temsili resimleri verilmistir.

Seyies i

| o]

m,., J

1991

ms =m

Sekil 3.1: Tek sarkacin yandan goriiniimii.
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Sekil 3.2: Tek sarkacin 6nden goriiniimii.

Tek sarka¢ sisteminin matematiksel modellemesini yaparken enerji tabanhi bir
yontem olan Euler-Lagrange (EL) denkleminden yararlanilacaktir. Bundan sonraki

boliimlerde verilen bilgiler EL denkleminde kullanilacak olan verilerin detaylaridir.

3.2 Eylemsizlik Momentleri

Eylemsizlik (atalet) momenti donen cisimler icin iiretilmis bir terimdir. Diiz bir
dogrultuda hareket eden bir cisim nasil hareket etmeye kars1 bir direng uyguluyor ve
buna kiitle deniyorsa, benzer sekilde donen bir cisim de donmeye kars1 bir direng
gosterir ve buna da eylemsizlik momenti denir [24]. Eylemsizlik momenti kitaplarda
“I” veya “I” harfleriyle gosterilebilir. Bu tezde eylemsizlik momenti ic¢in J harfi

kullanilmustir.
3.2.1 Sarkac tekerleginin eylemsizlik momenti

Eylemsizlik momenti hesaplanirken genellikle cismin kendi kiitle merkezi etrafinda
donemsi goz Oniine alinir ve buna gore hesap yapilir. Eger cisim kendinden D mesafe
kadar uzak bir paralel eksen etrafinda doniiyorsa cismin o noktaya gore eylemsizlik

momenti esitlik (3.1) ile verilen paralel eksen teoremi ile hesaplanabilmektedir [24].
J =Jkm + MD? (3.1

Yukaridaki esitlikte M donen cismin kiitlesini, D cismin donme eksenine olan

uzaklig1 ve Jg), ise cismin kendi kiitle merkezine gore olan eylemsizlik momentidir.
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Bu bilgiler dogrultusunda kendi ekseni ve sarka¢ kolunun asma ekseni etrafinda

donen tekerleginin eylemsizlik momenti,

Jw' = Jw +myli (3.2)
olarak elde edilir.
Tim cisimlerin kiitle merkezine gore eylemsizlik momentleri, kiitle ve uzunluk
bilgileri CATIA’dan saglanacaktir.
3.2.2 Sarkac kolunun eylemsizlik momenti
Sarkac kolu sadece asma ekseni etrafinda donmektedir. Paralel eksen teoremi
uygulanirsa sarka¢ kolunun eylemsizlik momenti,

Js"=Js +mgle, 3.3)

olarak bulunur.

3.2.3 DC motorun eylemsizlik momenti

DC motor sarkag kolu ile biitiinlestirilerek diisiiniilebilecegi gibi ayr1 bir par¢a olarak
da degerlendirilebilir, ¢linkii DC motor ile sarka¢ kolu ayn1 hareketi yapmaktadirlar
ve DC motor dogrudan sarkag¢ koluna sabitlenmistir. Burada DC motor ayr1 bir parca

olarak diisliniilmiis ve sarkac kolundan ayr1 olarak hesaplanmistir.

DC motor da sarka¢ kolu gibi sadece asma ekseni etrafinda donmektedir. O halde

DC motorun eylemsizlik momenti esitlik (3.4)’deki gibi verilebilir.

Jm" = Jm + muplf 34

Tiim pargalarin eylemsizlik momentleri belirlendigine gore bir sonraki adim olan

sarkac sisteminin enerjisinin belirlenmesine ge¢ilebilir.

3.3 Enerji Hesabi

EL denklemi sistem enerjisine bagli oldugu icin sistemin kinetik ve potansiyel
enerjilerinin de belirlenmesi gerekmektedir. Bundan dolay1 bir sonraki ilk iki baglikta

sistemin kinetik ve potansiyel enerjisinin nasil hesaplandigr anlatilacaktir.
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3.3.1 Tek sarkac sisteminin Kinetik enerjisi

Sarkag dairesel bir hareket yaptig1 icin kinetik enerji hesabinda donen kat1 bir cismin

kinetik enerji ifadesi kullanilabilir. Donen kat1 bir cismin kinetik enerjisi,
1
K= > Jw? @3.5)

ile verilir. Burada J donen cismin eylemsizlik momenti, w ise donen cismin agisal

hizidir.

Tek sarkag sisteminin toplam kinetik enerjisi ise,
K=K, + K, +K, 3.6)

dir. K sarka¢ kolunun, K,, DC motorun ve K, ise tekerlegin kinetik enerjisidir.

Kinetik enerjilerin hesabi sirasi ile yapilacaktir.

Sarkac kolu sadece kendi agisal hiz1 ile asma ekseni etrafinda donmektedir. Esitlik

(3.5) ile verilen ifade sarkag kolu i¢in diizenlendiginde,

1
Ky =55 (3.7)

elde edilir. Burada sarka¢ sadece asma ekseni etrafinda dondiigii icin @ = 6’dur.

Sarkac kolunun eylemsizlik momenti de esitlik (3.7)’de yerine yazildiginda,

1 .01 .
Ky = )07 + 5m,l2,6? (3.8)

ifadesi elde edilir.

Benzer islemler DC motor i¢inde tekrarlanir. Motor da sarkag kolu gibi w = 6 acisal

hiz1 ile asma eksen etrafinda donmektedir.
1
K = 5 Jm w? 3.9
Motorun eylemsizlik momenti ve ag¢isal hiz esitlik (3.9)’da yerine yazildiginda,

1 .1 .
Kin = 5 Jmb? + 5 my 1762 (3.10)
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bulunur.
Sarkac tekerleginin kinetik enerjisi bulunurken acisal hiza dikkat etmek gerekir,
clinkii tekerlek hem kendi kiitle merkezi hem de asma eksen etrafinda donmektedir.

Bu durumda tekerlegin kinetik enerjisi,
1
K, = E]W'a)*2 3.11)
olarak verilebilir. Esitlik (3.11)’in ac1k ifadesi olarak,
1 . 1 .
Ko =50 (6+ o)’ + 5 mwl36? (3.12)
elde edilir. Dolayisiyla toplam kinetik enerji K,
1 . .1
K= EAQZ +JwOp + E]Wq)2 3.13)
seklinde bulunur ve A olarak tanimlanan yeni degisken esitlik (3.14)’de verilmistir.
A= Js+ Jw+Jm + mglé, +mylf + mpli (3.14)

3.3.2 Tek sarkac sisteminin potansiyel enerjisi

U harfi ile belirtilen sistemin potansiyel enerjisi, sarka¢ kolu, tekerlek ve DC

motorun toplam potansiyel enerjisine esittir.

uU=U;+U, +U, 3.15)
Toplam potansiyel enerji U,

U=mg(cosd —1) (3.16)

m olarak tanimlanan yeni degisken m = mgl., + (my, + m,,)l; dir.

3.4 Euler-Lagrange Denkleminin Coziimii

Newton yasalariyla ayni sonucu veren EL. denklemleri bir dinamik sistemin hareket
denklemlerini cikarmakta oluk¢a kullanigh bir yOntemdir. Yontem esasinda

sistemdeki kinetik ve potansiyel enerjiye dayanir.
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EL denklemi Lagrange fonksiyonu ve genellestirilmis koordinatlara bagladir. N
serbestlik dereceli bir sistemde g4, q5, ..., q, tane genellestirilmis koordinat vardir.

Bu genellestirilmis koordinatlar uzunluk veya agidir.

EL denkleminin ¢6ziimii 6ncelikle bir sistemin kinetik ve potansiyel enerjisinin farki

olup “L” harfi ile gosterilen Lagrange fonksiyonunun belirlenmesiyle baslar.
L=K-U 3.17)

Lagrange fonksiyonu belirlendikten sonra EL denklemi ¢oziilerek sistemin hareket

denklemleri bulunur [11]. EL denklemi;

d (oL oL 318
dt \dg; aq,-_Qf (3.18)

Esitlik (3.18)’de verilen q;’ler sistemin genellestirilmis koordinatlari, Q;’ler ise
j.genellestirilmis koordinata etkiyen dis etkilerdir (kuvvet veya tork). Tek sarkag
sisteminin iki serbestlik derecesi, yani iki bagimsiz hareket yonii vardir. Bunlar
sarkac kolu ve tekerlegin yaptig1 hareketlerdir. Buradan su sonuca varilabilir, j = 2

ve genellestirilmis koordinatlar g; = 6 ve g, = ¢’dir.

Verilen bilgiler 1518inda sistemin Lagrange fonksiyonu esitlik (3.17)’ye (3.13) ve
(3.16) yazilarak bulunabilir.

1 . . 1
L= EAQZ +J,00 + E]ng)z —mg(cos 6 —1) (3.19)

Dinamik modelin cikarilabilmesi i¢in, elde edilen veriler esitlik (3.18)’de yerine
yazilir. EL denklemi belirlenen sistemin genellestirilmis koordinatlarina goére q; = 6

ve g, = ¢ icin tiiverleri alinarak ¢oziiliir.

Genellestirilmis koordinat g; = 6 icin EL denklemi ¢oziiliirse,

d <6L) oL 0 (3.20)
dt\og/ 06 )
Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden,
Ab +],¢ —mgsind =0 3.21)
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esitlik (3.21) ile ilk hareket denklemi elde edilmis olunur. Benzer islemler g, = ¢

genellestirilmis koordinatina da uygulandiginda,

d <6L) oL 322
dt\ag) ap ' (3.22)

Ikinci diferansiyel denklemin ¢oziimiinden de,
Jwb +]w¢ =1 (3.23)

ikinci hareket denklemi elde edilir. Sistemin matematik modeli kolaylik olmasi

acisindan matris formunda yazilabilir.
A J,[6 —mg sin 0
+ = 3.249)
w ] w QD 0 T

3.5 Matematik Modelin Simiilasyonu

Dinamik denklemleri esitlik (3.21) ve (3.23)’deki gibi verilen sarkac sisteminin
simiilasyonu MATLAB-Simulink kullanilarak yapilmistir. Esitliklerde kullamlan
veriler CATIA’dan alinmis olup cizelge 3.1°de gosterilmistir. Tiim simiilasyonlar

cizelge 3.1°de verilen degerler icin yapilmistir.

Cizelge 3.1: Sarka¢ sistemindeki degiskenlerin degerleri.

ms = 0,11kg | J, = 5,912.10 *kgm? | I, = 0,176m | m = 0,0913

m,, = 0,139%g | J,, = 7,909.10~*kgm? |l = 0,08m | (A —J,) = 0,0158

my, =0,33kg | ], =1,983.10"3kgm? | A=0,0166 | g =9,81m/s?

Sekil 3.3’de Simulink blogu verilen dinamik modelin ¢izelge 3.1°deki veriler

kullanilarak yapilan simiilasyonunun sonucunda sekil 3.4’deki sarka¢ ve tekerlegin
hiz konum, sekil 3.5’de sarkaca etkiyen tork ve sekil 3.6’da ise sarkacin 6 — 0 faz
grafikleri elde edilmistir. Simiilasyonda baslangi¢ kosullar1 olarak 8 = 0,97, § = 0,

@ =0 ve ¢ = 0 alinmstir.
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Sekil 3.3: Tek sarkag sistemin dinamik model Simulink blogu.

sarkac hiz

sarkac hiz [rad/s]

sarkac konum [rad]

teker konum [rad]

teker hiz [rad/s]

zaman [s]

Sekil 3.4: Tek sarkac sistemin sarkag ve tekerlek hiz konum grafikleri.

Sekil 3.4’deki konum zaman grafikleri sarkacin ne kadar bir siirede ka¢ salinim
yaparak iist denge noktasina ¢ikacagini ve bu esnada tekerlegin sergiledigi konum ve

hiz davraniglarin1 gosterilmektedir. Sekil 3.4’deki sarka¢c konum-zaman grafigi sekil
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2.16’daki grafigin aynisidir. Daha anlasilir olabilmesi agisindan bu grafigin i¢in de
diger durumlarla beraber verilmistir. Tekerlegin en fazla 120rad/s hizina ¢iktigi
goriilmektedir. Grafikten elde edilen hiz degeri, 6zellikleri cizelge 3.2°de gOsterilmis

olan DC motorun saglayabilecegi hiz degerden cok daha diisiiktiir.
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Sekil 3.5: Tek sarkag sistemine uygulanan tork grafigi.

6 — 0 grafigi
T T T T T T
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Sekil 3.6: Tek sarkac sistemi 6 — 6 grafigi.
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Cizelge 3.2: Sarkag sisteminde kullanilan DC motorun 6zellikleri.

Agirlik 300g

Nominal Tork | 0,19Nm

Devir sayis1 17000rpm

Sistemdeki anahtarlama sarka¢ hizinin sifira esit oldugu anlarda yapilmis, bdylece
sarkaca her salinimda biraz daha enerji verilerek daha yiliksek bir noktaya ¢ikmasi
saglanmistir. Dordiincti salinimda artik sistem son salimma girmis ve son kez alt
denge noktas1 m’den gecerek iist kararsiz denge noktasini gececek sekilde hareket
etmektedir. Torkun kare dalga gibi olmasinin sebebi her anahtarlamada sinyalin
yOniiniin  degistirilmesindendir. Son salimimda artitk sarkacin konumu sifir

olmayacagindan, anahtarlamada yapilamamistir.

3.6 Siirtiinmelerin Belirlenmesi

Bu boliime tezin kapsami olan ideal ortamin digina ¢ikilarak sisteme gercekte etkiyen
stirtiinmelerden bahsedilecektir. Gergek sistemlerde her zaman siirtiinmelerin olacagi
aciktir. ETTS sisteminde de tekerlege ve sarkac koluna etkiyen siirtlinmeler vardir.
Bu boliim altinda sadece bu siirtiinmelerin nasil sisteme dahil edilebilecegi hakkinda

bir fikir beyan edilecek, ancak siirtiinmeler modele dahil edilmeyecektir.

Tekerlekli sarkaca viskos ve Coulomb siirtinme kuvvetlerinin etkiyecegi
varsayilarak, tekerlegin ve sarka¢ kolunun ayr1 ayr1 siirtiinme katsayilar1 belirlenir.
[k olarak sarka¢ kolundan baslamak gerekirse, sarka¢ yatayla 90 derecelik bir ac1
yapacak sekilde herhangi bir kuvvet veya torkun etkisi altinda kalmadan serbest
biraklir. Sarkacin bu esnada olusturdugu salimim sarka¢ kol milindeki enkoder
yardimiyla bilgisayarda goriintiilenebilir. Daha ©6nce ideal ortam icin belirlenen
dinamik modele MATLAB-Simulink’deki simiilasyon ortamina Coulomb and
Viscous blogu eklenerek simiilasyonda sarkacin salimim grafikigi elde edilir.
Coulomb and Viscous blogunun katsayilarin1 dogru bir sekilde belirleyebilmek icin
simiilasyon sonucunda elde edilen grafik ile enkoderdan gelen grafik karsilastirilir.
Eger gercek grafik ile simiilasyon sonucu elde edilen grafikler cakigsmiyorsa yeni

katsay1 denemesi yapilir. Bu islem grafikler birbiri ile ortiisene kadar devam eder.
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Gergege en yakin grafigi veren katsayilar belirlendikten sonra blok sisteme dahil
edilerek sarka¢ kolundaki siirtiinme hesaba katilabilir. Diger siirtiinmeye maruz
kalacak parca olan tekerlegin viskos ve Coulomb siirtiinme kuvvetleri de benzer
sekilde hesaplanabilir. Bunun icinde tekerlege maksimum hiz referansi verilir.
Nominal hiz degerine ulagildiktan sonra tekerlegin siirtiinmelerden dolayr enerji
kaybederek durmasi beklenir. Bunun i¢in motorun enkodermdan alinan grafik
dogrultusunda MATLAB-Simulink ortaminda Coulomb and Viscous blogunun
katsayilar1 belirlenir ve sistemin icine dahil edilerek daha gercek¢i bir model elde

edilir.
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4. KONTROL

Bu boliimde tek sarka¢ sisteminin kontrolii icin iki ayr1 metot verilerek bunlarin
karsilastirilmast yapilacaktir. Metotlar sarkacin tetiklenmesi, salinim ve iist denge
noktasia ulastiktan sonraki kontrol algoritmalarini igerir. Sekil 4.1°de kontrol

metotlarmin bolgeleri gosterilmektedir.

\ [ salinim Balgesi
/ [l Yzakalama Bolgesi

Sekil 4.1: Tek sarkag sisteminin kontrol bolgeleri.

Sekil 4.1°de gosterilen kontrol bolgeleri i¢in ayr1 ayri kontrolorler tasarlanacaktir.
Mavi ile gosterilen salinim bolgesi enerji tabanli salinim kontrolii ve anahtarlamali
salinim kontrolii ile saglanacaktir. Kirmizi ile belirtilmis olan yakalama bolgesi ise

giris-¢cikis geribeslemeli lineerlestirme metodu ile saglanacaktir.

4.1 Modelin Lineerlestirilmesi

Sistemin siirtiinmesiz matematik modeli esitlik (3.21) ve (3.23)’de verilmistir.
Sistemin lineer olmayan kismi (3.21)’deki siniis teriminden kaynaklanmaktadir ve

lineer olmayan bir sistemi Taylor seri acilimi kullanarak lineerlestirmek miimkiindiir.

Modelde lineerlestirilecek olan kisim trigonometrik terimdir. Trigonometrik terim
sarkacin iist denge noktasinda yani 8 = 0 civarinda lineerlestirilerek bu bolgedeki

kontrolii icin kullanilabilir. Ayrica, lineerlestirilmis sistemin kontrol edilebilirliginin
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tayini i¢in de kullanilabilir. y = f(x) olsun ve bunun x = x, civarindaki Taylor

serisine agilimi esitlik (4.1)’de verildigi gibi olur.

d 1 d?
Y= £ = FGto) + L= 3y + 2o (6= ) iy e 4D
Eger,
(x—xp) <K = (x—xy)"=0,n#0,1 4.2)

Bu ifadeye dayanarak, esitlik (4.1) esitlik (4.3)’e indirgenebilir.
Y =Yo + K(x —x0) 4.3)

yukaridaki ifadedeki tanimlanmis yeni degiskenler,

d
Yo = f(x0), Kz—f

d X=Xo
olarak verilir ve sarkag sistemi i¢in x, = 8 = 0’dur.
f=A46+],6—mgsing =0 4.4)

Esitlik (4.3)’den faydalanarak asagidaki denklem yazilir.

df
£(8) = £(80) + 75 (6 = 60)lo=0, (45)
Gerekli islemler yapildiktan sonra,
f~AD+],p—mgd =0 (4.6)

elde edilir. Lineerlestirilmis haliyle matematik model tekrar yazilabilir.
AB + ], —mgh =0
4.7)
Jwb +jwp =71

Esitlik (4.7) nin matris formu esitlik (4.8) ile verilir.
A Jy][6 —ngo 0
+ = 4.8)
] w ] w QD 0 T
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Matris formundan yararlanarak da sistemin durum uzay1 modeli yazilir.

4.2 Durum Uzay Modeli

Durum uzay modeli, sistem dinamigini tanimlayan ve birinci dereceden denklem
takimina dayanan bir modeldir. Bu model ile lineer bir sistemi birinci mertebeye
diistirlip durumlarmi tahmin etmede kullanilir. Durum uzay modeli asagidaki formda

oldugu gibi verilebilmektedir.

% = Ax + Bu 4.9)

y=Cx 4.10)

x sistemin durumlarmi, y ise sistemin cikislarini ve u ise sistemin girislerini temsil
eder. A, B ve C birer matristir, sirasiyla A sistem matrisini, B kontrol matrisini ve C

cikis matrisini ifade eder.

Sarkac sisteminin durum uzay modelini yazabilmek icin Oncelikle lineerlestirilmis

modeldeki yiiksek mertebeden tiirevleri yalmiz birakmak gerekir.

. Jw mg
Gg=-""o+—9 4.11
Aq)+ 1 (4.11)
. T "
p=7—-0 4.12)
Jw

Esitlik (4.11) ve (4.12) x durumlar1 kullanilarak esitlik (4.9)’daki form biciminde

yazilabilir.
x; =0 ve X, =0
X =@ Ve X = ¢
x3=0 ve x3=0
Xg =@ Ve X4 =@
Durum degiskenleri esitlik (4.11) ve (4.12)’de yerlerine yazilip diizenlenerek

1 mg
G- T aogn

Xy = 4.13)
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_ A B mg
T W@—T A=

X4 4.14)

x = Ax + Bu formu elde edilmis olunur, yani durum uzay modelini elde edilir.

X7 T 0 0 1 Or*¥11 1 0
: 0 0 0 1 0
X 3 mg 0 0 0 X2 N 1 .
X'3 (A __]W) X3 (A _]w)
mg A
) Iy 0 0 0 —_—
L X4 | L (A_]w) AL Xy | —(A_]w)]w—
Sistemin cikiglar1 y,
X1
X2

V= laxa X3

Durum uzay modelinden faydalanarak lineerlestirilmis sistemin kontrol edilip
edilemeyecegi belirlenir. Bir sistemin kontrol edilebilir olabilmesi i¢in asagidaki

kosulu saglamas1 gerekmektedir.
M = [B:AB: A?B: ...: A" 1B] (4.15)

n lineer bagimsiz vektor sayisidir. Eger det (M) # 0 ve rank[M] = n ise sisteme

kontrol edilebilir denir.

det (M) # 0 ve rank[M] = 4 oldugu i¢in kontrol edilebilir bir sistemdir.

4.3 Pasivite

Pasiflik ya da dinginlik daha cok enerji tiiketen sistemlerin bazi durumlarda kararli

olabilecegini gdstermede veya kararli kontrol sistemi tasariminda kullanilir [20,25].

Teorem 4.1: Lineer olmayan sistemde 6yle bir V() = 0 fonksiyonu olsun ki;

T

V(T)—-V(0) < fy(t)Tu(t)dt (4.16)

0

kosulu her u, her T = 0 ve her V(0) icin saglanirsa, sistem wu(t) girisi ve y(t)
cikisi ile pasiftir denir [20,25].
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Mevcut sistemin V(t) fonksiyonu toplam enerji olarak verilir ve teorem 4.1

uygulandiginda

1 . . 1
E= EAQZ +J,00 + E]ng)2 + mg(cos 6 — 1) (4.17)

elde edilir. Enerji ifadesinin tiirevi alinip, sistemin dinamik modeli olan esitlik (3.21)

ve (3.23) ile tekrar diizenlendiginde
E=1¢ (4.18)

ifadesi elde edilir. Esitlik (4.18)’in 0’dan T’ ye kadar integrali alindiginda,

T T
f Edtzf Tpdt
0 0

T

E(T) - E(0) = f rpdt

0
cikarki buda teorem 4.1°e gore sistemin 7 girisi ve ¢ cikis1 ile sistemin pasif
oldugunu gosterir. Ik baslangig kosullarma gore T = 0 da (9, 0, q')) = (0,0,0), ust
denge noktas1 (kararsiz denge noktasi), enerji E(Q, 9,4)) = 0 ve alt denge noktas1

olan (kararli denge noktasi) (9, 0, q')) = (7,0,0) da E(Q, 0, q')) = —2mg’dir.

Esitlik (4.17) ile verilen enerji ¢’ye dogrudan bagh olmadigindan ¢ herhangi bir
deger olabilir ve kontrolor belirlenirken ihmal edilebilir. Bu yiizden kontroldeki

amac 6,0 ve ¢’y1 kontrol etmek olmalidur.

4.4 Giris-Cikis Geribeslemeli Lineerlestirme

Geribeslemeli lineerlestirme, dogrusal olmayan bir sistemi geribesleme yardimiyla
lineerlestirmeye yarayan bir yontemdir. Metotta giris ile ¢ikis arasinda dogrudan bir
iligki aranir. Giris, y, olarak dyle bir fonksiyon secilmelidirki, bunun zamana gore
tiirevlerinde ¢ikis fonksiyonu u elde edilebilinmelidir. Boylece giris ve ¢ikis arasinda
bir iliski kurulmus olunur. Eger y diizgiin secilmezse yile u arasinda bir iligki

saglanamayabilir.
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Tamm 4.1: Asagidaki sistem g6z 6niine alindiginda,

x=f(x)+g)u

y = h(x)

(4.19)

Burada x durumlar, u kontrol girisi ve y ise secilen ¢ikis fonksiyonudur. y’nin

zamana gore tiirevi alindiginda [26],

_ o), (4.20)
O0x
oh
5 =229 () 4 g 421
x
ve
y = Leh(x) + Lyh(x)u 4.22)
belirtilen ifadelerden de,
dh(x)
52 ] ) =Leh(x) (4.23)
oh(x)
F g(x) = Lyh(x) 4.249)

elde edilir. Esitlik (4.23) ile verilen ifadeye h’nin f’ye gore Lie tiirevi, esitlik (4.24)
ile verilen ifadeye ise h’nin g’ye gore Lie tiirevi denir. Lie tiirevi ile ilgili detayl
bilgi i¢in [26] incelenebilir.

Bu yontemde aranan y ile u arasindaki iligki olduguna gore buradan iki durum ortaya

¢ikar. Birincisi Lyh(x) = 0 ve ikincisi Lgh(x) # 0’dir [26].

Durum 1: Eger Lyh(x) = 0ise y = L¢h(x) ¢ikar ve bu ifade u’dan bagimsizdur.

Bu durumda y’nin ikinci tiirevi incelenir.

o(Leh()  ar)
o : (4.25)
B 0x =1L 0x x

Esitlik (4.25)’de gosterim yerine yazildiginda,
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y® = Lh(x) + LyLeh(x)u (4.26)

gikar. Eger LyL:h(x) = 0 ise y@ = szh(x) kalir ve u ile iligkiyi saglamak igin

tekrar bir tiirev alinir. Bu igslem u ile iligki saglanana kadar devam eder.
y® = L h(x) + LyL2h(x)u (4.27)

Eger hala LgL fzh(x)u = 0 ise tekrar bir tirev alimr. Bunun r kez tekrarlandigi

kabul edilirse, ifadenin genellestirilmis hali elde edilir.
y® =L h(x) + Lyl h(x)u (4.28)

Yukarida tanimlanmis olan 7’ye sistemin goreli derecesi denir. 7 ile belirtilen tiirev
alma islemi n ile belirtilen durumlarin sayisina esit olana kadar devam edebilir. Eger
tiirev sayist bunu asarsa u ile iligski secilen y i¢in bulunamamis olur. Yani, r <n

kosulu aranmalidur.

Esitlik (4.28) ile r. tiirevde y ile u arasindaki iliski agik bir sekilde kurulmus olunur
ve artik LgLfr_lh(x) # 0’dur.

Bu sonuctan yararlanarak u kontrol girisi belirlenebilir.
y@ =L/ h(x) + LyLe T h()u = v (4.30)

u yalmz brrakilir.

1

Ll Th(x) [-L h+v] (4.31)

u =

Durum 2: Eger Lyh(x) # 0 ise y ile u arasi iliski ilk tiirevde kurulmus olunur.
Yy =Leh(x) + Lgh(x)u = v 4.32)

Bu durum r = 1 kosuluna tekabiil eder ve u kontrol girisi
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1
u= W [~Leh(x) + v ] (4.33)

olarak elde edilir. Eger kontrol girisi u esitlik (4.31) ve (4.32)’deki gibi segilirse
sistem lineerlesir.

Geribeslemeli lineerlestirme yontemi ile sarkacin iist denge noktasi olan 8 = 0
civarinda uygun katsayilar belirlendikten sonra kontrolii yapilabilir. Bu kisim her iki

kontrol algoritmasinda iist denge noktasi kontrolii i¢in kullanilacaktir.

Giris-cikis geribeslemeli lineerlestirme yonteminin sarka¢ modeline uygulamasinda

v su sekilde se¢ildigi takdirde tiim kosullar1 saglayacaktir [2, 20].
y=h(x)=A40 +],¢ (4.34)

y ile u arasma iliski kurabilmek icin r < n olacak sekilde, y’nin zamana gore

tirevleri alinir.
y=A460 +],¢ (4.35)

y’nin ilk tiirevinde giris fonksiyonu 7 ile bir iligki yoktur. Bu durumda y’nin bir
tiirevi daha alinir. Tiirev alindiktan sonra sonu¢ dinamik modeller (3.21) ve (3.23) ile

diizenlendiginde
y = imgsin 6 (4.36)
elde edilen ifade hala t’ya bagh degildir. Tekrar zamana gore {iciincii tiirev alinir.
y® =mgcosh b (4.37)
Kontrol girisi iliskisi hala saglanamadig1 icin bir kez daha tiirev alinir ve tekrar
dinamik model kullanilarak diizenlendiginde esitlik (4.38) elde edilir.

y® = mgsin@

mg cos 0 .2] mg cos 6 4.38)

eI BT

y ile u arasindaki iliskiye dordiincii tiirevde, r = 4, ulagilmis olunur ve esitlik (4.38)

icin durum 2 gecerlidir. Bulunan sonuca dayanarak kontrol girisi 7 elde edilir.
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7= % [mg sin @ (% - 92) - v] (4.39)

Dikkat edilmesi gereken husus mg cos 8 # 0 olmalidir. Bu terimi sifir yapan

deger cosf’dan gelir. Bu yilizden terimin sifirdan farkli olabilmesi ic¢in

|6] <§ olmasi gerekir. Bunun anlami tekerlekli sarkac sisteminin |6| <§

araliginda geribeslemeli lineerlestirme metodu ile lineerlestirilebilecegidir.
Sistemin geribesleme ile lineerlestirilmesi istendigi i¢in yeni kontrol degiskeni
v’niin asagidaki gibi secilmesi uygundur [20].

V= y(4) = —koy —kiy —k;y — ksy(S) (4.40)

v’niin degeri belirlendikten sonra kontrol girisi esitlik (4.39)’da yerine
yazildiginda sistemi 6 = 0 civarindaki ufak degisikliklerde lineerlestirir ve
kontroliinii saglar. Degisim yaklasik olarak 9 dereceye tekabiil eder. v degiskeninin

katsayilar1 belirlenirken Routh-Hurwitz kararlilik 6lciitii kullanilabilir.

Esitlik (4.40)’da Routh-Hurwizt kararhilik Olgiitiiniin kullanilabilmesi icin

esitlige Laplace doniisiimii uygulanir.
SW 4+ kas3 + k52 +kis+ky=0 (4.41)
Katsay1 olarak cizelge 4.1’deki degerler secilebilir.

Cizelge 4.1: Geribeslemeli lineerlestirme kontrolor katsayilart.

Ko ky k; k3

0.01 1 22 8

Cizelge 4.1’de katsayilar1 verilen esitlik (4.40)’1n esitlik (4.39)’da yerine
yazilmasiyla, sistemin sifir civarinda kontroliinii saglanmis olunur. Sekil

4.2’de sistemin MATLAB-Simulink modeli gosterilmektedir.

Simiilasyonu dogru yapabilmek i¢in baslangi¢c kosulu olarak makul degerler vermek
gerekir. Sarkacin iist denge noktasima ¢ok yaklastiginda, yakalama bdlgesi icinde
oldugunda, geribeslemeli kontrol blogu devreye girecek ve sarkacin iist denge

noktasinda asili kalmasin saglayacaktir. Sekil 4.2°deki Simulink blogu icin baslangi¢
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kosullar1 # = 0, 8 = 0.122, ¢ = 0 ve ¢ = 0 secilerek olusturulan simiilasyonun

sonuglart sekil 4.3 ve sekil 4.4’de verilmigtir.
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Sekil 4.2: Geribeslemeli kontrol blok semasi.
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Sekil 4.3: Geribeslemeli tork kontrol sinyali.
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Sekil 4.4: Sarkac kolu ve tekerlek konum hiz bilgisi.

Grafiklerden anlasildig: gibi sarka¢ kolu 8 = 0’a ¢ok yakin oldugu zaman 1s gibi bir
siirede sarkact 0 konumuna yerlestirebiliyor. # = 0 ve § = 0 sistemin iist denge
noktasinda sabitlendigini gosterir. Sekil 4.4’te goriildiigii gibi sarkacin bu kosulu
saglayabilmesi i¢in tekerlek hiz1 yaklasik olarak 50 rad/s’ye kadar ¢ikmaktadir ve
sonra zamanla o da sifira dogru azalma egilimi gostermektedir. Sekil 4.3’te DC
motor sarkaca bir anlik yiiksek bir tork uygulayip, kisa bir siire sonra uyguladig tork

sifir degerine dogru azalmaktadir.

Sarkacin 8 = 0 civarinda, yaklasik olarak 8 ile 9 derecelik a¢1 bolgesi iginde,
kullanilacak olan geribeslemeli lineerlestirme kontrolor katsayilar1 k degerlerinin
cizelge 4.1°de oldugu gibi secilmesi halinde hedeflenen kontrol kosullarini sagladigi

goriilmektedir. Bu kontrolor ile sarkag iist denge noktasinda kontrol edilebilir.

4.5 Enerji Tabanh Salinim Kontrolii

Salimim kontrolii sarkacin alt denge noktasindan {ist denge noktasina ulagincaya
kadar yapilas1 gereken kontroldiir. Bu kisim sarkacin iist denge noktasinda duragan
bir sekilde kalmasini1 saglamaz, sadece iist denge noktasina herhangi bir baslangic
noktasindan salimimlar yaptirarak ulasmasini saglar [2]. Sekil 4.5’de tek sarkag

sistemin denge noktalar1 gosterilmistir.
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Ust denge noktasi
8=0

Alt denge noktasi
0 =rn

Sekil 4.5: Tek sarkag sisteminin denge noktalart.
4.5.1 Lyapunov fonksiyonu

Enerjiye dayali kontrol metodu lineer olmayan ve eksik tahrikli sistemlerde ¢ok
kullanish bir yontemdir. Sistemin toplam enerjisine dayanan bu metotta Lyapunov
fonksiyonundan yararlanilir. Bu tip sistemlerde Lyapunov fonksiyonu toplam
enerjiye bagh olarak tasarlanir. Bu tasarim yapilirken sarkacin sadece iist denge
noktasinda sifir degerine ulasmasina dikkat edilmelidir, aksi takdir de sarkacin iist

denge noktasinda kontrol edilememe durumu olusabilir [7].

Teorem 4.2 (Lyapunov Teoremi): Lyapunov teoremi dinamik sistemlerin kararlilik

analizinde kullanilir. Teorem otonom bir sistemin denge noktasina uygulanir.
x = f(x) 4.42)

Esitlik (4.42) ile verilen bir sistemin x = x, = 0 denge noktasindaki kararliligi
sistemin diferansiyel denklemleri ¢oziilmeden bu teorem yardimiyla bulunabilir.

Burada f: D — R™ olan bir fonksiyon ve D € R™.

Tanmm 4.2 (yar1 pozitif tammmh fonksiyon): Yar1 pozitif tanimli fonksiyon
Lyapunov fonksiyonunun temellerini olusturur. V: D — R siirekli tiirevlenebilir bir
fonksiyon olmak iizere, x = 0 da

i) V(0)=0,0€D

ii) V(x) =0, x € D\{0}
seklinde tanimli ise V fonksiyonuna yari pozitif tanimli fonksiyon denir. Eger

fonksiyon (i) ve (ii)’de verilen kosullar1 - V (x) i¢in sagliyorsa, bu fonksiyona negatif
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fonksiyon denir. Bu tamim yapildiktan sonra da Lyapunov fonksiyonun tanimina
gecilebilir.
Tamm 4.3 (Lyapunov fonksiyonu): Eger tamml1 V' fonksiyonu asagidaki kosullari
saglyorsa,

i) V(0)=0,0€D

i) V(x) =0, Vx € D\{0}

i) V(x)=22x <0, Vx € D\{0}

V (x) fonksiyonuna esitlik (4.42) nin Lyapunov fonksiyonudur denir.
Teorem 4.2 (Lyapunov Kararhlik Teoremi):

Durum 1: Esitlik (4.42) icin x = 0 denge noktasi, f:D — R™ ve V:D — R siirekli
tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger V asagidaki kosullar1 sagliyorsa sistem x = 0

icin kararlidir denir.

i) V(@ )=0

i) V(x) >0, Vx € D\{0}

iii)  V(x) <0, Vx€ D\{0}
Durum 2: Ejsitlik (4.42) icin x = 0 denge noktasi, f:D — R™ ve V:D — R siirekli
tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger V asagidaki kosullar1 sagliyorsa sistem x = 0
icin asimptotik kararlidir denir.

i) V(@ )=0

i) V(x) >0, vx € D\{0}

iii)  V(x) <0, Vx € D\{0}
Bu tammlamalar1 yaptiktan sonra metodun tek sarkac¢ sistemini i¢in uygulamasina
gecilebilir [20, 26].
Lyapunov fonksiyonu esitlik (4.43)’deki gibi tanimlandigim varsayalim [20].

1 1 . 2
V= EkEEZ + Ek,](jwer +Jw®) (4.43)

ifade de verilen kg ve k,, pozitif katsayilardir. V fonksiyonunun zamana gore tiirevi

almip esitlik (3.23) ile diizenlendiginde
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V = kgEE + k,(Juw0 + Jw®)T (4.44)

ve enerjinin zamana gore tiirevi esitlik (4.18) esitlik (4.44)’de yerine yazilinca

V= (ksE¢ + ko (Jub +J)) T (4.45)

elde edilir. Lyapunov fonksiyonunu tiim kosullar1 saglayacak sekilde tasarlamak

gerekir. Bu ylizden 7 kontrol fonksiyonu esitlik (4.46)’daki gibi secilebilir.

v = —ky (ksE¢ + k(6 + 1)) (4.46)
Esitlikteki k; pozitif katsayidir. Esitlik (4.46) esitlik (4.45)’de yerine yazildiginda,

) 1
V=——12 (4.47)
kq
Esitlik (4.47)'de kg ve T2 ifadeleri pozitif, ancak V fonksiyonu negatiftir ve eger

7 = 0 olursa V = 0 olacaktir. Yani,
V<o (4.48)

Fonksiyon ozeliklerinden dolay1 V < 0 ise V fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Bu

ozellikten dolay1 da,
V <V(0) (4.49)

olur. Son ifadenin anlami V’nin her zaman ilk baslangic durumundan kiiciik

olacagidir. V fonksiyonu boylelikle V(0) ile simrlandirilmis olunur. Eger V sinirli

ise, E, 0 ve ¢’da sinirlandirilir.

Bulunan Lyapunov fonksiyonu V durum 2’ye gore kararl goziikmektedir, ancak bazi
durumlarda V kararli gibi goriinsede aslinda asimptotik kararli olabilir. Bunu tespit

etmek icin LaSalle’nin degismezlik ilkesinden yararlanilir.

Teorem 4.3 (LaSalle’nin Degismezlik flkesi): LaSalle degismezlik ilkesi Lyapunov
teoreminin genisletilmis halidir. Baska bir deyisle Lyapunov teoremindeki eksikligi

giderir.
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Eger Lyapunov fonksiyonun zamana gore tiirevi sifirdan kiiciik veya esitse sistemin
denge noktasinda kararli oldugu durum 2’de belirtilmisti. Aslinda aranan sistemin
asimptotik kararli olmasi durumudur, yani V(x) < 0 durumudur. Asimptotik
kararhlik serbest birakilan sarkacin alt denge noktasinda sifir olmasidir. Eger V = 0
sadece orijinde olursa sistem yinede asimptotik kararlidir denir, ancak orijin disinda
ise sistem kararlidir denir. LaSalle degismezlik ilkesi bu yiizden sadece V = 0’1
inceler ve eger V sadece degiskenlerinin orijinde oldugu durumda sifir oldugu

ispatlarsa, sistemin asimptotik kararli oldugu sdylenir.
Bu anlatilanlarin matematiksel ifadesi asagidaki gibidir [20].

Esitlik (4.42)’de verilen otonom sistem icin bir kompakt () kiimesi (kapali ve sinirli)

tanimlansin ve (4.42) nin tiim ¢dziimleri bu kiime icerisinde kalsin.
Q kiimesi i¢inde,

V:Q - R siirekli tiirevlernebilen bir fonksiyon ve V(x) < 0 olsun.

I" kiimesi de () kiimesi icinde soyle tanimlansin;
V(x) = 0’daki tiim noktalar1 kapsayan kiime

ve M kiimesi de I' kiimesinde tanimlanmis en biiylik degismeyen kiime olarak
verilir. Degismeyen kiime icerisinde sistemin denge noktalar1 bulunmaktadir.

Sonug olarak €)’da bagslayan her ¢6ziim t — oo iken M’ ye yaklagir.

Tanimlar x = f(x) formundaki bir sisteme uygulanacagi i¢in yeni bir durum

Z cos @
|22 sm9 4.50
2=, (450)

Zy

degiskeni tanimlamasi yapilir.

Yeni durum degiskenleri dinamik modele, Lyapunov fonksiyonuna ve toplam enerji
ifadelerinde yerine yazilarak Z = F(z) formu elde edilir. Buradan da esitsizlik (4.49)

V(z) < V(0) olarak yeniden yazilabilir.

Bu durumda V' Lyapunov fonksiyonu £) kompakt kiimesi i¢inde tanimli bir fonksiyon
olur ve Z = F(z)’nin tiim ¢oziimleri de yine bu kiimenin igerisinde kalir. ’nin

icinde de V(z) = 0’daki tiim noktalar1 kapsayan bir ' kiimesi tanimlansmn. M ise T
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icindeki en biiyilk degismeyen kiime olsun (LaSelle degismezlik ilkesi). LaSelle

teoremine gore ()’da baslayan tiim ¢oziimler t — oo iken M’ye yaklasir.

" kiimesi i¢in de V = 0’dir. Burada iki durum s6z konusudur. Bunlardan ilki, esitlik
(4.47) kullamilarak 7 = 0 oldugudur. ikincisi ise, V = 0’m ayn1 zamanda sarkacmn alt
denge noktasina tekabiil etmesidir. Eger esitlik (4.46) incelenirse bu durum
goriilebilir. T =0 oldugu anda 8 = 0 ve ¢ = 0 degerlerinde olmalidir. ilk anda

bunun olabilecegi yer alt denge noktasidir. Bu noktadaki sarkacin toplam enerjisi
esitlik (4.17)’den, E(Q, 0, q')) = E(m,0,0) = —2mg olarak hesaplanir ve bu noktada
sarkac¢ hareketsiz kalabilir. Bu durumu engellemek icin sistem baslangi¢ kosuluyla

sinirlandirilabilir.

Sistemin baglangic anindaki toplam enerjisine E, = —2mg’dir. Baslangi¢c aninda
sistemin hareketsiz kalma durumu varsa, sistem bu noktaya getirilmeyerek bu tekillik

agilabilir. Bunun i¢in sistemi bu baslangi¢ ile sinirlamak yeterli olacaktir.
|E| < c =2mg (4.51)

Esitsizlik (4.51) sistemin baslangic enerjisini siirlandirir ve ilk durumda bu
tamamen sistemin potansiyel enerjisine denk diiser. Sistemin potansiyel enerjisi
—2mg ile 0 arasindadir. Potansiyel enerji sifira dogru artar. Sistemin toplam enerjisi
kinetik ve potansiyel enerjiye esit oldugundan, baslangictaki enerji esitlik (4.52) deki
gibi ifade edilebilir.

Ey, =K, + U, 4.52)
Buradan da baslangi¢ kinetik enerjisi hesaplanir.
Ky <c—U, (4.53)
Bu ifadeye dayanarak,
Ky <c+2mg 4.54)

bulunur. Bulunan bu ifade baslangi¢ kinetik enerjisinin sinirlandirilmasi gerektigini
soyler ve K, € [0, c + 2mg).
Sarkac¢ t = 0 aninda baslangic kinetik enerji K, = 0 ise 6, = m olur, ancak baglangi¢

aninda 6y € (—m, ) olmaldir. Dolayisiyla 6, = m baslangic konumu olamaz. Eger
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sarka¢g t = 0 aninda baslangi¢ kinetik enerji K, # 0, yani K, € (0,c + 2mg) ise

0, 1n degeri icin herhangi bir kisit olmayacaktir.

Enerjide yapilan bu kisit sarkacin kinetik enerjiye sahip olmadan 6, = m’de
olmamasim saglar. 8, = mw durumu kullanilan kisit sayesinde tekillik olusturmaktan

cikar.

Enerjideki kisit baslangi¢ durumundaki Lyapunov fonksiyonuna uygulandiginda
1
V() = EkEEZ 4.55)

elde edilir. Elde edilen fonksiyondan
V(0) < 2kym?g? (4.56)

kosulu elde edilir. Esitlik (4.43) ile esitsizlik (4.49) ve (4.56) karsilastirildiginda
toplam enerjinin hicbir zaman —2mg degerine ulasamayacagi goriiliir. Bu enerji
degeri sarkacin alt denge noktasini gosterir. Ayrica, esitsizlik (4.56) ile |9| ve |@] st

sinirlarini belirler.

M degismez kiimesi icinde T = 0’dir ve esitlik (4.18)’den faydalanilarak enerjinin
sabit oldugu goriiliir. Esitlik (4.46) ve (4.47) kullanilarak da V fonksiyonunun sabit
bir ¢ikacagi bulunur. Esitlik (4.43)’teki kg, k,, ve E sabit oldugundan kalan terim de

sabit olur. Bu kalan sabit K olarak isimlendirilebilir ve
K=],0+],0 (4.57)
kinematik kisit denklemi elde edilir. Esitlik (4.46)’ya esitlik (4.57) yazildiginda
T =—ky(kgEp + k,K) (4.58)
elde edilir ve T = 0 oldugu igin,

: ky
Ep=——K 4.59)
kg
ifadesi yazilir. Esitlik (4.59) i¢in iki durum g6z Oniine alinabilir. E enerjisinin sifira

esit oldugu durum ve enerjinin sifirdan farkli herhangi bir sabite esit oldugu

durumdur.
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Durum 1: E = 0 oldugunda, k, ve kg pozitif sabitler oldugu icin K = 0 olur.
Esitlik (4.57)’den yararlanarak

Jw8 +Jwe =0 (4.60)
Esitlik (4.60)’m sonucu olarak
0=—¢ (4.61)

bulunur. Esitlik (4.61) toplam enerji formiilii olan esitlik (4.17)’de yerine yazilir.
1 . L 1 . 2
E =3 A6? +Jw0(-0) + E]W(—er) +mg(cos 6 — 1) (4.62)
Son ifade diizenlenerek esitlik (4.63) elde edilir.
1 .
E = E(A —J»)0% +mg(cosh — 1) (4.63)

Esitlik (4.63) sarkacin (8 — @) faz diizlemini verir. Bu ifadenin anlam1 § = 0 sadece
0 = 0 oldugunda olabilirdir. Bu da sarkacin saat yoniinde veya tersi yonde salinim
yaparak {iist denge noktasi (9, 9) = (0,0)’a ulasabilecegini gosterir. Esitlik (4.61)

incelendiginde 6 = 0 oldugunda ¢ = 0 olacag sonucuna ulagilr.

Durum 1: E # 0 oldugunda, E sifirdan farkli herhangi bir sabit olur. Bu durumda
esitlik (4.59) tekrar irdelendiginde,

K, k, ve kg pozitif sabitler, E de sabit oldugu i¢in ¢’da sabit olur.

K=],0 + @ esitliginde K, ¢ ve J,, sabit oldugundan 6°da sabit olmalidir.
Dinamik model esitlikleri (3.21) ve (3.23) kullanilarak 8 su sekilde tekrar yazilabilir.

6 =

sinf —
A_]w A_]w

T (4.64)

Tork T = 0 olarak verildiginden

sin @ 4.65)
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ifadesi bulunur ve @ bir sabit oldugundan bunun tiirevi & = 0 olur. Esitlik (4.65)
incelendiginde esitligi sifir yapan deger siniis teriminden kaynaklandigi goriiliir.
sin(@) = 0 olur, eger 6 = 0,nm ise siniis terimi sifir olur. Tek sarkag¢ sistemi i¢in
0 = [0, m]’dwr. Esitlik (4.46) ile sarka¢c 6 = m konumunda sinirlandirilmistir ve

0 # m sonucuna ulagilir. Bu durumda sarkacin konum degeri 8 = 0 olabilir.

Eger ¢ # 0 varsayimi yapilirak § = 0 ve T = 0 oldugu dikkate alimirsa esitlik (4.46)
T= _kd (kEE¢ + kv(]wg +]w§0))
_kEE¢ - kv]w¢ =0 (4.66)

seklinde ifade edilir. Bu ifadeden de
ky
E=-—], <0 4.67)
kg

toplam enerjinin sifirdan kii¢iik oldugu bulunur. 8 = 0 durumu i¢in esitlik (4.17)

¢oOziildiigiinde
1
E= E]qu)z >0 (4.68)

toplam enerjinin sifirdan biiyiik oldugu sonucuna ulagilir. Esitsizlik (4.67) ve (4.68)
celiskiye yol acar. Var olan ¢eliski ¢ # 0 varsayimindan kaynaklanmaktadir ve
yapilan varsayimin yanlis oldugunu gosterir. Ulasilan celiskiden de ¢’nin sifir

olmasi gerektigi sonucu ¢ikar.

Eger ¢ = 0,0 = 0 ve 8 = 0 ise esitlik (4.17) kullanilarak toplam enerji E = 0 ¢ikar.
Bu sonu¢ da durum 2’deki varsayim olan E # 0 ile gelisir. Dolayisiyla E # 0

varsayimi yanligtir.

Sonug olarak en biiyiik degismeyen kiime M sarkacin faz diizlemi ve kinematik kisit
denklemleri ile verilebilir. LaSalle degismezlik ilkesine gore sistem asimptotik

kararh ¢ikar.

Sekil 4.6’da enerji tabanli salinim kontroloriiniin Simulink blogu, sekil 4.7°de

Lyapunov, toplam enerji ve tork grafikleri, sekil 4.8’de sarka¢ ve tekerlegin hiz ve

konum grafigi ve sekil 4.9°da da @ — 0 faz grafigi verilmistir.
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Sekil 4.6: Enerji tabanl salinim kontrol6r blogu.

Sekil 4.6’da kontrol blogu verilen enerji tabanli kontroloriin enerji grafigi beklendigi
gibi —2mg degerinden 0’a dogru artmaktadir, benzer sekilde de Lyapunov
fonksiyonu sifira dogru bir azalma egilimi gostermektedir. Sekil 4.7 ye bakilirsa
torkun 0,1Nm mertebelerine ¢iktig1 goriiliir ve ilk 10s icinde sifira dogru azalir.
Daha sonra sifir civarinda kabul edilebilir genlikte salinimlar yaparak sifira dogru

ilerler.

Sekil 4.8’de verilen grafik sarkacin enerji tabanli kontroloér etkisinde yapacagi
salinim ve hiz hakkinda bilgi verir. Teta-zaman grafiginde sarkacin 70s’den sonra
sarkacin konumunun yakalma bolgesine dogru gittikce yaklastigi gosterilmektedir.
Geribeslemeli lineerlestirme kontrol metodu, konum sifirin 8-9 derece civarinda iken
kullanilabilir. Bu sonuca dayanarak, enerji tabanli salimm kontroloriiniin sarkaci
70s’den fazla bir siire salinim yaptirarak yakalama bolgesine yaklastirdigi yorumu
yapilabilir. Tekerlek konumunun sarka¢ kontrolii iistiinde fazla bir etkisi yoktur,
ancak hizinmin etkisi vardir. Teker hiz grafigine bakildiginda, tekerlek yaklasik olarak
20 rad/s bir hizla doner. Grafikten elde edilen bu deger tekerlegi siiren motorun
tarafindan rahatlikla saglanabilir. Sekil 4.9 ise salmm esnasinda 6’larm 6’lara gore

grafigini verir.
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6 [rad/s)

Sekil 4.9: Enerji tabanh kontroloriin 8 — 6 faz grafigi.
4.5.2 Enerji tabanh kontrol ile hibrid kontrol algoritmasi

Hibrid kontrol, sistemin baslangic kosulundan kararsiz denge noktasindaki
kontroliinde kullanilan tiim kontrolorlerin birlestirilmis halidir. Enerji tabanli kontrol,
sistemin alt denge noktasindan kararsiz denge noktasina (iist denge noktasina)
salinmint  saglamak icin kullanilir. Sarka¢ salinim sonucunda geribeslemeli
lineerlestirme kontroloriiniin ¢alisma bolgesine girer. Bu bolgeye yaklasan sarkag
anahtarlanarak enerji tabanli kontrolden cikarilip, geribeslemeli lineerlestirme
kontroliine dahil edilir. Boylelikle hibrid kontrol algoritmasi saglanmis olunur.
Anahtarlama 6’nin bu bolge icine girmesiyle yapilir. Simiilasyon sonuglari
anahtarlamanin 6 =9 derecede yapilmasiyla elde edilmistir. Simiilasyonda
kullanilan tiim kontrol algoritmasimn MATLAB-Simulink blogu sekil 4.10°da,
sarkac ve tekerlegin konum hiz grafikleri sekil 4.11°de ve tork grafigi sekil 4.12°de

gosterilmektedir.

:ICI
> Enerji
konum_ve_hizl
e Eneri SRS
R (I
+—{ii_d Tork|—1 S
RWP_MAT_MODEL SWING-UP
= control
el
" ) te_d|*
e FLCB i,
feedback_tork1 e
Feedback Linearization
Control Block
1¢

Switch

Sekil 4.10: Enerji tabanli kontrolor ile tiim kontrol algoritmasi.
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Hibrid kontrol ile sarkag ve tekerlegin konum

Sekil 4.11

Uygulanan Tork
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Hibrid kontrol ile sisteme uygulanan tork grafigi.

Sekil 4.12

Sekil 4.11°de verilen konum, hiz grafiklerinde sarkacin salinim kontroliinden

geribeslemeli lineerlestirme kontroliine gegisinin Oncesinde ve sonrasinda sistemin

61



nasil davrandiglr hakkinda bilgi verir. Sarka¢ anahtarlamadan sonra konum ve hiz
olarak hemen sifira oturmaktadir. O andan itibaren sarkacin iist denge noktasi olan
0 = 0 da kontrolii basarili bir sekilde saglanmis olunur. Tekerlegin hizi, zamanla
sifira dogru azalma egilmi gosterir. Sekil 4.12°de verilen tork grafigi iki tiir
kontrolériin sonucunda olusur. 1k parga sarkacin salimmi esnasinda iiretilen torktur,
ikinci parca 0,1Nm’den fazla bir sigrama yaptiZi noktada ise geribeslemeli

lineerlestirme kontrolii uygulanmistir.

4.6 Anahtarlama ile Salimim Kontrolii

Anahtarlamali salimim kontrolii ile sarkacin baslangic anindan itibaren nominal
torkun belli kurallara gore anahtarlanmasi yapilarak, sarka¢c yakalama bolgesine
getirtilir. Anahtarlamali salinim kontrolii icin gereken kurallar su adimlar ile

verilebilir:

e Sarkacin durgun halden harekete gecebilmesi icin sisteme ilk tetiklenin verilmesi,
e  Salinim kriterlerinin belirlenmesi,

v’ a, son salinim agisimin belirlenmesi,

v' Tork aktariminin durdurulacagi B kritik agisinin belirlenmesi,
e Son salmma girmis olan sarkacin iist denge noktasina sifir hiz ile ulagsmasinin

saglanmasi,

Yukarida belirtilen adimlar tek tek detaylandirilarak, geribeslemeli lineerlestirme

metoduyla anahtarlanmasindan olagan hibrid sistem verilecektir.

4.6.1 Sarkacin tetiklenmesi

Durgun haldeki sarkaci tekillikten ¢ikartip harekete gecirebilmek i¢in bir tetiklemeye
ihtiya¢ vardir. Tetikleme cesitli sekillerde saglanabilir. Bunlar sarkacin belli bir ilk
konumdan serbest birakilmasi olabilecegi gibi sarkaca bir adim fonksiyonu
uygulanarak bir ilk konuma getirilmesi ile de gerceklenebilir. Sarkacin herhangi bir
yonde salinmasi isteniyorsa uygulanan adim fonksiyonu rastgele secilmelidir. Benzer
sekilde sarkacin ilk konumu ona gore ayarlanmalidir. Bu ¢alismada, sarka¢ 0,97 rad

1lk konumdan sifir hiz ile birakilacaktir.

Sarkacin salinima devam edebilmesi icin birakildigt konumdan tork uygulanarak

sisteme enerji verilir. Tork aktarimi sarka¢ kolunun ag¢isal hizina bagli olarak
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saglanir. Uygulanan tork sisteme enerji aktararak ivmelenmesine, yani hareket
etmesine sebep olur. Belli bir yerden sonra, sarka¢ verilen o enerji ile ¢cikabilecegi en
yiiksek yere ¢cikmis olur ve sarka¢ kolunun hizi sifirlanir. Sarka¢ kolunun hizinin sifir
oldugu anda anahtarlama yapilarak uygulanan torkun yonii degistirilir ve sarkacin
ters yonde ivmelenmesi saglanir. Bu salinim sekil 3.4’te gosterilmistir. Yapilan bu
anahtarlama ile sarka¢ salinir, ancak bu metotla sarkacin saliniminin kontrolii iyi bir
sekilde saglanamaz. Kontroldeki ama¢ sarkacin iist denge noktasinda dengede
kalmasini saglamaktir. Bu sebeple sarkag¢ kolu sifir noktasina kabul edilebilir bir hiz

veya sifir hizi ile gelmesi istenir.

Bu anahtarlama metoduyla sarkac sifir noktasina ulasabilir, ama sifir noktasina
yiiksek bir hizla girece8i icin geribeslemeli lineerlestirme metodu ile sarkaci
yakalamak miimkiin olmayabilir. Bu durumu 6nleyebilmek i¢in, 6ncelikle sarkacin
son salinima ne zaman girecegi ve uygulanan nominal torkun ne zaman sifirlanacagi
hesap edilmelidir. Hesaplarda sarkacin her zaman ideal ortamda oldugunu,
sirtiinmelerin ihmal edildigi, bir ortamda calistig1 varsayilmistir. Siirtinmelerin
olmadig ideal bir ortamda disaridan hicbir etki olmadig i¢in f tork kesim agisina
gelen sisteme etkiyen tork sifirlandiginda, sarka¢c kendi enerjisi ile yakalama

bolgesine sorunsuz bir sekilde girecektir.

Eger sisteme etkiyen siirtiinme, hava direnci gibi kuvvetler g6z Oniine alinirsa
sistemde gecikmeler yasanacaktir. Bu gecikmeler, sarkacin o anki konumu ve hiz1 ile
belirlenen § ve [)’ degerleri karsilagtirilarak belirlenir. Bu kiyaslamanin neticesinde,
sarkactan alinan o anki konum ve hiz degerleri ile sistemin iist denge noktasina
yaklasamayacagl veya burayr yiiksek bir hizla gececegi hesaplanmissa sisteme ya
enerjiyi arttiracak yonde ya da azaltacak yonde tork uygulanir. Uygulanan tork ile
sarkacin list denge noktasina sifir hiz ile ¢ikmasi PD kontrolor kullamilarak
saglanabilir. Tez kapsamimin disinda olan PD kontrolor devreye girdiginde

uygulanan torku kontrol edecektir.

Sarkac {ist denge noktasina diisik bir hizla yaklastiginda ise geribeslemeli
lineerlestirme metodu devreye girerek sarkacin denge kontrolii saglanir. Istenen
verilerin anlasilirligim kolaylastirmak adina sarkacin yapacagi son salinim agisinin
kritik degerine karsilik ag, torkun kesilecegi kritik konumu igin ise [ ifadeleri

kullanilmustir.

63



4.6.2 Salimim kriterlerinin belirlenmesi

Bir onceki bolimde belirtilen a; ve [ sarkacin salimim kriterlerini olusturur. Bu
bolimde, a; ve B degerlerinin neye gore belirlenecegi anlatilacaktir. Degerler

belirlenirken sistemin dinamik modelinden yararlanilacaktir.

4.6.2.1 «ag son salinim acisinin belirlenmesi

Dinamik modelden elde edilen esitlik (4.64) kullanilarak sistemin ag kritik acisi
belirlenecektir.
m 1

sinf —
A_]w A_]w

6 =

Tork ve siniis terimlerinin katsayilar1 esitligi sadelestirmek icin K; ve K, olarak

adlandirilabilir.
6 = K,sinf — K,t (4.69)

Ifadedeki K; ve K, katsayilar1 sistemin kiitlesini, tekerlegin eylemsizlik momenti gibi
bilgilerini icerir. Cizelge 3.1 kullanilarak bu katsayilar belirlenir.

K; = 56,684

K, = 63,29

Bir sistemin ivmesi konumun zamana gore tiirevidir.

. .do
=6— (4.70
=0 )

Esitlik (4.70)’in 6,’dan 6;’ye kadar integrali alindiginda,
.2 .2
K (cos(6;) — cos(60)) — Kz (6, — 6, )t =05(6," — 6,")  (@471)

genel formu elde edilir. Son salintmin kritik acis1 g’ nin belirlenmesi i¢in nominal
torkun uygulandigi anda 6, ve éf degerlerinin sifir oldugu yerler incelenir. Amac,

sarka¢ kolu hangi konumda iken uygulanan nominal tork sarkaci sifir noktasina sifir
hiz1 ile ulastigimi belirlemektir. Dikkate edilmesi gereken durum sarkacin son

salinima birka¢ anahtarlamadan sonra gelmis olmasidir. Bu da sarka¢ kolunun son
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salinima girecegi anda anahtarlandigr ve dolayisiyla hizinin sifir oldugu anlamini

tasir. Bu dogrultuda esitlik (4.71) ¢oziilebilir.

K;
1—cos(0y)— —10,=0 4.72)
Ky

Esitlik (4.72) MATLAB’da ¢ozdiiriilerek sekil 4.13°deki grafik elde edilir. Coziimde
sarkaca pozitif nominal tork degeri olan 0,19Nm tork uygulandig: kabul edilmistir.

Cizelge 4.2 ise grafik degerlerini tablo halinde gosterir.

i i i i
| | | |
| | | |
2.5 - - = - e [ Al T [ T
| | | |
| | | |
P L0 ___L______ 1 o [
| | |
i | | |
| | | |
1.5------- B e e Ittt el T j—— - -
| | | |
. | | | |
Bob N i Pt
g | | 1 1 1
g 05—~~~ + B N T 4o — = — - e
< ! ! X:4.718 X: 8.978 X: 9.438
: ! Y:-0.006321 Y:-0.001403 Y:-0.001035
ofF----—--+-——— -— - O e - - - —
X:-0.001593 X: 0.4284 ‘
¥:0.0003389 Y': -0.0004509 ‘
05k - ————— e - dm e = [F JER N N
1 1 1 1
| | | I
L e e Bttt [l el o Ml i Bl
| | | |
| | | |
1.5 I t t t
-4 2 [ 2 4
teta [rad]
Sekil 4.13: Esitlik (4.72) nin ¢6ziimii.
Cizelge 4.2: Esitlik (4.72) nin ¢6ztimleri.
teta teta teta teta teta
0 0.428 4718 8.978 9.438

Cizelge 4.1’deki degerlerden hangisinin ¢oziimii sagladigini sistemin dinamik
modelinin MATLAB-Simulink ¢6ziimiinden anlasilabilir. Cizelge 4.1°de verilen
degerler esitlik (4.72)’1 sifir yapan degerlerdir. Bunlardan anlamli olan1 4.718 radyan
yaklasik olarak 89,68 derecedir.

Dinamik modelin MATLAB-Simulink ¢6ziimii incelendiginde bu deger 88,74
dereceye yani 0,493m radyana tekabiil eder. Eger simiilasyonda baslangic degeri
olarak 0,493m radyandan biraz daha biiyiik bir deger (0.494 1) verilirse sarkac diger

salinima gegmektedir.
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Simiilasyondan elde edilen deger ile esitlik (4.72)’den elde edilen deger ufak bir
farklilik gosterir. Belirlenen a; bir alt limit oldugundan bu fark ¢cok onemli degildir.

Simiilasyon sonuclar1 daha saglikli bir sonu¢ verdigi i¢in a olarak se¢ilmistir.
as; = 0,493m = 88,74° = 4,734 rad (4.73)

olarak verilir. a;’in son salimimda belirleyici olmasinin sebebi sisteme nominal tork
bu ac¢idan sifir hiz ile uygulanirsa, sistem bu hiz ile dogrudan sifir noktasina sifir hizi
ile ulasmasidir. Eger tork bu ag¢isimin altinda bir yerde uygulanirsa sarkacin sifir
noktasima gelemeyecegi anlasilir, yani sistem heniiz son salinimda degildir. Sekil
4.14 nominal torkla siiriilen, baslangi¢c konumu a; olan sarkacin hiz ve konumunun
zamana gore grafigini gostermektedir. Sekil 4.14°deki grafik incelendiginde, sarkac
sifir konumuna eristiginde hiz1 yaklasik olarak 0,65 rad/s mertebelerinde makul bir
degerde olmaktadir. Belirlenen ag agis1 aslinda son salinimin belirlenmesinde

kullanilan bir alt limit oldugundan belirlenen a¢1 isteneni karsilamakta yeterlidir.

% 15
& 10
:
o 5
0
konum
10 T T T T T T
| | | | | |
| | | | | |
8r------- Fo— == o= T T T **”’;‘/
| | | | | |
E | | | | [
E 6------- Femm == o= 4 ———=—=—==—F - - - - - - - A== ===
| | | | | |
_g | | | | | |
4t —-——-—--—-=- b —— = - - 4+ - 4 - — = 4=
| | | | | |
‘g | | | | |
2 F oo Fo oo 4o 4o [ ——
| | | | | |
| | | | | |
0 L I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

zaman [s]
Sekil 4.14: Nominal torkla a;’ten birakilan sarkacin hiz ve konum grafigi.
4.6.2.2 p tork kesim acisimin belirlenmesi

Kontrolde amaglanan sarkacin {ist denge noktasina olabildigince yavas bir hizla veya
stfir hizla ulagsmasidir. Aksi takdirde denge noktasina yiiksek bir hizla gelecek olan

sarka¢ aninda durdurulamayacak ve kontrol bolgesine girmis olsa bile buradan hizla
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gecip gidecektir. Bunu dnleyebilmek icin sarkaca enerji saglayan eyleyicinin belli bir
yerden sonra giiciiniin kesilmesi gerekir. Eyleyicinin giicliniin kesilecegi noktadan
sonra, yani f kritik agisindan sonra sarka¢ var olan enerjisi ile kararsiz denge

noktasina c¢ikar ve hizi burada sifir olur.

Bu yaklagima gore sarkacin son hizi, konumu ve uygulanan tork belli, ancak ilk hiz1
ve konumu belli degildir. Uygulanan tork, sarkacin son hizi ve konumu sifirdir. 8

acisinin belirlenmesinde esitlik (4.71) ile verilen denklem kullanilir.

T=0,0 =0ve éf = 0 olmak tizere,
B2 = 2K, — 2K, cos(B) 4.74)

denklemi elde edilir. f’nin degerini bulabilmek i¢in esitlik (4.69)’un ve (4.74)’tin
MATLAB-Simulink ¢oziimlerindeki 6 — @ grafikleri karsilastirlr ve grafiklerin
kesistikleri nokta 8’nin degerini verir. Sekil 4.15’te 8 acisinin tahmininde kullanilan
MATLAB-Simulink blogu verilmistir.

teta-teta_d

-l
-
-l
-

teta_d

;

1
.1 ]

1
ik e H = E
m Switch fi
RWP

=

beta-beta_d

&

'—‘I beta_d I

beta

Yy

Y

$ia

0.001

Y e < A N o
beta_0O

Sekil 4.15: £ agisinin tahmininde kullanilan MATLAB-Simulink blogu.

Sekil 4.15 ile verilen blok yardimiyla dinamik modeline nominal tork uygulanan

sistemin esitlik (4.74) ile @ — @ grafikleri iist iiste bindirilerek kasilastirilir.
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Grafiklerin kesistikleri yer tork kesim agis1 f’y1 verecektir ¢iinkii nominal tork

uygulanan sistem £ acisini icermektedir.

Simiilasyonun baglangic kosullari, esitlik (4.69) i¢in sarka¢ kolu 0,9m radyanda ilk
hizsizdir. Esitlik (4.74) icin ise sarka¢ sifir noktasina yakin bir yerden tam tur
atabilmesi i¢cin 0,001 radyandan ilk hizsiz birakilmistir. Sekil 4.16°da esitlik (4.69)
ve esitlik (4.74)’iin st iiste bindirilmis 6 — 6 grafikleri gosterilmektedir. Sekilde
yesil ile gosterilen grafik esitlik (4.74)’den elde edilen verilerin birde eksi ile

carpilmasi ile elde edilmistir.

teta-tetaD
beta-betaD |-
beta-betaD

teta ve beta [rad]

15 20

teta-d ve beta-d [rad/s]

Sekil 4.16: Esitlik (4.69) ve esitlik (4.74)’tin cakistirilmis 6 — 6 grafikleri.

Sekil 4.16 ile verilen grafigin kesistikleri noktayr daha net bir sekilde belirleyebilmek
icin kesistikleri bolge biiyiitiilebilir. Sekil 4.17 kesisim bolgesinin biiyiitiilmiis halini

gostermektedir.

Sekil 4.17 incelendiginde grafiklerinin kesistikleri nokta en dogru sekilde
gosterilebilmektedir. Sekil 4.17°deki grafikten edinilen bilgilere gore tork kesim agis1

B ve hiz1 B degerleri esitlik (4.75) ile verilmistir.
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B = 2,308 rad
4.75)

B=-13,76rad/s

teta-tetaD
beta-betaD

teta ve beta [rad]

teta-d ve beta-d [rad/s]

Sekil 4.17: Yakinlastirilmis 6 — 6 grafiklerinin kesisim bolgesi.

Bu degerlerin dogrulugunun ispati icin esitlik (4.69) ile verilen modelin
simiilasyonunda tork sifir yapilirak hiz ve konum ile iligkili olan baglangi¢c kosullar1
icin B ve 8 degerleri degerler verildiginde sarkacn iist denge noktasina ¢iktiginda
hizinin sifir olmasi beklenir. Ispat icin hazirlanan MATLAB-Simulink blogu sekil

4.18’de verilmistir.

hiz_konum

Sekil 4.18: 8 a¢1 se¢iminin ispat Simulink blogu.
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Simiilasyon 3s icin yapilmis ve baslangic kosullar1 olarak = 2,308 radyan,

B = —13,76 rad /s alinmustir. Sekil 4.19°da sarkacin 6 — 6 grafigi ve sekil 4.20°de

ise sarkacin hiz ve konum grafigi verilmistir.

hiz [rad/s]

konum [rad]

B [rad]

B — B grafigi
T

A
I

i \ g /
L ~ \\//

L L | | Il
0 3 0 5 10

8 [rad/s]

Sekil 4.19: B ac1 seciminin ispati icin 8 —

sarkac hiz

grafigi.

sarkac konum

8 T T T T T
| | | | |
| | | | |
| | | | |
6,,,,,,,,,,:,,,,,,,,,,L,,,,,,,,,i,, _———— _ - - —-—=—— _ ___________
|
|
|
L et ettt Ht ittty Sl e Bl Nt
| | |
| | |
| | |
2R~~~ ~————-— Fo == e e i e ity Bl
| | |
| | |
| |
0 " L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
zaman [s]

Sekil 4.20: £ ag1 se¢iminin ispati i¢in konum ve hiz grafikleri.

Sekil 4.20 incelendiginde sarka¢ konumu 8 = 0 ve 8 = 2m oldugu durumda sarkacin

hiz1 sifir olmaktadir. Sifira geldikten sonra asagiya diistiigiinde ise tekrar beklendigi

gibi 2t konumuna geri doner ve hizi sifir olur.
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4.6.3 Anahtarlamal salimim kontrolii ile hibrid kontrol algoritmasi

Bu boliimde anlatilacak olan hibrid kontrol algoritmasi, salinim kontrolii ve denge
kontroliinii igerecektir. Salinim kontrolii @ ve f agilar1 dikkate alinarak nominal
torkun bu kosullar altinda anahtarlanip  degerine ulastiginda ise torku sifirlamaya
dayanir. a@g sarkacin son salimimda oldugunu ve [ ise torkun hangi anda
stfirlanacagim bildirir. Bu kosullara gore anahtarlanan tork sistemi kararsiz denge
noktasina (yakalama bolgesine) yaklastirmaya yetecektir. Bu adimdan sonra, sarkag
yakalama bolgesine girdiginde diger bir anahtarlama ile geribeslemeli lineerlestirme
metodu devreye sokulur. Devreye giren metot ile de sarkacin kararsiz denge
noktasinda kontrolii saglanir. Sekil 4.21°de hibrid algoritmanin MATLAB-Simulink
blogu gosterilmektedir.

hiz_konum

Anahtarlamali
Salinim Kontrolu

NER
g
1

fi

Cpe m’J
4
yakslamsa
bolgesi

Feedback Linearization
Control Block

Sekil 4.21: Bozucu girissiz anahtarlamali salimim kontrolii ile hibrid kontrol.

Sekil 4.21°de verilen Simulink blogunun simiilasyonu tamamen ideal bir ortam
g6zoniinde bulundurularak yapilmistir. Siirtiinmeler ihmal edildigi gibi disaridan
sisteme etkiyen fazladan bir kuvvet olmadig1 varsayilmistir. Simiilasyon sonuglarida
bu ortama gore saglanmistir. Sekil 4.22°de sarkacin konum ve hizlarinin zamana goére

grafikleri, sekil 4.23’de de sisteme etkiyen tork gosterilmektedir.

Sekil 4.22 ve 4.23 incelendiginde, ilk sekilden sarkacin 2,5s’de iist denge noktasina
hicbir asim yapmadan oturdugu goriiliir. Hem sarkacin konumu hemde sarkacin hizi

hibrid kontrol ile 2,5s’de sifira oturtulmustur.
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10
Bozucu girigsiz tork zaman grafikleri.

Sekil 4.23
Diger sekilde ise, sarkaca etkiyen tiim tork grafiginde sisteme 6nce nominal torklar

uygulaniyor ve sarka¢ hem ag hemde £ kriterini sagladigindan dolayr yarim saniye



kadar sisteme tork uygulanmiyor. Sisteme tork uygulanmadigi icin var olan enerji ile
sarkag, iist denge noktasina yaklasir ve buradan da geribeslemeli lineerlestirme

metodu ile denge kontrolii saglanir.

Bozucu giris olmadan yapilan incelemede anahtarlamali salinimla yapilan hibrid
kontroliin basarili bir sekilde calistigi gosterilmistir. Benzer simiilasyon sisteme
bozucu bir girisin etkidigi varsayimi ile yapilabilir. Bozucu giris ile yapilacak
simiilasyonda bozucu girigin siirtiinmesiz bir sarkaca kararsiz denge noktasinda
kontrolii saglandiktan sonra etkidigi varsayilmistir. Sarkac iist denge noktasina
getirilip kontrol edilmeye baslandigi anda sisteme 8sn araliklarla 0,07 Nm tork
uygulanmistir. Sekil 4.24’de bozucu giris ile yapilan simiilasyonun Simulink blogu

gosterilmektedir.

Yy

=

hiz_konum

Anahtarlamali
Salinim Kontrolu

w =

fi

i ]
FYVY
)

F 3

vy

Feedback Linearization
Control Block

o
-
o
=%

Bozucu Tork

Sekil 4.24: Bozucu girigli anahtarlamali salinim kontrolii ile hibrid kontrol.

Simiilasyondan konum ve hiz bilgileri sekil 4.25’de ve tork bilgileride sekil 4.26’da
verilmigstir. Sekil 4.25°de verilen konum ve hiz bilgilerinden sarkacin 0,07 Nm tork
altinda kabul edilebilir oranlarda degistigi goriiliir. Sarkag hiz1 icin yaklasik 0,4 rad/
s iken konum igin bu 0,13 rad olmaktadir. Eger sisteme etkiyen tork grafigi
incelenirse (sekil 4.26) bozucu girisin geldigi anda tiim sistem tork grafiginde ani

yiikselmeler goziikmektedir.
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sarkac hiz
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Sekil 4.25: Bozucu girisli konum ve hizin zamana gore grafikleri.
sisteme etkiyen tum tork
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Sekil 4.26: Bozucu girisli tork zaman grafikleri.

Goriilen yiikselmeler bozucu girise ters yonde olacak bicimde belirmektedirler ve
0,19Nm mertebesine gelmektedir. 0,19Nm de sistemi siiren motor tarafindan

saglanabilen bir degerdir. Grafiklerden elde edilen bilgilere gore, eger sisteme

74



kararsiz denge noktasinda kontrol edilmeye basladiginda 0,07 Nm biiyiikliigiinde bir
bozucu girise maruz kalirsa, geribeslemeli lineerlestirme metodu ile bu bozucu

girisin etkisi telafi edilebilir.

4.7 Hibrid Kontrolorlerin Karsilastirilmasi

Enerji tabanli yapilan kontrol de sarka¢ yaklagik olarak 115 s boyunca salindiktan
sonra istenen yakalama bolgesine erisir. Yakalama bolgesine giren sarkag
geribeslemeli lineerlestirme metodu ile kararsiz denge noktasinda kararli hale

getirilerek kontrolii saglanir, ancak bu islem istenenden uzun stirmektedir.

Anahtarlamal1 salinim kontrolii ile yapilan hibrid kontrolde sarkacin yaklasik olarak
2 s’de yakalama bolgesine ulasir. 2,5 s’de ise sarkac kararsiz denge noktasinda

kontrol edilir. Bu yontem ile sarkag kisa bir siirede kontrol edilebilemektedir.

Iki yontem arasindaki en 6nemli fark sarkaclarin istenen kontrol bolgesine erigsmesi
icin gegen siiredir. Enerji tabanl sistemde sarkac yaklagik olarak 115 s’de yakalama
bolgesine yaklasirken, anahtarlamali salinim ile 2 s’de bu bolgeye yaklasir. Bu
sonuca gore, salimm kontrolii icin kullanmlan ikinci ydntemin sarkacin kontrol

edilmesinde ¢ok daha hizli olacag: sdylenebilir.
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S. GELECEKTE YAPILACAKLAR

Bu bolim daha Onceki boliimlerde tek sarka¢ sistemi i¢in yapilan caligmanin
birbirine elastik bir yiikle bagh iki sarkaca genisletilerek, bu sistemin imalati,
matematik modelinin EL. modelinden farkli olarak Newton-Euler (NE) formiilasyonu

ile saglanmas1 ve sonuclarin simiilasyonunu igermektedir.

5.1 Birlikte Calisan Cift Sarkac Sisteminin imalati

Boliim 2’de anlatilan tek sarkac sistemini i¢cin verilen imalat kisminda deney
diizenegi tasarlanirken birlikte calisan sarkac sistemi de dikkate alinmistir. Bu
kisimda yapilan tek sey, tek sarkac sistemini kendisiyle 6zdes olan diger bir tek
sarka¢ sistemine elastik bir yiik ile baglamaktir. Elastik yiik olarak herhangi bir
elastik malzeme secilebilecegi i¢in buradaki 6rnekte yay kullamilmigtir. Sarkaglar
birebir ayn1 oldugu icin sarka¢ parcalar1 boliim 5.1°de tekrar anlatilmamistir. Sekil
5.1a’da birlikte caligsan cift sarkac¢ sisteminin CATIA cizimi ve sekil 5.1b’de ise

birlikte ¢alisan cift sarkag sisteminin deney diizenegi gosterilmistir.

Sekil 5.1a: Birlikte ¢alisan ¢ift sarkag sisteminin CATIA ¢izimi.
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Sekil 5.1b: Birlikte ¢alisan ¢ift sarkag sistemi deney diizenegi.
5.2 Birlikte Calisan Cift Sarkac¢ Sisteminin Dinamik Modeli

Cift sarka¢ sisteminin matematik modeli ¢ikartihirken EL modelinden farkli bir yol
olan, ancak ayni sonucu veren NE yaklasimi kullanilacaktir. Bu metot enerji tabanl
olmayip, tamamen Newton yasalarina dayanmaktadir. NE yonteminde modelin her
rijit cismi (link) cizgisel ve agisal hizlar1 bulunurak kinematik model ortaya ¢ikarilir,
sonra da bu veriler kullanilarak sistemin tork ve kuvveti tanimlanarak matematik
model elde edilir [21]. Sekil 5.2’de birlikte calisan c¢ift sarka¢ sisteminin modeli,

sekil 5.3 ise birlikte ¢alisan cift sarkag¢ sisteminin manipiilatér modeli verilmektedir.

Q: P4

Yay, k
ANV

Sekil 5.2: Birlikte ¢alisan ¢ift sarkac sisteminin modeli.
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Sekil 5.3: Birlikte calisan ¢ift sarkac sisteminin manipiilatér modeli.

Sekil 5.3’deki r; ve r, sarkaclarin yarigaplarina tekabiil etmetedir.

5.2.1 Birlikte calisan cift sarkac sisteminin kinematik modeli

Kinematik modelin hesaplanmasinda matris gosterilerinden yararlanilarak sonuca
ulagilacaktir. Kinematik modellemede her noktanin (a,, a,, t;,t,) ¢izgisel ve agisal

hiz bilgileri bulunacaktir.

5.2.1.1 Birinci manipiilatoriin kinematik modeli

Sekil 5.2.2°’deki a; noktasi tek basina diisiiniildiigiinde sabit bir platforma denk
diismektedir, ancak ilk sarka¢c a; noktas: etrafinda §; hizz DC motorun etkisiyle
donmektedir. Bu 6rnek i¢in donme ekseni z eksenidir, sayfa diizleminden digariya

dogrudur. a; noktasinin hiz denklemleri su sekilde verilebilir,

B, = 07
5.1)
5, =0
Bulunan hiz ifadelerini matris formunda yazimi asagidaki gibidir [23].
= Wa,
Var = | (5.2)
Vg,

I_/; , matrisi 6x1’lik bir matristir ve iginde 3x1’lik agilsal ve ¢izgisel iz vektorlerini
bulundurur. Denklemlere bakildiginda agisal hizin siirekli z ekseninde ve ¢izgizel

hizin da siirekli x-y ekseninde kaldig1 goriilecektir. Bundan dolayr bundan sonraki

boliimlerde V matrisi, diger terimler her zaman sifir olacagindan dolay1, 3x1’lik bir
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matris seklinde olacaktir. Ik terimi donmeyi, son iki terimi ise Otelemeyi

gosterecektir. Esitlik (5.2)’ye degerleri yazildiginda,

U
[
o
D
S

5.3)

ve hiz denkleminin zamana gore tiirevi alindiginda ivme esitlikleri belirlenir.

i 1 0
L= o] 6, — H (5.4)
0 g

Esitlik (5.4)’e eklenen ivme terimi ile yercekimin etkisini sisteme dahil etmek

=l

amaclanmistir, ¢iinkii kuvvetler belirlenirken cisimlerin agirhklar1 da dikkate
almmalidir. Eklenen ivme terimi ile cisimlerin agirliklar1 da dikkate alinmis olunur.
Yercekimi ivmesi asaglr yonlii oldugundan kabuliimiize gore negatif isaret almasi
gerekir. Boylelikle esitlik (5.3) ve (5.4) ile a; noktasinin kinematik denklemleri

belirlenmis olunur.

Bu noktadan hareketle t; noktasindaki hiz ve ivme esitlikleri yazilabilir. Bilindigi
gibi rijit bir cisimde agisal hiz cismin her noktasinda aynidir, ancak ¢izgisel hiz
degismektedir. ¢; noktasi ile a; noktas1 ayni rijit cisim iistiinde dondiiklerinden, ¢;’in

hiz ve ivme esitlikleri a; noktasindan yararlanilarak bulunur.

Dikkat edilmesi gereken yer t; noktasinin hem birinci rijit cisimde hem de ikinci rijit
cisimde oldugudur. Burada t; noktasini iki ayr1 nokta olarak degerlendirip ¢oziime
gitmek daha dogru bir yaklasim olacaktir. Oncelikle, a, ile ayni rijit cisim iistiinde

olan t,"’niin hiz1 bulunup oradan t,’in hiz1 yazilmalidir.

t;" hem bagh oldugu platformun ¢izgisel hizina hem de rijit cismin donmesinden

dolayi olusan bir ¢izgisel hiza sahiptir. A¢isal hizlar rijit cisim oldugundan aynidir.

—

_——)
wt'_wal

1
(5.5)

- - — '

Uyt = Vg, + @y Xl

t; noktast hem t; " niin hizina hem de motorun ona aktardigi hiza sahiptir ve t;, t;’

ile aym eksen de beraber hareket ettigi i¢in platform olarak t;" dikkate alinabilir.
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Buna gore t;’in hiz denklemleri,

(5.6)

z eksenleri her zaman ayn1 dogrultuyu gosterecegi icin indis eklenmemistir.

IZ vektorii sarkac kollar1 dondiikge ag1 degiseceginden bilesenleri buna bagh

olarak degisecektir. Eger esitlik (5.7) ve (5.8) ile tanimlanan X; ve Yy,

vektorleri, sarkcin 8, kadar donmesi ile 71 vektorii belirlenir.

X, = cos(0) X + sin (8)y 5.7
y, = —sin(8) X + cos(8)y (5.8)
ve fl vektori,
[, = 1y, = —lsin(0)% + lcos(0)y (5.9)
Esitlik (5.9) kisaca,
L =1L, %+1,y (5.10)

olacak sekilde tanimlanabilir. Benzer sekilde sarkac kolunun kiitle merkezini

tanimlayan Zc1 vektorii de yazilabilir.

-

lCl = lClJ—;l = _lclsin(G)fl + lclcos(G)_)—;l (5.11)

lcl = lcxlfl + lcylyl (5-12)

Bu tanimlar dogrultusunda kinematik denklemin son hali verilebilir.

1 1
Ve, = [~ | 61+ |0 1 (5.13)
lx1 0

Esitlik (5.13)’in zamana gore tiirevi ivmeyi verir ve yergcekimi ivmesi de

eklenirse esitlik (5.14) bulunur.
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i
—1019 (5.14)
8

Su ana kadar esitlik (5.3), (5.4), (5.13) ve (5.14) ile birinci manipiilatoriin
kinematik modeli ¢ikartilmistir. Benzer yontem ile ikinci manipiilatoriinde

kinematik modeli c¢ikartilabilir.

5.2.1.2 ikinci manipiilatoriin kinematik modeli

Ikinci manipiilator, birinci ile ayn1 adimlan izleyecegi icin detaylar tekrar
verilmemistir. ikinci manipiilator icin verilecek olan kinematik denklemlerde
sadece indisler farkli olacaktir. Benzer sekilde, sarka¢ kollunun uzunlugunun
belirtilmesinde kullanilan vektérde de sadece indisler farkli olacaktir. Buna

gore a, noktasinin hiz ve ivme denklemleri,

1
V., = 0|6, (5.15)
R 1 0
V,, = |0]d,—|olg (5.16)
0 1
t, noktasinin hiz ve ivime denklemleri,
1 1
Ve, = 1. | 62+ [0] @2 (5.17)
lxz 0
S e T O A I
17;2 =1-1, 16, +lolgp, +1-1,, 102 — I[ojlg (5.18)
[ lxz J lOJ [_lsz 1

olarak bulunur. Benzer sekilde fz ve fcz de acilimlari fl ve Tcl ile ayni

olacak sekilde yazilabilir.

lz = lxzf + lyzi

82



7 —

lcz = lcxle + lcyzj—;l

5.2.2 Birlikte cahsan cift sarkac sisteminin dinamik modeli

NE denklemi var olan bir sistemin dinamigini incelemeye yarayan bir
yontemdir. NE yonteminin sonucunda EL ile birebir ayn1 sonuglar elde edilir.
NE’in tek sarka¢ modelinde anlatilan EL’den farki, sistemi kuvvet ve tork
dengelenmeleri ile inceleyip sonuca olusmasidir. Manipiilatdor modellemesine
rahatlikla uygulanabilen bu yontemde birbirine bagh rijit cisimler vardir ve
bunlar birlikte hareket ettikleri i¢in birbirlerine tork ve kuvvet aktarirlar.
Newton yasalar1 uygulanirken bu kuvvetler ve torklar dikkate alinir. Sistemin
Oteleme hareketine Newton denklemi, donme hareketine de Euler denklemi

denir. ikisinin birlesmesiyle de NE dinamik modeli ortaya ¢ikar [21, 22].

n tane serbestlik derecesine sahip bir manipiilatoriin k. rijit cismine etkiyen

kuvvet ve torkun genel ifadesi esitlik (5.19)’da gosterilmistir. Kuvvet

vektorlerinin gosteriminde ¢ift oklu gosterim sekli kullanilmistir. ﬁk vektoril
her biri 3x1’lik olan tork ve kuvvet vektorlerinden olusmus 6x1’lik bir vektordiir,

ancak kolaylik olmasi acisindan siirekli sifir olan terimler hi¢ yazilmayarak vektor

3 T
e [g]
fi

3x1’°lik olarak gosterilmistir.

3 | Z)k k+1X fk+1 zk mkzk'CX (,()_'-)k
Fk = ' +
0 [ fre+1 —Mye Ly cX myl Uy
o (5.19)
(,()kxzk(,()k N
+ | +R
my a)kx(a)kxlk_c)

Ifadedeki fk' x+1 ile verilen k. eklemin k + 1. ekleme olan uzakligi, fk,c k. eklemin k.

rijit cismin kiitle merkezine olan uzakligi, m; k. rijit cismin kiitlesi ve T ise

eylemsizlik tensorii olarak verilir. 13'L manipiilatore disaridan etkiyen kuvvetleri
belirtir ve acik ifadesi esitlik (5.20)’de verilmistir. F; terimi sisteme disaridan

etkiyen bir kuvvet olarak diisiiniilebilir.
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F, = [l lk.LX] f] (5.20)
0 I I

l%k' 1, vektori k. eklemden F;’nin etkidigi noktaya olan uzakligidir. Buradan hareketle

esitlik (5.19)’u daha sade bir formda yazmak miimkiindiir.
Fi = ¢pr1xFir1 + MV + Ce + F (5.21)

¢,7;+1,k propogasyon matrisinin transpozesi, Fy,; k + 1. rijit cisimden etkiyen

kuvvet ve tork vektorii, M}, rijit cismin kiitle matrisi, Vk rijit cismin ivmesi, Cj

merkezkag¢ ve Coriolis kuvvet matrisidir.

Birlikte ¢alisan ¢ift sarkag¢ sistemini sekil 5.3’te verildigi gibi ortak elastik bir
yiikle bir birine baglanmis iki manipiilator olarak varsayilabilir. Aralarindaki
elastik yiik (yay) her iki manipiilatore de kuvvet uygulayacaktir. Yayin

uyguladigi kuvvet elastikiyet sinirlar icinde olmak kosulu ile
F =kx (5.22)

seklinde verilir. x degisimini belirlemek i¢in manipiilatériin tim uzuvlarina
birer uzunluk vektorii atanarak yaydaki degisim miktar1 belirlenir. Sekil 5.4

birlikte calisan cift sarka¢ sisteminin vektor temsilini gdstermektedir. Yay

vektorii besinci uzuv oldugu icin l; vektorii ile temsil edilmistir.

I

I L

Sekil 5.4: Birlikte ¢alisan cift sarkac sisteminin vektor temsili.

TS vektoriindeki degisimin belirlenmesinde vektorlerin toplanmasi kuralindan

yararlanilabilir.

Ay =1, -1 (5.23)
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ve Alz = x olarak verilebilir.
Aly = (L, — L, )X+, = L)y
Matris formunda yazilinca
R
Al = [ 2 xl] (5.24)
lyz - ly1

elde edilir. Kuvvet ve tork hesabi yapilirken kinematikte yapilamin aksine {ist
noktadan baglayip alt noktaya dogru gidilir. Cift sarkac sistemi tekrar iki ayr1

manipiilator gibi alinip, dinamik model elde edilebilir.

5.2.2.1 Birinci manipiilatoriin dinamik modeli

Sekil 5.5’te ¢ift sarka¢ sisteminin birbirine baglh iki ayr1 6zdes manipiilatérden
birincisi gosterilmektedir. Model de kuvvet ve tork hesabina t; noktasindan baslanir

ve a, nokasina dogru devam edilir.

F, = elastik ytik

al\ei

Sekil 5.5: Birlikte calisan cift sarkac sisteminin birinci manipiilatorii.

Kuvvet ve tork dagilimi esitlik (5.19)’dan yararlanilarak belirlenir. ¢; noktasi tek
basina incelendiginde t; noktasi birinci manipiilatoriin ;. uzvu olup ve buna bagl
olan baska bir uzuv bulunmadigr (b noktasina bagli bir uzuv yok) icin baska bir
uzuvdan etkiyen kuvvet veya tork yoktur, ama elastik yiikten dolayr bir kuvvet
olusmaktadir. Bu kuvvet t; noktasinin donme eksenine dik dogrultuda bir kuvvet
uyguladigr icin bir tork olusturmaz. l%k' L= 0°dir clinkii t; ile F;’nin etkidigi nokta

aynm yerdedir ve F; yay kuvveti esitlik (5.20) yardimiyla bulunabilir. Ayrica tekerlek
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simetrik oldugu icin kiitle merkezi tekerlegin tam orta noktasinda olur ve ft L= 0

sonucuna ulastirir.

STHL

> - - - > — -
Tg+1 = O’ fk+1 = O’ lk_L = O’ ltl,c = O’

et
o | vaefL_ 5

Buradan da F ;. nin degeri yay kuvveti pozitif yonlii oldugundan,

F, = (5.25)

3 _ [k(lxz - lxl)
k(lyz - lyl)

ile verilir.

Diger yandan t; noktasindaki eylemsizlik tensorii T, = J,, olarak verilir ¢iinkii bu
nokta sarkacin tekerlegini temsil eder. Kiitlesi ise m, =m,, olarak verilir.
Wy, Xy, W terimi ise T, eylemsizlik tensorii @, 'in dogrultusunu degistirmeyip
sadece bilyiikliigiinii degistirdigi icin sifir olur. m,, @, x(&, 1Xft _c) terimi I, = 0
oldugundan sifir olur. Tiim bu veriler esitlik (5.19)’da yerine yazilinca ¢, noktas1 i¢in

kuvvet ve tork hesaplanir.

? N
5 t1 pX Tha1 T, me, le, X| | We,
Ff1 = .
[ I Y
fk+1 Mg by X me, Uty
a)tlxitla)t1 .
+ +F

— — Z’
my, wt1x(wf1x f1.C)

-
>

@
ty
Ft1 =

+F (5.26)

T, o]

0 mgl

kX
Utl

Esitlik (5.26)’da esitlik (5.14) ve (5.25) uygun yerlere yazildiginda

. ztl ztl O O
o =|-meby |6 +| 0 |, =] 0 |g+ |kl —L)|  527)
77"’-“1[951 0 me, k(lh - lY1)

t, noktasina etkiyen tork ve kuvvet denklemleri bulunmus olunur. Dikkat edilmesi

gereken nokta ise ¢; noktasina DC motorun takilt oldugundan ¢; noktasina DC motor

86



tarafindan bir tork uygulanir, ama herhangi bir kuvvet uygulanmaz. Bu aciklama

dogrultusunda ﬁ't , ayni zamanda,

>
2 1

> m
F,=|0 (5.28)
0

1

olarak da verilebilir. t; noktasina etkiyen kuvvet ve tork dagilimi bulunduguna gore

a, noktasina etkiyen kuvvet ve tork dagilimi hesaplanabilir.

a, noktasina disaridan bir kuvvet etki etmemektedir ve dolayisiyla IgL terimi sifirdir,
ancak t; noktasina uygulanan IgL terimi a, noktasina aktarilacaktir. t; noktasinda
kullanilan esitlik (5.19) a; noktasi icin de kullanilabilir. fk,k+1 uzunluk vektori aq
noktasi ile t; arasi uzaklik oldugu icin fk_k+1 = fl olur. fk,c ise a; noktasinin sarkac

kolunun kiitle merkezine olan uzakligim temsil ettigi i¢in de fk,c = fcl’dir. Eger a4

noktasi icin genel kuvvet ve tork ifadesi yazilamak istenirse,

5 I x| 5 Ta, malfclx &'3%
a; = Ftl _) kX
0 I ma1 c1X Va,
(5.29)
X%ala)a1
+
mala)alx(a)alxlcl)

ifadesi elde edilir. ifadedeki ¥, , eylemsizlik tensoriiniin iginde hem sarkag kolunun

hem de DC motorun eylemsizligi vardir ve hesaplanirken paralel eksen teoreminden
yararlanilmistir. Bu boliimde motorun eylemsizligi sarka¢ kolunun icine dahil
edilmigtir. Tek sarka¢c modelinde motor sarka¢c kolundan ayr1 olarak

degerlendirilmisti.
za1 = ]s + ma1 lgl

ve yazilan m, Kkiitlesi ise birinci manipiilatdrdeki sarkag kolunun ve DC motorun

kiitlesidir.

Mmgy, = Mg, + My,
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fclx =1 carpik simetrik matris oldugu unutulmamalidir. Ayrica esitlik (5.29)’da
verilen @, XT 4 We, ifadesi T, ’in &g, 'in dogrultusunu degistirmedigi i¢in yine
stfirdir, ancak malﬁalx([ﬁalecl) terimi sifirdan farkli olacaktir. Tiim bunlara

dayanilarak a, noktasina etkiyen kuvvet ve tork ifadesi,

5 T1 ztl O
Ey, =|F |6, +]| 0 | ¢+ |~Melx, | 67
HZ O _mtl lYl
(5.30)
(mf1 lx1 + Mg, lcx1) Kz
my, +mg, ) P,

Esitlik (5.30)’da verilen kisaltmalar;
Ty =Tg, + T, + my 1
Fp=-mgl, +mgl

Y1

H1 = mtllxl - ma1 lel

K, =k (lx1 (lyZ - lY1) - lY1 (lxz - lx1))
Ly = k(L — L) — Mg w2 Ly,
Pl = k(lyz - lY1) - malwﬁzll lCYl

seklindedir. Esitlik (5.30) ile a; noktasindaki kuvvet ve tork ifadeleri elde edilir.
Esitligin ilk terimi torku diger iki terim ise sirasiyla x ve y eksenlerindeki kuvvetleri
gosterir. a; noktasi sarkac sisteminin sabitlendigi noktayr gosterir ve sarkac¢ kolu a4
noktast etrafinda rulmanlar sayesinde serbestce donebilmektedir. Bu yiizden masaya

bir tork aktarimi olmayacagindan 7, , = 0’dr.

Birinci manipiilatoriin dinamik modelini veren esitlik (5.27) ve (5.30)’nin tork

terimleri alinarak donme hareketi incelenebilir. Eger istenirse kuvvet terimleri de

benzer sekilde alinarak analiz edilebilir. 7, = 7,,,, ve Tq, = 0 oldugudan,

Ty, = (T, + T, + M, B)01 + T, 1 — (me, L, + Mg Lo, )g

+k (lxl (IYZ - lYl) - lY1(lxz - lx1))

88



Ty, = ztléi1 + T, 91

ve unutulmamalidirki sarkaclar 6zdes oldugundan indisler farkli olsa dahi kiitle,
uzunluk ve eylemsizlikler bir sarka¢ i¢cin belirlendiginde digeri i¢inde bulunur.
Ormegin I, =1, =1 ve m, , = my, =m; dir. Buna dayanarak su tamm yapilabilir:

my; = my,l + myl., bu tanimla beraber sirasiyla a; ve t; noktasinin tork ifadesi,

Ay = s+ Jw +mylf + mallgl olmak iizere,

Ay + iy — iy gsin(8:) + k (L, (L, = 1) = by, (L, — 1)) = 0
(5.31)

Tml = ]wél +]w¢1

Esitlik (5.31) ile verilir. Esitlik incelendiginde eger yay kuvvetinin etkisi olmasayd1
bu sonucun esitlik (3.21) ve (3.23)’{in birebir aynist ¢cikmistir. Esitlik (3.21)’deki A
terimi ile a; noktasma etkiyen torkun #,’in katsayis1 4, paralellik gostermektedir.
Buradaki fark eylemsizlik momentlerinin se¢iminden kaynaklanmistir. Esitlik (3.21)
hesaplanirken motor sarka¢ koluna dahil edilmistir. Esitlik (5.31)’de ise motor sarkag
koluna dahil edilmis olup ikisinin kiitle merkezi dikkate alindig: i¢in [, teriminde de

farklilik olmustur.

5.2.2.2 ikinci manipiilatoriin dinamik modeli

Ikinci manipiilatoriin birinci manipiilatérden tek farkli etkiyen elastik yiik kuvvetinin
negatif isaretli olmas1 ve indislerin ikinci manipiilatdre uygun olmasidir. Bu sebeple

ara islemler tekrarlanmayip sadece sonuglar verilecektir.

t, noktasina etkiyen kuvvet ve tork ifadesi,

. ztz zt’z 0 0
F, =|-myb,|6,+| 0 |go—| 0 [g+]|~*(e—1)|  (532)
me, lxz 0 me, _k(ln - lY1)

Yaydan kaynaklanan kuvvette sadece kuvvetin yonii degisir, bu yiizden de kuvvet
icinde yer alan indisler degistirilmez. Esitlik (5.32)’deki eylemsizlik tensorii

T, =Jw vemy, = m,, dir.
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a, noktasina etkiyen kuvvet ve tork ifadesi,

R TZ ztz 0
ﬁaz = F2 éz +10 (;0'2 + _mtzlxz 922
H, 0 _mleyZ
(5.33)
(mfz lxz + Mg, lcxz) ke
mg, + mg, P,

Esitlik (5.33)’te verilen kisaltmalar,
T, =%, + T, + my, 13
Fy=—-mgl, +mgl

CY2

HZ = mtzle - maz leZ

Ky = —k (L, (1y, = by,) = Ly (b, — L))
Ly = —k(ly, — Ly,) — Mg, w2 Loy,
P, = —k(l,, — 1,,) — Mg, w2, 1y,
Ta, =Js + Mg, G,
ve yazilan mg, Kkiitlesi ise birinci manipiilatdrdeki sarkag kolunun ve DC motorun

kutlesidir.

Mg, = Mg, + My, Ve My =My, L+ mgl,

2
AZ = ]s +]w + mwl% + mazlgz
veriler yerine yazilip diizenlendiginde,

AyB5 + [y — 2g5in(8;) — ke (L (L, = 1y,) = by, (L, — 1)) = 0
(5.34)

Tmz = ]wéz +]w¢2

elde edilir. Tekerlege baglanan DC motorlar da 6zdes oldugu i¢in T, = Tpp, = T

yaklasimi yapilabilir.

90



5.3 Birlikte Cahsan Cift Sarkac¢ Sisteminin Simiilasyonu

Matematiksel modelin simiilasyonunda kullanilan veriler ¢izelge 5.1°de verildigi
gibidir.

Cizelge 5.1: Dinamik modelin simiilasyonunda kullanilan veriler.

m, = 0,44kg | ], = 0,001kgm? I, =0176m |m; = 0,086

m, = 0,139kg | J, = 7,909.10 *kgm? | I., = 0,139m | A; = 0,0146

k =150 g =9,81m/s?

Cizelge 5.1 kullanilarak yapilan simiilasyonun MATLAB-Simulink blogu sekil
5.6’da gosterildigi gibidir. Simiilasyonda dikkat edilmesi gereken sarkaclardan birine
sifir tork uygulandigidir. Dinamik model ideal yaklasimla hesaplandigi icin
stirtiinmeler ihmal edilmistir. Gergek sistemde her ne kadar sarkaclar ve motorlar
0zdes olsada siirtinmelerden dolayr aralarinda hiz farki olacaktir. Bunu
saglayabilmek icin birlikte calisan tekerlekli sarka¢ sistemindeki tek sarkaca tork

uygulanmamig tamamen tek motorun etkisiyle salinimi gerceklestirlmistir.

-0.1
ﬁfl Bliork  sarkac_hizi_t
0.19

Wiyay  sarkac_konum_1

birinci_sarkac

| 4 MATLAB kanumiar
Function ]
WA B »

ikinci_sarkac

Sekil 5.6: Birlikte calisan cift sarka¢ sisteminin MATLAB-Simulink blogu.

Simiilasyonda baslangi¢c kosulu olarak 0,1 verilmistir, sadece sarkac¢ kollarinin ilk

hizin da —0,1 degeri kullanilmistir. Verilen baslangic kosullari icin  yapilan
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simiilasyonun sonuglaria gore olan sarkaclarin konum ve hiz bilgileri sirasiyla sekil

5.7 ve 5.8’de gosterilmistir.

birinci sarkac konum

[pes] wnuos oexpes 1ouug

ikinci sarkac konum

[pes] wnuoy oexes 1oujl

zaman [s]

Birlikte calisan cift sarkag¢ sisteminin konum grafikleri.

Sekil 5.7

birinci sarkac hiz

P> 71
|
|
|
|
I PR
|
|
|
|
|
F--q--- et --4
| |
| |
| |
| |
| TR
| |
| |
| |
| |
|
OO [E— —
e —
R — 4
|
L o7 T T
| | |
| | |
| | |
| | |
[ [ [
(=] (=] (=] o (=] (=]
© < N N <

[s/pei] 1zy despes UL
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0.8

0.6
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ikinci sarkac hiz

[s/0e1] 121y OBSprES 1oUIY!

zaman [s]

Birlikte ¢alisan cift sarkag sisteminin hiz grafikleri.

Sekil 5.8
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Sekil 5.7 ve 5.8 incelendiginde sarkaglarin birka¢ salinim sonra iist denge noktasina
yaklastiklar1 goriilebilir. Sistem dordiincii salimmda iist denge noktasina dogru
gitmeye baslamaktadir. Yayin etkisiyle de ikinci sarkaca enerji aktarimi saglanmistir
ve ikinci sarka¢ da bdylece iist denge noktasina dogru hareket etmeye baglamistir.

Yay etkisinden dolayi iki sarkag¢ da inisli ¢ikisl hareket yaparlar.

5.4 Birlikte Calisan Cift Sarkac Sistemi Icin Kontrol Senaryolar1

Birlikte calisan sarkag sistemi ilk 6nce her iki sarkacinda 6zdes bir motor tarafindan
siiriilecegi varsayimi yapilarak kontrolii saglamlmaya calisilacaktir. iki motorda ayn1
yonde hemen hemen ayn1 anda aym hizla harekete baslayacagi icin iki sarkag
arasinda ki elastik yiikten kaynaklanan kuvvet nispeten daha az olacagi i¢in oncelik
bu senaryoyu gerceklemeye verilecektir. Burada iki DC motorunda kontrolii

saglanacaktir.

Diger gerceklenebilecek senaryo ise cift sarkag¢ sisteminin simiilasyonda oldugu gibi
sadece tek bir motor tarafindan siiriiliip iki sarkaci da iist denge noktasina getirmek
olacaktir. Bu sefer enerji aktarimi sadece tek bir motordan iizerinden saglanacag igin
daha zor bir senaryo ile karsilasilacaktir. Burada sadece tek DC motor kontrol

edilerek sistemin istenen noktaya gelmesi hedeflenmektedir.
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6. SONUC

Sonug olarak, birinci boliimde tek sarkac sisteminin tanimi yapilmis, neden dnemli
oldugu ile ilgili bilgiler verilerek literatiirde sarkag¢ sistemlerinin kotrolii i¢in yapilan
yontemler incelenmistir. Bir sonraki bolim olan tasarim ve imalat kisminda, tek
sarkac sistemin tasarimi anlatilmig ve bu tasarimin yapilabilecegi CATIA araciligi ile
ispatlamip, dinamik model simiilasyonlariyla da teyit edilmistir. Ugiincii boliimde, tek
sarkac sistemi icin siirtlinmesiz ortamda dinamik modeli EL denklemiyle bulunmus
ve dinamik modelin MATLAB-Simulink sonuclar1 gosterilmistir. Daha sonra bu
tezin kapsami diginda kalan siirtiinmelerin sisteme nasil dahil edilebilecegi ile ilgili
fikir verilmistir. Dordiincii boliimde, literatiirde uygulanan bazi kontrol yontemleri
kullanilarak simiilasyon ortaminda bunlarin ¢alistigi gosterilmistir. Uygulanan
kontrol yontemleri su sekilde siralanabilir: geribeslemeli lineerlestirme, enerji tabanl
salinim kontrolii, anahtarlama ile salinim kontrolii ve hibrid kontrol. Enerji tabanli
salinim kontroliinde enerjiye bagh olarak yazilan Lyapunov fonksiyonu kullanilmig
ve daha sonra bulunan kontrol girigi geribeslemeli lineerlestirme ile birlestirilip
hibrid bir kontrol sistemi elde edilmistir. Benzer iliski anahtarlama ile salinim
kontrolii ile saglamp sistemin MATLAB-Simulink blogu verilmistir. Besinci
boliimde ise gelecek de yapilabilecek c¢alismalar hakkinda temel atilmis ve bu konu
hakkinda bilgi verilmistir. Gelecekte yapilmasi hedeflenen tek sarkac kontrolii yerine
bir sonraki asama olan elastik bir yiikle birbirine baglanmis, 6zdes sarkag ve
motorlardan olusan birlikte calisan bir modeli kontrol etmektir. Bunun icin dncelikle
birlikte calisan ¢ift sarkac sisteminin NE denklemleri ile dinamik modeli elde
edilmigtir. Daha sonra bu model kullanilarak sistemin MATLAB-Simulink blogu

hazirlanmig ve sonuglar tartigilmistir.

Bu c¢alismada kullanilan geribeslemeli lineerlestirme metodu, enerji tabanl salimim
kontrolii ve hibrid kontrolor literatiirdeki ¢aligmalarla uyumlu olmustur. Sarkacin {iist

denge noktasindaki kontrolii saglanmistir.
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