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ABSTRACT

In this work, the harmonic resonance of SH (shear horizontal) waves in a two layered elastic
plate of uniform thickness is considered. Both layers are assumed to be homogeneous,
isotropic and incompressible elastic and having different mechanical properties. Stress and
displacements are continuous at the interface of the layers. Also, free surfaces of the layers
are free of tractions. Under these assumptions, the equations of motion and boundary
conditions governing the propagation of nonlinear SH waves in this elastic media are derived.
Then, the occurence of harmonic resonances and the fifth harmonic resonance are examined
in detail. It is shown that the governing system for the slowly varying amplitudes of the
fundamental wave and its fifth harmonic is a pair of two coupled NLS (nonlinear
Schrédinger) equations.

OZET

Bu ¢alismada, diizgiin kalinliklara sahip farkli hiperelastik malzemelerden olusan iki tabakali
elastik bir ortam igerisinde yayilan nonlineer SH dalgalarinin harmonik rezonans etkilesimi
problemi ele alinmustir. Serbest yiizeylerde gerilmelerin olmadigi, tabakalar arasi ara yiizeyde
ise yer degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugu kabul edilmistir.

Dalgalarin harmonik rezonans etkilesimi problemi bir asimptotik pertiirbasyon metodu
kullanilarak incelenmistir. Temel dalganin faz hiz1 ile onun m.ci harmonigi bir kritik dalga
sayisi, K.’de ¢akigirsa m. harmonik rezonans durumu ortaya ¢ikar. Bu durumda temel dalga ile
onun m.ci harmonik bileseni arasinda enerji transferi meydana gelir. Bu yiizden harmonik
rezonansin varoldugu durumda, uniform asimptotik agilimda, ilk mertebe problemde
etkilesime girecek olan harmonik terim dahil edilerek incelemeye devam edilmesi gerekir. Bu
calismada temel dalga ile onun besinci harmoniginin etkilesim problemi incelenmektedir.
Harmonik rezonans incelemesine uygun sekilde yiiriitiilen asimptotik analiz neticesinde temel
dalga ve onun besinci harmoniginin etkilesimine ait birinci mertebe yavas degisen genlik
fonksiyonlariin degisimini asimptotik olarak karakterize eden kuple nonlineer Schrodinger
(KNLS) denklemi elde edilmistir.

GIRIS
Elastik dalgalar, sismoloji, malzeme yiizeylerinin tahribatsiz muayeneleri, elektronik sinyal

isleme teknolojisi gibi degisik alanlarda kullanilmaktadir. Homojen, izotrop elastik bir
malzemeden olusan cubuk, plak ve farkli malzemelerden olusan tabakali yarim uzay gibi,
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genel olarak dalga kilavuzlar1 olarak adlandirilan ortamlarda yayilan dalgalar simir
yiizeylerinde olusan yansimalarin etkisi ile dispersif olurlar, yani faz hizlar1 dalga sayisina
bagli olarak degisirler. Hem dispersif, hem de dispersif olmayan lineer elastik dalgalar ile
ilgili cesitli problemler yukarida belirtilen uygulama alanlarmin da etkileri ile 19. yiizyilin
ortalarindan bugiine kadar pek ¢ok incelemenin konusunu olusturmuslar ve olusturmaya
devam etmektedirler [1-10].

Diizgiin kalinlikli, farkli malzeme ozelliklerine sahip homojen, izotrop, sikistirilabilir ve
hiperelastik malzemeden yapilmis bir tabaka ile kapli yar1 sonsuz uzayda SH dalgalarinin
nonlineer self modiilasyonunun asimptotik olarak nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile
karakterize edilebilecegi [4]’de gosterilmistir. Bu ¢alismada incelenen yar1 sonsuz uzay
modeli i¢in ayni yonde ilerleyen iki SH dalgasinin etkilesimleri problemi [5]’de ele alinmus,
dalgalarin etkilesimi {izerindeki nonlineerlik etkisi incelenmis ve grup hizi ayni olan
dalgalarin nonlineer etkilesimlerini karakterize eden kuple NLS denklemi tiiretilmistir. [6]’da
homojen, izotrop ve sikistirilamaz diizglin kalinlikli bir tabakadan olusan ortamda nonlineer
SH dalgalarinin yayilimi ve [7]’de ayn1 yonde ilerleyen iki SH dalgasinin etkilesimi problemi
incelenmistir. [8]” de iki tabakali elastik bir ortamda nonlineer SH dalgalarinin self
modiilasyonu ele alinmis ve ortami olugturan malzemelerin nonlineer 6zelliklerinin yayilma
olayina katkist gozlemlenmistir. Farkli nonlineer elastik malzemelerden olusan tabakali yari
sonsuz uzayda SH dalgalarinin besinci harmonik rezonans etkilesimi problemi [9]’da
incelemistir. Yapilan calisma sonucunda, dalgalara ait birinci mertebe yavas degisen genlik
fonksiyonlariin 6zel halde KNLS denklem sistemine indirgenebilecegi gosterilmistir.

Bu calismada ise, daha onceden [8]’ de incelenen homojen, sikistirilamaz, izotrop elastik
malzemelerden olusan diizgiin kalinlikl iki tabaka ile kapli elastik bir ortamda yayilan SH
dalgalar1 i¢in temel mod ile onun besinci harmoniginin etkilesimi (besinci harmonik rezonans)
problemi ele alinmaktadir. Dalgalarin rezonans etkilesimi problemi bir asimptotik
pertiirbasyon metodu olan degisik olgekler yontemi uygulanarak incelenecektir. Yapilan
asimptotik inceleme neticesinde, temel dalga ( I=1) ile onun besinci harmoniginin
etkilesimine ait birinci mertebe yavas degisen genlik fonksiyonlarinin degisimlerini
asimptotik olarak karakterize eden kuple denklem sisteminin KNLS denklem sistemine
indirgenebilecegi gosterilmistir.

PROBLEMIN TANIMI VE TEMEL DENKLEMLER
Ug boyutlu uzayda bir noktanm, ayn1 dik kartezyen eksen takimina gére uzaysal ve maddesel
koordinatlari sirasi ile (Xx,y,z) ve (X,Y,Z) sirali Giglii sayilart ile verilsin.

Baslangi¢ konumunda,

(1)

bolgesini dolduran ve farkli elastik malzemelerden olusan diizgiin (uniform) kalinlikli iki
tabakadan olusan bir siirekli ortami gdzoniine alalim. Y =0 ara ylizeyli boyunca yer
degistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugunu ve Y =h ve Y =-h, serbest yiizeylerinde

ise gerilmelerin sifir oldugunu varsayalim. Boyle bir ortamda X ekseni boyunca yayilan ve
Z ekseni boyunca yer degistiren SH dalgalarini gézoniine alalim. Burada u ve v, sirasiyla P,
ve P, tabakalarindaki noktalarn Z yoniindeki yer degistirmelerini gdstermektedir. Bu

calismada sonlu fakat kiigiik genlikli dalgalarin yayilmasi problemi incelenecegi igin,
deformasyon gradyantinde tigiincii dereceden biiyiik olan terimler ihmal edilerek elde edilen

XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 763



Ozdemir, Ahmetolan

yaklagik hareket denklemleri ve sinir kosullarindan olusan smir deger problemi asagidaki
formda yazilabilir:

o%u o’u o 0 au
R'de —-¢° +—>e=Nn u 2
o°v o’v 0% 0
P'de —-c’{—5+—— =N, v 3
ou
Y=h'de —=0 (4)
oy
Y:_hzlde —=0 (5)
v=0da  u=v v X BoQU-AaQW) . ©
N N o aY BaE '3
c, ust tabakada, c, ise alt tabakadaki lineer dalgalarin yayilma hizin1 gostermek iizere
c? =%, v =12 seklinde tamimlanmaktadir [8]. x, :% olmak tzere, 1 Ve g,

sirasiyla iist ve alt tabakadaki kayma modiillerini, p, ve p, ortami olusturan malzemelerin
yogunluklarin1 gostermektedir. n, ve n, sabitleri ise tabakalari olusturan malzemelerin
_2 d’z,
p,
Burada X , ortami olusturan elastik malzemelerin ig¢ enerji fonksiyonudur ve £ =% (I)

nonlineer 6zellikleri ile ilgili sabitlerdir ve n, v geklinde tanimlanmaktadirlar [8].

yapisindadir ve |, Green deformasyon tensorii C, =X, X, nin birinci invaryantini

gostermektedir. Bu 6zellige sahip elastik malzemeler, yani i¢ enerji fonksiyonu sadece Green
deformasyon tensdriiniin birinci invaryantinin bir fonksiyonu olarak yazilabiliyor ise bu tip
malzemelere neo-Hookean malzeme adi verilmektedir. Bu calismada ortami olusturan

malzemelerin neo Hookean malzemeden olustugu kabul edilmektedir. Ayrica n, > 0 ise
malzeme kaymada sertlesen, n,< 0 ise kaymada yumusayan &zellige sahiptir [8]. » lineer, f

ve £, nonlineer elastik sabitleri ise sirasiyla y = % , B, = 2—; seklinde tanimlanmaktadir.
1 v

SH DALGALARININ BESINCI HARMONIK REZONANS ETKILESIMIi

Bir kritik dalga sayis1 k ve ona karsi gelen agisal frekans w, cifti ile, (mk ,mw,)

me{3,5,7,9,...} ¢iftleri aynm1 anda dispersiyon bagintisin1 saglarsa temel modla onun m.

harmonigi birbirleri ile etkilesir, yani m.harmonik rezonans olusur. Harmonik rezonansta,
etkilesen dalgalarin faz hizlari ayn1 oldugundan, lineer dispersiyon bagintis1 yardimiyla
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harmonik rezonansin hangi dalga sayilarinda ortaya ¢ikacagi incelenebilir. iki tabakali elastik
bir ortamda yayilan nonlineer SH dalgalarina ait dispersiyon bagntisi asagidaki gibidir [8]:

p, tan(kh, p,) - v, tanh(kh,v,) =0, p*=(c’/cf-1), v,>=(1-c’/c) @)

Burada, c, <c, kabulu altinda ¢, SH dalgalarinin faz hizini, ¢, ve c, sirasiyla iist tabakada ve
alt tabakadaki lineer kayma dalgalarimin yayilma hizlarim gostermek lizere, ¢, <C<g,
esitsizliginin gegerli oldugu kabul edilmektedir.

Oncelikle besinci harmonik rezonansin olusmasi icin gerekli olan (k,w) ve (5k,5w)

ciftlerinin ayni anda dispersiyon bagmtisint saglamasi kosulu ve (7) denkleminde yer alan
periyodik fonksiyon gozoniinde bulundurulursa, boyutsuz degiskenler ve sabitler kullanilarak
(7)’de verilen dispersiyon bagintis1 yeni boyutsuz degiskenler tanimlanarak asagidaki gibi
elde edilir:

h_~2n2
tan D~ VIZC M (KHAI—MC?)
oNet (®)

C= ° dalgalarin boyutsuz faz hizin1 ve K = nf (n=12,3,...) ise boyutsuz dalga
-1

G 44C
h
sayisin1 gostermektedir. Ayrica M = &, H = Ez seklinde tanimlanmislardir. Simdi, (8) de
CZ
verilen dispersiyon bagintisini inceleyelim:

n((2r +D7x

a) n=2,610,..(2+4r) (r=012..) icin tan(%[):ta )0 olur ve tanh

fonksiyonunun sinirlt oldugu gézoniine alimrsa C*~1=0, C =1, buradan ¢ — ¢, elde edilir.
Yani, bu halde temel dalga ile onun besinci harmoniginin etkilesimi n=2,6,10,...(2+4r) i¢in
€ — ¢, oldugunda ortaya ¢ikmaktadir.

b) n=4,8,...(4r), (r=12,..) igin tan(nT”):tan(m):O olur. Bu durumda (8) de verilen
dispersiyon bagmtisindan, 1-C*M?=0, C=1/M, yani c=c, elde edilir ve besinci
harmonik rezonans ¢ =c, oldugunda ortaya ¢ikmaktadir.

c) n=1509,..00+4r) (r=012,..) i¢in tan%ﬂ:l olur. Bu durumda (8) dispersiyon
bagintisi

2 a—
N1 tanh(w HV1-M?C?) 9)
SI-M?C? N

halini alir. Yani temel dalga ile onun besinci harmoniginin arasindaki etkilesim
c—C, c=C, ve (9)’ da verilen bagintiy1 saglayan (k,c) ciftlerinde ortaya ¢ikmaktadir.
Sekil 1°de (7) ile verilen dispersiyon bagintisininin ilk yedi dali ¢izdirilmistir. Burada
malzeme modeli olarak p, / p, =1,28007, y =2,159 se¢ilmistir. Secilen malzeme modeli igin

(9) bagmtisin1 saglayan, besinci harmonik rezonans etkilesiminin ortaya ¢iktigi (K,C)
noktalar1 da Sekil 1°de verilmektedir.
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Sekil 1. Besinci harmonik rezonansin ortaya ¢iktigi (9) denklemini saglayan (K,C) noktalari.
Malzeme modeli olarak p, / p, =1,28007, y =2,159 se¢ilmistir.

Temel Dalga ile Besinci Harmoniginin Etkilesimi

Iki tabakali elastik bir ortamda pozitif X ekseni boyunca yayilan ve Z ekseni boyunca yer
degistiren kiigiik ama sonlu genlikli nonlineer SH dalgalarinin harmonik rezonans etkilesimi
problemi, asimptotik bir pertiirbasyon metodu olan degisik Olgekler metodu kullanilarak
incelenecektir.

Bu amagla, £ > 0 nonlineerligin mertebesini gosteren kiiciik bir parametre olmak iizere, X,Y,t
bagimsiz degigkenleri yerine asagidaki yeni degiskenler tanimlanir:

x =X, t=ét, y=Y, i=012 . (10)

Burada (x,,t,,y) degiskenleri problemdeki hizli degisimleri ve (X,X,,t,,t,) degiskenleri ise

yavas degisimleri karakterize eden degiskenlerdir. Ayrica eski ve yeni degiskenlere gore
tiirev operatorleri arasinda asagidaki bagintilar gegerlidir:
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(11)

Tabakalara ait yer degistirme fonksiyonlarinin, U ve V, & cinsinden uniform gegerli agilima
sahip oldugu varsayilmaktadir [11];

u =Ze“un(xo,x1,x2, y1to’t11t2): V:Z‘gnvn(xoixl’xzi yatmtl’tz) . (12)

n=1 n=1

Ik olarak, (2)-(3) de verilen hareket denklemleri ve (4)-(6) ile verilen smir kosullar1 (10)
da verilen bu yeni degiskenler cinsinden yazilir ve daha sonrasinda da (12)’ de verilen

asimptotik agilimlar kullanilirsa, ¢ nun aymi kuvvetlerinin katsayilar esitlenerek u,’ lerin ve
v’ lerin ardigik olarak hesaplanabilecegi bir problemler hiyerarjisi elde edilir. Bu tip
asimptotik analizde her bir mertebe pertiirbasyon problemi lineer olmaktadir ve birinci
mertebe problem tabakali elastik ortamdaki klasik lineer problem ile es yapidadir. Sadece

lineer problemde u ve v yer degistirme fonksiyonlar1 (X,Y,t) degiskenlerine bagh iken &
mertebesindeki problemde u, ve v, yer degistirme fonksiyonlart (Xy,X;,X,,Y,t,,1,t,)
degiskenlerine baglidir ve ¢ mertebesindeki problem ¢oziilerek u, ve v,’in (X,,t,,y) hizh

degiskenlerine baglilig1 acik olarak hesaplanabilecektir. Bu ¢alismada dalgalarin faz hiz1 i¢in
C, <C <, esitsizliginin saglandig kabulu altinda inceleme yiiriitiilecektir.

Burada, temel dalga ile onun besinci harmoniginin etklesimi problemi incelenecektir. Yani,
(k,w) ve (5k,5w) ciftleri ayn1 anda dispersiyon bagintisini saglayacaklardir. Temel dalganin

dalga sayisma k =k ve acisal frekansina w, =w dersek ve k, =5k ve w,=5w ile
gosterirsek, birinci mertebe pertiirbasyon probleminin ¢6ziimii agagidaki sekilde elde edilir:

ul — (A:{l) (Xl1 Xz,tl,tz)(eiklplij(_l) +e*ik1D1YR(21))ei(k1Xo—Wﬂo)

+ (A£5) (Xl’ X,, ti,tz)(eiksFHYRf) + e—ik5P1YR(25))ei(k5Xo*W5to) +ke.
Vl — (Afl-) (Xl’ Xz,q,tz)(e7k1V2ngl) + eklvzngl))ei(klxo_Wlto)

+ (A§5) (Xl’ X2 ’ tl’tz)(e_kSVZng5) + eksvzngs))ei(kSXO_W5t0) + ke

(13)

Burada, p,=(c’/c —1)]/2, v, =(1-¢*/c )]/2 . ¢ =k x,-wt ve R™RMRM ve
R!™ (m=1,5) asagidaki sekilde elde edilmislerdir:
_cosh(k,h,v,)

R(m) — S e—ikmplrh—kmvzhz’s eikmplhl_kmv2h2,e_kaV2h2’1T, S — 22" \™m 272/ 14
R™)=(S, " S costiohp) Y

AY ve AP girasiyla temel mod (I=1) ve onun besinci harmoniginin yavas degisen

kompleks genlik fonksiyonlaridir. Ayrica “k.e.” ise onceki terimlerin kompleks eslenigini
gostermektedir. Dikkat edilirse, birinci mertebe yavas degisen kompleks genlik fonksiyonlari

A ve AP’ nin agik olarak hesaplanmasi, birinci mertebe problemin ¢dziimii igin yeterli

olacaktir. A" ve AP’ yi agik olarak hesaplayabilmek igin ikinci ve {igiincii mertebe
problemin de incelenmesi gerekmektedir. Ikinci mertebe problemin uygunluk kosulundan
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6A£1) OAW OA® OA® dw,
V)N Ny 1 4v®Z1 g, vO =20 (=15 15
7, S o ve 3 5 ox s dk (I=15) (15)

oldugu goriiliir. Bu ise AP ve A® genlik fonksiyonlarmin sirastyla Vg(l) grup hizi ve Vg(5)

grup hiz1 ile ilerleyen bir referans cercevesinde sabit kaldiklarini gésterir. Ugiincii mertebe
problemin uygunluk kosulundan ise asagidaki denklemler sistemi elde edilir:

: oA® LT O*AW

LA ‘ A(l)r AD L AGD ‘ A<5)‘2 A® —0

0 0E?
Lo (16)
iaA +iA aA +T® oA +A<55>\A<5>\ A<5>+A<15>\A<1>\ A® =0
or o& 0E?
Burada,
T=Wl,, &=k (X —vg<1>t1), Al =k Al A:k—v‘\:l(vﬁ —vg<1)) (17)
8 C

dir. T® ve I'® katsayilari lineer dispersiyon katsayilaridir. A ve A® katsayilar ise temel
dalga ve onun besinci harmoniginin self modiilasyonlarin1 tanimlayan nonlineer katsayilardir.

A" ve A®katsayilar ise temel ve besinci harmonigin birbirleri ile etkilesen terimlerini
gosteren katsayilardir. Dikkat edilirse, (16)” da A =Vg(5) —Vg(l) =0 olarak alinirsa yani temel
dalganin grup hizi ile onun besinci harmoniginin grup hizi birbirlerine esit olursa, (16)
denklem sistemi kuple nonlineer Schrodinger denklem (KNLS) sistemi haline doniisiir. KNLS
denklem sisteminin analitik ve niimerik ¢6ziimlerinin incelenmesi iizerine literatiirde bir ¢ok
calisma mevcuttur, daha ayrintili bilgi i¢in [1,4,5,6] numarali kaynaklara ve bu kaynaklarda

ad1 gecen calismalara da bakilabilir. Ayrica, A® =0 kabulu yapilirsa (16) denklem sistemi,

iki tabakali elastik ortamda yayilan ve A® genligine sahip SH dalgasimin modiilasyonunu
karakterize eden bir NLS denklemine indirgenmis olur [8]:

()
oA FlaA
ot P

+ AW \A@)\ A® =0, (18)

SONUCLAR

Bu caligmada farkli elastik Ozelliklere sahip diizgiin kalinlikli iki tabakadan olusan bir
ortamda nonlineer SH dalgalarinin yayilmasi problem ele elinmistir. Ortamda yayilan
dalgalarin faz hizlari c, iist tabakaya ait lineer dalgalarin faz hizi ¢4, alt tabakaya ait olan ise ¢,

olmak iizere c, <c<c, kabulu altinda temel dalga ile onun besinci harmonigi etkilesimi

incelenmistir. Bu inceleme icin bir asimptotik pertiirbasyon metodu olan degisik olgekler
metodu kullanilmistir.

Oncelikli olarak lineer dalgalara ait dispersiyon bagintisindan yararlanilarak hangi dalga
sayilarinda harmonik rezonansin ortaya ¢ikacagi arastirilmig, 6zel halde temel dalga ile onun
besinci harmoniginin etkilesiminin ortaya ¢iktigi boyutsuz dalga sayilar1 ve faz hizlari (K,C)
belirlenmistir. Daha sonra nonlineer SH dalgalarinin besinci harmonik rezonans etkilesimi
incelenmis ve temel dalga ile onun besinci harmoniginin genliklerinin sagladigi denklemler
sistemi elde edilmistir. Ayrica temel dalga paketi ile besinci harmoniginin grup hizlarinin ayni
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olmast durumunda bu etkilesimin bir kuple nonlincer Schrédinger denklem sistemi ile
karakterize edilebilecegi gosterilmistir.
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