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DUZLEM iCi YOKLU DAIRE EKSENLI KiRiSLERIN STATIK ANALIZi
OZET

Bu calismada homojen, izotrop ve lineer elastik malzeme kabulii ile diizlem ici
yiiklii daire eksenli kiriglerin cesitli yiiklemeler altindaki davranislari incelenmistir.
Gateaux Tiirevi yontemi kullanilarak diizlem ici yiiklii daire eksenli kirisler icin
fonksiyonel elde edilmis ve karisik sonlu eleman matrisi verilmistir.
Formiilasyonda, Timoshenko kiris kuramina uygun olarak kayma ve uzama etkisi
gbzoniine alinmustir.

Birinci boliimde calismanin amaci ve kapsami verilip, literatiirde konuyla ilgili
yapilan calismalar kapsamiyla birlikte verilmistir. Ikinci boliimde cubuk
geometrisiyle ilgili varsayimlar yapilip, egri eksenli uzaysal cubuklarin alan
denklemleri elde edilmistir. Elde edilen oniki adet birinci mertebeden lineer
diferansiyel denklem kullanilarak diizlem i¢i yiiklii daire eksenli kirisler i¢cin alan
denklemleri bulunmustur. Ugiincii boliimde, diizlem igi yiiklii daire eksenli kirisler
icin elde edilen denklemler operatér formunda yazilmis ve bu operatoriin potansiyel
oldugu gosterildikten sonra fonksiyonel elde edilmistir. Dordiincii boliimde
deplasmanlarin, donmenin, kuvvetlerin ve momentlerin bilinmeyen olarak
tanimlandig1 cubuk eleman ele almarak, bir sonlu eleman modeli gelistirilmistir.
Besinci boliimde diizlem i¢i yiiklii daire eksenli kirislere ait cesitli uygulamalara yer
verilmistir. C++ programlama dilinde gelistirilen bilgisayar programi yardim ile
sonuclar, literatiirdeki problemler ve bu problemlerin kesin ¢Oziimiiniin yaninda
SAP2000 paket programiyla da karsilastirilmistir. Altinci boliimde ¢alisma hakkinda
sonuglar ve degerlendirmeler verilmistir. Sonuclarin yaklagiminin diizgiin oldugu ve
miithendislik problemlerinde gerekli olan hassasiyeti sagladigi goriilmiistiir.

vii



STATIC ANALYSIS OF CIRCULAR BEAMS LOADED IN ITS PLANE

SUMMARY

In this research, circular beams under various loads are studied with homogeneous,
isotrope and linear elastic material assumption. Using Gateaux differential functions
of circular beams are presented and corresponding mixed finite element matrices are
given. This formulation is also applicable to variable cross-sectional beams. Besides
shear and axial effects, all types of loading and boundary conditions are taken into
account.

In the first chapter researches done before are given with their explanations. In the
second chapter assumptions on frame geometry are given and the field equations of
circular beams loaded in its plane are obtained. In the third chapter, field equations
are written in the operator form which is shown to be a potential operator and using
Gateaux differential, functional for circular beams loaded in its plane are obtained.
In the fourth chapter, to obtain the rigidity matrices, mixed finite element method is
used. The principle idea of finite element formulation is to achive the relationship
between the element unknowns at any point and the element nodal point unknowns
directly through the use of interpolation functions. Since the functionals have only
derivatives of first degree linear shape function for circular beams loaded in its
plane would be necessary. In the fifth chapter, comparision with results reported in
the literature and also results were compared with SAP2000 finite element
programme. To solve the problems, a computer programme is written by using C++
programme language and in the sixth chapter, conclusions are given.

viil



1. GIRIS

1.1 Cahsmamn Amaci Ve Kapsami

Bu calismada homojen, izotrop ve lineer elastik malzeme kabulii ile diizlem ici
yiiklii daire eksenli kiriglerin ¢esitli yiiklemeler altindaki davranmislar incelenmistir.
Bu calisma kapsaminda yer ve sekil degistirmelerin ¢ok kiiciik oldugu birinci
mertebe kurami i¢inde kalinmistir. Timoshenko kiris kuramina uygun olarak kayma

ve uzama etkisi gozoniine alinmigtir.

Elastik ¢ubuklarin hesabinda, Elastisite teorisinin kullanilmasi ile ortaya ¢ikan sinir
deger problemlerinin ¢oziimili basit problemler disinda zorlasmaktadir. Boyle
durumlarda sayisal yontemlere basvurulur. Giiniimiizde bilgisayar teknolojisinin
gelismesi ve programlamaya olan yatkinligir sebebiyle sonlu eleman ydnteminin

kullanilmas1 yayginlasmistir.

Sonlu eleman yontemleri uygulanan varyasyon ilkelerine bagli olarak;

® Yer degistirme

e Karma sonlu elemanlar

olarak gruplandirilir. Klasik sonlu eleman calismalarinda temel bilinmeyen olarak
yer degistirmeler alinmakta ve diigiim noktalarindaki bilinmeyenler komplementer
enerji fonksiyonelinin minimize edilmesiyle bulunmaktadir. Karma sonlu elemanlar
formiilasyonunda ise yer degistirmelerin yani sira kuvvet ve moment tiirii
biiyiikliiklerde bilinmeyen olarak kullanilabilir. Karma sonlu elemanlar yontemini

iiretmek icin;

e Potansiyel enerji teoremleri

e Hu-Washizu ve Hellinger-Reissner teorileri



e Varyasyonel formiilasyon
e Agirlik formiilasyonu

e Gateaux Tiirevi

yontemlerinden bahsedilebilir. Karma sonlu elemanlar yontemi kayma
kilitlenmesine (locking effect) karst korunumludur ve eleman en boy oram sorun

olusturmamaktadir.

1.2 Konu ile ilgili Calismalar

Daire eksenli kirislerin statigi iizerine literatirde ¢ok sayida caligma bulmak
miimkiindiir. Ancak literatiirdeki calismalar incelendiginde, yapilan calismalarda

daha ¢ok diizlem dis1 i¢in analiz yapildig1 goriilmiistiir

Love, cubugu bir parametreye bagli olarak ele almis ve kullanilacak denklemler
skaler biiyiikliiklerle verilmistir [1]. Ayrica daire kesitli, daire eksenli ¢ubuklarin ve
tam halkalarin cesitli yiikleme durumlar ele alinarak ¢6ziilmiistiir. Antman, matrisel

yontemler ile cubuk teorisini diizenlemistir [2].

Inan, calismasinda cubugu bir parametreye bagl olarak ele alinmis ve smir deger
problemi bu tek parametreye bagli kurmustur. Elde edilen denklemler, eksenleri
herhangi bir egri olan ve kesitleri keyfi olarak degisebilen c¢ubuklara

uygulanabilecek genelliktedir [3].

Tekinalp, calismasinda c¢ubuk teorisinde yer degistirme ve sekil degistirme
iliskilerini, hem kayma hem de uzama etkilerini gozoniine alinarak ortaya
koymustur [4]. Daha sonra Cinemre yer degistirme ve sekil degistirme iliskilerini
geometrik yoldan elde etmistir [S]. Sekil degistirme vektorii olarak, birim donme
vektorii yerine agisal degisim vektorii secilmistir. Bu secim, hesaplan biraz
giiclestirirken, genellestirmeye olanak tamimasi, sekil degistirmis ¢ubugun

geometrisi hakkinda bilgi vermesi gibi avantajlara sahiptir.

Just, yayil yiik etkisindeki daire eksenli elemani kullanarak yer degistirme ve rijitlik
matrisini elde etmistir. Bu sekilde c¢oziilen orneklerle, sonlu elemanlar yontemi

kullanarak ¢6ziim elde eden caligmalarla karsilastirma yapilmistir [6].



Saje, ekseni herhangi bir diizlem egri olan elastik bir ¢cubugun, eksenel uzama ve
kayma deformasyonu etkilerini gdzoniine alarak, sonlu deformasyon analizini
vermistir. Bir tek degiskene bagl ifade edilebilen, yeni bir varyasyonel prensip
kullanmistir. Boylece, sonlu elemanlar yonteminde, sadece bir tek fonksiyonun
secilmesi gerekmektedir. Ele alinan sonlu elemanin hassasiyetinin, eleman boyu ve
sayisal integrasyonunun mertebesinden c¢ok fazla etkilenmedigi gosterilmistir.
Cozillen problemlerde, bir tek eleman kullanilarak, oldukca iyi sonuglar elde

edilmistir [7].

Klasik sonlu eleman calismalarinda temel bilinmeyenler olarak deplasmanlar
alimmakta ve komplementer enerji fonksiyonelinin minimize edilmesiyle diigiim
noktalarindaki bilinmeyenler elde edilebilmektedir. Zienkiewicz ve Cheung’ in

konuyla ilgili ¢aligmalari mevcuttur [8].

Bathe, kayma etkisini gdz Oniine alarak daha hassas sonuclar elde edebilmistir [9].
Prathap ve Babu kayma etkisini katip, deplasmanlar1 ve donmeleri bilinmeyen

olarak alip oldukca iyi sonuclar elde edebilmislerdir [10,11].

Akoz tarafindan Géateaux diferansiyeli [12] kullanilarak karisik sonlu eleman
calismalan ilk kez ¢ubuklara uygulanmistir [13,14]. Daha sonra Akdz, Omurtag ve
Dogruoglu uzay cubuklara ait fonksiyoneli elde etmistir [15]. Bu yontem Akoz ve
calisma gurubu tarafindan cubuk, plak ve kabuklara ¢esitli caligmalarla

uygulanmustir [16 — 20].



2. TEMEL DENKLEMLER

2.1 Cubuk Geometrisi

Elastik c¢ubuklar hakkinda genis bilgi [3]” de bulunabilir. Burada kisaca
Ozetlenecektir. Bu ¢alismanin kapsaminda, yer ve sekil degistirmelerin ¢ok kiiciik
oldugu birinci mertebe kuramu icinde kalmmustir. Gerilme hesaplarim
kolaylastirmak amaci ile ¢ubuk adini verdigimiz cismin enine olan iki boyutunun da
cubuk boyu ile egrilikler yaninda ¢ok kiiciik oldugu varsayilarak hesaplamalar
yapilmistir. Kiris lineer elastik, homojen ve izotrop bir malzemeden meydana
gelmis olup iiniform bir kesit alanina sahiptir. Kuvvet ve deformasyonlar arasinda
lineer bir iliski mevcut olarak alinmistir. Yapilan formiilasyonda kayma ve uzama

etkisi gbz Oniine alinmistir.

Bir cubukta belli bash iki eleman vardir, biri ¢ubuk ekseni digeri de ¢ubuk dik

kesitidir. Cubuk ekseni olarak herhangi bir uzay egrisi diisiiniilebilir. Bu egriyi;

r=r(s) 21

yer vektorii ile tarif edebiliriz. Sekil 2.1 de goriildiigii gibi s egri lizerinde baslangi¢

olarak secilen bir A, noktastyla diger bir A noktasinin arasindaki mesafeyi gosterir.

s skaler biiyiiklugii secilen belirli yonde olursa pozitif sayilir. r ise 0 mukayese

noktasina gore A noktasinin yerini belirten bir vektor olup s skalerine baglidir.



70) (s)

0

Sekil 2.1 Yer Vektorii

Sekil 2.2° deki gibi eksene bagimli ii¢ birim vektor tarif edilirse; bunlarin teskil
edecekleri koordinat takimi, hareketli bir mukayese sistemi olup ilerideki biitiin

hesaplarimizda esas rolii oynayacagi icin ¢ok onemlidir.

—

f,b ven takimlarinda Kesit tesirlerinin cubuk mukavemetinde kullanilan 6zel

adlar1 vardir.

k4
-

Sekil 2.2 Eksen Takimlar1 ve Kesit Tesirleri

5
Bunlardan birincisi teget birim vektor ¢ ;



Pl
= 2.2)
=1 2.3)

olarak tarif edilir. Eksen egrisine teget olan bu vektoriin yonii artan s yoniindedir.

Ikinci vektor olarak esas normal birim vektorii olan 7 alinacaktir. Bu oskiilator

diizlem i¢inde teget vektore dik olup egrilik merkezine yonelmistir.
Son olarak binormal vektor olan b ele alinacaktir. Bu ise;
b=7xii 2.4)

seklinde evvelki iki birim vektoriin vektorel ¢arpimiyla tarif edilmektedir. Bu ii¢
birim vektor arasinda Frenet formiilleri [21] adi verilen bir takim diferansiyel

geometrik bagintilar vardir.

dr .

—=Kn

ds

éz:TE—Kf (2.5)
ds

db .

—=—Th

ds

Burada x egriligi 7 ise burulma egriligini gostermektedir.

2.2. Alan Denklemleri

Alan denklemleri cismin davranisimi temsil eden denklemlerdir. Denge denklemleri,

kinematik denklemler, biinye bagintilar1 ve sinir kosullarindan olusur.

2.2.1 Denge Denklemleri
Cubuga etki eden dis kuvvetleri p(s) ve 7i(s) gibi iki fonksiyonla ifade edersek,

T(s) ve M (s) i¢ kuvvet fonksiyonlarinin degisimi keyfi olmayip dis kuvvetlere



baghdir. Dis kuvvetler ve i¢ kuvvetler arasindaki iliskiyi elde etmek igin As

uzunlugunda bir ¢ubuk eleman1 goz oniine alinirsa;

Sekil 2.3 Kesit Yiizeylerine ve Cubuk Uzerine Etkiyen Kuvvetler

Sekil 2.3° de goriilen ¢ubuk elemant iizerinde, denge denklemi ile A noktasina gore

yazilan moment denklemi;

—T+T+AT+[3AS =0 (2.6)
—M +M +AM +7iAs + AF X (T + AT ) =0 @2.7)

ifadelerini verir. Daha sonra limite ge¢ilip (2.2) ifadesi dikkate alinarak;

df (2.8)
—+p=0
ds p

Y _ 2.9)
dﬂ+?xT+n”1:O

ds

vektorel diferansiyel denge denklemleri elde edilir.



2.2.2 Kinematik Denklemler

Cubugun sekil degistirmeden once diizlem olan kesiti, sekil degistirdikten sonra
diizlemden sapmalar gosterir. Bu sapmalar ihmal edilerek, sekil degistirmeden sonra

kesitin diizlem kaldig1 kabul edilmistir.

Kesitin hareketinin 6teleme ve dénmeden olustugunu diisiinebiliriz. Sekil 2.4’ te
gosterildigi gibi cubuk sekil degistirdikten sonra A noktast A' konumunu alir.
AA'= fJ(s) vektoriine yer degistirme vektorii denir. fJ(s) vektoril dik kesitin agirlik
merkezine ait otelemeyi ve Q(s) vektorii kesitin agirhk merkezinden gecen eksen

etrafindaki donmeyi belirtir.

Sekil 2.4 Yer Degistirme Vektorii

U(s) ve Q(s) vektorleri arasinda bir diferansiyel baginti vardir ve bu bagntiyi
cikarabilmek i¢cin birim uzunluklu ¢ubuk icin relatif tarif edilmis iki yeni vektor

tarif edecegiz. 7 ve @ siwrasiyla relatif birim kayma ve relatif birim donme

vektoriidiir. U(s), Q(s), 7 ve @ vektorlerinin siddetlerinin ¢ok kiiciik oldugu kabul

edilmistir.

@ vektoriiniin tarifi

Pl (2.10)

seklindedir.



Sekil 2.5 Cubuk Ekseni Uzerinde Birbirine Cok Yakin
Iki Nokta Arasindaki Yer Degistirme Farki

A ve B cubuk ekseni iizerinde birbirine ¢ok yakin iki nokta olmak iizere, Sekil 2.5’te

goriildiigli gibi B noktasindaki yer degistirmenin A noktasindan farkim AU ile
gosterelim. B noktast A’ ya gore relatif olarak 7 As kadar farklhi hareket eder. A

dan gecen kesit © donmesini yapinca B noktas1 da QX AT ile gosterilen hareketi

yapar. Relatif yer degistirme;
AU = 7.As + QX AT 2.11)

bagintisiyla ifade edilir. Denklem As ’e boliiniip, (2.2) bagintis1 goz oniine alinarak

limiti alinirsa

dai . o~ .
E:}%th (2.12)

bagmtisi elde edilir. Bu baginti U ile Q arasindaki iliskiyi gostermektedir ve
uygunluk sarti olarak adlandirilir . Kinematik denklemler asagidaki gibi

diizenlenebilir.

—-—0=0 (2.13)

AU L ixb-7=0 (2.14)

e}



2.2.3 Biinye Bagintilar:
Malzemenin homojen, izotrop ve elastik oldugunu ve Hooke kanununa uydugunu

kabul edecegiz. T ve M ile @ ve 7 arasindaki iliski

T=C7
(2.15)

M =D&

bicimindedir. C ve D sirasiyla kayma ve egilme rijitlik tansorleridir. C ve D

tansorleri sadece ¢ubuk malzemesine ve geometrisine baghdir. nveb takimi

kesitin asal eksenleriyle iist iiste gelirse tansorler

c, 0 0
c={0 C, 0 (2.16)
0 0 C
D, 0 0
D=0 D, 0 2.17)
0 0 D

bicimindedir ve yalniz kosegen degerleri sifirdan farklidir. Sifirdan farkli olan

rijitlikler;

c =S8 ¢ _CA ¢ _ga 2.18)
k' k"
D =EI : D,=EL; D =EIL

seklindedir. Burada I, kutupsal atalet momenti, I, vel, sirasiyla n ve b eksenlerine

gore atalet momentleri, E elastisite modiili, G=E/ [2(1+V)] kayma modiili, v

poisson orani, k" vek” kesme etkisini katan sabitleri ve A ¢ubuk dik kesit alanim

ifade etmektedir.

Rijitlik tansorlerinin koordinatlarimin belirttigi determinant sifirdan farkli oldugu

icin terslerini tarif edebiliriz. (2.15) denklemleri,

10



- (2.19)

seklini alir.

2.2.4 Uzaysal Cubuklar icin Alan Denklemleri

Uzaysal cubuklar icin alan denklemleri; cubuk elemaninda diferansiyel denge
denklemleri olan (2.8), (2.9); sekil degistirme ve yer degistirmedeki uygunlugu
gosteren (2.13), (2.14) denklemleri ile, Genel Hooke kanunlar1 yerine gecen (2.15)

denklemlerinden ibarettir. Gerekli matematiksel islemler yapilirsa denge

denklemleri;
T et —p, (2.20)
ds
dT,
” =-kT+7T,-p, (2.21)
dT
—>=-7T, -p, (2.22)
ds
a, =kM, —m, (2.23)
ds
M, T _kM+rM,-m, (2.24)
ds
M, _ 7 _eM -m, (2.25)
ds
ve kinematik denklemler;
dQ, =kQ, + M, (2.26)
ds D,
d(?“ =—kQ +7Q, + M, (2.27)
S

11



@, o My (2.28)

ds ' b
LS (2.29)
ds C,
%iﬂ:—KLL+rL%+-Qb+gi (2.30)
dib =—7U - Q, +2—Z (2.31)

olarak oniki adet birinci mertebeden diferansiyel denklem elde edilir. Alan
denklemlerinin elde edilmesi [EK.1]” de gosterilmis. Bu denklemler ¢ubuk
ekseninin bulundugu diizlem ve bu diizleme dik dogrultudaki diizlem olmak iizere
yiikleme durumlarina gore iki gruba ayrilabilir. Elde edilen denklemler ii¢ boyutlu

herhangi egri eksenli bir cubuk icin gegerlidir.

2.3 Diizlem ic¢i Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Uzaysal cubuklar icin elde edilen alan denklemlerinde 7=0 ve R herhangi bir
dairenin yaricapr olmak iizere x=1/R olarak yerine yazilir ve dairede ds uzunluk

elemanm

(2.32)
ds=R d6

olarak alinir. Diizlem i¢i yiikleme durumunu ifade eden (2.20), (2.21), (2.25), (2.28),
(2.29) ve (2.30) denklemleri, (2.32) dikkate alinarak gerekli diizenlemeler

yapilarak, denge denklemleri;

dT,
—L=T -R
3 - L Rp

dT
»n —_T-R (2.33)
de t pn

dM,
do

=-RT —Rm,

12



kinematik denklemler;

dQ, . M,
do D,
v, _ U,+R 1
do C,
dU

ve sinir kosullar1 sembolik olarak;

bicimde yazilir.

13

T
~=—U +R Qb+RC

(2.34)

(2.35)



3. FONKSIYONELIN ELDE EDILMESIi

3.1 Alan Denklemlerinin Potansiyelliginin Arastirilmasi

(2.33), (2.34) ve (2.35) denklemlerinin tiimii Q=Ly-f seklinde bir operator olarak

gosterebiliriz.
0 0
0 0
0 0
0
-4
de
4y
de
L=
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0
_4
dé
_4 _R
dé D,
0
-R 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

14
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seklinde olup y ve f vektorleri ise;

o Rp,
U
Un R P,
t
Q, Rm,
Mb 0
T 0
U, T,
U, ft
Q, M
b
Mb —Q
7‘; Ab
7, | U
— _U” -

seklindedir. Burada L tiirev operatoriinii, y bilinmeyenleri ve f dis yiikleri ifade

eder. Q=Ly-f operatériiniin potansiyel bir fonksiyon olabilmesi i¢in;
(dQ,¥),¥ )=(dQ(y,y"),¥) 3.3)

esitligi saglamalhidir. Burada (dQ(y,y),y") iki vektoriin i¢ ¢carpimi ve dQ(y,y)

-
aQ(y.) = D (34

n=0

bi¢ciminde olup Q operatoriiniin Gateaux tiirevini ifade etmektedir. Q operatoriiniin

potansiyel oldugu islemi [EK.2]" de gosterilmistir.

3.2 Diizlem I¢i Yiiklii Daire Eksenli Kirisler icin Fonksiyonel

Alan denklemlerinin fonksiyonel karsiligt Oden ve Reddy tarafindan [12]" de
verildigi gibi;

1
I(y) = (I) (Q(sy,y),y)ds (3.5

15



seklindedir. Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. Yapilan matematiksel islemler [EK.3]

te verilmistir.

Diizlem ici yiiklii daire eksenli kirigler icin elde edilen fonksiyonel

1(y)=-F][ ,,,szb]—[vz,u,,1+[v;,u,1 AR AT PN
)

—R[PH,U,I]—R[p,,U,]—R[mb,Qb]
+[Qb,Mb] "{Ijn’Tn] "{ﬁwT,l
[(T f) J [(’ ]A;) } [( Mb)’Qb:L

sekildedir. Burada koseli parantezler (3.7) ifadesinde verildigi gibi belirli bir aralikta

,,,M] [ T]- —[TT]

(3.6)

bir fonksiyonla bir degiskenin ¢arpiminin integralini gostermek iizere,
[F@y ] =] Fyax 3.7)
b

seklindedir. Burada [ , ]8 ve [ , ]0 sirastyla geometrik ve dinamik sinir kosullarinin

verildigi yerde gecerli olan terimlerdir.

16



4. KARMA SONLU ELEMANLAR YONTEMIi

4.1 Sonlu Eleman Tanim

Sonlu elemanlar yontemi, matematiksel olarak ¢dziimii zor olan veya coziilemeyen
karmagik sistemlerin ¢oziimiine olanak saglayan ve miihendislikte yaygin olarak
kullanilan sayisal bir ¢oziim yontemidir. Sekil fonksiyonlar1 yardimiyla elemanin
herhangi bir yerindeki bilinmeyenler ile, eleman diiglim noktalarindaki
bilinmeyenler arasindaki iliskileri dogrudan elde etmektedir. Daire eksenli ¢ubuk
denklemleri birinci mertebeden diferansiyel denklemlerden olustugu icin, kullanilan

sekil fonksiyonlarinin dogrusal olmasi yeterlidir.

4.2 Diizlem I¢i Yiiklii Daire Eksenli Kirisler icin Sonlu Eleman Formiilasyonu

AG=6, -

Sekil 4.1 Daire Eksenli Cubuk i¢in Dogrusal Cubuk Elemani

Sekil 4.1° den goriilecegi gibi daire eksenli cubuklar i¢in eleman boyu

L =R(6-6) 4.1)

J 1

17



olmak iizere, kullanilan iki diigiim noktali sekil fonksiyonlart;

R(6,-6) v _R(6-6) 4.2)
L L

e e

seklindedir. Her diigiim noktasinda alt1 bilinmeyen mevcuttur dolayisiyla bir eleman
oniki bilinmeyene sahiptir. Bu bilinmeyenler ve dis yiikler sekil fonksiyonlari

cinsinden;

U,=U,y,+U,y,
U,=U,v,+U, v,
Q,=Q, ¥, +Q, v,
M,=M,y,+M, vy,
T=T, v, +T, v, 43
L=T,y+1,y,

P, =PuiVitP,; V¥,

Pi=pr: Vit ¥,

yazilir. Fonksiyoneldeki tiirevli terimler i¢in gerekli olan bilinmeyenlerin tiirevleri

Ml: =M, l//i,+Mbj l//;
T/=T,y+T,V, (44)
Tn,:Tm’ y/i,+Tnj l//;

ve buradaki sekil fonksiyonlarinin tiirevleri

, R

l//i__z 4.5
,//_5 4.5)
J LL,

seklinde yazilir. Elde edilen bu denklemler diizlem ici yiiklii daire eksenli ¢ubuklar

icin elde edilen (3.6)’ da verilen fonksiyonelde yerine yazilirsa bir eleman i¢in;

18



1°==R[ (T, v, +T, v,).(Qu v, +Q, v,) |- (Tvi+ T, v,). (U, v, + U, v,
(T Ty w) (v + U ) |- (T + T, w) (U v+ U v )

(v +T,w). (U v+ U ) |- (M, v+ M, 90) (@049, 0]
R
2D,

R
|:(Mbi l//i+Mbj l//j)’(Mbi l//i+Mbj Wj)]_f[(ti '//i+Trj V/j)’(Tn' V/i+Trj l//j):l

_2_2[(%- ATy ) (Lv Ty =R (it pyv,) (U v+ U v

—R[(pvi+p,v,) (U wi+U, )] (4.6)

ifadesi elde edilir. (4.6) ifadesi diizenlenerek agik formda asagidaki sekilde yazilirsa;

6, 6, 6, 6,
I* =-RT,Q, J. yy.do— RTninj J. l//il//jde - RTanbi J. l//il//jde - RTanbj J l//jllyjde
b 6
9/ 9/
LU, [wwdo-TU, [yy,d6-TU, j wy,d6-TU, j vy,do
6 6
o o )
+TU, [y d6+T,U, [wy,do+T,U, j v, do+T,U, j wp,do
6 6 6 6
o o o o
_]:liUili j l//t,llytde_Y;ttUnj j llVi,llede_Y:tjUni j llellV;de_Y:t]Unj j W]W;de
6 6 6 6
6, 6, o, o,
-T,U, J. l//i,l//ide - Tinzj J l//i,l//jde - TrjUti J. l//il//;de - szUrj J. l//jl//;de
6 6 6 6

6, 6, 6, 6,
-M,Q, J. l//i,l//ide_ Mbinj J. l//i,l//jde_ Mijbi J l//il//;de_ Mijbj J l//jl//;de

EY) DMM,jjy/l//de—zDMM,jIl//l//dQ

a.
_Z_Dbeijj é[ l//jl//jde _Z_CrTnTﬁ :9[ l//il//ide _Z_C,T”Trj ! l//il//jde _Z_C.tTriTrj :9[ l//il//jde

6; 6 6 6
J R J R J R J
_2_C[szsz ;[ l//jl//jde_z_qle‘Tm’ ! l//il//ide _Z_CnTm'Tnj ! l//il//jde _Z_CnTm'Tnj ! l//illyjde

o, 4 o, o,
R J J J J
_FZUY;U ! W]l//]de - aniUni '9'. llyllllzde - aniUnj ;!. l//tllyjde_ anjUni ! llyzllyjde
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n

9/ 9./' 9./' 6] 9./'
~Rp, U, [ww,d60-Rp,U, [ww,.d0—RpU, [wy,d6-Rp,U, [ww d6o-Rp,U, vy do
4 4 4 4 4

4.7)
ifadesine doniisiir. (4.7)” deki integraller tek tek alinip (4.8) de gosterilmistir.
Y i 2 N\
jwwdezﬁﬂj(e -0)(o —Q)dQ:R—2 9/29_ej92+9_ _L
6; Le Le 6, ‘0 3 Je 3R
i 6; 2 3\ 9
[#%a0="F[(6-6)(0-0)d0="| 62006+ % || =T
6; Lc Le 0. Le 6, 3R
6] R R 67 R2 0 92 962 63 6] L
[ d0=—[(6,-0)(6-0)do =5 L—-g06+—- || ==
6; Le Le 6. ‘0 2 6, 6R
Y 6 2 2\ Y
[ww dﬁ:—LﬁLﬁj(ej —9)d9=_R_2[919_%j | =_%
’ e e ’ 4.8)
9/ g/ 2 2 9/
[ww d@:ﬁﬂj(ej—e)de:R_z 9],9_9_ _1
6; Le Le 6, ‘0 6; 2
4

Daha sonra (4.8)’ de elde edilen sonuclar (4.7)’ de yerlerine yazilirsa fonksiyonel;

L T ‘Q];,' L T 'ij _ L T 'Qbi _ L T 'ij _ L TU i L'ZiUnj _ Lej;jUni _ Lej;jUnj

Ie__ ‘e ni _ et e” nj e’ nj et i _ e

3 6 6 3 3R 6R 6R 3R

L T ‘U,‘ LeT;liUtj LeTnjUti Lej;ljU[j T U i TniUnj TZUUni T;yUn/
g TermiTH + 4 g miTni + +

3R 6R 6R 3R 2 2 2 2
+ TnUn + TtiUrj _ TrjUti _ thUrj + Mbini + Mbinj _ Mijbi _ Mijbj
2 2 2 2 2 2 2 2
_ LeMbiMbi _ LeMbiMbj _ LeMbijj _ LeTnTn _ LeTriTrj _ LeTrorj
6D, 6D, 6D, 6C.  6C  6C
_ LgT;liTni _ L(_’Y-;li]:’lj _ LeY:th:tj _ Lep,,,-U,,[ _ LepniUnj _ LepnjUni _ LepnjUnj
6C, 6C, 6C, 3 6 6 3
_LpU, LpU; LpU; LpU, 4.9)
3 6 6 3
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biciminde elde edilir. Fonksiyonelde oniki adet bilinmeyen vardir. (4.10)’da
gosterildigi gibi Her bir bilinmeyene gore fonksiyoneli ekstremum yapacak sekilde

tiirev alinip sifira esitlendigi takdirde;

O 1

aUni

O 2

ou,

L 3

aUn‘

A i 4

U,

o 5

2,

a 0 6

g, = O

4.10

a7 (4.10)
S 7

oM,

L 8

oM,

o i 9

aT;u’

O 10

o,

L 11

o,

O 12

oT

seklinde oniki adet eleman denklemi elde edilir. Elde edilen oniki denklem, matris
formunda verilmistir. (4.11)’ de verilen eleman matrisi incelendiginde simetrik

oldugu goriiliir.
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0 __e
3R
0 _L
6R
o L
2
o L
2
Loy
2
Loy
2

— L‘f 0
6D,

— Lf 0
3D,
(—

3C,
— Lf’
6C,
0 0
0 0
6
3
6
3

e mbi
6

Le mbi
3

_L 11
6R 2 2
L 1 1
3R 2 2

1L L
2 3R  6R

1L L
2  6R 3R
o L _L

3 6
o L _L

6 3
0 0 0
0 0 0

L 0
6C,

L 0
3C,

0 _ Le _ Le
3¢, 6C,
_ L(' _ L('
6C,  3C,
4.11)
4.12)



5. UYGULAMALAR

Diizlem ici yiiklii daire eksenli kirisler icin eleman matrisi elde edildikten sonra,
C++ programlama dilinde yazilan program ile secilen problemlerin ¢oziimleri

yapilmistir. Yazilan bilgisayar programi CD eki olarak [EK.4]" de verilmistir.

Ornek 1

Bu ornekte dikdortgen kesitli, Sekil 5.1° de goriilen ¢eyrek cember seklinde, bir ucu
ankastre olan konsol kirig, bos ucundan kirisin normali dogrultusunda tekil yiikle
yiiklenmistir. Kesit genisligi sabit olmak {izere kiris ile ilgili bilgiler asagida

verilmistir.

P

|

R=10 m
E=10,5x10° kN/m’
G=4,0x10° kN/m’
P=1 kN
k=12

Sekil 5.1 Normali Dogrultusunda Bos Ucundan Tekil Yiikle Yiiklii
Ceyrek Cember Seklinde Kiris

Kirisin bos ucuna ait deplasmanlar ve donme degerleri, Castigliano Enerji Teoremi

kullanilarak;

PR(R* 1 1
u = (5.1)
4 \EI GAK EA

23



PR’ PR PR

U = - -
‘T 2EI 2GAK 2EA (5.2)
PR?
Q =
" EI (5.3)

seklinde ifade edilir. Kiris alt1 ve oniki adet sonlu elemana boliinerek, R/h oraninin
4 ile 1000 arasinda degistigi ¢esitli durumlara gére bulunan sonuglar, Tablo 5.1° de

gosterilen problemin teorik ¢6ziimii ile karsilagtirilmistir.

Tablo 5.1 Ankastre Mesnetli Konsol Ceyrek Cembere Ait Bulunan Sonuglarin

Teorik Coziimleri ile Karsilagtirilmasi

6 eleman 12 eleman
R/h Un /Un(teorik) Ut /Ut (teorik) Qb /Qb (teorik) Un /Un(teorik) Ut /Ut (teorik) Qb /Qb (teorik)
4 1.01789 1.01596 1.00507 1.00807 1.02524 1.00124
10 1.01366 0.99260 1.00507 1.00392 1.00154 1.00125
20 1.01305 0.98932 1.00507 1.00332 0.99821 1.00124
50 1.01287 0.98840 1.00507 1.00315 0.99728 1.00125
100 1.01285 0.98827 1.00507 1.00312 0.99715 1.00125
200 1.01284 0.98824 1.00507 1.00312 0.99712 1.00124
500 1.01284 0.98823 1.00507 1.00311 0.99710 1.00125
1000 [ 1.01284 0.98823 1.00507 1.00312 0.99710 1.00125

Ornek 2

Bu ornekte daire bir kesite sahip, Sekil 5.2° de goriilen ¢eyrek ¢ember seklinde, bir
ucu ankastre konsol kiris, normali dogrultusunda diizgiin yayili olarak yiiklenmistir.
E=2x10° kN/m* ,R=1m, v=0.2ve k'=10/9 olmak iizere kiris kesit yaricapi

10 cm’ dir. Kiris normali dogrultusunda qn=10 kN / m olarak yiiklenmistir.

Z

1
Sekil 5.2 Normali Dogrultusunda Yiiklii Ceyrek Cember Seklinde Kiris
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Kiris iki ve on eleman arasinda parcgalara ayrilip, 2 diigiim noktasinin normali ve
tegeti dogrultusundaki deplasmanlar1 ve donmesi incelenmis, sonuglar Tablo 5.2° de
verilmis. Tablo 5.2° de verilen sonuclar, eleman sayisinin tek ve ¢ift olmasina gore

U, degerlerinin yakinsamas: Sekil 5.3” de, U, degerlerinin yakinsamas: Sekil 5.4°

de ve Q, degerlerinin yakinsamasi Sekil 5.5° de verilmistir.

Tablo 5.2 Kirigin Bos Ucuna Ait Donme ve Deplasmanlar

Eleman sayisi ( n) U, (m) U, (m) Q, (rad)
2 4.06251e-005 2.07549e-005 3.04256e-005
3 3.10533e-005 2.36184e-005 3.70684¢e-005
4 3.38861e-005 2.23296e-005 3.50569e-005
5 3.17529¢-005 2.3216e-005 3.66002e-005
6 3.28906e-005 2.26967e-005 3.57822e-005
7 3.19432e-005 2.31104e-005 3.64717e-005
8 3.25576e-005 2.28294e-005 3.6028e-005
9 3.20213e-005 2.30677e-005 3.64189¢-005
10 3.2406e-005 2.28915e-005 3.61403e-005
4.50E-05

4.00E-05 ’\\
3.50E-05

:E: —&— Cift sayili elemanlar
5 | —m— Tek sayili elemanlar
3.00E-05
2.50E-05
Z.OOE_OS T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Eleman Sayisi

Sekil 5.3 Eleman Sayisinin Cift ve Tek Olmasina Gore U, Degerlerinin

Yakinsamasi
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2.40E-05

2.35E-05

2.30E-05

2.25E-05

Ut (m)

2.20E-05

—&— Ciift Sayili Elemanlar
—— Tek Sayili Elemanlar

2.15E-05

2.10E-05 A

2.05E-05

3 4 5 6 7 8 9

Eleman Sayis1

10

11

Sekil 5.4 Eleman Sayisinin Cift ve Tek Olmasina Gore U, Degerlerinin

Yakinsamasi

3.80E-05

3.60E-05

3.40E-05

Q. (rad)

3.20E-05

3.00E-05

2.80E-05

.\.Hhi

)

3 4 5 6 7 8 9

Eleman Sayis1

10

11

—&— Cift Sayili Elemanlar
—— Tek Sayih Elemanlar

Sekil 5.5 Eleman Sayisinin Cift ve Tek Olmasina Gore €, Degerlerinin

Ornek 3

Yakinsamasi

Bu ornekte dikdortgen bir kesite sahip, Sekil 5.6° de goriilen yarim ¢ember seklinde,

bir ucu ankastre diger ucu kayict mesnetli kiris, normali dogrultusunda diizgiin

yayili olarak yiiklenmistir. E=2.85x10° kN / m*> , R = 1m, =0.2 ve k" =1.2 olmak

iizere kiris yiiksekligi h= 50cm, kiris genisligi b= 25 cm’ dir. Kiris normali

dogrultusunda gn = 10 kN / m olarak yiiklenmistir.
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72

1 3
Sekil 5.6 Normali Dogrultusunda Yiikli Yarim Cember Seklinde Kiris

Kiris 20 esit sonlu eleman pargasina boliinerek 2 ve 3 diigiim noktalarinin normali
dogrultusundaki deplasmanlar1 incelenmis, sonuglar Tablo 5.3’ de goriildiigi gibi

SAP2000 programiyla karsilagtirilmistir.

Tablo 5.3 Ankastre-Kayic1 Mesnetli Yarim Cembere Ait Un Degerleri (m)

Bu calismada| SAP 2000 Fark
Un, 2.808E-6 2.854E-6 1.638%
Un, 5.615E-6 5.404E-6 3.758%
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6. SONUCLAR

Diizlem ic¢i daire eksenli kirislerin statik analizi icin Gateaux Tiirevi yontemiyle
fonksiyonel elde edilmistir. Formiilasyona kayma ve uzama etkileri dahil edilmistir

......

cubuk geometrisine bagli olarak gelistirilebilir.

Gelistirilen sonlu elemanda deplasmanlar ve donmelerin yaninda kuvvetler ve

momentlerde temel bilinmeyen olarak alinmaktadir.

Gelistirilen sonlu eleman ¢esitli Ornekler {izerinde denenmistir. Sonuclar
literatiirdeki problemler ve bu problemlerin kesin ¢oziimiiniin yaninda SAP2000
paket programiyla da karsilastirilmistir. Sonuclarin yaklasiminin diizgiin oldugu ve
miithendislik problemlerinde gerekli olan hassasiyeti sagladigi goriilmiistiir. Bu
calismada ele alinan problemlerin ¢6ziimii icin C++ programlama dilinde bir
program yazilmistir ve programlama diline ait kiitiiphanelerde mevcut olmayan
denklem ¢6ziimiinii yapan fonksiyon gelistirilmistir. Hazirlanan  programda

herhangi bir diigiim noktas1 sinir1 bulunmamaktadir.

Calismada sinir kosullarinin etkisi dikkate alinmistir. Her tiirlii dis yiik ve sinir
kosullar altinda diizlem i¢i daire eksenli ve enkesiti de degisken olabilen kirislere

ait sonuglar1 elde etmek miimkiindiir.
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EK 1: Uzaysal Cubuklar icin Alan Denklemlerinin Elde Edilmesi

Denge denklemleri, kinematik denklemler, vektorel olarak;

ar .
a, (2.8)
ds
- (2.9)
M . -
d— +tXT+m=0
ds
) (2.13)
aQ_ - o
ds
(2.14)
dU - =
—+txQ-7=0,
ds % 4
ve Frenet formiilleri ;
dr .
d_ =Kn
S (2.5)
i - -
—E:Tb—Kt
ds
db _
—=—7n
ds

seklinde tekrar verilmistir. Denge ve kinematik denklemdeki vektor terimleri

n, bve f eksen takimlari lizerinde acik olarak;

oy
T=T i+T,b+T 1
_ . 2
M=M n+M,b+M,t
Q=Q i+Q,b+Q 1 3)
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U=U,i+U,b+U, T @)

p=p,ii+p,b+pi 5)
m=m, fi+m,b+m 1 (6)
y=v,7i+y,b+y,t (7)
= i+a,b+ot ®)

seklinde yazilir. Daha sonra Frenet formiilleri (2.5) g&zoniine alinarak (1) ve (5),

(2.9)’ da yerine yazilarak gerekli matematiksel islemler yapilirsa;
d . ~ - - ~ -
= d_(T" n+T, b+T t)+(p,n+p,b+p,t)=0
s

dii dT,
—_— + —_
s )+(

ds

— @y, per, 2y pir 4
d. ds ds ds

s
+(pn.ﬁ+pb.15+p,f) =0

_| 9L n+T, (Tl;—K‘l?)+ﬂl;+Tb(—Tﬁ)+£f+Tt(K‘ﬁ)}
ds ds ds

+(p, i+ p,b+p1)=0

T T, ~ T -
= &—ﬂ‘bﬂ;zﬁpn i+ &+an+pb b+l ’—TnK‘+prjt=O
ds ds ds

=B o 4T, —p, (D)

ds

e, @)
ds

Yy, 3)
ds
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seklinde denge denklemlerinden ii¢ tanesi elde edilmis olur. Ayn1 islemler (1) , (2)

ve (6) dikkate alinarak (2.9)’ da yerine yazilirsa

d _ ~ - . - - - ~ -
:>d—(Mnn+Mbb+M,t)+t><(Tnn+Tbb+T,t)+mnn+mbb+mtt =0
N

(M A M, B My T b T
s ds ds ds s ds
+m, fi+m,b+m =0
_.aM, ﬁ+Mn(rl;—/cf)+deI;+M,,(—rﬁ)+dM’ f+M,(ki)+T, b
ds ds ds

~Tii+m, fi+m, b+m =0

dM . (dM
:{ - —rMb+/cM,—Tb+mnjn+( - +an+Tn+mbjb

s s
+(dM’ —KM”+m[j?:0
ds
:>dM" =+T,—kM,+7tM, —m, (4)
ds
:>th =-T —tM, K —m, &)
ds
:>th =+KkM, K —m, (6)
ds

geri kalan ii¢ denge denklemi de elde edilmis olur. Kinematik denklemler i¢in ayni
islemler tekrarlanir. Frenet formiilleri (2.5) ve biinye bagintilart (2.19) dikkate

almarak (3) ve (8), (2.13)’ de yerine yerlestirilir ve gerekli islemler yapilirsa;
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_ 92, n+§2n(rl;—lcf)+—dg” b+Q, (-7 ”)+—dQ’ +Q,(xn)
ds ds ds
~(@,ii+@,b+07)=0
= —dQ"—rQb+KQr—(oﬂ n+ dQ”+TQn—wb b+ dQ’—KQn—w, =0
ds ds ds
., Z—K'Q[+T.Q.,)+M” (7
ds Dn
A o M ®)
ds D,
L S ©)
ds D,

denklemleri elde edilir. islemler (2.14) icin benzer sekilde tekrarlanirsa;

:di(Unﬁ+Ubl5+Uj)+f><(Qnﬁ+QbB+Qj)—(;fn fi+y,b+7,1)=0
\)

:(dU”ﬁ+U”d—n)+ dU”E+Ubﬁ + ﬂf+Utd—t
ds ds ds ds ds ds

+ix(Q, i+Q,b+Q, 1) (y,i+y,b+y,1)=0

du, ~ .\ dU, - . dU, .. B} L
:{7;1+Un(rb—m)+ ds”b+Ub(—z'n)+Xt+U,(/cn)}+(9nb—s2bn)

~(7, i+ y,b+y,7)=0
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:{—dU" —rUb+KUI—Qb—;/njﬁ+(d:” +7U,1+Qn—;/bjl§+(%—KUn —;/,jf=0

ds s s
= av, =—kU,+1tU,+Q, + L, (10)
ds C,
:>dU” =—TUn—Q”+£ (11)
ds C,
:>dU’ =kU, +£ (12)
ds C

toplam olarak uzaysal cubuklar i¢in oniki adet alan denklemi elde edilmis olur.
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EK 2: Q Operatoriiniin Potansiyel Oldugunun Gosterimi

I¢ carpim asagidaki denklemler arasinda gergeklestirilir;

dT,
_d9+T“_Rp‘:O < U,
—di—Tt—RpﬁO & U,
de
—de—RTn—Rmb=0 s Q
de
9 Mg oM,
o D,
Wy jhlg et
do t
du T

—4U-RQ -R—2=0 & T
do C,

(3.3) denklemini sol tarafi ;

@0y 3.y == .0, |-[T.0, T-R[p,.0, - 70 [+[T.0,]-R [0/ ]

—[Mb’,sz;}—R[i,gb*]—R[mb,Qb*]+[§‘2b’,M :

L 1
|
S | =
1
=
=
L
+
1
<
~
1
—
S
~
| E—

T8 )[04 (0.1 ]-R[8, 1 - [T7 ]

t

seklinde, sag tarafi ise;
(dQ(y.y").¥) =—[T,,'*,U,,J—[Tfﬁn}—R[p,,ﬁn]—[T,'*ﬁfJ+[T,,*J7t]—R[p,l7f]
_[Mb'*,QbJ—R[Tn*,s_}b]—R[mb,ﬁb]Jr[Q;*,Mb]—Di[Mb*,Mb}+[U:*,T,]—[U"*,T,]

[ T [ur T+ [U DR[0T -
t

D=
1
H
)
L1
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seklinde acik olarak ifade edilir. (3.3) denkleminin sol tarafina kismi integrasyon

uygulanirsa;

~[#,.9,7 +[,.9 ]~ R[m,.0, J+[@,.0m,] -
+0,.1,] -[0,.1/]

0 alt indisli terimler siir kosullarimi ifade etmektedir ve acik sekli asagida

verilmistir.

[ L=l L+ 1

o ve £ alt indisleri sirasiyla dinamik ve geometrik sinir kosullarim ifade

etmektedir. Bu duruma gore;

(@Q(y.3).y)y~(dQ(y.y"). 3y =-[T,.,U," | -[T,.U,"] -[M,.Q, ] -[M,.Q, ]

QM) |+ Qm,) | +[0.17 ] +[0.17 ] +[0,.77 ] +[0.77] -[T.07],
T,

kalan terimler simir kosullar1 olustururlar. Sinir kosullarinin etkileride dikkate

alindiginda higbir terim kalmaz ve dolayisiyla potansiyellik saglanmis olur.
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EK 3: Fonksiyonelin Elde Edilmesi

(3.5)’ de verilen ifadeye gore integral;

1
’ 4 7 7 R
I(y)=[(=sT,U, =sT U, =sT,U, +sT,U, = sM;Q, = sRT,Q, +s M, —SFM,)M,,
0 b
»e SR , SR
~SUT +SUT, =TT, 45U T, +SUT, =SsRO,T, = =TT, 45T, +5TU, +5M,Q,,

t n
_SQbeé. - SUZT;E - SUnT‘né. - anUn - Rthr - RMbe - f‘nUna _’f;Ura - Mbgba + fszbé.
+U,T, +U,T, )ds

nng

seklinde acik olarak yazilir ve integral alinirsa;

R R R

I(y)=-R|T,Q,|-——|M, M, |-——|T,T |-——|T,.T,[-R|p,,U,|—-R|p,,U

(y) [ n b] 2Db[ b b] 2Ct[ t t] 2Cn[ n n] [pn n] [pt t]

1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’

“R[M,.2,)-[7.0,]-2 110,15 7.0, [+ (7,01 -2 M;.9,]+ 5 [M,.9; ]+ 5[V 7]

Ly, 1 1 1 1 1 1

—\U. . T |+=|T,,U —|T.,U —\M,,. Q| ——|M,, 2, | ——|U,,T| ——|U,,T
UL T3], +5(n0), 45 M,0,), S [M,.9,], -2 U, 1], -2 (U, 7],

A ] AR [0, ] <@, 40,1 ] +[0.1.],
integral bu formu alir. Gerekli islemler yapilip ifade diizenlenirse fonksiyonel;

1(y)==RI[T,.,]-[1.0,]+[1,,U)- |70, |-| 7.0, |- | M/, |
R
2D,
_R[pwUn]_R[pr’Ur]_R[mb"Qb]

+[0,.m, ] +[0.7,] +[0.7],

+(1.-1).0, | +[(1-1).0 ]| +[(m,-1,).9,]

olarak elde edilir.

R R
M M, |—IT,T|—IT, T
[ b b] 2Cr[t t] 2Cn[ n, n]

o
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