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3-BOYUTLU MiNKOWSKi UZAYININ NOKTASAL 1-TIPINDEN
GAUSS TASVIRINE SAHIP YUZEYLERI

OZET

Sonlu tipten alt manifoldlar fikri, 1970 yillarinin sonlarima dogru B.Y.
Chen tarafindan ortaya atilmis ve Oklidiyen ve yar1 Oklidiyen uzaylarinin
alt manifoldlarinin incelenmesinde ¢ok genig olarak kullanilan bir kavram
olmustur. Ayrica, bu kavram gerek Oklidiyen gerekse yari Oklidiyen uzaylarm
alt manifoldlar1 iizerinde taniml tiirevlenebilir tasvirlere genigletilmigtir. Bu
tasvirler arasinda alt manifoldlarin Gauss tasvirleri oldukca Onemli yer
tutmaktadir. Sonlu tipten Gauss tasvirleri alt manifoldlarin incelenmesinde
oldukca genis bir sekilde kullanilmaktadir.

Bir alt manifodun Gauss tasviri, tiirevlenebilir bir F' fonksiyonu ve ¢evreleyen
uzaya ait sabit bir C' vektori igin AG = F(G + C) diferansiyel denklemini
saglarsa, alt manifolda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir.
Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine, eger C' vektorii sifir ise birinci cesit aksi
durumda ise ikinci gesittir denir. Bu tez caligmasinda, E3 Minkowski uzayinm
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip dogrusal yiizeyleri ve donel yiizeyleri
incelenmektedir.

E? Minkowski uzaymm birinci gegit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
dogrusal yiizeylerinin smiflandirilmasi igin su sonuglar ispatlanmigtir: [E3
Minkowski uzayinda bir M uzaysal dogrusal yiizeyin Gauss tasvirinin birinci
cesit noktasal 1-tipinden olmasi icin gerek ve yeter kosul M yiizeyinin bir Oklid
diizleminin, hiperbolik silindirin, 1. tip uzaysal helikoidin, 2. tip uzaysal
helikoidin veya 2. tip uzaysal Enneper yiizeyin esleniginin acik bir parcasi
olmasidir. [E? Minkowski uzayinda bir M zamansal dogrusal yiizeyin Gauss
tasvirinin birinci gesit noktasal 1-tipinden olmasi icin gerek ve yeter kosul M
yiizeyinin bir Minkowski diizleminin, Lorentz ¢cembersel silindirin, indeksi 1 olan
cembersel silindirin, 1. tip zamansal helikoidin, 2. tip zamansal helikoidin, 3.
tip zamansal helikoidin, 2. tip zamansal Enneper yiizeylerin egleniginin, eger B’
null ise bir diiz B-scroll'un veya eger B’ null degilse bir diiz olmayan B-scroll’un
acik bir parcasi olmasidir.

E? Minkowski uzaymin noktasal I1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel
yilizeylerinin karekterizasyon ve simmiflandirilmasi i¢in su sonuglar ispatlanmigtir:
E? Minkowski uzaymda bir M dénel yiizeyinin birinci gesit noktasal 1-tipinden
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Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kogul M yiizeyinin ortalama
egriliginin sabit olmasidir. Ayrica, . tip rasyonel bir dénel yiizeyin birinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
yiizeyin bir diizlemin ya da bir hiperbolik silindirin agik bir parcasi olmasi
gerektigi; II. tip rasyonel bir donel yiizeyin birinci cesit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kogulun yiizeyin bir diizlemin
ya da bir cembersel silindirin acik bir parcasi olmasi gerektigi; III. tip rasyonel
bir dénel yiizeyin birinci ¢esgit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter kogulun yiizeyin, kati bir harekete gére, ikinci tip bir Enneper
ylizeyin, bir de Sitter uzayin ya da bir anti-de Sitter uzayin acik bir parcasi olmasi
gerektigi gosterilmistir. Son olarak, E? Minkowski uzayinda bir M rasyonel donel
ylizeyinin ikinci gegit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek
ve yeter kosulun M yiizeyinin bir dik koni ya da bir hiperbolik koninin acik bir
parcasi olmasi gerektigi ispatlanmigtir.



SURFACES WITH POINTWISE 1-TYPE GAUSS MAP IN
MINKOWSKI SPACE E}

SUMMARY

The notion of finite type submanifolds was introduced by B.Y. Chen during
late 1970’s, and it has become a useful tool for investigation of submanifolds of
Euclidean and pseudo-Euclidean spaces. Also, this notion has been extended to
differentiable maps defined on submanifolds of Euclidean and pseudo-Euclidean
spaces. Among them Gauss maps of submanifolds are very useful. The finite
type Gauss maps are a very extensively used to deal with submanifolds.

The Gauss map of a submanifold is said to have pointwise 1-type Gauss map if
it satisfies the differential equation AG = F(G + C) for some differentiable map
F and some constant vector C' of ambiant space. The pointwise 1-type Gauss
map is said to be of the first kind if the vector C' is zero vector. Otherwise, the
pointwise 1-type Gauss map is said to be of the second kind. In this thesis, the
ruled surfaces and surfaces of revolution in Minkowski space E? with pointwise
1-type Gauss map are studied.

The following results are proved for classification of ruled surfaces with pointwise
1-type Gauss map of the first kind in Minkowski space E3: The Gauss map of a
space-like ruled surface M in Minkowski space E? is of pointwise 1-type Gauss
map of the first kind if and only if the surface M is an open part of a Euclidean
plane, the hyperbolic cylinder, space-like helicoid of the 1st kind, space-like
helicoid of the 2nd kind or the conjugate of space-like Enneper’s surface of the
2nd kind. The Gauss map of a time-like ruled surface M in Minkowski space E}
is of pointwise 1-type Gauss map of the first kind if and only if the surface M
is an open part of a Minkowski plane, the Lorentz circular cylinder, the circular
cylinder of index 1, time-like helicoid of the 1st kind, time-like helicoid of the
2nd kind, time-like helicoid of the 3rd kind, the conjugate of time-like Enneper’s
surfaces of the 2nd kind, a flat B-scroll if B’ is light-like or a non-flat B-scroll if
B’ is non-null.

For classification and characterization of surfaces of revolution with pointwise
1-type Gauss map in Minkowski space E?, the following results are proved: A
surface of revolution M in Minkowski space E? has pointwise 1-type Gauss map
of the first kind if and only if M has constant mean curvature. Besides, it is
proved that a rational surface of revolution of type I has pointwise 1-type Gauss
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map of the first kind if and only if it is an open part of a plane or a hyperbolic
cylinder; a rational surface of revolution of type II has pointwise 1-type Gauss
map of the first kind if and only if it is an open part of a plane or a circular
cylinder; a rational surface of revolution of type III has pointwise 1-type Gauss
map of the first kind if and only if it is an open part of an Enneper’s surface of
the second kind, a de-Sitter space or an anti-de Sitter space up to a rigid motion.
Finally, it is also proved that a surface of revolution M in Minkowski space E3
has pointwise 1-type Gauss map of the second kind if and only if the surface M
is an open part of a right cone or a hyperbolic cone.
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1. GIRIS

Sonlu tipten alt manifoldlar kavrami 1970°li yillarin sonlarina dogru B.Y.
Chen tarafindan tamitildiktan sonra yogun olarak geometri ile ugrasan pek
cok kisi tarafindan calisilmis ve oldukca 6nemli sonuclar elde edilmigtir. Bu
kavram kullanilarak Oklid ve yari Oklid uzaylarin alt manifoldlarinin bircok

karekterizasyonu verilmig ve 6nemli sonuglar bulunmugtur.

M, indeksi s olan E™ yar1 Oklidiyen uzaymim n-boyutlu bir alt manifoldu olsun.
M alt manifoldunun E™ yar1 Oklidiyen uzayimndaki x yer vektorii, alt manifoldun

A Laplace operatoriine gore, Ax; = \jz;, @ =1,...,k olmak iizere
T=Xo+T1+ "+ Tk

seklinde ayrigtirilabilirse M manifolduna sonlu tipten alt manifold denir, burada
xo sabit bir tasvir, x1,...,x, sabit olmayan tasvirler ve Ay, ..., Ay sifir olmayan
sabitlerdir. Eger A{,..., )\, 0Ozdegerlerinin hepsi birbirinden farkli ise M alt
manifolduna k-tipinden alt manifold denir. Eger k sonsuz ise M alt manifolduna
sonsuz tipten alt manifold denir. Bu konudaki ilk sonuclar, B.Y. Chen’in
[1] kitabinda toparlanmigtir. Daha sonra, genis kapsamli bir derleme yine
B.Y. Chen’in [2] raporunda yaymlanmigtir. Sonlu tipten kavrami kullanilarak
alt manifoldlar1 karekterize etmek veya smiflandirmak icin bircok caligma

yapilmigtir.

Sonlu tip kavrami daha sonra alt manifoldlar {izerinde taniml tiirevlenebilir
tasvirlere genigletilmistir. E7' uzaymnin n-boyutlu bir alt manifoldu iizerinde
diizgiin bir ¢ tasviri, A Laplace operatoriiniin E*-degerli 6zfonksiyonlarinin sonlu
bir toplami seklinde yazilabilirse ¢ tasvirine sonlu tipten tasvir denir. Sonlu

tipten Gauss tasvirine sahip Oklid veya yar1 Oklid uzaylarinn alt manifoldlar:



birgok geometrici tarafindan ¢aligilmigtir [3-7]. Chen ve Piccinni, sonlu tipten
Gauss tasvirine sahip Oklid uzaylarinin alt manifoldlar iizerine genel bir
calisma yaparak sonlu tipten (Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar teorisinin
temelini olugturmustur ve 1-tipinden Gauss tasvirine sahip kompakt yiizeyleri

simflandirmigtir [8].

Bir Oklidiyen veya yar1 Oklidiyen uzayinin bir alt manifoldu 1-tipinden G Gauss
tasvirine sahipse, G Gauss tasviri AG = A(G + C) denklemini baz1 A € R ve
baz1 sabit C' vektorleri igin saglar |1, 7, 8]. Ancak bircok yiizeyin Gauss tasviri,

F tiirevlenebilir bir fonksiyon ve C' vektorii de sabit olmak iizere
AG = F(G+C) (1.1)

denklemini saglar. Ornegin, E® uzaymda katenoid ve dik koniler [9], ayrica E?
yar1 Oklid uzayinda 1., 2. ve 3. tip helikoidler, 2. tip Enneper yiizeylerin eslenigi
ve B-scroll [10] yiizeyinin Gauss tasvirleri (1.1) denklemini saglar. Bir Oklid veya
yar1 Oklid uzaymin bir alt manifoldunun G Gauss tasviri, tiirevlenebilir bir F
fonksiyonu ve bir sabit C' vektorii igin (1.1) denklemini saglarsa, M manifolduna
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Noktasal 1-tipinden Gauss
tasviri C' vektoriiniin sifir veya sifirdan farkli olmasina gore, sirasiyla, birinci

veya ikinci gesittendir denir.

Bu tez ¢aligmasinda, E} Minkowski uzayinin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip dogrusal yiizeylerin ve donel yiizeylerin simiflandirilmasi ele alinmig ve bu

amacla [10] ve [11] nolu makaleler detayli olarak incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, daha sonra kullanilacak olan alt manifoldlar teorisine

ait bazi temel tanim ve formiiller verilmigtir.

Uciincii boliimde, E? Minkowski uzaymim dogrusal yiizeylerinin tanimi ve
smmiflandirilmas: verilmis, noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip dogrusal
ylizeylerin Ornekleri ve genel siniflandirmasini veren temel teoremler genig bir

sekilde incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, E? Minkowski uzayinin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine



sahip donel yiizeyleri ele alinmigtir. Bu yiizeylerin tanimi ve siniflandirilmasi
verilmis; noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel yiizeylerin 6rnekleri,
genel karekterizasyonunu ve siniflandirmasini veren temel teoremler genig bir

sekilde incelenmistir.






2. ALT MANIFOLDLAR TEORISINE AIT BAZI TEMEL
KAVRAMLAR

Bu béliimde, Minkowski uzayinin alt manifoldlarina ait bazi temel tanmim
ve formiiller verilmektedir. Bunlar, diger boliimlerde noktasal 1-tipinden
(GGauss tasvirine sahip dogrusal yiizeylerin ve donel yiizeylerin incelenmesinde

kullanilacaktur.

R™, n-boyutlu reel vektoér uzayi, X = (X1, Xo,..., X,) ve Y = (Y, Y5,...,Y,)

bu uzaya ait iki vektor olsun. R™ uzayinda
(X,Y) = =XiY1 + XoYo + - + X,.Y,,

ile tamimlanan (, ) metrigi géz 6niine alinsin. (R™, (, )) metrik uzayina Lorentz-
Minkowski uzay1 denir ve E7 ile gosterilir. Dejenere olmayan ve indeksi 1 olan
(, ) metrigine Lorentzian metrik veya Lorentz ¢arpimi denir.

E} uzayma ait bir X vektoriine, (X, X) > 0 veya X = 0 ise uzaysal, (X, X) <0
ise zamansal, (X, X) =0, X # 0 ise 1giksal veya null vektor denir. E? uzaymda
zamansal veya 1giksal bir vektor causal vektor olarak adlandirihir. E? uzayinda

zamansal bir vektore dik olan bir causal vektor yoktur.

Tanimm 2.1. E3 Minkowski uzaymda dejenere olmayan indirgenmis metrige
sahip bir M yiizeyinin normal vektorii zamansal ise M yiizeyine uzaysal, normal
vektorii uzaysal ise M yiizeyine zamansal yiizey denir.

Zamansal yiizey iizerindeki indirgenmis metrigin indeksi 1 dir. E3 uzayinda

dejenere olmayan metrige sahip bir yiizeye yar1 Riemannian yiizey denir.

Tanim 2.2. I, R reel sayilar kiimesinde acgik bir aralik olmak iizere, E3
uzayinda diizgiin bir o : I — E3? egrisi géz oniine alinsin. Bu egrinin teget

vektorii, sirasiyla, uzaysal, zamansal veya 1giksal(null) ise, o egrisine uzaysal,



zamansal veya 1giksal(null) egri denir.

Yardimer Teorem 2.1. Tki 1siksal vektoriin birbirine dik olmasi icin gerek ve
yeter kosul bu vektérlerin lineer bagimli olmasidir.
E2, 3-boyutlu Minkowski uzayma ait iki vektéor X = (Xi,...,X,), Y =

(Y1,...,Y,) olsun. X ve Y vektorlerinin Lorentz vektorel ¢carpimi

X XY = (=XoV3 + X3Ys, X3V1 — X1V3, X1Ys — XoY))
seklinde tanimlanir. Lorentz vektorel carpimi asagidaki 6zellikleri saglar.
Yardimer Teorem 2.2. E} uzayinda X,Y,Z ve W vektor alanlar igin

X XY =0« X veY lineer bagimhdir,
X XY =-Y xX,
(X xY,Z)=(Y x Z,X),
(X xY, X)=(XxY)Y)=0,

(X XY, Z x W) = (X, WWY, Z) — (X, Z)(Y,W)

ozellikleri saglanir.

E? Minkowski uzayinda
St(1) ={p € E{|{p,p) = 1}
ve
H*(—1) = {p € E{| (p.p) = —1}

seklinde tanimlanan kuadratik yiizeylere, sirasiyla, de Sitter uzayi ve hiperbolik

uzay (anti-de Sitter uzayi) denir.

M, E3 Minkowski uzaymm bir yari Riemannian yiizeyi olsun. M yiizeyinin her

noktasini yine ayni noktadaki birim normal vektoriine gotiiren
G: M- Q%) C E}

tasvirine, M yiizeyinin Gauss tasviri denir, burada (= £1), G vektor alaninin



isaretini gostermek iizere,
S2(1)  eger e = 1 ise,
Q*(e) =
H?(—1) eger e = —1 ise,
dir. E* Minkowski uzayinda n-boyutlu bir yar1t Riemannian M alt manifoldu goz
oniine alinsin. M alt manifoldunun iizerindeki (2!, ..., 2") yerel koordinatlarina
gore, M alt manifoldunun A Laplace operatorii

n 8
Z g <8xL8:L’J B FZE) (2.2)

3,j=1

seklinde verilir; burada ¢ fonksiyonlar1 g;; metriginin tersinin bilegenlerini ve

I}, fonksiyonlar da

"1 09, dg 09
Fk — - kr Jr i _ 1]
i ; 29 (3x’ "0 " o

seklinde tamimlanan Christoffell fonksiyonlarini gostermektedir. Bununla

beraber, (2.1) ifadesi

7 L (VI 355) 22

seklinde de yazilabilir, burada G = det(g) = det(g;;) dir.
G, M yiizeyinin birim normal vektor alani ve X’de M yiizeyinin bir teget vektor

alan1 olsun. M yiizeyinin E? Minkowski uzayindaki Weingarten formiilii
Vy G = —Ag(X)

seklinde tanimlanir, burada Ag ifadesine M yiizeyinin Weingarten tasviri veya
sekil operatorii denir. E? uzaymin bir M yiizeyi iizerinde yerel olarak tanimh
{e1,e2} ortonormal teget baz alam goz oOniine alindiginda, M yiizeyinin H
ortalama egriligi ve K Gauss egriligi

1 1

H=—trAg == gi(Ag(e;), e;

1o = 53t )

ve

K = edetAg

seklinde tamimlanir, burada ¢; = (e;, ¢;) = £1 ve ¢ = (G, G) = £1 dir.






3. E3 MINKOWSKI UZAYININ NOKTASAL 1-TiPINDEN GAUSS
TASVIRINE SAHIP DOGRUSAL YUZEYLERI

Bu boliimde, E? Minkowski uzaymin dogrusal yiizeylerinin tamm ve
siniflandirilmasi verilmis, noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip dogrusal
ylizeylerin Ornekleri ve genel siniflandirmasini veren temel teoremler detayh
olarak incelenmigtir. Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yiizeyler daha
sonra iki ceside ayrilmigtir ve bu boéliimde verilenler, birinci cesit noktasal

1-tipinden Gauss tasvirine sahip dogrusal yiizeyleri icermektedir.

3.1. Dogrusal Yiizeylerin Smiflandirilmasi

Ilk olarak ii¢ boyutlu, E?, Minkowski uzaymda dogrusal yiizey tanim verilsin.
I, R reel dogrusu iizerinde acik bir aralik olsun ve oo = «(s), I tizerinde tanimh
E? uzayinda bir egri ve 3 = 3(s), a boyunca tanimh bir vektér alani olsun. Reel
sayilar kiimesinin bir J agik araligi igin, E? uzayim bir M dogrusal yiizeyi s € [

ve t € J olmak fiizere
r=1x(s,t) = als) + tO(s)

olarak parametrelendirilir. Burada a = «(s) egrisine yiizeyin taban egrisi ve
B = [(s) vektor alanima da yiizeyin dogrultman vektorii veya dogrultman egrisi
denir. Dogrultman vektoriiniin sabit olmasi veya sabit olmamasi durumuna gore

dogrusal yiizeye, sirasiyla, silindirik yiizey veya silindirik olmayan yiizey denir.

Oncelikle taban egrisinin uzaysal veya zamansal olmasi durumu gbz Oniine
alinsin. Taban egrisinin ve dogrultman vektoriiniin karakterine gore bes cesit
dogrusal yiizey vardir. Taban egrisinin, «(s), uzaysal veya zamansal olmasi
durumuna gore M ylizeyine, sirasiyla, M, veya M_ tipinden dogrusal yiizey

denir. M, tipinden dogrusal yiizey {i¢ tipe ayrilir. Dogrultman vektorii, (3,



uzaysal oldugu zaman eger 3’ vektorii 1s1ksal degilse yiizeye M} tipinden veya (3’
vektorii 1giksal ise M2 tipinden dogrusal yiizey denir. Eger, 3 vektorii zamansal
ise B’ vektorii uzaysaldir. Bu durumda, M, dogrusal yiizeye M3 tipinden

dogrusal yiizey denir.

Diger taraftan, M_ dogrusal yiizeyi icin (' vektoriiniin 1giksal olmamasi veya
1stksal olmasi durumuna gore sirasiyla, M tipinden veya M? tipinden dogrusal
yiizey denir.

M3 ve M?2 tipinden dogrusal yiizeyleri uzaysal yiizeylerdir ve M3, M! ve M?
tipinden yiizeyleri de zamansal yiizeylerdir.

Bir M dogrusal yiizeyinin taban egrisinin ve dogrultman vektoriiniin 1giksal(null)

olmasi durumunda M yiizeyine bir null scroll denir. Cartan bazina sahip bir null

scroll yilizeye B-scroll denir ve bu yiizey de zamansaldir.

3.2. Dogrusal Yiizey Ornekleri

Bu kisimda, birinci cesgit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip dogrusal
yiizey ornekleri incelenecektir. Bu Ornekler daha sonra verilecek smiflandirma
teoreminde kullanilacaktur.
Ornek 3.2.1. (1. Tip Uzaysal Helikoid) E? Minkowski uzayinda |a| > |b] > 0
kosulunu saglayan a ve b sabitleri igin

x(s,t) = (=bs,(t +a)coss, (t + a)sin s)
ile tamimlanan bir M dogrusal yiizeyi géz 6niine alinsin, burada

t <min(—a —b,—a +b) ya dat > max(—a — b, —a + b)

dir. Bu parametrelendirme E3 uzaymda Mi tipinden silindirik olmayan bir
dogrusal yilizey tanmimlar. Bu yiizey 1. tip uzaysal helikoid olarak adlandirilir.
Burada, |a| > |b| kosulunun nicin gerekli oldugu agiklansin. M} yiizeyi dogrusal

oldugundan z(s,t) ifadesi z(s,t) = a(s) + tf(s) seklinde yazilirsa

a(s) = (=bs,acoss,asins), B(s) = (0,coss,sins)
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olur. M} tipinden yiizey icin « egrisi uzaysal oldugundan
a'(s) = (=b, —asin s, acos s)

teget vektorii uzaysal olmahdir. Dolayisiyla (o, /) = —b* + a* > 0 kosulundan
a®* > b? | buradan da |a| > |b| olmasi gerektigi goriiliir.

M yiizeyinin koordinat vektorleri
zs = (—=b,—(t +a)sins, (t + a) cos s), z; = (0,cos s,sin s)
seklindedir. Verilen aralik iizerinde
(x5, 25) = —0* + (t +a)? >0 ve (zy,2;) =1>0
oldugundan yiizey uzaysaldir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
s Xy = (t 4 a,bsin s, —bcos s)
elde edilir. Yiizey uzaysal oldugundan yiizeyin normal vektorii zamansaldir, yani
(Tg X 24,26 X ) = —(t+0a)® +b* <0

olur. Boylece, ||zs X 24| = \/(t + a)? — b? dir. Dolayisiyla, M} yiizeyinin Gauss

tasviri

1
G = T bz(t+a,bsins,—bcoss)
a j—

seklinde bulunur. M} yilizeyin metrik tensoriiniin bilegenleri g11 = (¢t + a)? —

b%, gi2 = g21 = 0, goo = 1 olarak bulunur. Buna gore, G = detg = (t + a)? — b?

1

12 _ 21 _ () 22 —

1 olur. M yiizeyinin Laplace operatorii (2.2) formiiliinden yararlamlarak

ve metrik tensoriin tersinin bilesenleri g'! =

hesaplanirsa

A = _m<%+(t+a)%+ ((t+a)2—b2)%> (3.2.1)

seklinde elde edilir. Simdi A Laplace operatorii Gauss tasvirine uygulansin.

Gauss tasvirinin G, G, Gy, Gy tirevleri hesaplanirsa

0_G = L (0,bcos s, bsin s),
0s (t + CL)2 — b2
2
1
G = (0, —=bsin s, bcos s),
0s? (t+a)? — b2

11



83_? = ((t+a)* - 52)—3/2( — %, —(t+a)bsins, (t + a)bcos s),
2
%Tf :((t +a)® - 62)_5/2 (352(15 +a),2b(t +a)*sin s + b*sin s,

— 2b(t + a)® cos s — b” cos s)

elde edilir. Bu tiirevler (3.2.1) ifadesinde yerine yazildigimda
! 2 32 )
AG = ((t 4 a)? — b2)5/2 (((t +a)”—b ) (0, bsin s, —b cos 3))

+ (t+a)(b*, (t+ a)bsins, —(t + a)bcos s)

+ (= 3b%(t + a), —2b(t + a)®sin s — b’ sin s, 2b(t + a)? cos s + b’ cos s))

—2b?
((t + )2 — b2)5/2 (

bulunur. Buradan da

t+ a,bsin s, —bcoss)

—2b*
B (G e

elde edilir. Bu da G Gauss tasvirinin birinci gegit noktasal 1-tipinden oldugunu

ifade eder.
Ornek 3.2.2. (2. Tip Uzaysal Helikoid) E? Minkowski uzayinda |b| > |a| > 0

kogulunu saglayan a ve b sabitleri igin
x(s,t) = ((t + a) sinh s, (t + a) cosh s, —bs)
ile tammmlanan bir M yiizeyi géz 6niine alinsin, burada
min(—a — b, —a +b) < t < max(—a — b, —a + b)

dir. Bu parametrelendirme E3 uzaymda Mi tipinden silindirik olmayan bir
dogrusal yiizey tanimlar. Bu yiizey 2. tip uzaysal helikoid olarak adlandirilir.

M yiizeyinin koordinat vektérleri
zs = ((t +a)coshs, (t +a)sinh s, —b), x; = (sinh s, cosh s, 0)

seklindedir. Bu vektorlerin uzaysal oldugu kolayca goriilebilir. Bu vektorlerin

vektdrel carpimindan

xs X 1y = (—bcosh s, —bsinh s, (t + a))
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elde edilir. Yiizeyin normal vektorii zamansal oldugundan
(Tg X 2,26 X T) = —b* + (L +a)? <0
dir ve buradan da
min(—a — b, —a +b) <t < max(—a — b, —a + b)

oldugu goriiliir. Boylece, ||z, x x;|| = /b — (t +a)? olur. Onceki rnekte

yapilanlara benzer islemlerle bu yiizey icin
—2b?
(b2 — (t +a)?)?

elde edilir. Bu da, G Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden oldugunu

AG =

ifade eder.
Ornek 3.2.3. (2. Tip Uzaysal Enneper Yiizeyin Eslenigi) E? Minkowski uza-
yinda

1 1 1
x(s,t) = (633 + ts, _653 —ts+ s, 532 + 1)

ile tanimlanan Mf tipinden silindirik olmayan bir yiizey ele alinsin. Bu yiizey 2.
tip uzaysal Enneper yiizeyin eslenigi olarak adlandirilir.
M_E yiizeyinin

1

1
Ty = (532 +t, —532 —t+1,8), z=(s,—s,1)

koordinat vektorleri uzaysaldir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
1 1
Ty X Ty = (—532 +t—1, 532 —t,—s)
elde edilir. Yiizeyin normal vektorii zamansal oldugundan

(s X Tp, s X wy) =2t —1 <0

1
dir; yani ¢ < g Ve |zs x 2] = v/=2t + 1 olur. Dolayisiyla, M? yiizeyinin Gauss

tasviri
1 1 1
G=——(—=s*+t—1,=5"—1,—5
V=2t + 1< 2 2 )
seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilegenleri g;; = —2t + 1, g12 =

go1 = 0, goo = 1 olarak bulunur. Buna gore, G = detg = —2t + 1 ve metrik

1
, g2=¢"1 =0, ¢ =1olur. M

tensoriin tersinin bilesenleri de g!! = T
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ylizeyinin A Laplace operatorii hesaplanirsa

1 0? 0 0?
ot 1<@ "o (=2t + 1)@>

elde edilir.

Gauss tasvirinin G,, G, Gy, Gy tiirevleri hesaplanirsa

8—0 - ;(—S S —]_)
88 - /——2t+ 1 9 9
0°G 1

= _17170 )
0s? \/—275—1-1( )

oG 1 1
= (=2t + D)2 (4 2% 2t —t 4 1
T (=2t + 1) (t + 55 755 +1,s
W:—(—%—H) /(53 +it1—gs —t+2,3s)
elde edilir. Bu tiirevler (3.2.2) ifadesinde yerine yazildiginda
AG ! ((Qt (=1,1,0) — (4 282, —=6® — £+ 1, 5)
= —1)(— - —5° ——5" — s
(—2t + 1)/ i 27773 ’

3 3
+ (532 +t+ 1,—552 —t+2,33))

2 1, 1,
BT AR MR AT L)

bulunur. Buradan da

-2 1
AG= e @ <3

(3.2.2)

elde edilir ki bu da, G Gauss tasvirinin birinci ¢egit noktasal 1-tipinden oldugunu

ifade eder.

Ornek 3.2.4. (1. Tip Zamansal Helikoid) E? Minkowski uzaymda |a| < [b]

kogulunu saglayan a ve b sabitleri i¢in
x(s,t) = (=bs,(t +a)coss, (t + a)sin s)

ile tamimlanan bir M yiizeyi gz oniine alinsin, burada

min(—a — b, —a +b) <t < max(—a —b, —a +b)

dir. Bu parametrelendirme E? uzayinda M! tipinden silindirik olmayan bir yiizey

tanimlar. Bu yiizey 1. tip zamansal helikoid olarak adlandirilir.
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M?! yiizeyinin koordinat vektorleri
zs = (—=b,—(t +a)sins, (t + a) cos s), z; = (0,cos s,sin s)

seklindedir. Verilen aralik iizerinde x, vektorii zamansaldir. Ayrica x; vektorii-

niin uzaysal oldugu acik olarak goriiliir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
s Xy = (t+ a,bsin s, —bcos s)
bulunur. Yiizeyin normali uzaysal oldugundan
(Tg X 24,25 X 1) = 0> — (t+a)? >0

dir. Buradan da min(—a — b, —a + b) < t < max(—a — b, —a + b) olmahdur.

Dolaywsiyla, ||zs x z¢|| = /0% — (t + a)? oldugundan M! yiizeyinin Gauss tasviri
1 .
G = (t +a,bsins, —bcos s)
b2 — (t+ a)?
seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilegenleri g1 = (t + a)* —

V%, gia = go1 = 0, goo = 1 olarak bulunur. Buna gore, G = det g = (t+a)?—b* ve

1
metrik tensdriin tersinin bilesenleri de g'! = Gra— i g =g¢"=0,9%=1
olur. M yiizeyinin Laplace operatorii hesaplanirsa
1 0? 0 0?
Az——(—— t — 4+ (b — (¢ 2 —) 3.2.3
Firarias eyt (- +a)5s (3.2.3)

elde edilir.

Gauss tasvirinin G5, Gy, Gy, Gy tiirevleri hesaplandiginda

1
9G _ (0,bcos s,bsin s),
Os b? — (t + a)?
0? 1
83(2; = - )2(0, —bsin s, bcos s),
—(t+a
aa_f = (b —(t+ a)2)_3/2 (b, (t + a)bsins, —(t + a)bcos s),
0*G 9 IN—5/2 (019 9 . 3 . 2 3
S = (b*—(t+a)?) "7 (3b°(t+a), 2b(t+a)? sin s+b” sin s, —2b(t+a)? cos s—b” cos s)
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elde edilir. Bu tiirevler (3.2.3) ifadesinde yerine yazildiginda

1 2 2 :
AG :(1)2 TSI TE ((b — (t+a)?) (0, —bsin s, bcos s))

+ (t+a) (0% (t + a)bsins, —(t + a)bcos s)

— (30*(t + a),2b(t + a)*sin s + b sin s, —2b(t + a)? cos s — b’ cos s))

2b?
02— (t+ a)2)5/2(

t+ a,bsin s, —bcoss)

bulunur. Buradan da

—op?
(2 — (t + a)?)?

elde edilir. Bu da G Gauss tasvirinin birinci gegit noktasal 1-tipinden oldugunu

AG =

ifade eder.

Asagidaki orneklerin hesaplart oncekilere benzedigi icin hesaplarin detaylari
verilmeyecektir.

Ornek 3.2.5. (2. Tip Zamansal Helikoid) E? Minkowski uzaymnda |a| > |b] > 0

kosulunu saglayan a ve b sabitleri igin
x(s,t) = ((t + a) sinh s, (t + a) cosh s, —bs)
ile tanimlanan bir M yiizeyi géz oniine alinsin, burada
t <min(—a —b,—a+0b) yada t>max(—a—b,—a+Db)

dir. Bu parametrelendirme E? uzayinda M! tipinden silindirik olmayan bir yiizey
tanimlar. Bu yiizey 2. tip zamansal helikoid olarak adlandirilir.
M?! yiizeyinin Gauss tasvirinin AG Laplasiyeni

—2b?
AG —
“@rar -t

olarak belirlenir. Bu da G Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden

oldugunu ifade eder.
Ornek 3.2.6. (3. Tip Zamansal Helikoid) E? Minkowski uzaymda |a| < [b|

kosulunu saglayan a ve b sabitleri igin

x(s,t) = ((t + a) cosh s, bs, (t + a) sinh s)
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ile tamimlanan bir M yiizeyi gz Oniine alinsin, burada
min(—a — b, —a +b) < t < max(—a — b, —a + b)

dir. Bu parametrelendirme E? uzayinda M_‘E tipinden silindirik olmayan bir yiizey
tamimlar. Bu yiizey 3. tip zamansal helikoid olarak adlandirilir.
M3} yiizeyinin Gauss tasvirinin AG Laplasiyeni

202
@t apr”

olarak belirlenir. Bu da G Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden

AG =

oldugunu ifade eder.
Ornek 3.2.7. (2. Tip Zamansal Enneper Yiizeyin Eslenigi) E? Minkowski

uzayinda

1 1 1
x(s,t) = <683 +ts + s, _653 — ts, 532 + t)

ile tammlanan M? tipinden silindirik olmayan bir yiizey ele alinsin. Bu yiizey,
2. tip zamansal Enneper yiizeyin eglenigi olarak adlandirilir.
M? yiizeyinin Gauss tasvirinin AG Laplasiyeni

—2

AG=——2
=i’

olarak belirlenir, burada ¢ > —% dir. Bu da, G Gauss tasvirinin birinci cesit
noktasal 1-tipinden oldugunu ifade eder.

Ornek 3.2.8. (B-scroll [3]) E3 Minkowski uzayinda v = ~(s) 1giksal (null) bir egri
olsun. Bu egri boyunca tanimh ve agagidaki 6zellikleri saglayan A(s), B(s), C(s)

vektor alanlarina (s) tizerinde Cartan ¢atisi denir:

(A,A) = (B,B) =0, (A,BY=1, (A,C)=(B,C)=0,

(C,C)=1, C=AxB, v =A, (' =-aA-k(s)B,

burada a bir sabit ve k(s) sifirdan farkl bir fonksiyondur. Bu A, B, C' vektorleri
icin A'(s) = k(s)C ve B'(s) = aC ifadeleri de saglanir.
O halde, x = x(s,t) = v (s) +tB(s) yiizeyi E} Minkowski uzayinda zamansal bir

yiizeydir ve B-scroll olarak adlandirilir.
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Bu yiizeyin koordinat vektorleri
zs=7"+tB' = A+ atC, ;= B
seklindedir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
rs X 1y = (A+atC) x B=C —atB
elde edilir. Yiizey zamansal oldugundan yiizeyin normal vektorii uzaysaldir, yani,
(xg X x4, 25 X 24) = ||xs X 24|| = 1 dir. Dolayisiyla, yiizeyin Gauss tasviri
G = —atB(s) + C(s)
seklinde bulunur. Gauss tasvirinin G, ve G, tiirevleri sirasiyla
Gy, = —atB' + ('
= —at(aC) — aA — k(s)B = —a(A + atC) — k(s)B
= —axs — k(s)x,
ve
Gy = —aB = —ax;
olur. Yiizeyin sekil operatorii Ag ile gosterilirse
Ag(zs) = =G5 = axs + k(s)zy, Ag(zy) = —Gy = axy

bulunur. Boylece Ag sekil operatorii
Ag =
k(s) a
olarak yazilir ve buradan H = a ve K = a? olup, yiizeyin ortalama egriginin ve
Gauss egriliginin sabit oldugu goriiliir. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilegenleri
g1 = a*t?, gia = go1 = 1, gao = 0 olarak bulunur. Buna gére G = det g = —1 ve
metrik tensoriin tersinin bilesenleri de ¢! = 0, ¢'? = ¢*' =1, ¢** = —a?t? olur.

Bu yiizeyin A Laplace operatorii hesaplandiginda
0? 9] 0?

2%t — + a’*t?—
950t Ve T g

elde edilir ve bu operatér Gauss tasvirine uygulandiginda

A=-2

AG = 2a*C — 2a*tB = 2a*(C — atB) = 2a°G
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bulunur ki bu da, G Gauss tasvirinin birinci gegit noktasal 1-tipinden oldugunu

ifade eder.

3.3 Smiflandirma Teoremleri

Bu kisimda, dogrusal yiizeyler birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirinin
yardimiyla simiflandirilacaktir. M dogrusal yiizeyinin AG = F'G kosulunu sag-
ladig1 kabul edilsin. O halde, AG ifadesinin teget bilegeni sifirdir, yani,

AG - £(AG,GYG =0, ¢=(G,G) (3.3.1)

olur. [E? Minkowski uzayinda dogrusal yiizeyler o taban egrisi ve 3 vektor
alaninin karakterine gore ii¢ belirli tipe ayrilir, yani, silindirik dogrusal yiizeylere,

silindirik olmayan dogrusal yiizeylere ve null scroll yiizeylere.

Teorem 3.3.1. [E} Minkowski uzayida noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip, taban egrisi uzaysal ya da zamansal olan silindirik dogrusal yiizeyler sadece
asagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasindan ibarettir:

1. bir Oklid diizlemi,

2. bir Minkowski diizlemi,

3. hiperbolik silindir,

4. Lorentz cembersel silindir,

5

. indeksi 1 olan cembersel silindir.

Ispat. M, E? Minkowski uzayinda silindirik dogrusal bir yiizey olsun. Yani,
a = «(s) uzaysal ya da zamansal bir egri, 5 = ((s) « egrisi boyunca « ya dik
uzaysal ya da zamansal birim, sabit vektor alani ve s, o egrisinin yay uzunlugu

olsun. O halde, M yiizeyi
(o) =ei(=£1), (d,3) =0, (B,0) =ex(==£1)
olmak tizere
r=x(s,t) =a(s) +t0

seklinde parametrelendirilir. M silindirik dogrusal yiizey oldugu igin 5’ = 0 ve
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(3, = 0 oldugundan ' null bir vektor alani degildir. Boylece M yiizeyi sadece
M}, M} yada M! tipindendir. Ispat iki duruma ayrilir.

1. Durum: M yiizeyi, Mi va da M* tipinden silindirik bir yiizey olsun, yani,
€ = 1 olsun. Bir Lorentz doniigiimii ile, genellik bozulmadan, 3 vektor alani
B = (0,0,1) seklinde secilebilir. Boylece, silindirin taban egrisi § vektoriine dik
olan diizlem i¢inde, yani, a(s) = (ai(s), as(s),0) olarak alinabilir. Taban egrisi
a(s), yay uzunluguna gore alindigindan —o/}* + a4 = 1(= =£1) olur. Yiizeyin
koordinat vektorleri
Ts = O/(S> = (Oéﬁ(S),O/Q(S),O), Tt = ﬁ = (0707 1)

seklindedir. Bu vektorlerin vektorel ¢carpimindan

Ts X T = (—aly, —a},0) ve (zy X Ty, Tg X ) = —aty” + o” = —&,
elde edilir. Dolayisiyla, yiizeyin Gauss tasviri

G = (—ay, —a},0), e=(G,G)=—¢

seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g1 = €1, g12 = g21 =

0, go2 = 1 olur. Buna gore G = det g = &1 ve metrik tensoriin tersinin bilegenleri

de g!'' = ¢, g2 = ¢*! =0, ¢ = 1 olur. M yiizeyinin Laplace operatorii
hesaplanirsa
0? 0?
A=l -2
fs2 ot

elde edilir. Bu operatér Gauss tasvirine uygulandiginda
AG = (e1ay 6104, 0)
bulunur. AG = F'G kosulu kullanilarak
(e105, €107, 0) = F(s,1)(—a5, —a},0)
buradan da
g1y = —F(s,t)ay, 10 = —F(s,t)a) (3.3.2)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Son ifadeden agik¢a goriiliiyor ki, F' sadece s

degiskeninin bir fonksiyonudur.
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Yukaridaki denklemlerin ¢oziilmesi i¢in ilk olarak, M yiizeyinin M tipinden
oldugu kabul edilsin, yani, ¢; = 1 olsun. Boylece, (o/, /) = —a/,*> + a}® = 1 olur.

Buna gore
o’ (s) =sinhf(s), ah(s) = coshf(s)
secilebilir. Buradan
o = cosh, o} =6"cosh@ + 0?sinhd
ve
ol = 0'sinh 6, o} =6"sinh + 0 coshd
tiirevleri bulunur. Bunlar (3.3.2) ile verilen denklemlerde yerine yazildiginda
(0 + F(s,t)) coshf + 6" sinh § = 0
ve
(0 + F(s,t))sinhf + 60" cosh® = 0
elde edilir. Bu iki denklemin ¢6ziimii
0" =0ve d” + F(s,t)=0

olmasini gerektirir. Buradan da F fonksiyonunun sabit oldugu goriiliir. Bu
da M yiizeyinin sonlu tipten Gauss tasvirine sahip oldugunu ifade eder. |[4]
nolu makaledeki 3.1 Onermesi goz 6niine alindiginda, M yiizeyinin, bir Oklid

diizleminin veya bir hiperbolik silindirin acik bir parcasi oldugu sonucuna varilir.

Simdi M yiizeyinin M! tipinden oldugu kabul edilsin, yani, &, = —1 olsun.

Boylece (o, ') = —a/® 4+ a},®> = —1 olur. Buna gore
o) (s) = coshf(s), as(s)=sinhf(s)
secilebilir. Buradan
o = 0'sinh @, o) =6"sinh @ + 07 coshd
ve

ol = 0 coshd, of =6"cosh@ + 0?sinhd
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tiirevleri bulunur. Bunlar (3.3.2) ile verilen denklemlerde yerine yazildiginda

(0 — F(s,t))sinh 6 + " cosh = 0,

(0 — F(s,t)) coshf + " sinh§ = 0
elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii
0" =0ve 0? — F(s,t) =0

denklemlerini verir. Buradan da F' fonksiyonunun sabit oldugu goriiliir. [4] nolu
makaledeki 3.1 Onermesi goz oniine almdiginda, M yiizeyinin, bir Minkowski
diizleminin veya bir Lorentz ¢embersel silindirin acik bir parcasi oldugu sonucuna

varilir.

2. Durum: M, M_i’ tipinden silindirik bir yilizey olsun, yani, e; = 1, g9 = —1
olsun. Bir Lorentz doniigiimiiyle, genellik bozulmadan, 3 vektor alam § =
(1,0,0) seklinde secilebilir. Boylece silindirin taban egrisi 5 vektoriine dik olan
diizlem iginde, yani, a(s) = (0, as(s), as(s)) olarak alinabilir. Taban egrisi a(s)
yay uzunluguna gore alindigindan (o/,0/) = ab® + a4> = 1 olur. Yiizeyin

koordinat vektorleri
Ty = O/(S) - (Oﬂa,2<s)7a%(8))v Ty = B = (1707())

seklindedir. Bu vektorlerin vektérel carpimindan

72

zs X ;= (0,03, —ay) ve (g X Ty, Ty X 34) = 0/22 +a3 =1

elde edilir. Dolayisiyla, yiizeyin Gauss tasviri
G = (0, af, —ay)

seklinde bulunur. Bu yiizey i¢in ¢;; = i, ¢ = 65, G = detg = 1 olur. M
yiizeyinin Laplace operatorii hesaplandiginda
o? 0?
T 9 o

elde edilir ve bu operatér G tasvirine uygulanirsa

AG = (0,—a4, ay)

22



bulunur. AG = FG kosulu kullanilarak
ay = —F(s,t)ay, oy =—F(s,t)a, (3.3.3)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada da F fonksiyonunun sadece s
degiskenine bagh oldugu goriiliir. Simdi (o/, /) = o® + o4” = 1 olmasi goz
oniine alinarak

ay(s) = cosf(s), as(s)=sinb(s)

secilebilir. Buradan

oy = —0'sinf, af =—0"sinf — 0 cosf

ve
o =0 cosf, of =0"cosh—0?sind

tiirevleri bulunur. Bunlar (3.3.3) ifadesinde yerine yazildiginda

0" cost) — (0 — F(s,t))sinf =0
ve

0"sin@ + (6 — F(s,t))cos =0
denklemleri bulunur. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden

0" =0ve 0? - F(s,t) =0

denklemleri elde edilir. Buradan da F' fonksiyonunun sabit oldugu goriiliir. |4]
nolu makaledeki 3.2 Onermesi goz 6niine alinirsa M yiizeyinin bir Minkowski
diizleminin veya indeksi 1 olan ¢embersel bir silindirin acik bir parcasi oldugu

sonucuna variir.

Teorem 3.3.2. [E? Minkowski uzaymda, M silindirik olmayan ve taban egrisi
uzaysal ya da zamansal olan dogrusal bir yiizey olsun. M yiizeyinin Gauss
tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
yiizeyinin agagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasi olmasidir:

1. Birinci tip uzaysal ya da zamansal helikoid yiizeyi,

2. Ikinci tip uzaysal ya da zamansal helikoid yiizeyi,
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3. Uciincii tip zamansal helikoid yiizeyi,

4. Ikinci tip uzaysal ya da zamansal Enneper yiizeylerinin eslenigi.
ispat. Ispat iki duruma ayrilir.

1. Durum: M, « taban egrisi ve $ dogrultman vektoriiniin karakterine gore
M}, M? yada M tiplerinden biri olan, silindirik olmayan dogrusal bir yiizey
olsun. Bu durumda sirasiyla,

1. a = a(s) uzaysal ve § = [(3(s) uzaysaldir,

2. a = a(s) uzaysal ve § = [3(s) zamansaldir,

3. a = «(s) zamansal ve § = (3(s) uzaysaldir,

burada s, § dogrultman vektoriiniin yay uzunlugudur. Uygun bir kati harekete

gore, M dogrusal yiizeyi
(@,0) =0, (B,8) =ex(==£1), (F,0)=cs(==%1)
olacak sekilde
r=x(s,t) = a(s) + t5(s)
ile ifade edilir. Yiizeyin koordinat vektorleri
rs=o +t3, x=p (3.3.4)

ylizey iizerinde dogal bir teget baz alani belirler. Sonradan kullanilmak iizere,

q,u ve v differansiyellenebilir fonksiyonlar1 asagidaki gsekilde tanimlansin:
q = ||lz|? = ealws, ), uw={(,3), v={d,d), (3.3.5)
burada e4(= £1), x; vektoriiniin isaretidir. Yani,
(g, 25) =(a' + 10, + 15"
=t*(6, 3') +2t{c/, B') + (o, )
:€3t2 + 2tu 4+ v
q = ea(est® + 2tu + v) (3.3.6)

olur. Dolayisiyla, M f{izerinde indirgenmis pseudo-Riemannian ¢ metriginin

bilegenleri g11 = £4q, g12 = g21 = 0 ve goo = &5 elde edilir. Buna gore G = det g =
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£94q ve metrik tensériin tersinin bilegenleri de g1t = =2, ¢12 = g2 =0, ¢22 = &,
q

olur. M yiizeyinin x, ve z; koordinat vektorlerinin vektorel ¢carpimindan
Ty Xw=( +tf)xpf=a xB+t8 x3=A+1tB

elde edilir, burada A =o' x 8 ve B = (' x § dir. Boylece

2
(Ts X Ty, Ts X ) = (T, T4)” — (Ts, 5) (T4, T4) = —E2€49

bulunur ve yiizeyin normalinin isareti ¢ = —e5e4 elde edilir. Dolayisiyla

|zs % x¢|| = \/q ve yiizeyin Gauss tasviri

G=q*(A+1tB)

seklinde bulunur. M yiizeyinin Laplace operatorii hesaplanirsa

la_Q_L@Q)_E(a_Q+i@Q
q0s2  2¢20s s \ot2 " 2q 0t ot

elde edilir. Bu operatoriin G tasvirine uygulanmasi icin qs, q;, Gs, Gy, Gss, Gy

A = —gy( ) (3.3.7)

tiirevleri hesaplandiginda

0 , 0
a—z = e4(2tu’ + 0", a—z = 2e4(est + u),
8G 1 _3/2 / / —1/2 / /
S5 = 5544 (2tu' + V") (A+1tB)+q *(A +tB") (3.3.8)
oG —3/2 —1/2
W = —&4q (€3t+U)(A+tB) +q B7 (3.3.9)
0*G 3 . 1
(2 ,-5/2 / ne _ - —-3/2 " "
e (4q (2tu’ 4 ") 5E1d (2tu” + ")) (A +tB)

_ 84q73/2(2tu’ + U/)(A/ + tB/) + q71/2(A// + tB//),

0?°G _ _ _
v 3¢ (egt + u)* (A + tB) — e5e4q > (A+tB) — 26447 *(est + u)B

bulunur. Bu tiirevler (3.3.7) ifadesinde yerine yazildiginda
AG :{628364q_1 — 252(]_2(5375 + U)2 — 54q_3(2u’t + ’U,)2

1
+ §q_2(2u”t + v")}q_l/2(A +tB)

1
+ §q_5/2{2€2€4q((€3t +u)B + 534 — 53A)

— 2eaq(A” + tB") + 3(2u't + ) (A + tB’)},
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AG :{525354(1 — 2e0q (g3t +u)? — e4q (2t +0')?
1
+ Eq_z(%"t + ") }q_l/ 2(A+tB) + eoe3e4q *(A + tB)
1
+ 5(]_5/2{26284(](—6314 + UB) — 2€4q(A" + tB”)

+3(2u't + ) (A + tB’)},

1
AG :{2628384(]_1 - 2€2q_2(€3t + u)2 - 64(]_3(21/15 + U,)2 + 5(]_2(216”25 + U”)}G
1
+ §q75/2{252€4q(—5314 +uB) — 2e4q(A" +tB") + 3(2u't + ') (A" + tB’)}
(3.3.10)
N
b

olur. Simdi a = a(s) fonksiyonu ve b = (s) vektorii

1
a = 2e96364q " — 2e9q % (3t +u)? — e4q 3 (2ut + ') + §q_2(2u”t +"),

— 1

b = Eq_5/2{25254q(—5314 + uB) — 2e4q(A” +tB") + 3(2u't + v')(A' + tB')}

seklinde alimirsa (3.3.10) ifadesi AG = oG + b olur. Soura (3.3.1) esitliginden
AG — £(AG,G)G = aG + b — e(ae + (b,G))G
—
=b—c(b,G)G=0

bulunur. Buradan

1
§q*5/2{25254q(—83A uB) — 2e4q(A” + tB") + 3(2u't + ') (A + tB’)}

1
— §eq_7/2(A + tB){25254q( —e3(A, A) — e5t(A, B) + u(A, B) + ut(B, B))

— 2e4q((A”, A) + t(A", B) + t(A, B") + t*(B, B")) + 3(2u't + v') ((4', 4)
(A, B) + t{A, B') + t*(B, B>)} —0 (3.3.11)

olur. Yukaridaki denklemde gegen bazi biiyiikliikler hesaplandiginda

(A, A) = —eqv, (A, B) = —equ, (B, B) = —eges,
(A, A) = —%21/, (B',B) =0, (A,B)+(AB)=—en/

bulunur. Simdi (3.3.11) ifadesi ¢7/? ile carpilip, i¢ carpimlar ve ¢ fonksiyonu
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yerine koyulursa

{262{:‘4(63t2 + 2tu + v)?(—e34 + uB) — 2e4(e3t® + 2tu + v)*(A” + tB")
+ 3ey(est? + 2tu + v) (2u't + ') (A + tB')}
(At tB){2(53t2 + 2t + v) (230 — u2) — 25t + 2tu + v) (A7, A)

L HA", B) + t{A, B") + (B, B")) — ggQ(QU't 1)} =0

olur ve buradan da

(t* + desut® + du*t? + 2e30t? + duvt 4 v?) (2696364 A + 2ueqey B — 264 A”

— 2e4tB") + 324 (2e3u't? + e3t®v’ + dun/t? + 2uv't + 2u'vt + vv') (A’ +tB)

f(A+ tB){Z(sth +2tu + ) (230 — u® — (A", A) — H{A", B) — t(A, B")

3
—t*(B,B")) — 562(41/2252 +v? + 4u’v’t)} =0

elde edilir. Bu ifade ¢ degigkenine gore diizenlenirse

_9e,B" + 2ee3(B", B)B] +

— 24 A" — 2¢4(e9e3 — ee3e4(B", B))A — 8e3e4uB" + 6e3e4u’ B’

+ 2e4(eou + e2364(A”, B) + eeseq(A, B") + 2ee4u(B, B”))B} +

— 8e3e4uA” + 6egeu’ A’ — (85254u — 2ee3(A”, B) — 2ee3(A, B")

— 4deu(B, B")) A — (4eseqv + 824u®) B” + (12e4uu’ + 3e3e40") B’
+ (Beaezequ” + 2e3u” — 2ev + beequ + 2ee3(A, A”) + 4deu(A”, B)
+deu(A, B) +2:0(B", B)) B| +

12 [ — e4(dezv + 8u”) A" + e4(12ut’ + 3e50') A’ — (deaecqv + Beresesu’®

+ 280 — 2ee3u’ — beeyu’® — 2ee3(A, A”) — deu(A”, B) — deu(A, B")
— 2ev(B", B)) A — 8e4uvB" + £4(6u'v + 6u’) B’ + (4desesequv
+ 8egequ® — deeguv + deu® + 6eequ’v’ + deu(A, A”) + 2ev(A”| B)

+ 2ew(A, B">)B} +

t| — 8equvA” + g4(6u'v + 6uv’)A" — (8526354uv + deesuv — deu® — Geequ't!
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— deu(A, A”) — 2ev(A", B) — 2ev(A, B")) A — 2e4,0° B” + 3eq0v' B’

+ (Beagau®v — 2ee30” + 2euv + 25520’2 + 2ev(A, A”>)B} +

[ — 2402 A" 4 300" A — (2628364’1}2 + 2ee30?% — 2euv — 25521}’2
— 2ev(A, A"))A + 25254uv23} =0

bulunur. Bu da katsayilar1 s’nin fonksiyonu olan ¢ degiskenine goére bir

polinomdur. Bu polinomun katsayilari sifir olmalidir. Yani,

B" — ee3e4(B", B)B =0, (3.3.12)

A" + (e9e3 — ee3e4(B", B))A + 4e3uB” — 3e3u’' B’ — (equ + ee3e4(A”, B)

+ eeseq(A, B") + 2ee4u(B, B")) B = 0, (3.3.13)

S8esequA” — 6egequ’ A + (85264u — 2ee3(A”, B) — 2ee3(A, B")
— 4deu(B, B")) A + (4eseqv + 824u”) B” — (12e4ut’ + 3e3e40) B’
— (8525354u2 + 2ee3u® — 2ev + becyu? + 2ce5(A, A”) + 4eu(A”, B)

+ 4eu(A, B") + 2ev(B", B)) B = 0, (3.3.14)

e4(4e3v + 8u”) A" — e4(12ut’ + 3e50') A’ + (4eaeav + 8esesequ® + 2ev — 2ee3u”
— beegu’® — 2ee3(A, A”) — deu(A”, B) — 4eu(A, B") — 2ev(B", B)) A + 8c4uvB”
— e4(6u'v + 6ur’) B’ — (4525354uv + 8eye4u® — deesuv + 4eu® + 6ecot/v

+ deu(A, A") + 2ev(A", B) + 2ev(A, B")) B =0, (3.3.15)

16c4uv A" — e4(12u'v + 12uv") A" + (16525354uv + 8eeguv — 8zud — 12e29u/0
— 8eu(A, A"y — 4ev(A”, B) — 4ev(A, B")) A + 4e,0° B” — 62400’ B’
— (16e2e4uv — deesv® + deu’v + 3eeav” + 4ev(A, A")) B = 0, (3.3.16)
4e0? A" — Geguv' A’ + (deaesesv” + deezv® — deu’v — 3eeqv? — dev(A, A")) A
— 4eseuv®B = 0, (3.3.17)
olur. Onceden (B’, B) = 0 oldugu biliniyor. Bu kullanihrsa (3.3.12)’den

(B",B') =0 (3.3.18)
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olur, yani bir ¢ sabiti i¢in (B’, B’) = ¢ dir. Ayrica (B’, B) = 0 ifadesinin tiirevi

aliirsa
(B",B) +(B',B'Y=0ve (B",B) = —¢ (3.3.19)
bulunur. Boylece (3.3.12) denklemi
B" = —eezeqcB (3.3.20)
seklinde yazilir. Bu ifadenin A ile i¢ carpimi alinirsa
(A, B"Y = —ee3e4¢(A, B) = eeqezeqcu (3.3.21)

olur. Simdi (3.3.18),(3.3.19),(3.3.20) ve (3.3.21) esitlikleri kullanilarak A", A’
ve B’ ifadeleri yok edilsin. Sonra (3.3.13) denkleminin B ile i¢ ¢arpimi alinir ve

ilgili egitlikler kullanihrsa (A", B) = —egcu bulunur. Boylece (3.3.13) denklemi
A" + (983 + ce384¢) A — (g9u + e3cu + eg4cu) B — 3esu’B' = 0 (3.3.22)

olur. Benzer gekilde (3.3.17) denkleminin A ile i¢ carpimi alinir ve ilgili egitlikler

kullanilirsa
(A" A) = —%EQU/Q + &30 — u?
elde edilir. Dolayisiyla, (3.3.17) denklemi
4e 02 A" — 6eguv' A’ + degesev? A — degequv®B = 0
olur. Simdi bu denklemde A” yerine (3.3.22)’daki ifade yazilirsa
deegcv® A — deuv® (e + £264) B + 62400' A’ — 12e38,u/v* B’ = 0 (3.3.23)

elde edilir. Benzer diizenlemeler (3.3.14), (3.3.15) ve (3.3.16) denklemleri i¢in

yapilirsa sirasiyla agagidaki denklemler elde edilir:

deuv(e + e264) A — (8escu®v(e + 264) — decv? — 12ec9vu/® + 3eeqye30") B

+ 12e3e4u'v A" — beqv(dun’ — e3v’)B' =0, (3.3.24)

(4decv? + 8egcuv(e + e964) + 12e69u®v — 3ec2e3v™) A + (4escun? (e — e964)
— 16cu®v(e + e9e4) + becav’ (2u'v — uv')) B + 6g4v(dunt + e30') A’

+ (12e4v(wv’ — w'v) — 48ese4u’u’v)B' = 0 (3.3.25)
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ve
(descuv®(3e + eney) + 6eet (2u'v — uv')) A + (deezcv® — 16cu®v? (e + g964)) B
+ 12e4v(u'v + wv') A’ + 6e40* (v — 8ezun/) B’ = 0. (3.3.26)
[10] nolu makalede (3.3.13), (3.3.14), (3.3.15), (3.3.16) ve (3.3.17) ile
belirtilen denklemlerde A" ve B”lii ifadelerde e ¢arpani hatah olarak yazilmigtir.
Ayrica, (3.3.14) denkleminde B’li ilk ifadenin de &4 ¢arpam yazilmamigtir.
Burada diizeltilmig hali yazilidir.
Elde edilen (3.3.23),(3.3.24),(3.3.25),(3.3.26) denklemlerinde A’ ve B’
terimleri yok edilirse
(v — dezu®v) A + (Svuu? — dezu'vv') B = 0 (3.3.27)
ve
(4u'vv" — 2uv) A + (v — dezu0?)B = 0 (3.3.28)

denklemleri bulunur. A ve B vektorlerinin, I arahigina ait bazi s degerleri icin
lineer bagimh oldugu kabul edilsin. O halde, bir x; sabiti i¢cin A = k1B yazilr.

A ve B vektorlerinin ifadeleri gbz éniine alinirsa o X 3 = k13 x 8 olur. Buradan

(o — k1) x =0
olur, yani bir kg sabiti i¢in o/ — k13 = ko3 yazilir. Bu esitligin sirasiyla 8’ ve o/
ile i¢ garpimi alinirsa u = €3/ ve v = Kju = e3k2 bulunur. Simdi (3.3.6) ifadesi
u ve v degerleri kullanilarak

q =e4(e3t® + 2tu + v)

28364(t2 + 21{175 + I{%)

25364(t + /11)2
seklinde yazilabilir. Buna gore t = —k; i¢in ¢ = 0 olur, yani yiizeyin G normali
tanimsiz olur. Bu da ¢ fonksiyonunun pozitif bir fonksiyon olmasiyla celigir. O

halde, A ve B vektorleri tiim s € I igin lineer bagimsizdir. Buradan (3.3.27) ve

(3.3.28) denklemlerindeki A ve B vektorlerinin katsayilar sifir olmahdir, yani

v — dezuv = 0, (3.3.29)
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uw'v(2uu’ — ezv’) =0, (3.3.30)
2u'vv’ — uv’? =0, (3.3.31)

v'? — dezu®v? =0 (3.3.32)
olur.

U= {pe M| d(p) # 0} agk kiimesinin bog kiimeden farkl oldugu kabul

edilsin. U kiimesi iizerinde, (3.3.30) nolu denklemden
V' = 2equn
olur. Bu ifade kullamlarak (3.3.29) denkleminden u*(u? — e5v) = 0 olur. U
kiimesi iizerinde u’ # 0 oldugu igin
U2 = &30
elde edilir. Simdi u ve v ifadeleri kullanilirsa (3.3.6) denkleminden
q 284(€3t2 + 2tu + U)

:€3€4<t2 + 253ut + ’LL2)

=e3e4(t + £3u)°
olur. Buna gore t = —e3u i¢in ¢ = 0 olur, yani yiizeyin G normali tanimsiz olur.
Bu da ¢ fonksiyonunun pozitif bir fonksiyon olmasiyla celigir. O halde, U kiimesi
bog kiimedir, yani v’ = 0 ve (3.3.29)’dan v" = 0 olur.

Simdi B = 3’ x [ vektoriinden tiirev alinarak

B/:ﬁ”Xﬁ—Fﬂ/XﬂI:ﬁ”XﬁVGB”:ﬂ/”Xﬂ—l—ﬁ”Xﬁ/

ifadeleri elde edilir. Ayrica, (3.3.20) esitliginin § ile i¢ ¢arpimi alimir ve B”

vektori kullanilirsa

<B”7 6> - —€€3€4C<B, ﬁ>7

(B" x B+ 5" x 3, 8) = —eezeqc(f' x 5,5) =0

ve bdylece

<6// X 5/76> — 0
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bulunur. Dolayisiyla, 6 = k13’ + k93" olacak sekilde k; ve ko differansiyellenebilir
fonksiyonlar1 vardir. Bu esitligin (' ile i¢ carpimi alimir ve ilgili esitlikler

kullanilirsa

(8,8") = k(8 8) + k(8" 8) = 0
ve boylece k1 = 0 olur. Yani 3 = k3" olup [ ve 8" vektorleri paraleldir.

Ayrica, (3.3.5) denklemindeki u ve v fonksiyonlarimin tiirevi almip, v/ =o' =0

ifadesi kullanilirsa
(" )y =v"=0 (3.3.33)

ve

"ot 1 / o
< 7ﬁ>+f€_2<avﬁ>_07
(", f) =0 (3.3.34)

oldugu goriiliir. Buna gore o, 3, 3 ve o” vektor alanlar icin,
o = ki + koS + K3f3

ifadesi baz1 k1, ko ve k3 tiirevlenebilir fonksiyonlar: icin yazilabilir. Bu egitligin

[ ile i¢ ¢arpimi alinirsa

<O//,5> = EaR3

olur. Bununla beraber (3.3.33) ve (3.3.34) denklemleri goz Oniine alinirsa
o = k33 olur, yani o ve § vektorleri paraleldir.

M yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii hesaplansim. Simdi (3.3.8) esitligi
Go=q VA +tB)=q " xB+a x [ +t3" x )
olup o ve (3 vektorleri ile G ve 3" vektorleri paralel oldugundan
Gy=q (o’ x )
bulunur. Sekil operatériiniin {z;, z;} bazina gore bilesenleri a;; ile gosterilirse

—971/2(0/ X (') = anxs + agmy
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olur. Bu denklem, (3.3.4) ifadesindeki z, ve x; vektorleri ile sirasiyla carpilirsa

—q o' x B, d +tB) = eqa114,
ay =0,
_q_1/2<0/ X 6,75> = &7Q91,

an = —e2q” (o’ x 3, B)
bulunur. Benzer sekilde (3.3.9) kullanilirsa
€4q73/2(€3t + U)(A -+ tB) — q71/2B = A12Tg4 + A29T¢

olur. Bu denklem, (3.3.4) ifadesindeki x, ve x; vektorleri ile sirasiyla ¢arpilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa
a2 = —e4q (! x 3, B) ve az =0

elde edilir. Boylece sekil operatorii

0 —e4q73* (! x B, B)
—e2q” Y3’ x B, ) 0

bulunur ve dolayisiyla H = 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak [12] nolu makalede

A:

minimal bir yiizeyin simflandirma teoremi kullamlarak, M} tipinden yiizeyler 1.
tip uzaysal helikoidin ve 2. tip uzaysal helikoidin acik bir parcasidir. Benzer
sekilde, M* tipinden yiizeyler 1. tip zamansal helikoidin ve 2. tip zamansal
helikoidin agik bir par¢asidir. M? tipinden yiizey ise 3. tip zamansal helikoidin
agik bir parcasidir. Teoremin tersinin ispati 3.2. boliimde verilen 6rneklerden
acikca goriiliir.

2. Durum: M, M} yada M? tipinden silindirik olmayan dogrusal bir yiizey

olsun. M dogrusal yiizeyi

(8,8)=1, (d,8)=0, (a,a)=ci(==%l)
ve (' null olacak sekilde

r=ux(s,t) = a(s) +tO(s)
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ile ifade edilebilir. Yiizeyin koordinat vektorleri
rs=o +t3, x,=p4
seklindedir. Yiizey iizerinde
¢ = |lzs|* = ealws, zs), w=(,5)

differansiyellenebilir fonksiyonlar: tanimlansin, burada e4(= £1), x5 vektoriiniin

isaretidir. Yani,
(xs,x5) =(a + 10,0/ +t5")
=t2(3, 3 4+ 2t(/, B') + (o, o)
=2tu +
ve
q=e4(2tu + 1)

olur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g11 = €4q, g12 = go1 = 0, g2 = 1

olarak bulunur. Buna gore G = det g = €49 ve metrik tensoriin tersinin bilegenleri

€
gl =22 g2 = ¢2 =0, ¢°> =1 olur. Yiizeyin z, ve z; koordinat vektdrlerinin

vektdrel carpimindan

e Xx= (' +tf)xf=a x B+t x3=A+1tB
elde edilir, burada A =o' x f ve B = ' x [ dir. Buna gore

(g X 4, T X 1) = {Wg, 1) — (T, T5) (4, 1) = —E4q

ve ¢ = —¢g4 oldugundan ||z, x 24| = /g bulunur. Dolayisiyla, yiizeyin Gauss

tasviri
G=q '*(A+1tB)

seklinde bulunur. M yiizeyinin Laplace operatorii hesaplanirsa

1 g0 +13_2)_(_l@2+8_2)
2¢%2 0s s q 0s? 2q Ot Ot~ Ot?

elde edilir. Bir 6nceki duruma benzer hesaplamalarla AG ifadesi agagidaki gibi
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elde edilir:
AG ={ — 20°¢ * + u"tq? — dequt?q°}G
+q " equBq + 3u't(A +tB') — eq(A" +tB")q}. (3.3.35)
Eger a = a(s) fonksiyonu ve b = ?(s) vektori

/2t2

a=—2u%q %+ u"tqg? — dequt2q 3,

—

b =q **{equBq+ 3u't(A +tB') — es(A” +tB")q}
seklinde alnirsa, (3.3.35) ifadesi AG = aG + D olur. Dolayisiyla, (3.3.1)
egitliginden
AG — £(AG,G)G = aG + b — =(as + (b,G))G
—
=b—¢eb,G)G=0

olur. Buradan da

q_5/2{z—:4qu + 3u't(A' +tB') — e (A" + tB”)q}

e (A + tB){54uq(<A, B) + t{(B, B)) + 3u't((A", A) + t(A', B)

+t{A, B +t*(B', B)) — e4qq({A", A) + (A", B) + t(A, B")

+#2(B, B”))} ~0 (3.3.36)
elde edilir. Asagidaki biiyiikliikler hesaplamalarda kullanilacaktir:

(A, A) = —¢,, (A, B)=—u, (B,B)=0,

(A A) =0, (B,B)Y=0, (A, B)+(ADB)=—u.

Eger (3.3.36) esitliginin her iki tarafi ¢7/? ile carpilip, yukaridaki ic carpimlar ve

q fonksiyonu yerine koyulursa
equB(2ut + €)% + 3e4u't(2ut + 1) (A’ +tB') — e4(2ut + 1)*(A” + tB")
+e(A+ tB){u2(2ut + 1) + 3u? + (2ut + 1) ((A”, A) + t{A”, B)
+H(A,B") + t?(B,B"»} —0

bulunur. Bu ifade ¢ degigkeninin derecelerine gore diizenlenirse
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1 [2eu(B", B>B} +
t3 _25u<B”, BYA — 4eyu®B" + 6equu’ B’ + £(3u” + 2u{A”, B) + 2u(A, B")

+ 51<B,B”>)B}+

12| — dequ? A"+ 6equul A + e(3u” +2u(A”, B) + 2u{A, B") +£,(B,B"))A
—de1equB" + 3e1e4u' B + (dequ® + 2eu® + 2eu(A, A") + e, (A", B)
+ee1(A, B”>)B} +

t[ — 4ereguA” + 3e1e4u’ A+ e(2u® + 2u(A, A" +e1(A”, B) + (A, B")A
— e4B" + (4e164u” + e21u® + e, (A, A”))B] +

[ — ey A" e (U (A, AT)A + muB} —0

elde edilir ki bu da katsayilar1 s’e bagh olan t degigskenine gére bir polinomdur.

Bu polinomun katsayilar sifir olmalidir. Dolayisiyla

eu(B", B)B = 0, (3.3.37)

2¢eu(B”, BYA — 4e,u” B" + 6equu/ B + £(3u” + 2u{A”, B) + 2u(A, B")

+e(B,B")B =0, (3.3.38)

degut A" — 6equr/ A’ — e(3u” + 2u(A”, B) + 2u{A, B") + (B, B"))A
+ 4erequB” — 31640/ B’ — (dequ® + 2eu® + 2eu(A, A") + e (A", B)

+¢ee1(A, B"))B =0, (3.3.39)
derequd” — 3eregu’ A — e(2u® 4 2u(A, A”) + e1(A”, B) + &,(A, B"))A
+ e4B" — (4eyequ® + ceyu® + e, (A, A"))B = 0, (3.3.40)

A" — cerey(u? + (A, A")A—uB =0 (3.3.41)

denklemleri elde edilir. [10] nolu makalede (3.3.40) ile belirtilen denklemde A"”’1ii
ifadenin u carpam yazilmamistir. Burada diizeltilmis hali yazilidir.

B = 3’ x (8 vektoriiniin bir s € I noktasinda sifir oldugu kabul edilsin. O halde,
G ve (' vektorleri paraleldir, yani 5’ = A3 olacak sekilde bir A sayis1 vardir.
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Buna gore (8, 3) = (A3, \3) = X\%(3,3) = A? > 0 olur. Bu da ' vektoriiniin
null olmasi ile celigir. Boylece B vektoriiniin sifirdan farklh bir vektér oldugu
sonucuna ulagilir.

Simdi U = {p € M | (B,B")(p) # 0} kiimesi goz ontine alinsin. Eger U bos
kiimeden farkliysa, (3.3.37) denkleminden U kiimesi iizerinde u = 0 ve (3.3.38)
denkleminden ise (B, B"”)B = 0 elde edilir. Bu da U kiimesinin bos kiimeden
farkli olmas ile ¢eligir. Yani U bog kiimedir. Boylece (B, B”) = 0 elde edilir.
Simdi bu ifade kullanilarak (3.3.38), (3.3.39), (3.3.40) ve (3.3.41) denklemle-
rindeki A”, B”, A’ ve B’ ifadeleri yok edilirse

2e1uu?A —u?B =0 (3.3.42)

bulunur. I araligina ait baz1 s degerleri i¢cin A ve B vektorlerinin lineer bagiml
oldugu kabul edilsin, yani A = k1B olacak sekilde bir x; sabiti vardir. Buradan

o x B=r 3 x [ ifadesi (o/ — k1) x =0 seklinde yazilirsa
o — k18 = ka3

olacak sekilde bir ko sabiti vardir. Bu egitligin [ ile i¢ ¢carpimi alimirsa, o ve 3’nin

ozellikleri kullanilirsa

(o, B) — ki (B, B) = Ka(B, B) = Ko,

ko =0, o =rf
ve
(o, d) = (B, 1) = k7(F,0) =0

olur, yani o null vektordiir; bu da bir celigkidir. Dolayisiyla, A ve B vektorleri

lineer bagimsizdir ve (3.3.42) denkleminden
2euu? =0, u?=0
elde edilir, yani v’ = 0’dir. B = 3’ x (8 vektoriiniin tiirevi alinirsa

B/:ﬁ//xﬁ, B//:ﬂlllx/g_i_ﬁ//xﬁ/
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ve dolayisiyla

<B, B,> = <ﬁ/ x 3, 6" x ﬁ>
= <ﬁ,76><67ﬁ”> - <6/76N><ﬁ> 6>
_ _<ﬁ/’ﬁ//>

(B,B") = (5 x 5, 3" x 1+ 5" x §)

= (5 X 5,87 % ) + (7 x 5,57 x )

=—(8,8")
bulunur. Ayrica (B, B') = (B, B”) = 0 oldugu kullanilarak

(6,87 =(6.8")=0

elde edilir. Bunlar kullanilarak (3, 5”) = 0 ifadesinin tiirevinden (3", 3") = 0
oldugu goriiliir, yani, 5" null ya da sifir vektordiir.
Simdi (" vektoriiniin null oldugu kabul edilsin. Yardimc Teorem 2.1. ve
(0, 0") = 0 ifadesinden 3" = k' olacak sekilde sifirdan farkhi differansiyelle-
nebilir bir k = k(s) fonksiyonu vardir ve 5 = (81, (2, f3) olmak iizere i = 1,2,3
icin 8 = kf] diferansiyel denklemleri yazilir. Bu denklemlerin ¢oziimiinden
B; = F(s)d;, yani, § = F(s)D olacak gekilde pozitif differansiyellenebilir bir
F(s) fonksiyonu ve E} uzayinda D = (d;,ds,d3) sabit bir null vektorii vardur.
Dolayisiyla (3, 3) = F?(D, D) = 0 olup, 3 vektoriiniin zamansal olmasi ile gelisir.
O halde, g sifir vektordiir.
Bir 6nceki durumda oldugu gibi, o', 3, (' ve " vektorleri arasindaki iligki
incelenirse o ve (3 vektorlerinin paralel oldugu bulunur. Bir 6nceki durumda
yapilanlara benzer hesaplarla, a ve §'nin 6zellikleri gbz 6niine alindiginda yiizeyin

sekil operatorii
0 —eaq~** (' x (', B)
—q o x 3, ) 0

bulunur. Buradan da H = 0 olur. [12] nolu makalede minimal bir yiizeyin

A:

siflandirma teoremi kullamilarak M? tipinden yiizeyler 2. tip uzaysal Enneper

38



yiizeylerin esleniginin acik bir parcasidir. Benzer sekilde, M? tipinden yiizeyler
2. tip zamansal Enneper yiizeylerin egleniginin acik bir parcasidir. Teoremin

tersinin ispat1 3.2. béliimde verilen 6rneklerden agikca goriiliir.

Teorem 3.3.3. M, E? Minkowski uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip bir null scroll olsun. O halde, M yiizeyi agagidaki yiizeylerden birinin agik
bir pargasidir:

1. bir Minkowski diizlemi,

2. bir diiz B-scroll eger B’ null ise,

3. bir diiz olmayan B-scroll eger B’ null degilse.

Ispat. E3 Minkowski uzaymda o taban egrisi null bir egri ve B = B(s), «

boyunca null bir vektor alani olsun. M null scrollu
(o, a/y=0, (B,B)=0, (¢/,B)=1
olacak sekilde
xr=x(s,t) = a(s) + tB(s)
ile ifade edilir. Yiizeyin
rs=ao +tB', x,=B

koordinat vektorleri yiizey iizerinde bir baz alani belirler. Yiizey iizerinde tekrar

q,u ve v differansiyellenebilir fonksiyonlar: tanimlansin:
q = |lzll* = (zs,25), u=(,B), v=(B,B).

Dogrudan hesapla g = t*v + 2tu oldugu goriiliir. Yiizeyin g metrik tensoriiniin
bilesenleri g,; = t?v + 2tu, g1 = go1 = 1, go = 0 olarak bulunur. Buna gore,
G = detg = —1 ve metrik tensériin tersinin bilegenleri ¢! = 0, ¢'2 = ¢*' =

1, ¢ = —t?v — 2tu olur. Yiizeyin z, ve z, vektorlerinin vektorel carpimimdan
T X2 = (' +tB)x B=a'x B+tB'x B=C+1tD
elde edilir, burada C =o' x B ve D = B’ x B dir. Yiizey iizerinde

<IS X Tty T X xt> — <x87xt>2 - <xsaxs><xtaxt> - 1
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oldugundan yiizeyin normali uzaysaldir. Dolayisiyla, yiizeyin Gauss tasviri
G=C+tD (3.3.43)

seklinde bulunur. Oncekilere benzer sekilde M yiizeyinin Laplace operatérii

hesaplanirsa

2 g0 0
e

A=25i oo Tl

elde edilir. Bu operatér G Gauss tasvirine uygulanirsa
AG = —2D" + 2(vt +u)D (3.3.44)

bulunur. M yiizeyinin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu kabul

edilsin. O halde, (3.3.43) ifadesi kullanilarak
AG=FG=F(C+tD)=FC+ FtD
ve (3.3.44) ifadesi de gbz Oniine alinirsa
2D" + (Ft —2u—2vt)D + FC =0

olur ve bu ifadenin sirasiyla C’ ve D’ ile i¢ ¢arpimlart alinir ve gerekli iglemler

yapilirsa
v’ + Fot — 20°t =0 (3.3.45)
ve
20 — Fo =0 (3.3.46)

denklemleri bulunur.

Simdi U = {p € M | v(p) # 0} agik kiimesi goz 6niine alinsin. U kiimesinin
bog kiimeden farkh oldugu kabul edilsin. O halde (3.3.46) ifadesi kullanilarak ¢/
kiimesinin bir C bilegeni iizerinde ' = 2v bulunur ve (3.3.45) ifadesi kullanilarak

v’nin sabit oldugu goriiliir. Sonug olarak, siireklilik goz Oniine ahmirsa C, M
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uzaymnin tiimiinden ibaret olmaldir. Bu durumda E? uzayinda

(o,a'y=(B,B) =0, (¢/,B)=1, (/,C)=(B,C)=0, (C,C)=1,
" = —ud' + (", a' x B)C,

B'=uB + (o' x B,B")C,

C'=—(dxB,B"Ya — (", o' x B)B
olacak sekilde {o/, B, C'} null ¢atis1 vardir. Eger v ifadesi hesaplanirsa

v=(B',B"Y=u(B,B') + (' x B,B")(C,B’)
= (o' x B,B")?

bulunur ve v’nin sabit olmasimdan dolay1 (o/ x B, B') sabittir. Ayrica, v = 0
olacak gekilde o ifadesinin bir degigken déniigiimii vardir [13|. Boylece M bir
B-scroll’dur.
[10] nolu makalede 2v = (¢’ x B, B’) yazilmigtir. Burada diizeltilmis hali

yazihdir.

Ik olarak v = 0 oldugu kabul edilsin. O halde, B’ sifir ya da null bir vektordiir.
B’ vektoriiniin sifir vektor oldugu kabul edilsin, yani B sabit bir vektordiir.
Dolayisiyla D = B’ x B =0 ve (3.3.44)’den AG = 0 olur. Sonug olarak, M bir

Minkowski diizlemidir.

B’ vektoriiniin null oldugu kabul edilsin.  Yardimc1r Teorem 2.1."den B’ ve
B vektorleri lineer bagimhdir. Dolayisiyla D = B’ x B = 0 ve (3.3.44)
denkleminden AG = 0 bulunur.

M yiizeyinin H ortalama egriliginin ve K Gauss egriliginin bulunmasi icin

yiizeyin gekil operatorii hesaplansin. Yiizeyin {xg, xz:} teget bazina gore
k(s)B = ajxs + agxy

yazilir ve
aj; =0, ag = k(s)

bulunur, burada k(s) = (", o/ x B) dir. Benzer sgekilde

19T g + A2y — 0
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yazilir ve
a2 =0, ax=0

bulunur. Boylece

0 O
k(s) 0
bulunur. Buradan da H =0 ve K = 0 olur. O halde, M bir diiz B-scroll’dur.
Simdi v # 0 oldugu kabul edilsin. O halde, B’ null bir vektor degildir. Yiizeyin

A:

{zs, 2} teget bazina gore
Vo + k(s)B + tvC = ay1xs + ag x
yazilir ve
ann =V, as =k(s)

bulunur, burada k(s) = (o, o’ x B) dir. Benzer gekilde

—D = a1ppxs + axnn;
yazilir ve

a12 =0, ax=+v

bulunur. Boylece

NI
k(s) o
bulunur. Buradan da H = /v ve K = v # 0 olur. O halde, M bir diiz olmayan

A=

B-scroll’dur. Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur.
Teorem 3.3.1., Teorem 3.3.2. ve Teorem 3.3.3.’{in sonuclar1 birlegtirilerek agagi-

daki simiflandirma teoremleri ifade edilebilir.

Teorem 3.3.4. M, E? Minkowski uzayinda uzaysal dogrusal bir yiizey olsun.
Bu durumda yiizeyin Gauss tasvirinin noktasal 1-tipinden olmas i¢in gerek ve
yeter kosul M yiizeyinin asagidaki yiizeylerden birinin acik bir parcasi olmasidir:
1. bir Oklid diizlemi,
2. hiperbolik silindir,
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3. 1. tip uzaysal helikoid,
4. 2. tip uzaysal helikoid,

5. 2. tip uzaysal Enneper yiizeyin esglenigi.

Teorem 3.3.5. M, E3 Minkowski uzaymda zamansal dogrusal bir yiizey olsun.
Bu durumda yiizeyin Gauss tasvirinin noktasal 1-tipinden olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul M ylizeyinin agsagidaki yiizeylerden birinin acik bir pargasi olmasidir:
1. bir Minkowski diizlemi,

Lorentz ¢embersel silindir,

indeksi 1 olan ¢embersel silindir,

1. tip zamansal helikoid,

2. tip zamansal helikoid,

3. tip zamansal helikoid,

2. tip zamansal Enneper yiizeylerin eglenigi,

bir diiz B-scroll eger B’ null ise,

© e NS Gt W N

bir diiz olmayan B-scroll eger B’ null degilse.
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4. F? MINKOWSKI UZAYININ NOKTASAL 1-TiPINDEN GAUSS
TASVIRINE SAHIP DONEL YUZEYLERI

Bu boliimde, E? Minkowski uzaymin donel yiizeylerinin tamm ve simif-
landirilmasi verilmig, noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel yiizeylerin
ornekleri ve genel karekterizasyonunu veren temel teoremler genis bir sekilde

incelenmistir.

4.1. Donel Yiizeylerin Siniflandirilmasi

I bir agik aralik, v : I — II, [E? uzaymm bir I diizleminde bir diizlem
egri ve [, v egrisiyle kesismeyen II diizleminde bir dogru olsun. E3 Minkowski
uzayinda donme ekseni [ olan bir M dénel yiizeyi, E? uzayinda | donme ekseninin
her noktasini sabit birakan ortogonal doniistimleri ile olusturulan, ~ egrisinin
yoriingesi olarak tanimlanir. Ayrica v egrisine donel yiizeyin profil egrisi denir.
E2 uzaymda dort cesit donel yiizey elde edilir. Eger | ekseni uzaysal ise uygun
bir Lorentz doniigiimiiyle [ ekseni xi-ekseni ya da xs-eksenine taginabilir ve [
ekseni zamansal ise yine uygun bir Lorentz doniigiimiiyle [ ekseni zy-eksenine
taginabilir. Boylece, genellik bozulmadan, [ null degilse donme ekseni xs-ekseni
ve xg-ekseni olarak alinabilir. Eger eksen null ise bu eksenin, Oxqz; diizleminde
(1,1,0) vektoriiyle olugturulan bir dogru oldugu kabul edilir.

E? uzayinda iig farkh tipten donel yiizey ifade edilir.

I. Tip. Donme ekseni uzaysal bir dogru olsun. Genellik bozulmadan, ~y egrisinin

x1T9-diizleminde ya da zgxs-diizleminde oldugu kabul edilsin. Sirasiyla v egrisi

Y(u) = (0, f(u), g(u)) (4.1.1)
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yva da

Y(u) = (f(u),0, 9(u)) (4.1.2)

seklinde ifade edilir, burada f = f(u) > 0 ve ¢ = g(u) [ araligr iizerinde

differansiyellenebilir fonksiyonlardir. Béylece M donel yiizeyi

z(u,v) = (f(u)sinh v, f(u) coshv, g(u)) (4.1.3)
va da

z(u,v) = (f(u) coshv, f(u)sinhv, g(u)) (4.1.4)

olarak tanmimlanir. Burada donme eksenini sabit birakan doniigiim matrisi

coshv sinhv 0
sinhv coshv 0

0 0 1

seklinde verilir.

II. Tip. Dé&nme ekseni zamansal bir dogru olsun. Genellik bozulmadan, ~

egrisinin zox;-diizleminde oldugu kabul edilsin. Boylece v egrisi

Y(u) = (g(u), f(u),0) (4.1.5)

ifade edilir, burada f = f(u) > 0 ve g = g(u) I arah@ iizerinde

differansiyellenebilir fonksiyonlardir. Béylece M donel yiizeyi

z(u,v) = (g(u), f(u) cosv, f(u)sinv) (4.1.6)
olarak tanimlanir. Burada dénme eksenini sabit birakan doniigiim matrisi
1 0 0
0 cosv —sinwv
0 sinv cosv
seklinde verilir.
III. Tip. Do6nme ekseni null bir dogru olsun, yani, Oxgz; diizlemin-

de (1,1,0) vektoriiyle olugturulan bir dogru olsun. M yliizeyi dejenere

olmadigindan ~ egrisinin xyxi-diizleminde oldugu kabul edilebilir ve v egrisinin
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parametrelendirilmesi

V(u) = (f(u), g(u),0) (4.1.7)

olarak verilebilir, burada f = f(u) > 0 ve g = g(u) I arahg iizerinde
differansiyellenebilir fonksiyonlardir. Oyle ki h(u) = f(u) — g(u) # 0. Boylece
M dénel ylizeyi

w(u,v) = (fu) + % h(w), g(u) + % h(w), vh(w)) (4.1.8)

ile parametrelendirilebilir. Burada donme eksenini sabit birakan doniigim

matrisi
V2 v?
1+— —— v
—Zz 2 2112
— 1—— w
2 2
v — 1

seklinde verilir.

Eger f(u) ve g(u) fonksiyonlar: polinom ise donel yiizeye bir polinomsal tipten
donel yiizey; f(u) ve g(u) fonksiyonlar: rasyonel ise doénel yiizeye bir rasyonel
tipten donel yiizey denir. Kisaca rasyonel tipten bir donel yiizeye, rasyonel dénel
yiizey denir.

Yardime1 Teorem 4.1.1. E? Minkowski uzayinda, M dénel yiizeyi ikinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip bir dénel yiizey olsun. O halde (1.1)

ifadesindeki F' fonksiyonu sadece profil egrisinin parametresine baghdir ve C'

vektorii de donel yiizeyin eksenine paraleldir.
ispat. Ispat, eksenlerin ve profil egrilerinin karakterine gére iic duruma ayrilr.

1. Durum: M yiizeyi, E? uzayinda f ve g tiirevlenebilir fonksiyonlar:
icin (4.1.3) ile parametrelendirilen I. tip bir dénel yiizey olsun ve (4.1.1)
ile verilen 7 egrisinin birim hizli oldugu (yay uzunlugu parametresine gore
parametrelendirildigi) kabul edilsin, yani || = \/W = 1 olsun. Yiizeyin

koordinat vektorleri

2y = (f'(u) sinhv, f'(u) cosh v, ¢'(u)), xy = (f(u) coshw, f(u)sinhv,0)
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seklindedir. Bu vektorlerin vektérel carpimindan
Ty X T, = (¢’ fsinhv, ¢’ f coshv, —f f)

elde edilir ve buradan

(20 X Tty X 1) = (0 )+ (fF) = A7 +9%) = >0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla yiizeyin normali uzaysaldir. Boylece ||z, X z,|| = f

olur ve yiizeyin Gauss tasviri
G = (¢'sinhw, ¢’ coshv, — f') (4.1.9)

seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g1 = 1, g12 = ¢go1 =

2

0, g = —f? olarak yazilir. Buna gore G = detg = —f? ve metrik tensoriin

1
tersinin bilegenleri ¢'' = 1, ¢'2 = ¢* = 0, ¢**> = _F olur. M yiizeyinin
Laplace operatorii hesaplanirsa
1,,0 0? 1 0

A= % oz " fa)

(4.1.10)

elde edilir. G, Gy, Go, Gy, tiirevleri hesaplanirsa

G. = (¢"sinhv, ¢" coshv, — "),
Guu = (¢" sinh v, ¢" coshv, — f"),
G, = (¢’ coshv, ¢’ sinh v, 0),

G = (¢’ sinh v, ¢’ cosh v, 0)

elde edilir. Bu tiirevler (4.1.10) ifadesinde yerine yazildiginda

/ /

AG = = (/g + f9" = S )sinho. (7" + o = ) cosho~1 1 = £1")
(4.1.11)
olur. M yiizeyi, ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugundan
(1.1) ifadesi sifirdan farkh bir F' fonksiyonu ve sifirdan farklh sabit bir C' =

(€1, o, €3) vektorii igin saglanir ve (4.1.9) ifadesi kullanilarak

AG = F(¢'sinhv + ¢p, ¢ coshv + o, — f' + ¢3)
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yazilir ve (4.1.11) esitligi kullanilarak ¢; = ¢ =0, cg=c# 0 ve

/

F(u, U)g, = _%(f/gﬁ + fgm - %)»
Flu,)(—f +¢) = %(f’f” A (4.1.12)

olur, burada C' = (0,0, ¢) vektorii xo donme eksenine paraleldir. Son iki ifade
kullanmilarak f’ ve ¢’ sifirdan farkh oldugundan F' fonksiyonu v degiskenine bagh
degildir. Eger M yiizeyi (4.1.4) ile parametrelendirilse ayni sonug bulunur.

2. Durum: M yiizeyi, E3 uzaymda f ve g diizgiin fonksiyonlar igin (4.1.6) ile
parametrelendirilen II. tip bir d6nel yiizey olsun ve (4.1.5) ile verilen 7 egrisinin
birim hizli oldugu kabul edilsin, yani || = y/e(f* — ¢’*) = 1 olsun; burada e,

7 vektoriiniin isaretini gostermektedir. 11k olarak Vu € I icin
P2y
oldugu kabul edilsin. Yiizeyin koordinat vektorleri
zy = (¢'(u), f'(u) cosv, f'(u)sinv,), z, = (0, —f(u)sinv, f(u) cosv)
uzaysal vektorlerdir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
Ty X Ty =—(ff,g fcosv, g fsinv) (4.1.13)

elde edilir ve

(@0 X 2,00 X 20) = (6 ) = (FF)? = LP(f* = g") == <0
dir. Dolayisiyla yilizeyin Gauss tasviri
G =—(f",g cosv, g sinv) (4.1.14)

seklinde bulunur. Oncekine benzer hesaplarla

/ /

AG — %(f/f”—i-ffm,(f/g//—i-fgm—%)COSU,<f/g”+fgm—%)SinU) (4-1.15)

elde edilir. M yiizeyi, ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
oldugundan (1.1) ifadesi sifirdan farkli bir F' fonksiyonu ve sifirdan farkh sabit

bir C' = (¢1, ¢2, c3) vektorii i¢in saglanir ve (4.1.14) ifadesi kullamlarak

AG = F(—f 4 ¢1,—¢ cosv + ¢y, —g' sinv + ¢3) (4.1.16)
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yazilir ve (4.1.15) esitligi kullanilarak c; = c3 =0, ¢; =c# 0 ve

Flu,v)g' = —%(f’g" +fq" - %),
1

F(u,v)(—f +¢) = f(f’f” TP (4.1.17)
olur, burada C' = (¢,0,0) vektorii zy donme eksenine paraleldir. Son iki ifade
kullamlarak f’ ve ¢’ sifirdan farkh oldugundan F' fonksiyonu v degiskenine bagh

degildir. Eger f"* — ¢’* = —1 olursa, benzer islemlerle ayni sonuc bulunur.

3. Durum: M yiizeyi, tiirevlenebilir bir y(u) egrisinin null bir eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen III. tip bir donel yiizey olsun. Genellik bozulmadan,
orijin ve (1,1,0) vektoriiyle tamimlanan dénme ekseni secilebilir. M yiizeyinin

parametrelendirilmesi

2 2

2(u,v) = (f(u) + 5 h(w), g(u) + 5 h(u), h(u)v)

seklinde verilir, burada h(u) = f(u) — g(u) # 0 dir. M dejenere olmadigindan
— f?+¢” sifirdan farkhidir ve Vu € Iigin b/ (u) = f'(u)—g'(u) # 0 dir. Parametre
h(u) = —2u olacak sekilde alinabilir. Ayrica k(u) = f(u) + u olsun. O halde,

f ve g fonksiyonlar
f(u) =k(u) —u,  g(u) =k(u) +u
olur. Bdylece M yiizeyinin parametrelendirilmesi
z(u,v) = (k(u) — v —uv?, k(u) + v — uv?, —2uv)
seklinde olur. Yiizeyin koordinat vektorleri
T, =K —1—02 K +1—0v* —2v), T, = (—2uv, —2uv, —2u)
seklindedir. Bu vektorlerin vektorel ¢carpimindan
Ty X Ty = (2uk’ + 2u + 2uv?, 2uk’ — 2u + 2uv?, duv)
elde edilir. Simdi u > 0 ve k'(u) > 0 icin ylizeyin normali zamansal oldugundan
(Ty X Ty, Ty X 2,) = —16U?k’ < 0

dir. Boylece ||z, x .|| = 4u\/k bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilegenleri

g = 4K, gia = go1 = 0, gao = 4u® olur. Buna gore G = detg = 16k'u?
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ve metrik tensoriin tersinin bilesenleri g'! = —, ¢! = ¢*! =0, ¢** = —
4k 4u?

bulunur. M yiizeyinin tizerindeki (., .) indirgenmis metrik dejenere olmadigindan
det g = 16k"u? # 0 olur, yani k'u her zaman sifirdan farklhidir. Boylece G Gauss
tasviri
1
2V

olur. M yiizeyinin Laplace operatorii hesaplanirsa
1 (2k'—-uk":g_+_ u 0 +_V@9:§i)
duvEk S 2kVE Ou o R Ou? T u Ov?

elde edilir. G, Gy, G,, G,, tirevleri hesaplanirsa

G:

(K +1+0% K —1+0% 20) (4.1.18)

A:

(4.1.19)

oG L ) ) k!

—_— = 1,v° —1,2 1,1,0

ou 4(]€/)3/2 (U + U ’ U) + 4\/E( ) )7

aZG 2k — 3(16”)2 ) ) 2k " — (k?”)2

W__ 8(]{3/)5/2 (U +1,U —1,2@)+W(1,1,0), (41.20)

2
%:%(v,v,l), %:%(1,1,0)
bulunur. Bu tiirevler (4.1.19) ifadesinde yerine yazildiginda
1 K'E' + uk'k" — 2u(k")?
%VP< (k')
K'k'vw —u?(K")? + K'E"u® + 4(K')?
4u(k')? ’
/1.1 111 \2
K'E" 4+ ul;i(kk/)g 2u (k") (02 1)
KE'vw—u?(K")? + KE"u® + 4(K')?
du(k')? ’
K'E" 4+ uk'E" — 2u(k:”)2>)
(k)3
olur. M yiizeyi, ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugundan

(1.1) ifadesi sifirdan farkh bir F' fonksiyonu ve sifirdan farkh sabit bir C' =

AG = (v* +1)

20( (4.1.21)

(¢1, o, c3) vektorii igin saglanir ve (4.1.18) ifadesi kullanilarak

E 41+ K —14 02 v
__5;5?———+cq, T -+<b,v@?-+c3) (4.1.22)

yazilir. Sonra (4.1.22) ifadesinin bilegenleri ayr1 ayr1 yazilir ve birinci bilegenden

AG = F(

ikinci bilegen cikarilirsa
k,/k// + Uk’/km _ 2u(k,/l)2
Su(k')7/2

= F(u, v)(% +c— ) (4.1.23)
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olur. Islemlerin basitligi icin

B k/k// + uk/k/// _ 2u(k,//)2
Alw) = Su(k')72

olsun. O halde (4.1.23) ve AG ifadesinin iigiincii bilegeni, sirasiyla

F(u, U)(ﬁ +c1 — ) = Au)

F(u, U)(% +c3) = vA(u) (4.1.24)

olarak yazilir. Boylece ¢; = ¢o = ¢ ve ¢3 = 0 olur, burada C' = (¢, ¢,0) vektorii,
(1,1,0) vektoriiniin belirledigi dénme eksenine paraleldir ve F' fonksiyonu sadece

u degigkenine baghdir. Bdylece ispat tamamlanmig olur.

4.2. D6nel Yiizey Ornekleri

Bu alt boliimde, birinci cesit ve ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip donel yiizey 6rnekleri incelenecektir.

Ornek 4.2.1. (Hiperbolik Silindir) Bir a > 0 sabiti i¢in
z(u,v) = (asinh v, acoshv, u)

ile parametrelendirilen bir hiperbolik silindir ele alinsin. Yiizeyin koordinat

vektorleri
z, = (0,0,1), =z, = (acoshv,asinhwv,0)
seklindedir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
Ty X T, = (asinhv, acoshv,0)
elde edilir ve
(Ty X Ty, Ty X 2,) = a® >0
dir. Boylece ||z, X z,|| = a olur. Dolayisiyla hiperbolik silindirin Gauss tasviri
G = (sinh v, cosh v, 0)
seklinde bulunur. Bu yiizeyin Laplace operatorii hesaplandiginda

A=—2 4 -9 (4.2.1)
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elde edilir. G, Gy, Gy, Gy, tiirevleri hesaplanirsa

oG _ oG
ou  ou2
0G 0*G

= (cosh v, sinh v, 0), = (sinh v, cosh v, 0)

v ov?
bulunur. Bu tiirevler (4.2.1) ifadesinde yerine yazildiginda
1
AG = —; (sinhv, coshv, 0)
a
1
= 5@
elde edilir. Bu da G Gauss tasvirinin birinci gegit noktasal 1-tipinden oldugunu

gosterir, ayrica Gauss tasviri 1-tipindendir.

Ornek 4.2.2. (Dik Koni) Bir dik koni u > 0 ve bir a > 1 sabiti igin
x(u,v) = (au, ucos v, usinv)
seklinde parametrelendirilir. Yiizeyin koordinat vektorleri
x, = (a,cosv,sinv), xz, = (0, —usinv,ucosv)
seklindedir. Bu vektorlerin vektorel carpimindan
Ty X T, = —(u, au cos v, ausin v)

elde edilir ve

(T X Ty, Ty X 2,) = u?(a* — 1) >0
dir. Boylece ||z, x z,|| = uv/a? — 1 olur. Dolayisiyla dik koninin Gauss tasviri

1

G =———=(1,acosv,asinv)
a?—1

seklinde bulunur. Yiizeyin Laplace operatorii hesaplanirsa

1 o 0 0?

A= —r7-———(u— — 1 —a*)=— 4.2.2
u?(a? — 1) (u8u+u ou? +l-a >302) ( )
elde edilir. G, Gy, G,, G,, tirevleri hesaplanirsa
o0 _ G
ou  ou?
oG a , 0°G a :
S JE (0,sin v, — cosv), 90 = T (0, cos v, sinv)
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elde edilir. Bu tiirevler (4.2.2) ifadesinde yerine yazildiginda

AG = ——————=(0,cosv,sinv
=1 )
1 1

(1,0,0)

=—————(1,acosv,asinv) + ———
u2\/a2—1( ) u?va? — 1

1
T2

(G+ (1,0,0))

1
va?—1
bulunur. Bu da, G Gauss tasvirinin ikinci gegit noktasal 1-tipinden oldugunu

gosterir.

Ornek 4.2.3. (Hiperbolik Koni) Bir a # 0 sabiti icin
z(u,v) = (usinhv, ucoshv, au)

ile parametrelendirilen hiperbolik koni ele alinsin. Benzer iglemlerle hiperbolik

koni icin
G = ——— (asinh v, acoshv, —1)
a?+1
ve
AG = (G+ ! (0,0,1))
= 2 2 1 y Uy

bulunur. Yani, ylizeyin G Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal 1-tipindendir.
Ornek 4.2.4. (Ikinci tip Enneper yiizeyi [14]) Tkinci tip Enneper yiizeyi bir
a # 0 sabiti igin
L g 2 1 3 2
z(u,v) = a(gu —u— v, Su +u — uv®, —2uw)
ile parametrelendirilir. Yiizeyin koordinat vektorleri
T, =a(u®—1—-v*u?+1—-0%-2), z,=—2ua(v,v,1)
seklindedir. Bu vektorlerin vektérel carpimindan
Ty X 1, = 2a*u(u® +v* + 1,u® + 0% — 1,20)
elde edilir ve

(T X Ty, Ty X ) = —16a*u* <0

dir. Béylece ||z, X || = 4a*u? bulunur. Dolayisiyla ikinci tip Enneper yiizeyin
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Gauss tasviri

1
G:2—(u2+v2+1,u2+02—1,2v)
u

seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g1, = 4a?u?, go =

g1 = 0, goy = 4a*u? seklindedir. Buna gore G = detg = 16a*u* ve metrik

1 1
TP S 12 _ 21 _ 2 _
tensoriin tersinin bilegenleri ¢g** = T2 g° =97 =0, g = 12a olur.
Yiizeyin Laplace operatorii hesaplanirsa
1 0? 02
A= da?u? (8u2 * 31}2) (4.2.3)

elde edilir. G, Gy, Gy, Gy, tiirevleri hesaplanirsa

0 1
a—i:2—u2(12—02—1,u2—112—|—1,—22)),
*’G 1

W:E(U2+1,U2—1,2’U),

oG 1 *’G 1

S 1), — =-(1,1

ov u(v,v, ) Ov? u(’ '0)

bulunur ve bu tiirevler (4.2.3) ifadesinde yerine yazildiginda u > 0 i¢in

1
4a?ud

B 1
2a%ul

AG = (u? +v* + 1,u? +v* — 1,20)

olur. Béylece G Gauss tasvirinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden oldugu goriiliir.

4.3. E? Minkowski Uzaymin Birinci Cegit Noktasal 1-Tipinden Gauss
Tasvirine Sahip Donel Yiizeyleri

Bu kisimda birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip doénel yiizeyleri

karakterize eden ve simiflandiran teoremler ispatlaniyor.

Teorem 4.3.1. M, 3-boyutlu Minkowski uzayinda donel bir yiizey olsun. M
yiizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi icin gerek ve yeter kosul M yiizeyinin
birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasidir.

ispat. M vyiizeyi birinci ¢egit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olsun.

1. Durum: M yiizeyi (4.1.3) ifadesi ile verilen I. tip bir donel yiizey olsun. O
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halde (4.1.12) ifadesinde ¢ = 0 alimarak

/

! _l I/ n _ i
F(u)g' = f( 9"+ fg f)’
F(u)f/ — _% (f/f// + ff//l) (4-3.1)

denklem sistemi elde edilir ve f'* 4+ ¢'> = 1 oldugundan ¢ = t(u) igin
f(u) =cost(u), ¢ (u)=sint(u)
alimabilir. Simdi

f"=—t'sint(u), f"=—t"sint(u) -t cost(u),

g" =t cost(u), ¢" =t"cost(u)—t"sint(u)

tiirevleri (4.3.1) denklem sisteminde yerine koyulup diizenlenirse

sintcost n t'cost L=
f? f

sint sintcost t'cost
olur. Buradan —— +¢' ifadesinin tiirevi — + +t" = 0 oldugundan

. f f? f
sint

—— + ' ifadesinin sabit oldugu goriiliir.

Yiizeyin A sekil operatorii hesaplandiginda

f//g/ . f/g// 0
= g/
0 L

f

/

1 .
bulunur ve dolayisiyla H = 3 (f"g —f'g" — g?) olur. Tlgili tiirevler yerine yazilip
diizenlenirse

olur ve H ortalama egriligi sabit bulunur.
M yiizeyi (4.1.4) ifadesi ile verilen I. tip bir donel yiizey ise benzer iglemlerle
ayni sonu¢ bulunur.

2. Durum: M yiizeyi (4.1.6) ifadesi ile verilen II. tip bir donel yiizey olsun,
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burada f* — ¢’> = 1 dir. O halde (4.1.17) ifadesinde ¢ = 0 alnarak

o _l ' n mo_ i
F(u)g' = f(fg + fyg f),
Flu)f = —% "+ FF) (4.3.2)

denklem sistemi elde edilir ve ¢ = t(u) i¢in
f'(u) = cosht(u), ¢'(u)=sinht(u)
alinabilir. Simdi
f"=tsinht(u), [ =+t"sinht(u)+ t” cosht(u)

12

g" =t cosht(u), ¢" =1t"cosht(u)+t'"*sinht(u)

tiirevleri (4.3.2) denklem sisteminde yerine koyulup diizenlenirse

, t'cosht sinhtcosht
¢+ - =0

f f?
inh ¢ t' cosht inh ¢ cosh ¢
olur. Burada “oi0 4 ¢/ ifadesinin tiirevi ¢” + C(}S _ o fzos = 0 oldu-
inh ¢
gundan SH} + t' ifadesinin sabit oldugu goriiliir.
Yiizeyin A gekil operatorii hesaplandiginda
f/g// . f//g/ 0
= gl
0 Z
f
Vown w9 Lo .
bulunur ve H = 3 (f'g" — g + 7) olur. Ilgili tiirevler yerine yazilir ve
diizenlenirse
1 sinht
H=- t
5 ()

olur ve H ortalama egriligi sabit bulunur.

/2

Ayrica f? — ¢> = —1 durumunda ise benzer iglemlerle aym sonuc elde edilebilir.

3. Durum: M yiizeyi
2 2

2(u,v) = (f(u) + 5 h(w), g(u) + 5 h(u), h(u)v)

ile parametrelendirilen IIL. tip bir dénel yiizey olsun, burada h(u) = f(u)—g(u) #
0 dir. Simdi f* — ¢’ = —1 oldugu kabul edilsin. Yiizeyin koordinat vektérleri

v? v?
:L’u:(f’—l—?h/,g'—l—?h’,h’v), z, = (vh,vh,h)
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seklindedir. Bu vektorlerin vektérel carpimindan
Ty X Ty = (% v*hh' — ¢'h, %v%h' — f'h,vhh')
elde edilir ve
(Ty X Ty, 2y X 2,) = —h? <0

dir. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri gi; = 1, g2 = go1 = 0, goo = h?

olarak bulunur. Buna gire G = det ¢ = h? ve metrik tensoriin tersinin bilesenleri

glt=1, g2 =¢"=0, ¢* =3 olur. M yiizeyinin Gauss tasviri
1 217 / 1 21/ ! !
G:(ﬁv h — 9,5V h — f',uh)

olarak hesaplanir. M yiizeyinin Laplace operatorii hesaplanirsa

, 0 0?0
A= —ﬁ(hh 50T h2m - W) (4.3.3)

elde edilir. G, Gy, Gy, Gy, tirevleri hesaplanirsa

1

G, = (=
<2

1 211 /// 1 211 " n
Guu:(§vh - 2 v h" — " k™),

G, = (vh'; ol 1), G, = (b }1,0)

U2h” o g//’ 1 U2h” o f”, Uh”),

bulunur ve bu tiirevler (4.3.3) ifadesinde yerine ya211d1g1nda

AG :l(h,g//hgw o l/UQh/hH o thl/l o E/
h 2 2 h’
1 1 n
h/ //h no__ - 2hlh//_ th/l/__
fohfm = gv 5 =
— oW'W" — vhh") (4.3.4)

olur. M birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugundan ve

(1.1) denkleminden bir F' fonksiyonu i¢in

1 1 1 n 1
E(h'g"hg’" — §U2h/h” — évzhh’” — E) = F(u)(—¢ + §v2h’) (4.3.5)
Lo ///_12///_12 ///_h,_ gt Lo,
(W fRf" = SO = SuPhR = o) = F(u)(=f'+ Sv*H) (4.3.6)
1
E(Uh,h” + ohh") = —F(u)vh/ (4.3.7)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Simdi, yukardaki denklemlerden (4.3.5) ile
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(4.3.6), (4.3.5) ile (4.3.7) ve (4.3.6) ile (4.3.7) oranlanip diizenlenirse sirasiyla

o1
hl(g/f// _ f/gl/) _"_ h(g/f/l/ _ f/g///) _"_ h _"_ 5 U2h/h”(fl _ g/)_"_
1 1 1
5 ’Uth/”(f/ _ gl) + 5 UQh/2(g” _ f//) + §U2hh/(g/// _ f///) —_ 0, (4.3.8)
NS /N ] 1o ////_Uh/Q_
vh'(h'g" — g'h") + vh(BW'g" — ¢'h") = 0, (4.3.9)
h?
o (B " — F'R) +oh(Wf" — ey — 22 =g (4.3.10)

h

olur. Son iki denklemin farkindan
/Uh/Q(f// _ gl/) _ vh/h//(f/ _ g/) + Uhh/(f”/ _ g///) _ vhh///(f/ _ g/) — 0 (4-3.11)

1
bulunur. Ayrica (4.3.11) denklemi 5V ile carpilip (4.3.8) denklemi ile toplanirsa
h'”®
h/(g/f// _ f/g//) _"_ h(g/f/// _ f/g///) —l— T — O (4-3.12)

elde edilir. Simdi f* — ¢> = —1 oldugu kullamlarak ¢ = (u) icin
f'(w) =sinht(u), ¢ (u)= cosht(u)
alimabilir. Bu fonksiyonlarin
F" =1t cosht(u), f" =1t"cosht(u)+ ¢ sinht(u),

12

g" =t'sinht(u), ¢" =1t"sinht(u)+t" cosht(u)

tiirevleri (4.3.12) denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse

Kt h/2
7 _
Pt e =0
/

elde edilir ki bu da t’ — 0 ifadesinin sabit oldugunu ifade eder.

Yiizeyin A gekil operatorii hesaplandiginda

f// g/ _ f/ g// 0

A= /
0 M
h
) 1 n
bulunur ve boylece H = 3 (f"q—f'g"— E) olur, burada h(u) = f(u)—g(u) # 0

dir. Daha 6nce hesaplanan ', f”, ¢, ¢” tiirevleri kullanilirsa
1 n

H:i(t’—ﬁ)
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bulunur ki bu da H ortalama egriliginin sabit oldugunu gosterir.

Ayrica, f> — ¢’*> = 1 olmasi durumunda da benzer islemlerle aym sonug elde

edilebilir.

Tersine olarak M yiizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi durumunda ispat

dogrudan hesapla veya
AG = Eg||Ag||2G + 2VH
formiiliinden goriiliir [15].

Teorem 4.3.2. (Smiflandirma) I. tip rasyonel bir doénel yiizeyin birinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul yiizeyin
bir diizlemin ya da bir hiperbolik silindirin acik bir pargasi olmasidir.

IT. tip rasyonel bir dénel yiizeyin birinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul yiizeyin bir diizlemin ya da bir ¢embersel
silindirin acik bir parcasi olmasidir.

IIT. tip rasyonel bir dénel yiizeyin birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul yiizeyin, kat1 bir harekete gore, ikinci tip
bir Enneper yiizeyin, bir de Sitter uzayin ya da bir anti-de Sitter uzayin acik bir

parcasi olmasidir.

Ispat. M yiizeyinin L. tip rasyonel bir donel yiizey oldugu kabul edilsin. O halde
M yiizeyinin bir parametrelendirilmesi (4.1.3) ile verilic. Eger f fonksiyonu
bir sabit ise yiizey bir hiperbolik silindirdir. Eger f bir sabit degilse, genellik

bozulmadan, f(u) = u, u > 0 almabilir. Bu durumda M yiizeyi
x(u,v) = (usinh v, ucoshv, g(u))
ile paramatrelendirilir. Yiizeyin koordinat vektorleri
T, = (sinhv, coshv, ¢'(u)), x, = (ucoshv,usinh v, 0)

seklindedir ve yiizeyin zamansal oldugu z, vektoriinden goriliir. Bu vektorlerin

vektdrel carpimindan

Ty X T, = (ug'sinh v, ug’ cosh v, —u)
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elde edilir ve yiizeyin Gauss tasviri

1
G = ———(¢'sinh v, ¢’ coshv, —1) (4.3.13)

iro

seklinde bulunur. Yiizeyin g metrik tensoriiniin bilesenleri g1 = 1+ ¢'%, g1o =

g = 0, gap = —u? olarak bulunur. Buna gére G = detg = —u?(1 + ¢'*) ve

1 1
metrik tensoriin tersinin bilesenleri g'! = e g2 =g =0, ¢ = 3
olur. Yiizeyin A gekil operatorii hesaplandiginda
—g”(l _|_g/2)—3/2 0
A= g
L
1 /
elde edilir ve boylece H = ~3 [g"(1+¢%) 732 + g—(l +¢*)~"/2] olur. Diizenleme
u
yapildiginda
/
I+ L1+ g} +2H(1+ g% =0

u
oldugu goriiliir. Bu durumda M donel yiizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi
icin gerek ve yeter kosul bir « sabiti i¢gin ¢ = g(u) fonksiyonunun

g/

g+ L(1+ g% + 2001+ g% =0 (4.3.14)

diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii olmasidir. Ilk olarak ¢’ = sinhy degisken

dontigiimii yapilirsa (4.3.14) denklemi
/ 1 : 2
y + —sinhy coshy + 2a cosh®y = 0 (4.3.15)
u

olur. Sonra y = tanh ™' w degisken déniisiimii yapilirsa

, w’ 1 w

y :m, COShy:—m ve smhy:—m

elde edilir. Bu ifadeler (4.3.15) denkleminde yerine yazilirsa
vw' +w + 2au =0

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden

CL—OCU2

w =
u
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bulunur. Degisken doniigiimleri gbz oniine alinirsa

a— au

¢ = sinh(tanh ™ w) = sinh(tanh ™ (
a— au?

\/u2 — (a — au?)?

olur. Boylece

a — au?

olu) = / (e "

bulunur.
Eger a = a = 0 ise g bir sabittir. Bu durumda yiizey bir diizlemin acik bir

parcasidir. Eger o = 0 ve a # 0 ise

u = acoshfl(%) +

W) = [ =
u) = | ———
g Vi — a2
bulunur ve bu bir rasyonel fonksiyon degildir. Bu durumda yiizey rasyonel tipten

degildir. Eger a = 0 ve a # 0 ise

(1) = —au du — 1 )
0= e =V e

bulunur. Yiizeyin parametrelendirilmesi
z(u,v) = (usinhv,ucoshv, Va=2 — u? + ¢3)
seklinde olur. Burada C' = (0,0, ¢2) olmak iizere

(x(u,v) = C,z(u,v) — C) = —

a2
bulunur. Yani, yiizey, uygun bir kati harekete gore, bir de Sitter uzayidir ve
rasyonel tipten degildir. Eger a # 0 ve a # 0 ise g(u) eliptik fonksiyonlarin
yardimiyla ifade edilebilir ve rasyonel tipten degildir. Teoremin tersinin ispati
4.2. boliimde verilen 6rneklerden acikga goriiliir.

Eger M yiizeyi (4.1.4) ile parametrelendirilirse benzer iglemlerle ayni sonug

bulunur.

Simdi, M yiizeyinin, (4.1.6) ile parametrelendirilen II. tip rasyonel bir donel
ylizey oldugu kabul edilsin. Eger f fonksiyonu bir sabit ise yiizey bir ¢cembersel
silindirdir. Eger f sabit degilse, genellik bozulmadan, f(u) = u, u > 0 alinabilir.
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O halde M yiizeyi
x(u,v) = (g(u),ucosv,usinv) (4.3.16)

ile paramatrelendirilir. Tlk olarak ¢’> > 1 oldugu kabul edilsin. Onceki durumda
yapilanlara benzer iglemlerle, M donel yilizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi

icin gerek ve yeter kogulun, bir « sabiti i¢in ¢ = ¢g(u) fonksiyonunun
/

g~ L(g”
Uu

— 1) +2a(g” = 1)*? =0 (4.3.17)

diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii olmasidir. Ilk olarak ¢’ = coshy degisken

dontigiimii yapilirsa (4.3.17) denklemi

1
y — —sinhy coshy + 2o sinh?*y = 0 (4.3.18)
u
olur. Sonra y = coth™' w degisken doéniisiimii yapilirsa
w’ w 1
'= —— coshy = ——— ve sinhy = ———
Y 1 —w? Y w2—1V mny o

bulunur. Bu ifadeler (4.3.18) denkleminde yerine yazilirsa
vw' +w — 20u = 0

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden

a + au?

w =
u

bulunur. Degisken doniigiimleri gbz oniine alinirsa
2

g = cosh(coth™ w) = cosh(coth_l(a +uozu )
a + ou?
N V(e + au?)? — u?
olur. Boylece
a + au?
(a + au?)? — u? du

elde edilir.
Eger a = a = 0 ise g bir sabittir. Bu durumda yiizey bir diizlemin agik bir

parcasidir. Eger a =0 ve a # 0 ise
— a d
=| Vo= =a arcsm( )+ cs

bulunur. Bu durumda [12] nolu makaleden yiizey bir katenoidin agik bir
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parcasidir ve rasyonel tipten degildir. Eger a = 0 ve o # 0 ise

au
g(U):/\/ﬁdU: \/U2—C¥72+C4

dir. Yiizeyin parametrelendirilmesi
z(u,v) = (Vu? — a2 + ¢4, ucos v, usinv)

seklinde olur. Burada D = (c4,0,0) olmak {izere

(w(u,v) — D,a(u,v) — D) = —

2
bulunur, yani, yiizey uygun bir kat1 harekete gore bir de Sitter uzayidir ve
rasyonel tipten degildir. Eger a # 0 ve a # 0 ise g(u) eliptik fonksiyonlarin
yardimiyla ifade edilebilir ve rasyonel tipten degildir. Teoremin tersinin ispati
4.2. boliimde verilen 6rneklerden acikca goriiliir.

Ayrica, ¢ < 1 durumunda benzer iglemlerle aym sonuclar elde edilir.

Son olarak M yiizeyi (4.1.8) ifadesindeki gibi parametrelendirilen III. tip rasyo-

nel bir donel yiizey olsun. Yardimci Teorem 4.1.1."de 3. durumda verilen
z(u,v) = (k(u) — v —uv?, k(u) + v — uv?, —2uv)

parametrelendirme kullanilsin. Yiizeyin A gekil operatorii hesaplanirsa

k,// /
__(k/)73 2 0
0 Q_(k/) 1/2
u
1. K 1
elde edilir ve H = 5[—Z(k5’)’3/2 + 2—(1{:’)*1/2] olur. Diizenleme yapildiginda
u
k// . 2_k/ — _8H<kl)3/2
u

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, eger &'(u) > 0 ve u > 0 ise, M donel yiizeyinin
ortalama egriliginin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bir a sabiti igin k = k(u)
fonksiyonunun
2
' — 2k = —8a(K')3? (4.3.19)
u
diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olmasidir. Simdi &'(u) = y(u) alinirsa

2
y — =y = —8ay®?
u
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Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiin-

den

u?

(2au? + a)?

K (u) =

elde edilir, burada a € R. Eger a =0 ve a # 0 ise

bulunur, burada b € R. Daha 6nce verilen f(u) = k(u) —u ve g(u) = k(u) + u
gbz Oniine alinirsa yiizeyin rasyonel tipten oldugu goriiliir. Bdéylece [14] nolu
makaleden yiizey ikinci tip Enneper yiizeyin agik bir parcasidir.

Eger a = 0 ve o # 0 ise bir b integral sabiti i¢in

11
E(u) = ———+0b
() 402 u +
bulunur. Yiizeyin parametrelendirilmesi
11 11
x(u,v) = (—ma +b—u—uv? 1oz T b+ u — uv?, —2uv)

seklinde olur. Burada B = (b, b,0) olmak tizere

(x(u,v) — B, x(u,v) — B) = _é

bulunur. Yani, yiizey, uygun bir kati harekete gore, bir anti-de Sitter uzaymn agik
bir parcasidir. Eger a # 0 ve a # 0 ise k(u) rasyonel bir fonksiyon olarak ifade
edilemez. Benzer sekilde, eger k'(u)u < 0 ise, M ikinci tip Enneper yiizeyin ya
da bir de Sitter uzayin acik bir parcasidir. Teoremin tersinin ispati 4.2. boliimde

verilen 6rneklerden acikca goriiliir.

4.4. Minkowski Uzayimn Ikinci Cegit Noktasal 1-Tipinden Gauss
Tasvirine Sahip Donel Yiizeyleri

I. tip ya da II. tip donel yiizeyler i¢in, genellik bozulmadan, f(u) = u oldugu
kabul edilebilir. Dolayisiyla E? Minkowski uzaymnda 1. tip dénel yiizey

x(u,v) = (usinh v, ucoshv, g(u)) (4.4.1)
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yva da
x(u,v) = (ucoshv,usinhv, g(u)) (4.4.2)
seklinde parametrelendirilir ve II. tip donel yiizey de
z(u,v) = (g(u),ucosv,usinv) (4.4.3)

ile parametrelendirilir. 1. tip donel yiizey durumunda (4.4.1) ifadesinin ele

alinmasi yeterli olacaktar.

Teorem 4.4.1. M yiizeyi I. tip ya da II. tip polinom bir dénel yiizey olsun. M
ylizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul yiizeyin bir hiperbolik koni ya da bir dik koninin agik bir parcasi

olmasidur.

Ispat. M yiizeyi ikinci cegit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olsun.
1. Durum: M yiizeyi, bir g(u) differansiyellenebilir fonksiyonu icin (4.4.1)
ifadesi ile verilen bir donel yiizey olsun. Yiizeyin Gauss tasviri, (4.3.13) nolu
ifadeden,

1
G = ———(¢'sinhv, ¢’ coshv, —1)

N

seklinde bulunur. Yiizeyin Laplace operatorii

1 1+ ¢%—ugq’ 9% 1+4¢7 52

= - —+
u(1+g’2)( 1+g” ou " ou? u 81}2)
olarak elde edilir ve bu G tasvirine uygulanirsa
1 " " (1 2\ dud 72 /
AG=- (ST TE L]
u/1+g/2 (1+g/) u
(9" +ug")(1+9°) —dug'g” g7
1 3 — = cosh v,
(1+497) u
(g/g// + Ug”2 + ’U,g/gm)(l + 9/2) . 4ug/2g//2
o (4.4.4)
(1+97)

bulunur. Yardimci Teorem 4.1.1.’den bir F' fonksiyonu ve sifirdan farkl bir

C = (0,0, ¢) sabiti igin

AG = F(u)(G +(0,0,¢))
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olur. Bu ifadenin (4.4.4) ile egitliginden
g/
u?

1
~g'g"(1+ 9 +g" +gg" 1+ g") =3¢"" = Flu)(1+¢")* (1 —cy/1+ g?)

bulunur. Bu iki denklem oranlanir ve diizenlenirse

1
Eg//(l +g/Q) +g///<1+g/2) _4919//2 . (1 +g/2)3 _ —F(u)g'(l +g/2)3’

ug’(1+g”*)? +u?g" (L + ¢%)* = 3u’g'g" (1 + %) — g (1 + ¢”°)° =
C\/rg’2 [ug" (14 ¢*) + w?g" (1 + ¢°) — 4’g'g" — g/ (1 + g”*)°]
elde edilir. Bu denklem
P(u) = c\/1+ g”? Q(u) (4.4.5)
seklinde yazilabilir, burada
P(u) = ug"(1+ g”*)* +u’g" (1 + g”*)* = 3u’g'g"* (1 + g”*) — g/ (1 + g”*)°,

Q(u) _ Ug”(l + 912) + u2g///(1 + g/2) . 4u29/g//2 - g/(l + g/2)3 (4.4.6)

dir. Burada g(u) polinomunun derecesi deg g(u) ile gosterilsin. Eger deg g(u) > 2
ise deg P(u) = deg Q(u) > 7 olup, (4.4.5) denkleminden celigki elde edi-
lir. Boylece deg g(u) = 1 olur. Bir a # 0 sabiti i¢in ¢'(u) = a yazn-
lirsa, (4.4.5) denkleminden ¢ = 1 elde edilir. Boylece M yiizeyinin

Vit

parametrelendirilmesi
x(u,v) = (usinhv,ucoshv,au), a#0, a€R

olur, yani M dénel yiizeyi bir hiperbolik koninin agik bir parcasidir. M bir g(u)
differansiyellenebilir fonksiyonu i¢in (4.4.2)’de verilen bir donel yiizey ise benzer
islemlerle aym sonu¢ bulunur.

2. Durum: M yiizeyi bir g(u) differansiyellenebilir fonksiyonu igin (4.4.3)’de
verilen bir donel yiizey olsun. Ilk olarak ¢’*> > 1 oldugu kabul edilsin. Bu

durumda yiizeyin Gauss tasviri

1
G=—————=(1,¢"cosv, g sinv)
Vg -1

olur. Yiizeyin Laplace operatorii
1 (1—g’2+ug'g”8 0? +g’2—1 82>
— =
u(g? —1) g*—1 ou ou? u  Ov?

A=—
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olarak bulunur ve bu G tasvirine uygulanirsa

AG — 1 (g/g// + ug//2 + ug/g///) (9/2 _ 1) _ 4ug’2g”2
u g/2 1 (9/2 _ 1)3 ’
(¢" +ug”)(g” = 1) —dug'g” ¢
(9,2 — 1)3 — U COSs v,
<g// + ug///)(g/2 . 1) . 4ug/g//2 g/ '
[ 1) - Z] sinv (4.4.7)

elde edilir. Yardimci Teorem 4.1.1.’den bir F' fonksiyonu ve sifirdan farkli bir
C' = (c,0,0) sabiti igin
AG = F(u)(G + (¢,0,0))

olur. Bu ifadenin (4.4.7) ile esitliginden
%9’9”(9’2 —1) =g +4d9"(g" = 1) = 3¢"¢" = Fw)(¢” = 1)’ (=1 + /g = 1),
Ly 1)+ 0" 1) — 4~ (e 1) = —F()g (6 1)
bulunur. Bu iki denklem oranlanir ve diizenlenirse

ug"(g” —1)* +u’g"(¢" — 1) = 3u°¢'g"(¢" = 1) + ¢'(¢" — 1)’ =

e\ g? =1 —ug"(g” — 1) —u?g"(g" — 1) + 4u*g'g" + g/ (g — 1)?]

elde edilir ve bu denklem

A(u) = cy/g* — 1 B(u) (4.4.8)

seklinde yazilabilir, burada
A(w) = ug"(¢” = 1 +u?g"(¢" = 1) = 3u’g'g" (" = 1) + ¢/ (" — 1)",
B(u) = —ug"(¢* — 1) —u?¢" (¢ — 1) + 4u’g'g"”* + g'(¢* — 1)° (4.4.9)
dir. Eger deg g(u) > 2 ise deg A(u) = deg B(u) > 7 olup (4.4.8) denkleminden

geligki elde edilir. Boylece deg g(u) = 1 olur. Bir a # 0, |a| # 1 sabiti igin

¢'(u) = a yazlirsa, (4.4.8) denkleminden ¢ = elde edilir. Boylece M

1
Vva? —1
yiizeyinin parametrelendirilmesi

z(u,v) = (au,ucosv,usinv), a>1lyada a< —1

olur, yani M dénel yiizeyi bir dik koninin acik bir parcasidir. Ayrica ¢° < 1
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durumunda ise benzer islemlerle ayni sonu¢ bulunur.

Teoremin tersinin ispat1 4.2. boliimde verilen 6rneklerden acikga goriliir.

Teorem 4.4.2. Polinom ylizeylerinden bagka ikinci gesit noktasal 1- tipinden

Gauss tasvirine sahip I tipinden ya da II tipinden rasyonel doénel yiizey yoktur.

Ispat. M bir rasyonel dénel yiizey olsun, vani g(u) fonksiyonu u degigkenine
bagh rasyonel bir fonksiyon olsun. Bdylece ¢'(u) fonksiyonu da rasyonel bir

fonksiyondur. Eger ¢’(u) bir sabit degilse

) = "W
g'(u) ()

seklinde alinabilir, burada r(u) ve ¢(u) fonksiyonlarinin derecesi 1 den biiyiik esit
ortak bir carpani yoktur. Burada deg ¢(u) = m olsun. Ispat iki duruma ayrihr.
1. Durum: M yiizeyi I tipinden olsun.

Eger (4.4.5) denklemi gbz Oniine alinirsa \/rg’2 ifadesinin rasyonel bir

fonksiyon oldugu goriiliir. Eger ¢'(u) sabit degilse

¢*(u) +r*(u) = p*(u)

esitligini saglayan bir p(u) polinomu vardir, burada g(u), r(u) ve p(u) aralarinda

asaldir. Asagidaki

Pi(u) =ug"(1+¢%)?%  Pyl(u) =u’g"(1+g"*)
Py(u) = ugg’g”Q(l +9%), Pu(u)=g'(1+g")?
(4.4.10)
Qi(u) = ug"(1+¢7), Qa(u) =u*¢"(1+ g7,
Qs3(u) = v’ ’9"27 Qa(u) = Py(u)

rasyonel fonksiyonlar goz oniine alinsin. Boylece (4.4.6) ifadesindeki P(u) ve

Q(u) fonksiyonlar

P(u) = Pi(u) + P2(u) — 3P5(u) — Py(u),
Qu) = Q1(u) + Q2(u) — 4Qs(u) — Qu(u)

seklinde yazilabilir. Burada

r P
1+g/2:1+—: :—7
¢ ¢
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w_ra—rd , _ ("e—rd")q—2¢("q—1q)
J'=——— 4" = -
q q
ifadeleri (4.4.10)’da verilen fonksiyonlarda yerine yazilirsa

'a — rg’ "a — radNa — 2 (r'a — rd
Pi(u) = up“%, Py(u) = u2p4 (r"q —1q")q - q(r'q rq)7
4 q
7”/(] _ 7"q’ 2 Tpﬁ
Ps(u) = u2rp2( 7 ) . Pi(u) = 7,
,r./ _T/ ,r,l/ _,',,// _2/7,,/ _,r,/
Ql(U)ZUPQ%a QQ(U)ZU2P2( a ) p q(rq Q),
T/q _ rq’ 2
Qs(u) = UQT%, Qs(u) = Py(u)
olur. Simdi m > 1 oldugu varsayilsin. Yukaridaki ifadelerden ¢ = 1,...,4 icin

q" P;(u) ifadesinin ve i = 1,2, 3 i¢in ¢°Q;(u) ifadesinin bir polinom oldugu goriiliir.
Fakat ¢°Q4(u) ifadesi
6

*Qu(u) = % (4.4.11)

olup bir rasyonel fonksiyondur ve (4.4.5) ifadesi

P(u) = ¢t Q)
olur. Burada ¢"P(u) polinom oldugundan yukaridaki ifade gz oniine alinarak
¢%Q(u) ifadesinin de bir polinom oldugu goriiliir. Ancak bu (4.4.11) ile celisir,
¢iinkii p, ¢ ve r aralarinda asaldir. Boylece m = 0 olur, yani g(u) bir polinomdur.
2. Durum: M yiizeyi II tipinden olsun.

Eger (4.4.8) denklemi gz Oniine almirsa, +/g’? — 1 ifadesinin rasyonel bir
fonksiyon oldugu goriiliir. Eger ¢'(u) sabit degilse

r#(u) — ¢*(u) = p*(u)
esitligini saglayan bir p(u) polinomu vardir, burada g(u), r(u) ve p(u) aralarinda
asaldir. Bu denklem degr(u) > degq(u) durumunda tanmimhdir. Yukaridaki

islemlere benzer gekilde, m > 1 olmasindan celigki elde edilir. Béylece m = 0

olur, yani, g(u) bir polinomdur. Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.4.3. Minkowski 3-uzayinda ikinci cesit noktasal 1- tipinden Gauss

tasvirine sahip III tipinden rasyonel donel yiizey yoktur.

Ispat. M ylizeyi III tipinden rasyonel bir donel yiizey olsun. Gauss tasvirinin
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ikinci cesit noktasal 1-tipinden oldugu varsayilsin, yani, Yardimci Teorem

4.1.1.’den bir F(u) fonksiyonu ve sifirdan farkli bir C' = (¢, ¢, 0) vektorii igin
AG = F(G + C) (4.4.12)

vazilirsa, (4.1.23) ifadesi

B K k! + uk' k" — QU(IC//)Q
B Su(k’)3

olur. Bu ifade kullamlarak (4.1.21) ile (4.4.12) ifadelerinin birinci bilegeni

F(u)

esitlenirse

VE {202 K K" — 3uk" + 2uk' k" + 4k} + 2cu{uk' K" — 2uk” + KK} = 0
(4.4.13)

bulunur. M yiizeyi rasyonel bir donel yiizey oldugundan k(u) ve (4.4.13)
ifadesinden Q(u) = VK rasyonel fonksiyonlardir. Ayrica

L = QQ(U), L = QQQ/7 k" = QQ/2 + 2QQ//

tiirevleri kullanilarak (4.4.13) ifadesi Q(u) fonksiyonuna gore yeniden diizenle-

nirse
W?Q*Q" — 2u*QQ"” + uQ*Q' + Q* = —c{u*QQ" — 3u*Q” + uQQ'} (4.4.14)

olur. Su andan itibaren () rasyonel fonksiyonu kompleks bir meromorfik

q(2)

fonksiyon olarak kabul edilsin, yani Q(z) = @ olsun, burada p ve ¢ aralarinda
asal polinomlardir. Ilk olarak bir a sabiti ve negatif olmayan bir m tamsayisi
i¢in ¢(z) = az™ oldugu gosterilsin. Bir zy # 0 i¢in ¢(zp) = 0 olsun. O zaman
Q(z0) = 0 olur; k > 1 ve a;, # 0 sayilan i¢in
Q(z) =Y an(z = z)"
n=Fk
seklinde yazilir ve z = 29 + (2 — 20) oldugundan 2? = 22 + 22¢(2 — 29) + (z — 29)?
vazilabilir. Sonra (4.4.14) denkleminde u yerine z aldiktan sonra denklemin her

iki tarafinin en kiiciik dereceleri kiyaslansin:

2Q%Q" —222QQ" + 2Q°Q' + Q° = —¢{22QQ" — 322°Q” + 2QQ'}, (4.4.15)
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22+ 220(2 — 20) + (2 — 20)?] Q2Q" — 2[22 + 220(2 — 20) + (2 — 20)2] QQ*+

(20 + (2 — 20))Q°Q" + Q° =

. { [22 + 220(2 — 20) + (2 — 20)2]QQ" — B[22 + 220(2 — 20) + (2 — 20)2] Q"+
(20 + (2 — Zo))QQ’}- (4.4.16)

Burada n = k icin hesaplanan

Q(2) = ar(z — 20)",
Q' (2) = kag(z — 2)F 1,
Q"(2) = k(k — Day(z — 2)*
ifadeleri kullanilarak (4.4.16) egitliginin sol ve sag tarafindaki terimlerin en
kiiclik dereceleri sirasiyla 3k — 2 ve 2k — 2 olur. Bdylece sag tarafta 2k — 2
dereceli terimin katsayisi sifir olmalidir, yani
0=c(zfa;k(k—1)—320k*a;) = —cz5 ap(2k* + k)

olur; ancak bu ifade sifirdan farkli olup celigki elde edilir. Bdylece bir a sabiti ve

negatif olmayan bir m tamsayisi i¢in ¢(2) = az™ ve

vazihir. Simdi m > 1 oldugu varsayilsin ve p(z) = z* + a;2*"! + ... + a; olsun.
Burada (p,q) = 1 oldugundan a; # 0 dir. Boylece Q(z) fonksiyonunun z = 0’da

seri acilimi
Q(2) = az™ 4+ a 2™ +agz™ L.

seklinde olur. Sonra (4.4.15) esitliginin sol ve sag tarafindaki terimlerin en kiigiik
dereceleri sirasiyla 3m ve 2m bulunur. Burada m > 1 oldugundan 2m dereceli
terimin katsayisi sifir olmalidir, yani

0= —c{m(m — 1)a® — 3m?*a* + ma®} = 2ca®m?

olur; ancak bu ifade sifirdan farkli olup celigki elde edilir. Boylece m = 0 olur ve

@ fonksiyonu
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seklinde yazilir. Son olarak, degp = k > 1 oldugu varsayilsin. Bazi aq, as, ..., o

kompleks sayilar1 igin p(z) fonksiyonu

p(z)=(z—a1)(z—ag)...(z — ay)

seklinde yazilabilir. Bununla beraber

L Y R,
S =44+ =4 .. z !
z—ap  z'1—ay/z z 22 23 !

oldugundan, bir r > 0 sayis1 i¢in )(z) meromorfik fonksiyonu

1 o of 1 ay a2 1 o af
Q) =as+ S+ 3+ )+ S+ 2+ ) LG+
a a1 %)
:;_‘_F_FW_F“' (|Z| >T’) (4.4.17)

seklinde yazilir. Simdi (4.4.17) ifadesi (4.4.15)’de yerine yazilirsa esitligin sol
1

ve sag tarafindaki —’li terimlerinin en kiiciik dereceleri sirasiyla 3k ve 2k olur.
z

Béylece 2k dereceli terimin katsayisi sifir olmahdir, yani

0= —ca’{k(k+1) — 3k* — k} = 2ca®k?

olmalidir. Ancak bu ifade sifirdan farkli olup, celigki elde edilir. Sonug olarak,
¢ # 0 oldugundan (4.4.15) denkleminin rasyonel ¢oziimleri sabit fonksiyonlardir
ve (4.4.15) denkleminden Q(z) = 0 bulunur. Boylece k' sifir olur ve (4.1.18)
ifadesinden G tanimsiz olur, yani M yiizeyi dejenere olmadigindan geligki elde
edilir. Boylece ikinci ¢esit noktasal 1- tipinden Gauss tasvirine sahip I1I tipinden
rasyonel donel yiizey yoktur.

Teorem 4.4.1., Teorem 4.4.2. ve Teorem 4.4.3.’{in sonuglar1 birlegtirilerek agagi-

daki karekterizasyon teoremi ifade edilebilir.

Teorem 4.4.4. (Karekterizasyon) M bir rasyonel donel yiizey olsun. T3
Minkowski uzayinda M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul M yiizeyinin bir dik koni ya da bir

hiperbolik koninin agik bir parcasi olmasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

E? Minkowski uzaymda, birinci gegit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
uzaysal ve zamansal dogrusal yiizeylerinin tam smiflandirilmas: yapilmistir ve
siniflandirmaya giren yiizeyler belirlenmigtir. Bununla beraber, E} Minkowski
uzayinda bir donel yiizeyin birinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasinin karakterizasyonu verilmis ve ilgili sinifa giren rasyonel doénel
ylizeylerinin tam siiflandirilmasi yapilmigtir. Rasyonel bir donel yiizeyin ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
yiizeyin bir dik koninin ya da bir hiperbolik koninin acik bir parcasi olmasi

gerektigi sonucuna varilmigtir.

E? Minkowski uzaymnda ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
dogrusal yiizeylerin simiflandirilmasi heniiz tamamlanmamigtir. Bu yiizeylerin
simiflandirilmas: ve var olan sonuclarin yiiksek boyutlu uzaylardaki kargiliklar

calisilabilir.
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