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DEGISKEN KESITLi EGRi EKSENLI CUBUKLARIN TiTRESIMLERININ
TEORIK VE DENEYSEL ANALIZi

OZET

Cubuklar, en yaygin ve en basit yap1 elemanlarindan biri olarak, miihendislik
uygulamalarinda 6nemli bir yere sahiptir. Cubuklarin analizi, seneler boyunca
arastirmacilarin ilgilendigi, giiniimiizde hala giincelligini koruyan, {izerine ¢alismalar
yapilan bir konu olmustur. Cubuklarin bir¢ok modern miihendislik yapisinin temelini
olusturmasi, cok sayida arastirmacinin cubuklarin davranis modeli iizerine
calismasina neden olmustur.

Bu caligmada, egri eksenli, siirekli degisken kesitli diizlemsel ¢ubuklarin dinamik
davraniglart ele alinmaktadir. Calismanin temel amaci, cubuklarin diizlem igi
dinamik problemlerinin analitik ¢oziimiinde matrikant (yaklasik tasima matrisi)
yontemini kullanarak, alternatif ¢6ziim yontemi sunmaktir. Matrikant yontemi, kesin
cOziimii olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik olarak ¢oziilebilmesini saglar.
Cubuk geometrisi ve smnir sartlart belli ise, yontem kolaylikla uygulanabilir.
Literatiirdeki ornekler, kayma deformasyonu, eksenel uzama ve donme eylemsizligi
etkileri de dikkate alinarak, matrikant yontemi ile ¢oziilmiis ve sonuglar birbiriyle
karsilastirilmistir.  Ayrica, belirli siir sartlarindaki cubugun deneysel analizi
yapilarak, sonuclarin analitik ¢oziim ve sonlu elemanlar yontemi ¢oziimii ile
karsilastirmast yapilmastir.

Birinci boliimde, ¢ubuk teorisi hakkinda genel bir bakis verilmis, ¢calismanin amaci
ve kapsamu belirtilmistir.

Ikinci boliimde, siirekli degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin titresim problemleri
tizerine literatiirde yapilan ¢aligmalar incelenmis, kullanilan yontemler hakkinda bilgi
verilmistir. Caligmalarin  bircogunda, c¢ubuga ait diferansiyel denklemler
basitlestirilerek kullanilmakta, kayma deformasyonu, eksenel uzama ve donme
eylemsizligi etkileri ihmal edilmektedir. Bu denklemler, sonlu elemanlar veya enerji
metotlar1 yontemleri kullanilarak ¢oziilmektedir. Literatiirde, siirekli degisken kesitli
cubuklarin diizlem igi titresim problemleri iizerine bircok calisma bulunmasina
ragmen, diizlem dis1 titresim problemi iizerine yapilan calismalar olduk¢a az
sayidadir.

Uciincii boliimde, egri eksenli cubuklarin genel denklemleri verilmektedir. Cubuk
eksen egrisi uzaysal bir egri olarak ele alinmaktadir. Cubuk statiginin genel
denklemlerine baglh olarak, cubuk tittesimlerinin genel denklemleri elde
edilmektedir. Diizlemsel ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dis1 davraniglarini ifade
eden denklemler verilmektedir.

Doérdiincii boliimde, degisken kesitli egri eksenli cubuklarin kendi diizlemindeki ve
diizlemine dik dogrultudaki titresim problemlerinin analitik ¢6ziimii, matrikant
yontemi kullanilarak elde edilmistir. Matrikant yontemi hakkinda bilgi verilmis,
yontemin titresim problemlerine uygulanisi detayli olarak ele alinmistir.
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Besinci boliimde, egri eksenli cubuklarin titresim problemleri ile ilgili literatiirde
yapilan benzer calismalar incelenmistir. Siirekli degisken kesite sahip, farkli eksen
egriliklerindeki cubuklarin diizlem ici ve diizlem dis1 titresim problemleri ele
alinmistir. Literatiirde daha fazla 6rneginin olmasi sebebiyle, agirlikli olarak diizlem
ici problemler iizerinde durulmustur. Sayisal Ornekler, matrikant yOntemi
kullanilarak ¢6ziilmiis ve sonuglar karsilastirilmistir. Yapilan caligmada elde edilen
sonuglarin, literatiirdeki orneklerde elde edilen sonuclarla olduk¢a uyumlu oldugu
goriilmektedir.

Altinc1 boliimde, yapilan deneysel analiz calismasina yer verilmistir. Deneylerde,
degisken kesitli, cember eksenli, simetrik ve asimetik iki farkli ¢ubugun dogal
frekanslar1 elde edilmistir. Farkli sinir sartlarinda yapilan deney sonuglari, teorik
analiz sonuclaryla karsilastirnllmistir. Teorik analiz i¢in, sonlu elemanlar yontemi
coziimlerinde kullanilan Abaqus analiz programi kullanilmistir.

Yedinci boliimde, calismanin kapsamindan kisaca bahsedilmis, elde edilen sonuclar
tartisilmis ve Oneriler belirtilmistir.
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THEORETICAL AND EXPERIMENTAL ANALYSIS OF VIBRATIONS OF
CURVED BEAMS WITH VARYING CROSS-SECTIONS

SUMMARY

Beam elements are the simplest and the most commonly used structural elements in
many engineering applications. The analysis of such elements has received
considerable amounts of attention in recent years. Many researchers have been still
working on static and dynamic behaouvir of beams. Many engineering structures can
be modeled as beam elements, since beams are the simplest and the most commonly
used structural elements. Curved beam elements occur frequently in many
engineering applications such as spring design, electrical machinery, turbo-
machinery blades, circumferential stiffeners for shells and aerospace structures in
mechanical engineering and the design of arch bridges, highway construction, long
span roof structures and earthquake resistant structures in civil engineering.
Therefore, the analysis of a curved beam is of great importance and has received
considerable attention since the end of the nineteenth century.

The interest in efficient and reliable modeling of in-plane and out-of-plane behavior
of curved beams has been demonstrated by the significant body of literature. Various
scientists have tried to solve the arch problem by different methods. In the literature,
most of the theoretical work in this field included the application of different
numerical methods to solve various arch problems.

Many techniques have been considered in the papers on in-plane and out-of-plane
vibrations of arches. With the advancement of computer technology, curved beam
problems have been solved widely by using finite element method and many finite
elements were developed for this purpose. Therefore, a number of curved beam
elements have been developed. In most of earlier elements, the effect of axial
extension, shear deformation and rotary inertia was not considered. A few papers
dealt with the curved beams of different geometries than circle. Arches with thin
walled cross-sections were also considered. The elements were developed by using
finite-strain beam theory and geometrically exact beam theory. The arches with
elastic foundations and the stress analysis of thick curved beam were also studied.

It is often difficult and sometimes impossible to find general closed form solution for
the vibration problem of a curved beam, since the governing differential equations
possess variable coefficients. The governing equations of vibrations of arches are six
simultaneous linear differential equations of the first order. When the axial extension,
shear deformation and rotatory inertia effects are taken into account, the governing
equations of motion are very complicated. Because of this complexity, most of the
researchers calculated the natural frequencies of vibrations of arches, based on the
classical theory in which the foregoing effects are neglected. Although exact
methods are employed for only the simple cases, Ritz, Galerkin and finite element
methods are used extensively when the complicated cases are considered.
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The exact solution of the governing equations exists only for a circular beam of
uniform cross-section. The equations of motion, which take into account axial
extension, shear deformation and rotatory inertia effects, can be solved exactly. The
previous studies are based upon the classical theory in which axial extension,
rotatory inertias and shear deformation effects are neglected. Timoshenko beam
theory considers the effects of shear deformation and rotatory inertias due to both
flexural and torsional vibrations and provides a better approximation to the actual
arch behaviour.

The purpose of the present study is to give the approximate solution to the governing
equations of the out-of-plane and in-plane dynamic problems of a curved beam with
varying cross-sections and also to exhibit the advantages of the solution. The
problems in the literature are solved by using the matricant method and the
comparisons between the results are given in the tables and figures. The experiments
are also performed to assess the theory. The mode transition phenomenon which is
characterized by the sharp increase in frequencies of modes and occurs at certain
combinations of curvature and length of the arch is studied.

For in-plane vibration of curved beams, a phenomenon of transition of modes from
extensional into inextensional, which occurs with increase in beam curvature, has
been observed by several authors. The similar phenomenon can also be observed for
out-of-plane vibrations of arches. The transition phenomenon is characterized by the
sharp increase in frequencies of modes that occurs at certain combinations of
curvature and length of the curved beam. This increase in mode frequency is
accompanied by a significant change in the mode shapes. There is still no
comprehensive analysis of the transition phenomenon and there are no proper
explanations and methods for prediction the frequencies of a curved beam. This is
possibly due to the fact that numerical simulations, commonly employed for the
analyses, provide little analytical insight into the vibrational problem. In this study,
the analysis of the transition phenomenon in vibrational behaviour of a circular
curved beam with non-uniform cross-section is also presented by using the
approximate solution of the governing equations.

In the dynamic problems of this study, the effects of axial extension, shear
deformation and rotatory inertia are taken into account. But the warping deformation
of the cross-section is neglected. The matricant method is used in order to solve the
governing differential equations. The solution depends on the boundary conditions.
The variations of the frequency coefficients with respect to the opening angle are
presented for a certain slenderness ratio and several boundary conditions. The
examples given in the literature are solved and the results are compared.

In the first chapter, a general concepts of the theory of curved beams and the aim of
the present study are given.

In the second chapter, the studies in the literature on dynamic problems of curved
beams with varying-cross section are reviwed. Reviewing the literature has shown
that although a few papers deal with the out-of-plane dynamic behavior of arches
with varying cross-section, many excellent papers are present with in-plane dynamic
behavior of arches with non-uniform cross-section and variable curvature. It seems
that finite elements were the major tool in this research. With the advancement of
computer technology, arch problems are solved widely by using finite element
method and many finite elements were developed for this purpose. Most of work has
been done within the scope of Euler-Bernoulli beam theory. However, for arches

XX



having large cross-sectional dimensions in comparison with their span length and for
arches in which higher modes of vibration are required, the Timoshenko beam
theory, which takes into account the rotatory inertia and the shear deformation
effects, gives a better approximation to the actual beam behaviour. Only a few works
have taken into account the axial extension, shear deformation and rotatory inertia
effects. Almost all of work in the literature use the numerical methods and give
approximate solutions.

The governing differential equations of a planar curved beam are given for the static
and dynamic problems in the third chapter. The beam is represented by a space curve
whose every point is coupled with a rigid orthonormal vector diad. The vectors are
chosen to be perpendicular to the tangent vector of the space curve in the initial state
and they represent the cross-section of the beam. In the deformed configuration,
these directors still remain unit and perpendicular each other because of the
assumption of a rigid cross-section.

In the fourth chapter, the matricant method are explained and applied for in-plane
and out-of plane vibration problems of curved beams solving approximately. It is
possible to use that method in order to obtain the vibrations of an arch which has
non-uniform cross-section. The governing differantial equations of dynamic
problems of curved beams with varying cross-section and variable curvatire are
presented. The axial extension, shear deformation and rotatory inertia effects are
considered in the governing differential equations of free vibrations.

In the fifth chapter, the problems in the literature which interest of dynamic
behaviour of curved beams with continuous varying cross-section and variable
curvature are solved by using the matricant method and the comparisons between the
results are given in the tables and figures. Clamped-clamped, hinged-hinged, hinged-
clamped, clamped-free and free-free boundary conditions are studied for different
opening angles. The axial extension, transverse shear deformation and rotatory
inertia effects are included in the governing differential equations of free vibrations.
Although many of problems are solved by not taking into account the effect of axial
extension, shear deformation and rotary inertias, several problems are solved by
considering individually the effects of axial extension, shear deformation and
rotatory inertias. The results show that matricant method solutions and the other
ethod’s solutions using in the literature are generally in good agreement with each
other.The mode transition phenomenon is also investigated and the frequency
coefficients are obtained for the first five modes of arches. The mode shapes are
given in figures.

In the sixth chapter, experimental studies and vibration analysis of two curved beams
are given. The experimental results are compared with the theoretical solution for
two different curved beams at different boundary conditions. The natural frequencies
and mode shapes of beams are also obtained by using finite element package
program ABAQUS in order to compare with experimental results. The first twenty
natural frequencies are exacted from analytical and finite element solutions then
compared with the experimental results. The results show that experimental,
analytical and finite element solutions are in good agreement with each other.

In the chapter seven, the scope of the study is given with results and discussions.
Some suggestions are made to improve methods in advance.
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1. GIRIS

Cubuklar, en yaygin ve en basit yapisal eleman olarak kullanilmakta ve bir¢ok
miihendislik yapisinin temelini olusturmaktadir. Cok sayida aragtirmaci, bilim adami
ve miihendis, seneler boyunca c¢ubuklar ve c¢ubuk teorileri iizerine c¢alismalar
yapmustir. Modern miihendislik yapilarindaki 6nemi ve kullanim yayginligi nedeni
ile cubuklarin analizi ve davramis modeli ilizerine yapilan caligmalar giiniimiizde

giincelligini korumakta ve halen arastirmacilarin ilgisini cekmeye devam etmektedir.

Cubuklarin belirli bir yiik etkisi altinda eksenel sekil degistirme, egilme ve burulma
problemleri pek ¢ok bilim adami ve miihendis ic¢in temel arastirma konusu olup,
konu ile ilgili bilimsel yaymlarda en dogru ¢dziim yontemini bulma calismalarinin
yogun bir sekilde devam ettigi goriilmektedir. Elastik c¢ubuklarin hesabinda
kullanilan elastisite teorisi, dis kuvvetlerin etkisi altinda bulunan elastik bir cismi,
gerilme, sekil degistirme ve yer degistirme agisindan inceleyen bir bilim dalidir.
Ancak, oldukca karmasik sinir deger problemlerinin ortaya ¢ikmasi sebebiyle, ¢cok
basit durumlar disinda elastisite teorisinin kullanilmasi1 neredeyse imkansizdir. Bu
nedenle, elastisite teorisi kullanilarak yapilan caligmalarda, problemi basitlestirmek
icin ¢ubuk ekseni, cubuk kesiti ve ¢ubuga etkiyen dis kuvvetlerle ilgili varsayimlar
ve kabuller yapilmaktadir. Boylece sadece bazi 06zel hallerde uygulanabilecek
coziimler elde edilmektedir. Cubuk ekseninin egri olarak secildigi dinamik

problemlerin biiyiik bir kisminda da bu tiir basitlestirmeler gormek miimkiindiir.

Egri eksenli ¢ubuklarin dinamik problemleri iizerine yapilan ¢aligmalarda, genellikle,
eksen uzamasi, kayma deformasyonu ve donme eylemsizlikleri etkilerini hesaba
katmayan Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisinin esas alindig1 goriiliir. Boylece esitlikler
daha basit hale doniismekte, fakat elastisite teorisinin getirdiklerinden ve gercek
cubuk davramisindan uzaklasilmaktadir. Literatiirdeki calismalarda, elastisite
teorisinin getirdigi denklemlerin ¢Oziimiinde, Ritz, Galerkin ve sonlu elemanlar
yontemi gibi yaklasik ¢6ziim yontemleri kullanilarak sonuca ulasilmaktadir.
Ozellikle, sonlu elemanlar yontemi, sayisal yontemler ve bilgisayar teknolojisinin

gelismesiyle birlikte, c¢alismalarin biiyiik bir kisminda uygulama alan1 bulmustur.



Egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem disi dinamik davranislar iizerine
bir¢cok calisma olmasina ragmen, bunlarin ¢ogu, sabit kesit alan1 ve sabit egrilik
yaricapina sahip cubuklari ele almaktadir. Siirekli degisken kesitli ve degisken egrilik
eksenine sahip cubuklarin titresim problemleri daha az sayida calismaya konu
olmustur. Ozellikle, bu cubuklarin diizlem dis1 titresimleri iizerine yapilan

calismalar, oldukga sinirli sayidadir.

1.1 Tezin Amaci

Bu calismada, siirekli degisken kesitli, sabit ya da degisken egrilik yarigapina sahip
diizlemsel cubuklarin, diizlem ici ve diizlem dis1 dinamik davranislart ele
alinmaktadir. Cubugun serbest titresimleri, teorik ve deneysel analiz yontemleriyle
ele alinmis, literatiirdeki benzer c¢alismalardaki oOrnekler incelenmis ve sonuclar

karsilastirilmstir.

Cubuk statiginin genel denklemleri kullanilarak, D’Alambert prensibi yardimiyla,
egri eksenli cubuklarin dinamik davraniglarim1 ifade eden genel denklemler elde
edilmistir. Bu denklemler, birinci dereceden degisken katsayili lineer diferansiyel
denklem takimi olusturmaktadir. Bu denklemlere, eksenel uzama, kayma
deformasyonu etkileri ile beraber donme eylemsizligi etkileri de dahil edilmektedir.
Denklem takimimin kesin ¢oziimii, sadece katsayilarin sabit olmasi durumunda
mevcuttur. Cubuk kesitinin degisken, egrilik ekseninin de sabit veya degisken olmasi
durumunda ise, bu diferansiyel denklem takiminin ¢6ziimii yaklasik olarak elde

edilebilmektedir.

Literatiirdeki mevcut ¢alismalarda, degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin titresim
problemlerinin teorik ¢oziimleri i¢in, farkli ¢oziim yontemleri kullanilmaktadir. Bu
caligmanin amaci ise, siirekli degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin serbest
titresimlerinin analitik c¢oziimiinde, matrikant yontemini kullanarak alternatif bir
coziim yolu ortaya koymaktir. Matrikant yOntemi, kesin ¢Oziimii yapilamayan
diferansiyel denklem takiminin yaklasik olarak c¢oziimiinde kolaylik saglayan bir
yontemdir. Bu ¢6ziim yontemi ile eksen egrisi ve sinir sartlart belli olan herhangi bir
stirekli degisken kesitli cubugun, serbest titresimleri incelenebilir. Hesaplamalarda,

Matlab programi kullanilarak ¢ubuga ait dogal frekanslar elde edilebilmektedir.



Yapilan bu calismada, siirekli degisken kesit alanina sahip, sabit veya degisken
egrilik eksenli cubuklara ait literatiirdeki sayisal Ornekler, matrikant yOntemi
kullanilarak elde edilen ¢oziimler ile karsilagtirllmistir. Daha fazla sayida 6rneginin
bulunmasi sebebiyle, agirlikli olarak diizlem ici titresim problemleri {izerinde
durulmus, diizlem dis1 problemlere ait birka¢ Ornekte coziilmiistiir. Ayrica, teorik
sonuglar, deneysel analiz ile elde edilenlerle karsilastirilmistir. Toplam kiris agisinin,
mesnetleme durumunun, kesit alaninin degisim oraninin, cubuga ait boyutsuz frekans
degerlerine etkisi, tablo ve grafikler seklinde sunulmustur. Ayrica, literatiirdeki
orneklerin bircogunun aksine, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme

eylemsizlikleri etkileri de hesaba dahil edilerek sonuclar elde edilmistir.

Tiim bu calismalara paralel olarak, elde edilen teorik sonuglarin gercek durum ile
karsilagtirilmas1 amaciyla, egri eksenli ¢ubuklarin titresimleri deneysel olarak da
incelenmistir. Deney parcasi olarak, 180° kiris agcikligina sahip, siirekli degisken
dikdortgen kesitli, ¢cember eksenli iki farkli c¢ubuk kullanilmistir. Farkli sinir
sartlarinda serbest titresim frekanslar1 elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, teorik
sonuglarla karsilastirilmistir. Teorik sonuclar, sonlu elemanlar ¢oziimiinde kullanilan

Abaqus analiz programi yardimiyla elde edilmistir.






2. EGRI EKSENLi CUBUKLAR UZERINE YAPILAN CALISMALAR

Egri eksenli ¢ubuklarin dinamik davranislari, literatiirdeki bir¢cok calismada inceleme
konusu olmustur. Bu calismalarin biiyiik bir kismi, sabit kesite ve sabit egrilik
yaricapina sahip cubuklar1 kapsamaktadir. Siirekli degisken kesitli egri eksenli
cubuklarin titresim problemleri inceleyen ¢alismalarda, daha ¢ok diizlem ici titresim
davranig1 goz Oniine alinmistir. Calismalarda, eksenel uzama, kayma deformasyonu
ve donme eylemsizlikleri etkilerinin ihmal edildigi Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisi

esas alinarak, yaklasik ¢6ziim yontemleriyle sonuca ulagilmistir.

Bu boliimde, egri eksenli cubuklarin genel teorisini, matrikant yontemini ve siirekli
degisken kesitli ¢ubuklarin dinamik davramslarini inceleyen, literatiirde yapilan

caligmalara ve kaynaklara yer verilmistir.

2.1 Literatiir Arastirmasi

Inan [1,2] cubuk teorisinin temelini olusturan ¢alismalarin basinda gosterilebilir. [2]
calismasinda ¢ubuk, bazi kisitlamalar1 saglayan bir parametreye bagli yonlendirilmis
ortam olarak ele alinmakta ve sinir deger problemi bu ortamda kurulmaktadir.
Herhangi bir eksen egriligine sahip ve degisken kesitli cubuklarda da, bu denklemler
kullanilabilmektedir.

Egri eksenli ¢ubuklarin statik ve dinamik davranisi ile ilgili yapilan en 6nemli ve en
eski calismalardan biri Love [3] tarafindan ortaya konulmustur. Egri eksenli ¢ubuk,
bir parametreye bagli yonlendirilmis ortam olarak ele alinmakta ve teori skaler
biiyiikliiklerle verilmektedir. Calismada, dairesel kesitli tam bir daire halkasi
cubugun diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresimleri, eksenel uzama, kayma deformasyonu
ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal eden Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisi ile

alinmastir.

Timoshenko ve Goodier [4], elastisite teorisinin temelleri ve teorinin uygulanmasi ile

ilgili bilgiler sunmuslardir. Reddy ve digerleri [5] tarafindan yapilan calismada,



Euler-Bernoulli ve Timoshenko cubuk teorileri hakkinda bilgi verilmis ve bu

teorilerin birbirleriyle olan iliskileri ortaya konulmustur.

Gantmacher [6,7] kitaplarinda, matikant yontemini anlatmistir. Bu Kkitaplarda,

matrikant yonteminin diferansiyel denklemlere uygulanisi detayli olarak verilmistir.

Giivengli  [8] calismasinda, dairesel eksenli cubuklarda burkulma yiiklerinin
bulunmasinda, baslangic degerler yontemi ile matrikant yontemini kullanmistir.
Ulusoy [9], matrikant yontemi ile cubuk elemanlarinin burkulma problemlerini

incelemistir.

Tiifekei [10], egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i statik ve dinamik problemlerini,
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ayr1 ayr goz
Oniine alarak incelemistir. Elde edilen genel denklemin c¢oOziimiinii, baslangi¢

degerleri yontemi ile vermistir.

Tarnopolskaya ve digerlerine [11] ait calismada, diisiik frekanslardaki mod gec¢isini
incelemislerdir. Degisken egrilik ve kesit alani icin hesaplamalar yapilmis, egrilik
yaricapinin mod sekli tizerindeki etkileri mod gecisi acisindan ele alinmistir. Diisiik

ve yiiksek modlardaki mod ge¢isi durumlari karsilastirilmastir.

Tiifek¢i [12]’de yiiksekligin kiris acikligina oranla az oldugu sig cubuklar
incelemistir. Hesaplamalar sonucunda, kayma etkisi ve donme eylemsizligi
etkilerinin si1g c¢ubuklarda, sig olmayan cubuklara gore daha baskin oldugu

goriilmiistiir.

Tiifekei ve Arpact [13], egri eksenli, sabit kesitli diizlemsel cubuklarin, diizlem ici
serbest titresimlerinin kesin ¢Oziimiinii, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve
donme eylemsizligi etkilerini dahil ederek vermektedir. Calismada baslangi¢

degerleri yontemi kullanilmis, sonuglar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur.

Rubin ve Tiifek¢i [14] tarafindan yapilan ¢alismada, egri eksenli dikdortgen kesitli
cubuklarin titresimi, Cosserat Teorisi ile incelenmistir. Calismada, cubuk teorisinin,
Cosserat teorisinin, sonlu eleman analizinin ve deneyden elde edilen bulgularin

karsilastirilmasi verilmistir.

Dogruer [15]’e ait calismada, egri eksenli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis1 statik ve

dinamik problemlerinin kesin ¢oziimii baslangic degerleri yontemi kullanilarak



incelenmigstir. Tiifek¢i ve Dogruer [16] ayn1 yontemi kullanarak, degisken kesitli ve

eksenli cubuklarin diizlem dis1 titresimlerini incelemislerdir.

Karami ve Malekzadeh [17], degisken kesitli egri eksenli ¢ubuk geometrilerinin
diizlem igi titresimlerini diferansiyel kuadratiir yontemini (differential quadrature
method) kullanarak incelemis, sonuclar1 referans calismalarla karsilastirmislardir.
Calismada eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri

ihmal edilmistir.

Liu ve Wu [18], cember eksenli cubuklarin diizlem ici titresimlerini, genellestirilmis
diferansiyel kuadratiir yontemini (generalized differential quadrature method)
kullanarak incelemis, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkilerini ihmal etmistir. Sabit kesitli, siirekli degisken ve kademeli degisken kesitli
cubuklarin titresimleri incelenmis, Rayleigh-Ritz, Rayleigh-Schmidt, Galerkin, sonlu
eleman ve hiicre ayriklastirma (cell discretization) yontemleri ile elde edilen

sonuglar karsilagtirilmistir.

Auciello ve Rosa [19], cember eksenli cubuklarin titresimlerini Euler-Bernoulli
teorisi yardimiyla incelemekte, sonuclar1 diger yontemlerden elde edilen sonuclarla
karsilastirmaktadir. Calismada, kademeli degisken ve siirekli degisken kesitli cember
eksenli cubuklar, ankastre-ankastre, sabit-sabit ve sabit-ankastre sinir kosullar1 icin

incelenmistir.

Laura ve digerleri [20], degisken kesitli ¢ember eksenli ¢ubugun diizlem igi

titresimlerini Rayleigh-Ritz yontemi ile incelemislerdir.

Yigit [21], egri eksenli degisken kesitli ¢cubuklarin statik ve dinamik problemlerini
baslangic degerleri yontemiyle incelemistir. Siirekli degisken kesitli ¢ubuklarin
diizlem i¢i titresimlerini, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerini de dahil ederek hesaplamistir. Tiifek¢i ve Yigit [22], aym
yontem ile siirekli degisken kesitli ¢cubuklarin diizlem ici titresimlerini incelemis ve

literatiirdeki ¢calismalarla karsilagtirmistir.

Gutierrez ve digerlerine [23] ait olan ¢alismada, kesiti kademeli ve siirekli degisen,
farkli eksen egriliklerine sahip c¢ubuklarin titresimleri, polinom fonksiyonlar
secilerek Ritz yoOntemiyle incelemistir. Parabol, zincir egrisi (catenary), spiral,
cember ve sikloid eksenlere sahip ¢ubuklarin boyutsuz dogal frekanslari, farkli sinir

sartlar1 icin sonlu elemanlar yontemi ile karsilastirilarak tablolar halinde



sunulmustur. Simetrik ve asimetrik geometriye sahip cubuklar, siirekli degisken
kesitli ve kademeli degisken kesitli olarak ayr1 ayr1 ele alinmistir. Calismada, eksen

uzamasi, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilmistir.

Shin ve digerleri [24], degisken kesitli cember eksenli ¢ubugun, dogal frekans
degerlerini, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini
ithmal ederek, diferansiyel transformasyon metodu (differential transformation
method) ve genellestirilmis diferansiyel kuadratiir yontemi (generalized differential

quadrature rule) ile hesaplamiglardir.

Tong ve digerlerine ait caligmada [25], cember eksenli degisken kesitli ¢ubuklarin
serbest ve zorlanmig titresimleri Euler-Bernoulli c¢ubuk teorisi kullanilarak
incelenmistir. Siirekli degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklari, sabit kesitli elemanlara
ayirmig ve her bir sabit kesitli ¢cubugun titresim frekanslarini kesin ¢oziimle elde
etmistir. Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal
edilerek elde edilen sonuglarda, eleman sayist arttikca sonucun yakinsadigi

gosterilmistir.

Rossi ve digerlerine [26] ait olan ¢alismada, [23]’deki calisma esas alinarak, serbest
ucunda konsantre kiitle bulunan, ankastre-serbest cubuklarin titresimleri
incelenmistir. [23]’te verilen Orneklere ayn1 geometriye sahip egri eksenli ¢cubuklar

icin frekans degerleri hesaplanmustir.

Huang ve digerleri [27], siirekli de8isken kesitli cubugun diizlem i¢i dogal
frekanslarini, dinamik katilik matrisi metodunu (dynamic stiffness matrix method)

kullanarak elde etmislerdir.

Huang ve digerleri [28], siirekli degisken kesitli ve degisken egrilik eksenli cubugun
diizlem dis1 dogal frekanslarini, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkilerini de hesaba katarak, dinamik katilik matrisi metodunu (dynamic stiffness
matrix method) kullanarak hesaplamislardir. Ayni calismayi, Suzuki ve digerleri
[29] modal siiperpozisyon teknigini (modal superposition technique) kullanarak,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini hesaba dahil etmeyerek ele

almaslardir.

Lee ve Chao tarafindan [30,31]’de yapilan calismalarda, sabit egrilikli, degisken
kesitli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem-dis1 serbest titresimlerini ifade eden diferansiyel

denge denklemleri verilmistir. Analizi basitlestirmek i¢in, kayma deformasyonu ve



donme eylemsizligi etkilerini iceren iki fiziksel parametre gelistirilmis, ¢alismanin
sonunda verilen Orneklerde, kiris acikligi ve kiris uzunlugunun ilk iki dogal frekans

tizerindeki etkileri incelenmistir.

Oh ve digerleri [32], parabol, elips ve siniis egriliklerine sahip degisken kesitli
cubuklarin, diizlem ici titresimlerine ait denklemleri, eksenel uzama, kayma etkisi ve
donme eylemsizligi etkilerini dahil ederek elde etmistir. Farkli kayma katsayis1 ve
narinlik oranlar1 i¢in hesaplamalar, sonlu eleman yontemi sonuclariyla

karsilastirilmstir.

Ewins’e [33] ait olan kitapta, deneysel modal analizin temel esaslari ve uygulama

alanlar anlatilmistir.
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3. EGRi EKSENLi CUBUKLARIN GENEL DENKLEMLERI

Cubuk ekseninin uzamadigini ve kesitte kayma meydana gelmedigini kabul eden
Euler-Bernoulli denklemlerinin, ¢ubuk teorisinin gelisiminde énemli bir yer tuttugu
goriilmektedir. Bu boliimde, cubuk statiginin ve titresimlerinin genel denklemlerinin,
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri goz Oniine

aliarak, elde edilmesi 6zetlenecektir.

3.1 Cubuk Statiginin Genel Denklemleri

Cubuk eksen egrisi, iizerindeki, r, =r,(s) konum fonksiyonu ile belirlenen her
noktaya, birbirine dik eg (s) ve eg (s) birim vektorleri bagli, bir parametreli
yonlendirilmis ortam olarak ele alinmaktadir. s parametresi, baslangi¢ durumunda,
yay uzunlugudur. Bu iki vektore dik olan e’(s) birim vektorii, baglangicta, egrinin

tegeti ile cakigsmaktadir ve
e'(s)=e xe,

_ dr, (s)

e’ (s
(5) ds

3.1)

seklinde ifade edilmektedir. eg (s), e2 (s) kesit vektorleri, sirasiyla cubuk eksen

egrisinin normal ve binormal dogrultularidir. Bu dogrultular kesit asal eksenleriyle
cakismayabilir. Bu durumda, aralarindaki iliskiyi belirleyecek bir fonksiyona gerek

duyulacaktir. Burada, bu dogrultularin ¢akistigir durum goz Oniine alinacaktir.

Cubugun yiiksiiz ve gerilmesiz oldugu baslangig durumu igin r,(s), €’(s) ve e (s)
vektorleri bilinmektedir. Cubuk sekil degistirdikten sonra, geometriyi r(s), e, (s) ve
e, (s) vektorleri belirlemektedir. Sekil degistirmeden sonraki kesit vektorleri e, (s)
ve e,(s), yine birim vektorler olup birbirlerine diktirler. Ancak, baslangigtaki teget

birim vektorii e, ve e, vektorlerine dik kalmasina ragmen, artik ne sekil degistirmis
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eksen egrisine teget, ne de birim vektor olma sart1 vardir (Sekil 3.1). Yani, dik kesit
oOtelenir ve doner; ancak, herhangi bir deformasyona ugramaz. Serbestce donebilme

yetenegi nedeniyle,

dr(s)
ds

* ae,(s) (3.2)

olacak, dik kesit sekil degisiminden sonra ¢ubuk eksenine dik kalmayacaktir. Bu
durum, kayma deformasyonu etkisiyle ortaya c¢ikan haldir. Ayrica, artik s
parametresi yay uzunluguna esit olmadigindan r’(s) vektorii sekil degistirmis egriye

teget olmakla birlikte birim vektdr olmayabilir.

¢/ (s) 7(s)

e, (s)
P % Py

r’(s)

e, (s) e, (s)

O

Sekil 3.1 : Cubugun sekil degistirmeden 6nceki ve sonraki durumlari.

Sekil 3.1°de, c¢ubugun sekil degistirmeden Onceki ve sonraki durumlari

gosterilmektedir. Buradaki (°) iist indisi, sekil degistirmemis durumu ifade eder.

Cubugun yer degistirme durumu iki vektorle tanimlanabilir:

Birincisi, eksen iizerindeki yer degistirme vektorii;
u(s) =r(s)—r,(s) (3.3)

ikincisi, rijit cisim gibi hareket ettigi varsayilan dik kesitin donme vektoriidiir.

Aslinda, rijit cismin sonlu donmeleri, vektorle ifade edilemez. Fakat burada, yer ve

sekil degistirmeler kiiciik sayilarak, donme bir vektorle belirlenecektir.

Ortogonal olan e, e,, e’ vektor iicliisii, yine kendisi gibi ortogonal olan e, , e,, e,

vektor tigliisiine,

12



e (5)=0,e(s) (3.4)
seklinde, Q ortogonal doniisiim matrisi ile doniismektedir. Bu matrisin,
0, =9, +W, (3.5)
olarak parcalanmasi durumunda, (3.4) esitligi,
e (s)=e;(s)+W,e}(s) (3.6)

bi¢iminde yazilabilir. Burada, ¢,, birim matristir. DOniisiim matrisinin

ij
ortogonalligini kullanarak; yer ve sekil degistirmelerin kiiciik oldugu varsayimiyla;

W, bir antisimetrik matris olacaktir. Antisimetrik bir matris i¢in;
0 _ 0
W, e, =Qxe, 3.7)

0zelligini saglayan Q vektorii bulunabilir. Cubuk kesitin donme vektorii olan €(s)

ile (3.6) esitligi,
e, (s) = €] (s)+ Q(s) xe] (5) (3.8)

sekline doniisiir. Q(s) donme vektorii, agirhik merkezinden gecen eksenlerdeki

donmeleri belirten vektordiir.
Cubugun sekil degistirme durumu da iki vektorle tanimlanabilir:

Birinci vektor, cubuga ait eksenel sekil degistirme vektorii olan y vektoriidiir. Bu
vektor, eksen egrisinin boy degisimini ve eksen egrisi ile dik kesit arasindaki

kaymalar1 ifade etmektedir. y eksenel sekil degistirme vektorii, sekil degistirmeden

sonraki yer vektoriiniin tiirevi ile dik kesit normali arasindaki farktir ve

dr
1= E —¢ (3.9

seklinde tarif edilmektedir.

Ikinci sekil degistirme vektorii, bazi calismalarda birim dénme vektorii olarak

tanimlanir ve
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_do

«= ds (3.10)

seklinde ifade edilir. Bu durumda, ilgili sekil degistirme denklemi,

M =Da (3.11)
seklinde yazilabilir. Burada M kesite etkiyen momentlerin bileske vektorii, D ise
egilme rijitligi matrisidir [1].

Bazi miihendislik c¢alismalari, ikinci sekil degistirme vektorii olarak, ® acisal

degisim vektoriinii kullanmaktadir. Bilesenleri, cubuk ekseninin egriliklerini ve

burulmasini veren bu vektor;

d—; =oxe, (3.12)

olarak tarif edilmektedir.

Yer ve sekil degistirme biiyiikliikleri tanimlandiktan sonra, ¢ubuk teorisinin M, R, u,
Q, vy, o olarak bilinen alti bilinmeyeni, iki yer degistirme ve sekil degistirme

bagintisi, iki denge ve iki biinye denklemi yardimiyla ¢oziilebilir.

3.1.1 Yer degistirme ve sekil degistirme bagintilar

Yer degistirme vektoriinii tanimlayan (3.3) ifadesi tiiretilerek,

du_dr_dr,
ds ds ds (3.13)
elde edilir. (3.1), (3.8) ve (3.9) ifadelerinden faydalanilarak,
du 0
—=Qxe, +
ds r T 3.14)

seklinde ilk yer degistirme sekil degistirme bagintisi elde edilmis olur.

(3.8) ifadesi tiiretilerek elde edilen,
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&—d_e;)+d_ﬂ><eo +Qxd_e?
ds ds ds ! ds (3.15)

esitliginde, (3.12)’de verilen agisal degisim vektorii yerlestirilerek,

0, Xe, =(1)0><e?+62—9><e?+ﬂ><(0)0><e?) (3.16)
A\

ifadesi bulunur. (3.8) esitligi ve vektorel ¢carpim 6zellikleri kullanilarak,
dQ 0 0
(OJ—OJO—d—+O)XQ)Xei :(m—mo)x(eixﬂ) (3.17)
s

elde edilir. Sekil degistirmelerin kiiciik oldugu varsayimu ile esitligin sag tarafi sifir
olarak tanimlanabilir. Boylece, esitligin sol tarafindaki parantezin i¢inin de sifir

olmasi gerekecektir. Buradan,

aQ o
E—(D—(!)O+(!)X (3.18)

esitligi elde edilecektir.

3.1.2 Denge denklemleri

p(s) ve m(s) vektorleri, birim uzunluktaki cubuga etkiyen dis kuvvetler ve
momentler olarak tanimlanmaktadir. F ve M vektorleri, sirasiyla kesite etkiyen i¢
kuvvet ve moment vektorlerini gostermek iizere, Sekil 3.2°deki elemana ait denge

denklemleri,

Sekil 3.2 : Cubuk elemanina etkiyen dis yiikler ve kesit tesirleri.
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—-F+F+AF+pAs=0
~M+M+AM +m.As + Ar X (F + AF) =0 (3.19)

olarak yazilabilir. Gereken sadelestirmeler yapilip, (As — 0) i¢in limit alindiginda,

dF
—+p=0
ds P
@+e?xF+m=0 (3.20)

ds
seklinde denge denklemleri elde edilir [2].

3.1.3 Biinye denklemleri

Secilen herhangi bir koordinat diizleminde,

M =D
ds
F=Cy (3.21)

iligkisi vardir. Burada C ve D ile gosterilen katsayilar, yalniz cubuk malzemesine ve
kesit geometrisine bagli degerler olup, cubuga ait kayma ve egilme rijitlik

matrislerini gosterir.

Boylece, elastik ¢cubuk teorisinin genel denklemlerine ait 6 adet denklem elde edilmis
olmaktadir. Bunlar, yer degistirme ve donme olarak adlandirilan u ve €, sekil

degistirme elemanlar1 olan y ve ®, kesite etkiyen i¢ kuvvet ve moment vektorleri

olan F ve M’ dir ve

@+e?x9—y=0
ds

E—m+m0+9xmo =0
ds
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dF
—+p=0
ds P

M+e?><F+m:0
ds

M=D(o-0,-Qx0,)

F=Cy (3.22)

seklinde yazilabilir [2]. denklemlerde C ve D matrisleri simetriktir. Eger, kesit
simetrik ise ve eg, eg eksenleri kesitin simetri eksenleriyle cakisirsa, matrisler,

diyagonal matrisler olarak elde edilir [1]:

Loa o 0
c, 0 0] |k |
c=|0 ¢, 0|=| 0 —GA 0
b
0 0 G 0 0 EA
D, 0 O] [EIl, 0 0
D=0 D, O0|=| 0 EI 0 (3.23)
0 0 D, 0 0 GJ

Burada E ve G, malzemenin elastiklik ve kayma modiillerini, 7,, I,, kesit

n

eylemsizlik momentlerini, J, kesitin burulma eylemsizlik momentini, A, kesit

alanim1 gosterir. k, ve k, ise, kayma gerilmelerinin kesite iiniform olarak

yayillmadiklarin1 karakterize eden sabitlerdir. Bu sabitler, Cizelge (3.1)’de cesitli

kesitler i¢in verilmektedir.

(3.21) esitliklerinden,

@by
ds
y=C'F (3.24)
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Cizelge 3.1 : &, k, sabitleri

Kesit k, k,
T 6/5 6/5
veb
< 10/9 | 10/9
Ch
]
en o 210 | 2.20
— |
‘re.b

denklemleri elde edilir. Bunlar, (3.22)’de verilen genel denklemlerin ilk ikisinde

yerine konuldugunda, (3.22) esitlikleri asagidaki hale gelir:

@+e?xQ—C—IF=o
ds
Q—D’leo
ds
E_—li’
ds
al
——+e XF=-m
ds t (3.25)

Buradaki u, Q, F, M, p ve m vektorleri, sekil degistirmelerin kii¢iik oldugu

varsayimiyla sekil degistirmemis gubuk eksenine yerlestirilmis e’, e, e’ eksen

takiminda,

_ 0 0 0
u=ue, +ve, +we,
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Q=0e'+Qe +02¢e’
F=Fe’+F,e +Fe’

_ 0 0 0

M=M.e, +M,e, +M,e,

0 0 0

p:pnen+pbeb+ptet

— 0 + 0 + 0
m=m.e, +m,e, +me, (3.26)

seklinde ifade edilebilirler.

Ekseni herhangi bir uzaysal egri olan ¢ubuk i¢in, kesit asal eksenleri ile cubuk eksen
egrisinin normal ve binormal eksenlerinin cakismasi durumunda, agisal degisim

vektori,
— 0 + / 0+ 0
0, = K€, T K€, T 7€, 3.27)

olarak ifade edilir. Burada, «,, (e, —e’) diizlemindeki egrilik bileseni, /, (e’ —e’)

diizlemindeki egrilik bileseni, 7, ise egrinin burulma agisidir [1].

(3.26) denklemlerindeki biiyiikliiklerin tiirevleri hesaplanirken,

— = 0,Xxe (3.28)

esitliginden faydalanilacaktir.

Kesit asal eksenleri, eksen egrisinin normal ve binormal eksenleri ile cakisan

diizlemsel egri eksenli cubuk icin,

K, =0
K = i
0 RO
7,=0 (3.29)

19



olarak ele alinir. Boylece, (3.25) denklemleri ile bir cubugun denklemleri,

F dF, F
@+K—Qb— =0 “+—L+p =0
ds R, C, ds R,
dv F, dF,
—+Q -t =0 Lt p, =
ds " C, Py =0
F F F
dw_u _F_y dF, _E L, —0
ds R, C, ds R,
aQ, Q, M dM
LSl Rl B "+M’—Fb+mn=0
ds R, D, ds R,
aQ, M
—Lr-—L=0 M, | +m, =0
ds D, ds !
aQ, Q. M, M, M
& p Y g =0 (3.30)
ds R, D, ds R, :

seklinde elde edilir. Burada; ¢ubuk kesit alan1 normal ve binormal eksenlere gore
simetrik varsayildigindan diizlem icindeki ve diizlem disindaki egilmelerle ilgili
biiyiikliikler aym1 denklemlerde birlikte bulunmamaktadir. Dolayisiyla, diizlemsel

egri eksenli cubugun kendi diizlemindeki sekil degistirmelerini ifade eden (3.30)

denklemlerinde, yay uzunlugu yerine ds = R,d¢ esitligi konarak diizenlenirse,

d_W:u+RO—@F

d¢ C,(p) '
du R, (9)
—=-w+—-—F +R,(#)Q2,
o~ T T
dQ, _R,(9)
dp D¢
dM , _ 3
¢ = R0(¢)Fn Ro(¢)mh
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dF,

L=F —R
d¢ n 0(¢)pt
dF.,
m =—F, -R,(9)p, (3.31)

seklinde diizlem icine ait denklemler elde edilir. Benzer sekilde (3.30) esitliginden,

cubugun kendi diizlemine dik dogrultudaki sekil degistirmelerine ait denklemler,

dv _Ry(®)
dg~ C,()

Fb - RO (¢)Qn

& _ _Q, + R0(¢) Mn
d¢ D,(9)

ﬂ_g +RO(¢)M

dp " D¢

de; =-M,+R,(®F, — R,(p)m,

dM
dg

-=M, =Ry (P)m,

dF,
d¢

=—R,(9)p, (3.32)

seklinde elde edilirler. Burada; u, w normal ve tegetsel yer degistirmeleri, v

binormal yer degistirmeyi, ¢ kiris ac¢ikhigini, Q , Q

n t

normal ve tegetsel
eksenlerdeki donme acilarini, €, binormal eksendeki donme agisini, R,(¢@) sekil
degistirmemis ¢ubugun eksen egrisinin egrilik yaricapini, F,, F, normal ve tegetsel
tekil i¢ kuvvetleri, F, tekil binormal i¢ kuvveti, M,, M, normal ve tegetsel eksen
izerindeki i¢c momentleri, M, binormal eksen iizerindeki tekil i¢ momenti, p,, p,
normal ve tegetsel eksen iizerindeki yayili dis yiikleri, p, binormal eksen iizerindeki
yayih dis yikii, m

m, normal ve tegetsel eksen iizerindeki yayil1 dis momentleri,

n°

m, binormal eksen iizerindeki yayili dis momenti ifade eder.
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3.2 Cubuk Titresimlerinin Genel Denklemleri

Cubuk teorisinin genel denklemleri, (3.30) esitlikleri ile verilmektedir.
Denklemlerde, eksen egrisinin uzamasi ve kayma deformasyonu etkileri gbz Oniine
alinmaktadir. D’ Alambert prensibi yardimu ile, ¢ubuk teorisinin bu genel denklemleri
kullanilarak c¢ubuk titresimlerini de incelemek miimkiindiir. Bu prensibe gore,
maddesel bir sistemin hareketinden dolayi, bir # aninda meydana gelen eylemsizlik
kuvvetleri aktif dis kuvvetler olarak, sisteme etki eden gercek kuvvetlerle birlikte goz
Oniine alinirsa, sistem bitiin bu kuvvetlerin etkisi altinda, # anindaki konumunda

dengede bulunur. Boylece, p ve m dis yiikleri,

0’u i, 9°Q
= — ] —— :——I n
P o =T o
0%y U 0°Q
Pe=Hop "= e
d*w U 0°Q,

P, =—H 3 m, =—le v (3.33)

seklinde eylemsizlik kuvvetleri ve kuvvet ciftleri olarak alinabilir. Burada, x# birim
alanin kiitlesi, A kesit alam1, I, I, sirasi ile kesitin normal ve binormal eksenlerine
gore eylemsizlik momentlerini, [/, Kkesitin polar eylemsizlik momentini

gostermektedir. Yer degistirme biiyiikliikleri konum ve zamanin fonksiyonlaridir. O
halde tiim biiyilikliikler de konum ve zamanin fonksiyonlar1 olacaktir. Bu

biiyiikliikler, konum ve zaman fonksiyonlarinin ¢arpimi oldugu varsayimu ile,
u(s,r)=u(s)e™ Q(s,1) = Q(s)e™
F(s,r)=F(s)e™ M(s,7) = M(s)e™ (3.34)

seklinde elde edilebilirler. Burada @ agisal frekansi, ¢ ise zamam gostermekte olup,

bu esitlikler kullanilarak (3.33) denklemleri,

p, = uw*u(s)e™ m =*10 (s)a’e™
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by, = pa’v(s)e'

p, = uaws)e

(03

iot

(3.35)

seklinde diizenlenebilir. Boylece, bu ifadeler (3.30) denklemlerinde yerine konulur

ve zaman fonksiyonlari sadelestirilirse denklemler sadece konuma ve frekansa bagh

olarak elde edilirler.

Kesit asal dogrultularinin, ¢ubuk eksen egrisinin normal ve binormal dogrultulariyla

cakismas1 durumunda, (3.29) denklemleri gegerli olacak ve diizlemsel egri eksenli

cubugun serbest titresimlerinin genel denklemleri asagidaki gibi elde edilecektir:

du K_Qb_F" =0
ds R C,
ﬂ-i— n_i—o
ds C,
w_u _F_,
ds R C,
dQ, +Q, M,
ds R D,
aQ, M, _
ds D,
aQ, Q, M,
ds R D

Burada, diizlem igindeki titresimlerle

an F;‘ 2
—+—+uw'u=0
ds R

Fb
S

+uw’v =0

dFl F
Lo 4 uw*w=0
ds

M M 1
i, , L—F +u—"w’Q, =0
ds R A

aM 1
LY F +u—taw’Q, =0
ds A
amM, M 1
Lt v u—Lw’Q, =0
ds R A

(3.36)

ilgili biiyiikliikler ve diizlem disindaki

titresimlerle 1ilgili biiytikliikklerin ayrn denklemlerde bulundugu goriilmektedir.

Dolayisiyla, diizlemsel egri eksenli ¢ubugun serbest titresimlerini ifade eden genel

denklemlerde yay uzunlugu yerine ds = Rd¢ esitligi konarak diizenlenir, C ve D

rijitlik matrislerine ait degerler yerlerine konulursa ¢ubugun kendi diizlemindeki

serbest titresimlerini ifade eden denklemler,
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do ' EA
ﬂ:—w+RQ,,+ RF,
GAlk,
@, R
d¢ EI, "

=F —Ruww
1p ~ Tn kA
dF, ,
gy T Rueu (3.37)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, ¢ubugun kendi diizlemine dik dogrultudaki

serbest titresimlerini ifade eden denklemler ise agagidaki gibidir:

ﬂz—RQn+ R F,
d¢ GA/k,

de " EI,
dQ, _ 4 R M,
d¢ GJ

am 1
" =-M,+RF,-Ru—"aw’Q,
d¢ A

dF. X
’ (3.38)

24



4. EGRi EKSENLi CUBUKLARIN TiTRESiM PROBLEMLERININ
ANALITIiK COZUMU

4.1 Matrikant Yontemi

Matrikant yontemi, kesin ¢o6ziimii hesaplanamayan diferansiyel denklemlerin
yaklasik olarak hesaplanmasinda kolaylik saglayan bir yontemdir. Matrikant, bazi

kaynaklarda yaklasik tasitma matrisi olarak da gecmektedir.

Matrikant yonteminin uygulanisi, asagidaki gibi kesin ¢6ziimii hesaplanamayan bir

diferansiyel denklemde ele alinsin:

dy
= Alr
" [t]y
dy
7; 11 A,
dy
2 A .- A
dt nl nn yn

Burada, [A]’mn elemanlar1 #’nin siirekli fonksiyonlar ise, [A] matrisi belirlenen
terime kadar bir serinin toplami seklinde, integre edilerek (z,7,) araliginda matrikant

bulunabilir [6]:

M(t,t)=1+ jA(Z’)dZ' + j-A(T).T[ A(o)dodt + j-A(T).T[ A(o*)]z AWw)dydodt +...

4.2)

Burada, M matrisi, (¢,7,) araliginda [A] matrisinin matrikantim, #,, =0
baslangi¢c referans noktasini, / birim matrisi, 7, o, ¥ sembolleri rastgele

degiskenleri ifade eder.
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Matrikant, (4.2) esitligindeki gibi sonsuz sayida serinin toplamindan olusur. Bu seri

acilimi asagidaki bagintiyla ifade edebiliriz:

M,
dt

=AOM,, (k=12,.) 4.3)

Burada k indisi matrikantin terim sayisim gostermektedir. Bu esitlikte, M, I birim

matrisine esit olmak {izere,

Mk =1 +jA(T)Mk_1dT (4.4)

)

seklinde matrikant ifadesinin genel denklemi elde edilir. Bu ifadeden, matrikantin

birkag terimi hesaplanirsa,

M,=1

M, =1+[A(@)dz

Ty

M,=1+ jA(r)d T+ jA(r)U A(d)ddjd T 4.5)

) Ty Ty

seklinde terimler elde edilir. Burada, M k(k = 0,1,2,...00) terimli matrikantin, (k +1)

elemanin toplamindan olusan sonsuz serili bir matris oldugunu gorebiliriz [7]. Dikkat
edilmesi gereken nokta, iki ve daha fazla integral hesabinin oldugu ifadelerin

degisken doniisiimii yapilarak hesaplandigidir.

Matrikant denkleminde ka¢ terim alinip hesap yapilacagina yakinsama yoluyla karar
verildikten sonra, matrikant, y(O) baslangi¢c degerleri ile carpilarak ¢oziim elde

edilir:

(1) = M (t,1,)y(0) (4.6)
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4.1.1 Matrikant yontemi ile alternatif ¢oziim

Diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimii icin matrikant yontemini kullanmak
¢Oziim kolayligi sagladigi gibi, en yakin ¢oziimii bulabilmek i¢in matrikant serisini
olabildigince ilerletmek gerekebilir. Fakat belirli bir terim sayisindan sonra
matrikanti hesaplamak gii¢clesir. Bu noktada yaklasik ¢6ziimii daha kolay bir sekilde
elde edebilmek icin matrikant serisi belirlenen terime kadar hesaplanir. Daha sonra
ise ¢Oziimiin istendigi sinirlar, daha kiiciik parcalara boliinerek hesap yapilir. Bu
islem hem hesap kolaylig1 saglar, hem de daha yakinsak bir ¢6ziim elde edilmesine

yardimci olur.

Matrikant yonteminde, ¢oziimiin sinirlarinin araliklara boliinmesi hesaplanirken

integral sinirlari (t,to) yerine, (7,u) olarak almr. Burada u, sembolik bir

degiskendir. Bu sekilde denklemlerde yer degistirme yapilirsa,

M, =1

M, =M, +[A@)dz

M,=M,+ jA(r)d T+ jA(T)U A(o)d do v (4.7)

olarak yazilabilir. Burada matrikant denklemi, (4.5) esitligindeki gibi iki terimde
birakilmigtir. Coziimii yakinsamak i¢in, terim sayisi istenildigi kadar ilerletilebilir.
Fakat eleman sayis1 arttirildikca hesap yapmak giiclesecektir. Bu noktada, yakin
coziimii bulmak ic¢in, matrikantin terim sayis1 arttirilmadan, ¢oziimiin integral

siirlar1 (0—7), n parcaya béliinerek sonug elde yakimsanabilir. (0—¢) araligimn n

parcaya boliinmiis hali asagidaki denklemde verilmektedir [9]:

M, =M, (t,u)= Mk(z,(";nl)tij((” — 1) , (n = Z)tj...Mk(ﬁ,iij(L,(n—_")fj

n n n n n n

4.8)
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Bu ifadedeki terimlerin her biri (4.7)’de yerine koyularak, kendi integral sinirlari
icerisinde hesaplanir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta; aralik n parcaya

boliindiiglinden matrikant denkleminin, » tane teriminin ¢arpimina esit oldugudur.

Bu yontemle (t,to ) integral simirlari icerisinde matrikant hesaplandiktan sonra,

y=M,y (0) hesaplanmak suretiyle denklemin yaklasik ¢oziimii elde edilmis olur.

4.2 Egri Eksenli Cubuklarin Titresimlerinin Matrikant Yontemi ile Coziimii

Egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dis1 serbest titresimlerine ait verilen
(3.37) ve (3.38) denklemleri, siirekli degisken kesite sahip ¢ubuk icin ele alindiginda,

denklem takiminin yaklasik olarak ¢coziimiinde matrikant yontemi kullanilabilir.

Egri eksenli cubuklarin kendi diizlemindeki ve kendi diizlemine dik dogrultudaki

serbest titresimlerine ait (3.37) ve (3.38) denklemleri, birinci dereceden degisken

katsayili lineer diferansiyel denklem takimidir ve matris seklinde ifade edildiginde,
dy _

d_¢ = A(9)y(9) (4.9)

yazilabilir. Burada y(¢), 6 elemanl degiskenler vektoriinii, A(¢), 6x6 elemanl

katsayilar matrisini ifade etmek iizere, diizlem i¢i serbest titresimler, asagidaki gibi

yazilabilir [10]:

O = o=

y(@) =

= X

e
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0 1 0 0 R/EA 0
-1 0 R 0 Rk,/GA
0 0 0 R/EI, 0 0
A(p) = )
0 0 —~Ru(l, !/ A 0 0 ~R
— Ruw’ 0 0 0 0 1
| 0 —Ruw’ 0 0 -1 0 |
(4.10)
Benzer sekilde, diizlem dis1 serbest titresimler ise,
F
Qn
(@)= 2
y(@) = M,
Mt
L Fb J
0 -R 0 0 0  Rk,/GA]
0 0 -1 R/EI, 0 0
0 1 0 0 R/GJ 0
A(p) = )
0 —~Ru(I, | Aw 0 0 -1 R
0 0 —Ru(l,/ AHe® 1 0 0
|~ Ruw* 0 0 0 0 0 |
4.11)
seklinde yazilabilir.

Yukaridaki diferansiyel denklem takimlari, siirekli degisken kesitli egri eksenli
cubugu ifade ediyor ise, A katsayilar matrisinin tiim elemanlar1 sabit sayilar degildir.

Boyle bir ¢ubukta A, I,, I,, I, ve J ifadeleri ¢ agisina bagli olarak degiskenlik

n’

gosterir. Bunlarla birlikte, kesit cember eksenli degil ise, R yaricapr da ¢ agisina

bagh olarak degiskenlik gosterecektir. Bu durumda (3.37) ve (3.38) denklemlerinde,
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A= A)
1= (@)
1,=1,¢)
1,=1,9)
1,=1,0)

J=J(@) 4.12)

olarak tanimlanabilir. Buradan, (3.37) ¢ember eksenli cubuklarin diizlem i¢i serbest

titresim denklemleri,

dw R
d_¢_u(¢)+—EA(¢)E
du__\ipo 4 RE

GA(@)/ k,
aQ, R M,
d¢  EI,(9)
am, 1,9 ,
=—RF, - Ru(¢)~>">0’Q,
dg 4O 0)
‘;I; =F, — Ru(p)w’w
Fu F -R :
T H(@)wu (4.13)

seklinde, diizlem dis1 serbest titresim denklemleri ise,

d__po +— R __p
dg GA9)/ k,
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dQ R

~=-Q + M,
d¢ El,(9)
dQ R

t

n + —M[
d¢ GJ(9)

dM 1,(9) ,
"= _M,+RF, - Ru(p)—"——0’Q,
o ' H(P) AC ¢)w
am 1,(9)
L=M, - Ru(p)——w&’Q
0 . — Ru(9) A(¢)€0 ‘
dF, 2
dp —Ru(p o’y 4.14)

seklinde tanimlanabilir. Cubugun egrilik ekseninin parabol, spiral, zincir egrisi

(catenary) gibi olmas1 durumunda ise,

R=R(9) (4.15)

seklinde diisiiniilecektir.

Yukaridaki ifadelere gore; (4.9)’daki denklem takiminin yaklasik ¢6ziimii, matrikant

yontemi kullanilarak, (4.6) esitligindeki gibi ifade edilirse;,

y(@) =M, (9,9,)y(d,) (4.16)

denklemi yardimiyla bulunabilir. Burada, M, (¢,9,) matrikant terimi, (4.2) ve (4.4)

esitlikleri ile,

¢
M, (@.4) =1+ [(A@M,d7
%

9 9 T
M (8.8,) =1+ [A@d7+ [A@) | A(o)odT+... @.17)
o) ) P

seklinde ifade edilebilir. (4.17) denkleminde k terim sayis1 belirlenerek; (4.8) esitligi

ile (@,9,) ¢Oziim sinirlar1 n pargaya boliinerek, yakinsama iyilestirilebilir:
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Mk(¢,¢o)=Mk[¢,(”;D("’j/wk[(”;w,(”‘2)¢j---M{%%}M{gﬂj @18)

n

Burada, ¢ toplam Kkiris acisi, ¢ubugun ¢, =0 referans koordinatindan ¢ubugun
uclar arasindaki kiris agilarinin toplamidir. Yani ¢, = 0 ile A ucu arasindaki a¢1 ¢@,,
B ucu arasindaki a¢1 ¢, ise; ¢ =@, +¢@, gibi diisiintilebilir. (4.16) esitliginde, y(¢,),
@, =0 koordinatindaki baslangic degerleri vektoriinii ifade etmektedir. y(¢,)

baslangi¢c degerleri vektoriiniin 6 bilinmeyeni, cubugun iki ucu i¢in yazilan sinir
sartlar1 kullanilarak elde edilir. Cubugun her iki ucu A ve B i¢in sinir sartlari, diizlem
ici titresim problemlerinde, sabit mesnet, ankastre mesnet ve serbest ug icin asagidaki

gibidir:
Sabit mesnet: w(¢) =0, u(¢)=0, M,(9)=0

Ankastre mesnet: w(¢) =0, u(¢) =0, Q,(¢)=0

Serbestug: M, (¢)=0, F.(#)=0, F,(¢)=0 (4.19)

Diizlem dis1 titresim problemlerinde ise, sabit mesnet, ankastre mesnet ve serbest ug

icin sinir sartlart,

Sabit mesnet: v(¢) =0, Q, (9)=0, M (¢)=0
Ankastre mesnet: v(¢) =0, Q (¢)=0, Q,(9)=0

Serbestug: M, (¢)=0, M,(¢)=0, F,(¢)=0 (4.20)

seklinde ifade edilir. Sinir sartlarindan elde edilen 6 denklem, homojen diferansiyel

takimu olustururlar.

y(@,) baslangic degerleri vektoriiniin sifirdan farkli bir ¢oziimiiniin olmasi, (4.17)

matrikant denkleminin determinantinin sifira esit olmasi durumunda mevcuttur.
Determinant ifadesi, @ dogal frekansina bagli bir ifadedir. Buradan, (4.17)
esitligindeki k matrikant terim sayis1 ve (4.18) esitligindeki n sayisi belirlendikten

sonra; diizlem i¢i veya diizlem dis1 titresimlere gore ¢ubugun iki ucu icin mesnet
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sartlar1 (4.19) veya (4.20) esitliklerindeki gibi belirlendikten sonra, @, =0 referans

noktasindan A ve B uclarina kadar olan kiris acilarinda,
det[N(¢, ¢0)] =0 (4.21)

ifadesinden denklemi sifira esitleyen kokler bulunur. Burada N, M, matrikant

matrisinden sinir kosullar1 yazilarak olusturulan matristir. Bu kokler, Regula-Falsi
veya benzeri kok bulma sayisal yontemleri kullanilarak hesaplanabilir. Bu koklerden,
(4.10) veya (4.11) esitliklerindeki A katsayilar matrisine gore, ¢cubugun diizlem igi

veya diizlem dis1 @ dogal frekanslar elde edilecektir.

A katsayillar matrisi (4.10) ve (4.11) esitliklerinde, eksenel uzama, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizlikleri etkilerinin tiimiinii goz 6niine alinir. Dogal
frekanslarin hesaplanmasinda bu etkilerin tiimii dahil ya da ihmal edilebilir. Ayrica,

bu etkiler ayr ele alinarak da dogal frekanslar1 hesaplamak miimkiindiir.

Degisken egrilik yaricapi ve kesitine sahip bir cubuk icin tiim etkilerin hesaba
katildigr durumda, (4.10) esitligindeki A diizlem ici katsayilar matrisinin 3 terimli

M, matrikant matrisi hesaplandiginda, matrisin a¢ilimi su sekildedir:

M, =1
_pe L0
M,=9¢+ 5 + 5
,(T%d(w)}«a)
. [~ ‘;(G) d(o) [R@)
R ‘{ | E,g(?) d(O')JR(T) |
M;s =£ e O j O +£ e d(7)
M, =-¢+ % - %
My, =1

33



M,, =TR(T)d(T)+TUR(O')d(G)jR(T)d(T)+TUGR(W)d(W)jR(G)d(G)]R(T)d(T)

0

T [ [ ’fg(’)v'j) d(w)}R(a)kn
[~ d(0) |Rok,
0

GAo
ROk, ( I;;Z)I(; « )]R( oo N
Meo=L G 40 o e e d(@)
M, =1
R
P
o d©) k@)
R(o) 0 El(0)
9:0) I El(0) A
M, = d\
T I TR E@) ©

[ e,
M, =[-pa&’ I, @R@d(@)+ U— pa’l, (O')R(O')d(o')] — p@’ 1, (D)R(D)(7) +
670
] U U - p@’l,RW)Hd (‘//)j - pa’l, (G)R(G)d(a)J — p&’1,(T)R(7)d(T)

M, =1

¢ '1&3 oo
M, =[-R@yd(0)+| { [ —R(G)d(G)J—R(T)d(THJ[ | ( | —R(w)d(w)}—R(a)d(o)j —R(@D)d(7)

0 0\0\0

¢ ot
My, = [~ p@* ADRDA(7) + [ [ [- pa)zA(O')R(O')d(G)J—pa)zA(z')R(f)d(z')+
o

(j [j pw A(w)R(vx)d(vf)J pw A(a)R(a)d(a)] pw* A(T)R(7)d (7)

M =1
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A
M56 :¢+7+Z

o7
Mg, = [~ p&’ A@R@A@) + | [ [- pa)zA(a)R(a)d(a)j — p@* A(T)R(7)d(7) +

:
j

[ [ ( [~ psz(VI)R(V/)d(V/)J —pszw)R(a)d(a)j - P&’ A)R(2)d(7)

_p 00
M65_ ¢+ 2 6

Mg =1 4.22)

Buradan ¢ubugun ankastre-serbest sinir sartinda oldugunu diisiiniirsek, (4.19) esitligi

yardimiyla N matrisi su sekilde olusacaktir:

M\ (8,) M) Mu@) Mu8) Ms8,) M4,
M, (9,) Myn(9,) My(9y) Muy(hy) Mos(9y) Mu(9,)
My (9,) My (9,) Myi(9y) My(Py) Mis(9,) My(9,)
N= (4.23)
M4l(¢B) M42(¢B) M43(¢B) M44(¢B) M45(¢B) M46(¢B)
M51(¢B) M52(¢B) M53(¢B) M54(¢B) M55(¢B) M56(¢B)

_Mél (¢B) M62 (¢B ) M63 (¢B) M64 (¢B ) M65 (¢B ) M66 (¢B )_
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5. DEGISKEN KESITLi EGRi EKSENLi CUBUKLARIN TiTRESIiM
PROBLEMLERININ iINCELENMESI

Literatiirde, siirekli degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin diizlem ici titresimlerine
ait cok sayida ornek bulunmasina ragmen, bu cubuklarin diizlem dis1 titresim
problemlerine ait ornekler olduk¢a az sayidadir. Bu sebeple, bu caligma igerisinde

agirlikli olarak diizlem ici titresim problemlerine yer verilmistir.

Literatiirdeki sayisal 6rnekler, Boliim 4.2’de deginilen matrikant ile ¢oziim yontemi
kullanilarak ¢oziilmiis ve sonuglar karsilastirilmistir. Cubugun dogal frekanslarinin
bulunmas: i¢in yapilan hesaplarda, Matlab programi kullanilarak sonuclar elde

edilmistir.

5.1 Diizlem Ici Serbest Titresim Probleminin Analizi

Cubuk teorisinin w, u, Q,, M,, F,, F, olarak belirlenen alt1 bilinmeyeni, egri

eksenli diizlemsel ¢ubugun kendi diizlemindeki titresimini ifade eden (3.37)
esitliginde belirlenmistir. Bu esitlikler birinci dereceden degisken katsayili lineer
diferansiyel denklem takimidir ve (4.10) denklemlerinde matris seklinde ifade
edilmistir. Boliim 4.2°de, bu diferansiyel takiminin yaklasik ¢6ziimii i¢in, matrikant
yontemi kullanilarak, mesnetleme sartlar1 belirli olan siirekli degisken kesitli egri
eksenli cubugun dogal frekanslarinin elde edilebilecegi bir yontem sunulmustur. Bu
boliimde, siirekli degisken dikdortgen kesite ve farkli eksen egriliklerine sahip
cubuklarin diizlem ici serbest titresim problemlerine ait 6rnekler incelenmis, (4.21)

esitliginden kokler bulunarak ¢ubuklarin dogal frekanslar elde edilmistir.

Calisma icerisindeki sayisal oOrneklerde, cubuklarin dogal frekanslarinin
hesaplanmas1 icin, (4.17)’deki matrikant esitligi tic terimli olarak alinmis, daha
yakinsak bir ¢oziim elde edebilmek icin de, (4.18) denklemindeki gibi (¢,,¢,) kiris
acisi, araliga boliinerek yakinsama yapilmistir. Coziim sinirlarinin araliga boliinme

sayis1 n’1 belirlemek icin, Sekil 5.1°de gosterilen lineer degisken dikdortgen kesitli,
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cember eksenli simetrik c¢ubuk, referans geometri olarak alinmis, bu ¢ubugun c¢

boyutsuz frekans degerlerinin, n sayisina gore degisimi incelenmistir:

ho
:
1
1
hl/ : .
N 1 M@ N\NN]
Aot 7 B

Sekil 5.1 : Lineer degisken kesitli simetrik cubuk.
Sekil 5.1°de verilen ¢ubukta, cubugun orta noktas1 ¢, =0 referans alinarak, 2 kesit
yiiksekliginin degisimi,
h(g)=h,(1-2n(9/9,) —¢,/2<9<0

h(@)=h,(1+2n(¢/9,)) 0<¢<g,/2 (5.1)

seklindedir. Burada, h,, cubugun referans noktasindaki kesitinin yiiksekligini, ¢,,
toplam kiris acisini, ¢, acisal koordinati, 77, cubugun kesit alaninin degisim oranini
gostermektedir. Cubugun, @, =0 referans noktasindaki h, kesit yiiksekligi ve R

eksen egriligi yaricapi, narinlik orani ile belirlenmistir. A narinlik orani,

ﬂzif:i
A (5.2)
A

olarak tamimlanir. Burada, i, jirasyon yaricapim ifade eder. Dikdortgen kesitli

cubukta; A kesit alani,
A(¢) = bh(¢) (5.3)

seklinde alinacaktir. Burada b, kesit derinligidir ve egri botunca sabittir. Binormal

eksene gore alan eylemsizlik momenti /, ise,
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1,9) =l’(}‘1(%) (5.4)

seklinde olacaktir. Cubuga ait boyutsuz frekans;

y7i

c=wR> |
EI, (5.5

ile ifade edilmistir. Burada, ¢, cubuga ait boyutsuz frekansi, &, cubugun birim

boyunun kiitlesini, E, elastiklik modiiliinii gostermektedir.
Yukaridaki ifadeler gdz Oniinde bulundurularak; Sekil 5.2°deki grafikte, Sekil
5.1’deki cubuk referans alinarak, A=50, kiris acist ¢, =10°, 7=0.1 ve ankastre-

ankastre siir sarti durumunda, cubugun ilk boyutsuz dogal frekanslarinin n’e gore
degisimi incelenmistir. Grafikte, yatay eksen n, kiris acisinin araliga boliinme

sayisini, dikey eksen c, boyutsuz dogal frekans degerini gostermektedir.

2159
2157

2155 -
o 2153 -
2151 -

2149
2147
2145

Sekil 5.2 : Simetrik cubugun birinci boyutsuz dogal frekans degerinin, kiris agisinin
araliga boliinme sayisina gore degisimi.
Sekil 5.2°deki grafige gore, egrinin belli bir yerden sonra yakinsamaya bagladigi ve
boyutsuz dogal frekans degerinin, araligin boliinme sayisinin artmasiyla Snemli
oranda degismedigi goriilmektedir. Coziim sinirlarinin araliga boliinme sayisinin,
dogal frekansa etkisinin azaldigi bu deger, n =50 olarak alinabilir. Araliga bolme
sayisinin 50 alinmasiyla, Sekil 5.1°deki ¢ubuk ve orneklerdeki diger ¢ubuklar igin
yeterli dogrulukta sonug elde edilip, hesaplamalar daha kisa siirede yapilabilmistir.
Cok daha hassas sonuclara ulagabilmek icin, 120 ya da daha fazla aralik sayisina

bolme yapilabilir fakat bu islem hesaplamalarda daha fazla zaman almaktadir.
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Cubuklarin diizlem i¢i dogal frekanslari, ankastre-ankastre (A-A), sabit-sabit (S-S),
sabit-ankastre (S-A), ankastre-serbest (A-Sr), serbest-serbest (Sr-Sr) olmak iizere bes
fakli sinir sart1 goz Oniinde bulundurularak incelenmistir. Cubuklarin iki uc¢ noktasi
(A ve B ucu) i¢in bu smir kosullarindan gelen 6 adet esitlik (4.19) esitliginde
gosterilmistir. Bu sinir sartlariyla frekans degerleri hesaplanirken, ¢ubugun, eksenel
deformasyon, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ithmal ya da
dahil eden durumlar1 da g6z Oniine alinmistir. Frekans degerlerini gosteren

cizelgelerde, kolonlar1 ifade eden asagidaki rakamlar, bu durumlar1 gosterir:

(1) Tim etkiler: Bu kabulde Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisinde ihmal edilen biitiin
etkiler, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri goz

Oniine alinarak, frekans degerleri hesaplanir.

(2) Etkiler ihmal: Euler-Bernoulli cubuk teorisine uygun olarak, cubuga etkiyen
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilerek

frekans degerleri hesaplanir.

(3) Eksenel uzama: Sadece eksenel uzama etkisi goz oniine alinarak frekans degerleri

hesaplanir.

(4) Kayma deformasyonu: Sadece kayma deformasyonu etkisi géz Oniine alinarak

frekans degerleri hesaplanir.

(5) Donme eylemsizligi: Sadece donme eylemsizligi etkisi géz Oniine alinarak

frekans degerleri hesaplanir.

5.1.1 Sayisal ornekler ve sonuclar

Literatiirdeki caligsmalarda, siirekli degisken kesitli, cember, parabol, spiral ya da
zincir egrisi eksenli cubuklar, simetrik ve asimetrik olarak iki farkli geometride
incelenmektedir. Bu calismalardaki oOrnekler coziilerek, elde edilen sonuclar
karsilastirilmistir. Karsilastirmalar, farkli kiris acilar1 ve kesit alan1 de8isim oranlari
icin, farkli sinir sartinda gerceklestirilmistir. Referans ¢alismalarda boyutsuz frekans
degerleri farkli formiilasyonlarla ifade edilmekte olup, bu formiilasyonlar cizelge

ismi igerisinde verilmistir.

Literatiirdeki calismalar genellikle dikdortgen kesitli ¢cubuklari goz Oniine almustir.
Sekil 5.3’de, siirekli degisken kesitli ¢gember eksenli simetrik cubuk gosterilmekte

olup h, ve h, sirasiyla cubuga ait en kiiciik ve en biiyiik kesit alaninin yiikseklik
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degerlerini ifade etmektedir. Sekil 5.4’de ise, siirekli degisken kesitli cember eksenli

asimetrik cubuk gosterilmekte ve h,, cubugun referans noktasindaki kesitinin
yiikseklik degerini h, ve h, sirasiyla cubuga ait en kiiciik ve en biiyiik kesit
yiiksekligi degerlerini belirtmektedir. Cubugun kesit yiiksekligi A(@), Srneklerde

verilen bagintilara gore degismektedir. Kesit derinligi b ise, tiim Orneklerde, aksi

ifade edilmedikce, egri boyunca sabittir.

ho

hy

~
~
~
N
t
~ ¢
~
-
\m’

|
N ! ,

U
~

Sekil 5.3 : Lineer degisken kesitli simetrik cubuk.

ho
hi = : 'H hz

A B

1

1

~ 1
N
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Sekil 5.4 : Lineer degisken kesitli asimetrik cubuk.

Sekil 5.5, Sekil 5.3’ deki gibi siirekli degisken kesitli cember eksenli cubugun, tiim
etkilerin dahil edilmesi durumunda elde edilen frekans degerlerinin kiris agisi ile
degisimini gostermektedir. Sinir sarti, ankastre-ankastre olarak secilmis, ilk bes mod
icin boyutsuz frekans degerleri hesaplanmistir. Grafikten de goriilecegi lizere, bazi
ac1 degerlerinde, iki ayr1 moda ait frekanslar birbirine ¢ok yakin degerler almaktadir.
Birbirine yakin frekanslarin, hemen oncesindeki a¢inin ilk mod sekli ve hemen
sonrasindaki a¢inin sonraki mod sekliyle aynidir. Farkli modlarda yakin frekanslarin
elde edildigi bu durum “mod gecisi” olarak adlandirilmaktadir [11]. Yiiksekligin,
kiris acikligina oranla az oldugu sig cubuklarda belirgin olarak ortaya ¢ikan bu

durum, [12]’de detayl olarak ele alinmaktadir.
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Sekil 5.5 : Ankastre-ankastre mesnetli simetrik ¢ubugun ilk bes dogal frekanslari.

Sekil 5.6’da, Sekil 5.3’deki gibi siirekli degisken kesitli ¢ember eksenli ¢ubugun,

ankastre-ankastre sinir sartinda, farkl kiris acilarinda, bes farkli etki durumu;
Durum 1: Tiim etkiler

Durum 2: Tiim etkiler ihmal

Durum 3: Eksenel uzama etkisi

Durum 4: Kayma deformasyonu etkisi

Durum 5: Donme eylemsizligi etkisi

icin hesaplanan ilk dogal frekans degerleri verilmektedir. Cubuk geometrisi (5.1)
esitligindeki gibi alinmistir. Durum 1 ve durum 2 ile elde edilen boyutsuz frekans
degerlerinin, kii¢iik kiris agilarinda birbirinden oldukca farkli oldugu; kiris acisi

biiytidiikce, tiim durumlarda degerlerin birbirine yaklastigi goriilmektedir.
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Sekil 5.6 : Ankastre-ankastre mesnetli simetrik ¢ubugun bes farkli durum icin
hesaplanan birinci dogal frekanslari.

Cizelge 5.1 ve 5.2°de, Sekil 5.3’deki gibi simetrik geometriye sahip cubugun
boyutsuz ilk iki dogal frekans degerleri, cesitli kiris acilarinda ve mesnet sartlarinda
hesaplanmistir. Bu degerleri; Karami ve Malekzadeh [17], diferansiyel kuadratiir
yontemi (differential quadrature method-DQM) kullanarak; Liu ve Wu [18],
genellestirilmis diferansiyel kuadratiir yontemi (generalized differential quadrature
rule-GDQR) ve hiicre ayriklastirma (cell discretization method-CDM) yontemi ile;
Aucello ve Rosa [19] ile Laura ve Irassar [20], Rayleigh-Ritz (RR) ve hiicre
ayriklastirma (cell discretization method-CDM) yontemleri yardimiyla elde
etmislerdir. Calismada, tim etkileri ihmal ederek hesaplama yapmislardir. Aymi
calismay1, Yigit [21] ile Tifek¢i ve Yigit [22], baslangic degerleri yontemi
yardimiyla cubugu sabit kesit alanli alt elemanlara ayirarak incelemis, tiim etkilerin
hesaba dahil ve ihmal edildigi (1) ve (2) durumlarinda boyutsuz dogal frekans

degerlerini hesaplamiglardir.
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Cizelge 5.1 : Simetrik ¢ubuk icin elde edilen birinci ve ikinci boyutsuz frekans

degerlerinin (c = @R’ (u/ EI,)"?) karsilastirilmast (77 =0.1).

Bu Calisma [22] [17] [19],[20] [18],[19]
@, 1) ) 1 ) DQM R-R CDM
10 433778 2151.74 433.46 2149.73 2149.78 2034 2138.3
20 161.84 53597 161.5 535443 53545 506.54 532.59
1|30 88.309 236.74 88.126 236.515 236.518 223.7 235.26
40 61.76 132.031 61.72 131.907 131.908 124.73 131.2
< 50 50.837 83.5881 50.864 83.506 83.507

< 10 843.38 3862.79 848.36 3859.2 3858.78 3859.9 3821.7
20 343.469 964.301 346.51 963.421 963.4 963.59  954.09
2130 183.182 427.548 185.25 427.169 427.167 427.24 42292
40 111.646 239.707 113.06 239.484 239.484 239.52 237.17
50 74.128 152745 75.131 152.616 152.61

10 27499 1358.50 273.27 1357.21 1357.21 1299 1354.4
20 90.337 337.710 89.78 337.388 337.388 322.86 336.7
1|30 57.548 148.692 57.377 148.548 148.549 142.15 148.25
40 49.292 82522 49.245 822.473 82473 78.89 82.31
50 46.441 51959 46.466 51909 51.909

19/]
- 10 775.468 2916.05 777.78 29133 2913.19 2913.5  2900.8
20 269.889 727.548 27038 726907 726.89 72698 723.8
2030 132242 322315 13241 322.022 322.02 322.04  320.66
40 76.834 180.487 76914 180316 18031 18033  179.56
50 49451 114.838 49.534 114.731 114.73
10 352.55 172447 35156 1722.84 1712 17166
20 123.5  429.172 122.95 428.76 4261 42721
< | |30 70.067 189.318 69.834 189.139 187.96  188.46
* 40 53331 105386 53.256 105.287 104.45 10491
50 46.89  66.557 4691  66.493 66.011  66.257
60 41236 45482 41417 4544 45.111 4528

Cizelge 5.1 ve 5.2’de dogal frekanslar1 hesaplanan simetrik ¢ubuk, cember eksenlidir
ve h kesitinin degisimi (5.1) esitligindeki gibidir. Mevcut ¢alismada (2) ile elde
edilen ilk iki frekans degerleri ve literatiirdeki sonuglar arasinda kiiciik acilarda
farklar olmasma ragmen ac¢i degeri arttikca sonuclarin birbirine c¢ok yaklastigi
goriilmektedir. Tiim etkilerin dahil edilmesi durumunda ise, sonuglar (1), [21] ve
[22] ile gayet uyumlu fakat (2) durumundaki degerler ile cok farklidir. Sabit — sabit
ve sabit — ankastre kosullarinda ise, kiris acis1 biiyilidiik¢ce, (1) ve (2) durumundaki

birinci frekans degerleri arasindaki fark azalmaktadir. Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2
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karsilastirilirsa, ankastre-ankastre ve sabit-sabit sinir kosullarinda, ¢ubugun kesit
alaninin degisim oranmnin artmasiyla, tiim acilarda frekans degerlerinin arttig

goriilebilir.

Cizelge 5.2 : Simetrik ¢ubuk i¢in elde edilen birinci ve ikinci boyutsuz frekans

degerlerinin (¢ = @R’ (ul EI, )""?) karsilastirilmasi n=0.2).

Bu Calisma [21] [17] [19]1,[20] [18],[19]
@, 1 (2) 1) ) DQM R-R CDM
10 44833 2279.36 447.27 2268.7 2275.39 2069.8  2263.8
20 170.04 567.808 168.86 565.16 566.819 51548 563.93
130 92.850 250.868 92.15 249.69 250.34 227.64 249.15
40 64.570 139958 6399 1393 13971 12694 139
< 50 52.389 88.6389 52.23 88.22 88.48

< 10 857.357 4081.02 4073.37 4076.6  4035.3
20 353.823 1018.82 1017.01 1017.7 1007.4
2|30 190.825 451.728 45096 451.28 446.71
40 117.137 253.274 252.84 253.02  250.46
50 78.151 161.420 161.14

10 281.339 1421.64 277.32 1415 1419.05 1315.1 1416.1
20 94482 353.448 91.22 35179 352779 326.88 352.08
130 58495 155.644 58.05 15491 15535 1439 155.05
40 49.922 86.431 49.7 86.02 86.274 79.875  86.105
50 46914 54416 46.89 54.16 54.317

7
i 10 782.173 3064.48 3058.83 3060.2  3045.7
20 275.651 764.639 763.251 763.58  759.96
230 137.889 338.745 338.134 338.27 336.68
40 80.334  189.669 189.346 189.44  188.53
50 51.874 120.700 120.483

Gutierrez ve digerleri [23], cember eksenli simetrik cubuklarin boyutsuz
frekanslarini, kiris acisin1 da hesaba dahil ederek, Ritz metodu (RM) ile elde
etmiglerdir. Calismada, tiim etkiler ihmal edilmistir. Ayn1 calismayr Yigit [21] ile
Tiifekei ve Yigit [22], tiim etkileri dahil ve ihmal ederek ele almislardir. Cubugun
kesit yiiksekliginin degisimi (5.1) esitligindeki gibidir. Cizelge 5.3’de, 7=0.1 ve
n=0.2 durumlan icin boyutsuz frekans degerleri karsilastirnllmistir. Mevcut

calismada etkiler ihmal edildiginde, birinci ve ikinci frekans degerlerinin [22] ile ¢cok
yakin oldugu, (1) durumunda ise degerler arasinda fark oldugu goriilmektedir. Bunun

temel nedeni, Ozellikle eksenel uzama etkisinin kiiciik a¢1 degerlerinde ¢ok Onemli
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olmasidir. Bu cizelgelerden, soz konusu etkilerin ihmal edilmesinin hatali sonuclara

yol actigr agikca goriilmektedir. [22]’deki birinci frekans degerleri ile [23] deki

ikinci frekans ve sabit-ankastre birinci frekans degerleri bu c¢alismayla oldukca

uyumludur.

Cizelge 5.3 : Simetrik cubuk icin elde edilen birinci ve ikinci boyutsuz frekans

degerlerinin (c = @R’@’ (u/ EI,)"*) karsilastirilmast.

n=0.1 n=0.2
Bu

Bu Calisma [22] [23] Calisma [21] [23]

g (1) (2 @) (2) RM 2 2) RM

10 13.21 65.545 16.19 6548 6196 |69.433 69.11 63.05

1 20 19.72  65.306 22.11 65.24 61.72 |69.185 68.86 62.81
30 24.12 64904 2746 64.84 6133 |68.777 6845 6241

< 40 30.08 64352 36.19 64.28 60.79 |68.214 67.89 61.87
< 10 28.08 117.600 33.46 117.55 117.58 | 124.23 124.18
) 20 42.85 117.423 49.65 117.39 117.41 | 124.05 124.01
30 50.22  117.150 56.23 117.11 117.13 | 123.75 123.72

40 5441 116.763 58.97 116.72 116.74 | 123.34 123.32

10 8.37 41382 9.15 41.34 3957 |43.305 43.10 40.06

1 20 1096 41.148 12.37 41.11 39.34 |43.066 42.86 39.83
30 15.72  40.764 19.77 40.72 38.97 |42.67 4247 39.45

n 40 2396 40.234 31.86 40.19 3845 |42.125 41.92 38.93
i 10 2444 88.823 28.51 88.74 88.75 |93.296 93.22
) 20 31.87 88.645 36.09 88.57 88.58 |93.115 93.04
30 3491 88.360 38.2 88.28 88.29 |92.808 92.74

40 35.56 87.960 38.7 87.88 87.89 |92.382 92.33

10 10.78 52.522 12.59 52.48 52.15 |55.329 54.84

20 15.01 52.285 16.65 52.24 5192 |55.086 54.55

< 1 30 19.178 51.894 22.57 51.85 51.53 |54.687 54.25
% 40 25.952 51.356 3279 5131 5091 |54.135 53.66
50 35.677 50.655 45.54 50.63 50.27 |53.435 52.99

60 45.329 49.869 48.07 49.83 49.47 | 52.604 52.07
Cizelge 5.4, parabol eksenli simetrik ¢ubugun ilk iki boyutsuz dogal frekans

degerlerini gostermektedir. Bu degerleri, Gutierrez ve digerleri [23] tiim etkileri

ihmal ederek hesaplamistir. Yigit [21] ise sadece birinci frekans degerlerini elde

etmistir. Cubuk kesitinin yiiksekligi i¢in (5.1) esitligi kullanilirken, [23]” de ¢cubugun

egrilik yaricapi,
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— RO
k= cos’ ¢ (5.6)

seklinde tanimlanmistir. Cizelge 5.4’deki karsilastirma, tiim etkilerin ithmal edildigi
duruma gore yapilmistir. Mevcut calisma ile [21]’de elde edilen birinci frekans
degerleri ile sabit-ankastre sartinda [23]’de elde edilen degerler olduk¢ca uyumlu,

ikinci frekanslar ise, diger sinir sartlarinda [23] ile birbirine ¢ok yakindir.

Cizelge 5.4 : Parabol eksenli simetrik cubuk i¢in elde edilen birinci ve ikinci

boyutsuz frekans degerlerinin (c = wR’@] (1/ EI,)"?)

karsilastirilmasi.
n=0.1 n=0.2
Bu Bu
Calisma [21] [23] Calisma [21] [23]
9, (2) (2) RM (2) (2) RM

10 65.036 64.89 61.46 | 68.898 68.59 62.57
20 63.281 63.18 59.86 | 67.060 66.80 60.91
30 60.409 60.39 57.18 |64.054 63.88 58.2

> 40 56.503 56.57 53.53 |59.950 59.89 5451

< 10 116.858 116.79 | 123.465 123.36
2 20 114.274 114.28 | 120.752 120.71

30 110.002 110.13 | 116.261 116.34

40 104.109 104.39 | 110.084 110.31

10 41.063 40.97 39.27 | 42976 4278 39.76
20 39.883 39.82 38.15 |41.759 41.60 38.63

1130 37061 3795 3633 39775 39.67 368

" 40 3536 3541 33.87 [37.087 37.05 34.32
s 10 88.208 88.15 | 92.704 92.59
5|20 86.193 86.19 | 90.598 90.54
30 82.855 82.95 |87.118 87.16

40 78.267 78.48 | 82.316 82.48

10 52.119 52,00 51.76 |54.900 54.65 54.47

20 50.664 50.59 50.43 |53.384 53.18 53.06

< | |30 48284 4827 48.16 |50.907 5077 50.75
A 40 45.056 45.12 45.07 |47.543 4750 47.58

50 41.083 41.24 41.18 |43.397 43.46 43.54
60 36.502 36.75 36.44 |38.610 38.78 38.67
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Cizelge 5.5, spiral eksenli simetrik cubugun ilk iki boyutsuz dogal frekans

degerlerini gostermektedir. Cubugun egrilik yaricapi,

R=

RO
cos ¢

5.7)

seklinde tanimlanmistir. Mevcut calisma ile [21]’de elde edilen birinci frekans

degerleri ile sabit-ankastre sartinda [23]’de elde edilen degerler olduk¢a uyumludur.

Ikinci frekans degerleri ise, diger sinir sartlarinda [23] ile birbirine ¢cok yakindir.

Cizelge 5.5 : Spiral eksenli simetrik cubuk icin elde edilen birinci ve ikinci

boyutsuz frekans degerlerinin (c = @wR’@] (1/ EI,)"?)
karsilastirilmasi.
n=0.1 n=02
Bu Bu
Calisma [21] 23] Calisma [21] [23]
9, (2) (2) RM (2) (2) RM
10 65375 6522 61.81 |69.254 68.93 62.89
20 64.625 6449 61.1 68.472 68.17 62.17
30 63.387 63.27 5993 |67.178 6691 60.99
< 40 61.662 61.59 58.31 |65.386 65.16 59.35
< 10 117.397 117.32 | 124.031 123.91
20 116.417 116.36 | 123.006 122.9
30 114.790 114.77 | 121.289 121.23
40 112.510 112.55 | 118.903 118.9
10 41.275 41.18 39.47 |43.195 4299 39.96
20 40.724 40.64 38.08 |42.628 42.44 39.43
30 39.816 39.74 36.88 |41.691 41.52 38.55
n 40 38.566 38.52 36.08 |40.402 40.26 37.35
’ 10 88.621 88.55 |93.134 93.01
20 87.831 87.78 |92.308 92.21
30 86.512 86.5 90.934 90.86
40 84.677 84.7 89.010 88.99
10 52.393 52.27 52 55.185 5493 54.69
20 51.746 51.64 51.45 |54.515 5427 54.03
< 30 50.678 50.59 50.43 |53.408 53.19 53.06
% 40 49.205 49.15 49.07 |51.882 51.70 51.61
50 47344 4732 4724 149946 49.81 49.8
60 45.123 45.15 45.16 |47.637 47.55 47.66
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Sekil 5.7, Sekil 5.4’deki gibi siirekli degisken kesitli ¢cember eksenli asimetrik
cubugun, tiim etkilerin dahil edilmesi durumunda elde edilen frekans degerlerinin
kiris acis1 ile degisimini gostermektedir. Sinir sarti, sabit-sabit mesnetli olarak
secilmis, ilk bes mod icin boyutsuz frekans degerleri hesaplanmustir. Sekil 5.5’deki

simetrik ¢ubuga ait grafikte oldugu gibi, mod gecisi burada da ortaya ¢ikmaktadir.

10000

1000 ~

100 ~

Boyutsuz frekans

10 A

1 T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Kiris acist
| ——mod1 —= mod2 —4— mod3 —e— mod4 —%— mod 5|

Sekil 5.7 : Sabit-sabit mesnetli asimetrik ¢cubugun ilk bes dogal frekanslari.

Sekil 5.8’de, Sekil 5.4’deki gibi siirekli degisken kesitli cember eksenli ¢ubugun,
sabit-sabit mesnet sinir sartinda, farkli kiris acilarinda, bes farkli etki durumu icin
birinci boyutsuz dogal frekanslar1 hesaplanmistir. Bes farkli etki durumu, Sekil
5.6’da simetrik ¢ubuk icin hesaplanan durumlar ile aymidir. Burada da, ozellikle
kiiciik kiris acilarinda, tiim etkileri dahil eden (1) ve tiim etkileri ihmal eden (2)
durumlarda, frekans degerlerinin birbirinden oldukca farkli oldugu goriilmektedir.
Kirig acis1 biiyiidiik¢e biitiin durumlarda frekans degerlerinin neredeyse birbiriyle

ayni oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5.8 : Sabit-sabit mesnetli asimetrik cubugun bes farkli durum icin hesaplanan
birinci dogal frekanslari.

Cizelge 5.6, Sekil 5.4°deki gibi asimetrik geometriye sahip ¢ubugun boyutsuz ilk
dogal frekans degerlerini, cesitli kiris agilar1 ve mesnet sartlarinda gostermektedir.

Referans calismalardaki ¢ubuk cember eksenlidir ve geometrisi,
ng)=h,(+2n(p/9,) —9,12<9<9,12 (5.8)

seklinde tanimlanmustir.

Cizelge 5.6’da tiim etkilerin ihmal edildigi (2) durumda, mevcut ¢alisma ile [22] ve
[18]’de genellestirilmis diferansiyel kuadratiir yontemi (generalized differential
quadrature rule-GDQR) ile elde edilen sonuglar birbirine ¢cok yakindir. [19]’da
Rayleigh-Ritz (RR) ve [18]’de hiicre ayriklastirma (cell discretization method-CDM)
yontemiyle elde edilen sonuglar ise kiris agis1 arttikca mevcut ¢alisma ile uyumlu
hale gelmektedir. Tiim etkilerin dahil edilmesi (1) durumunda ise sonuglar, [22] ile
tim sinir sartlarinda gayet uyumludur. Kiris agis1 arttikca ozellikle ankastre-serbest
ve serbest-serbest sinir kosullarinda, (1) ve (2) durumlarinda elde edilen sonuclarin

neredeyse birbiriyle ayn1 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.6 : Asimetrik ¢ubuk icin elde edilen birinci boyutsuz frekans degerlerinin
(c=wR*(ulEI b)”z) karsilagtirilmas1 (7=0.1).

Bu Calisma [22] [18] [19] [18].[19]
g (1) ) (1) 2) GDQR R-R CDM
10 417.183 201693 417.67 201698 201698 1999.9 2000.5
20 152.86 502290 153.28 502.304 502.303 49833 499.44
30 83.466 221.818 83.73 221.821 221.821 220.06 220.56
j 140 59.088 123.667 59.28 123.669 123.669 122.7 122.97
50 49.424 78259 4939 78257 78257 77.632 77.81
60 44557 53.608 44.68 53.607 53.607 53.172  53.3
80 27.389 29.145 27.95 29.145 29.145
10 266.50 129045 267.09 129048 129043 1286.5 1287.8
20 87.579 320.756 87.75 320.762 320.763 319.09 320.11
- 30 56375 141200 56.45 141.201 141201 141.05 140.92
L | 1[40 48568 78371 4863 78373 78373 78069 78.22
50 45930 49311 45.66 49312 49312 49.124 49218
60 32.194 33545 3251 33.546  33.546 3343 33.484
80 17.419 17.920 17.59 17.920 17.920
10 348.081 164275 34821 1642.61 1637.5 1636.7
20 120.293 408.817 120.48 408.78 40731 407.32
< | |30 68478 180.327 68.58 18030 179.86  179.67
» 40 52540 10037 52.59  100.35 100.17  100.01
50 46.482 63.379 4654 63.373 6324 63.152
60 40.016 43305 40.43  43.300 43.151 43.151
10 92.084 101.483 9224 101.67 101.67
20 24.749 25418 2479 2546  25.467
. 30 11.188 11332 1121 1135
% | |40 6354 6403 6371 6415 641
< 50 4107 41209 4110 4.129
60 2.861 2.882 2878 2.887  2.88
70 2132 21341 2.134  2.138
80 1.649 1650 1.650 1.653  1.65
10 518.86 733209 519.05 73339 733.39
20 161.11 182.057 161.95 182.74 182.74
5 30 75922 80.127 76.16 80.77
A | |40 43367 45082 4357 4510  45.101
= 50 27.734 28.514 27.96 28.59
60 19318 19.609 1934 19.64  19.646
70 14.072 14.248  14.09  14.25
80 10.665 10761 10.67 1077  10.772
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Cizelge 5.6’daki calismanin devamu olarak, Cizelge 5.7°de, ankastre-serbest ve
serbest-serbest sinir sartlarindaki ¢ubugun ikinci dogal frekanslarinin kesit alaninin
degisim oran1 gore karsilagtirmasi gosterilmektedir. Referans ¢alismalardaki sonuclar
ile mevcut caligmadaki sonuglar olduk¢a uyumludur. Kiris agis1 arttikca (1) durumu

ve (2) durumu ile elde edilen sonuglar arasindaki fark azalmaktadir. 7 kesit alani

degisim oraninin artmasiyla, simetrik c¢ubuktaki durumun aksine, frekans

degerlerinin azaldig1 goriilmektedir.

Cizelge 5.7 : Asimetrik ¢ubuk i¢in elde edilen ikinci boyutsuz frekans degerlerinin
(c=wR’(u/EI,)"?) Kkarsilastiriimasi.

n=0.1 n=0.2
Bu Cahisma [22] [18] Bu [18]
Calisma
4 1) (2) 1) 2 GDQR| (2) GDQR
10 409.173 691.935 409.37 692.21 692.20 | 660.294 660.95
20 142.068 171.029 142.12 171.11 171.10 | 163.022 163.21
. 30 67.631 74.5696 68.001 74.682 70.9382
CIIJ ) 40 38.517 40.9899 38.747 41.009 41.008 | 38.9263 38.973
< 50 24.426 25.4818 24.541 25.497 24.1327
60 16.553 17.1286 16.673 17.139 17.139 | 16.1857 16.210
70 11.842  12.1407 11.907 12.157 11.3478
80 8.819 8.9694  8.8290 8.9729 8.9728 | 8.4279 8.4461
10 901.956 2020.47 902.73 2020.5 2020.5 |2011.49 2011.7
20 379.462 504.130 379.74 504.30 504.30 | 501.876 502.11
. 30 192.125 223.393 192.34 223.51 221.932
VIJ 2 40 114.117 123.816 114.29 125.24 125.24 | 123.210 124.70
= 50 75.013  79.6754 75.039 79.766 79.182
60 52.705 55.0105 52.720 55.064 55.064 | 54.7831 54.829
70 38.877 40.0962 38.889 40.173 39.943
80 29.751 30.4375 29.754 30.512 30.512 | 30.3128 30.385

Cizelge 5.8’de, Gutierrez ve digerleri [23], ¢ember eksenli asimetrik ¢ubuklarin
boyutsuz frekanslarini, Ritz metodu (RM) ve sonlu elemanlar yontemi (finite element
method — FEM) ile elde etmislerdir. Calismada, tim etkiler ihmal edilmistir. Ayni
calismay1 Tiifek¢i ve Yigit [22], tiim etkileri dahil ve ihmal ederek ele almiglardir.

Referans caligmalarda, cubugun kesit yiiksekliginin degisimi,

h(@)=h,(1-27(p/9,) —0,/12<¢<g,/2 (5.9)
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seklinde ifade edilmistir.

Cizelge 5.8’de, 7 =0.1 alindiginda, birinci boyutsuz frekans degerleri

karsilagtirilmistir. Mevcut c¢alismada etkilerin ihmal edildigi (2) durumunda,
sonuglarin [22] ve [23] ile ¢cok yakin oldugu goriilmektedir. (1) durumunda ise,
[22]°’deki ve bu calismadaki degerler arasinda farklar oldugu goriilmektedir. (1) ve
(2) durumlan karsilastirildiginda ise, bu cizelgelerden, s6z konusu etkilerin ithmal

edilmesinin hatali sonuglara yol actig1 acikca goriilmektedir.

Cizelge 5.8 : Asimetrik ¢ubuk i¢in elde edilen birinci boyutsuz frekans degerlerinin
(c=wR*@} (u/ EI,)"?) karsilastirilmas1 (7=0.1).

Bu Calisma [22] [23] [23]
9 (2) 1) (2) RM FEM
10 12708 61.439 1547 61.44 60.92
20 18.625 61.202 20.89 61.20 60.72 61.23
< 30 22.813 60.812 26.17 60.81 60.33
< 40 28.799 60.274 35.02 60.27 59.8 60.32
50 37.534 59.598 47.86 59.59 59.12
60 48.862 58.788 56.62 58.78 58.31 58.86

10 8.005 39.309 8.928 39.31 39.19
20 10.639 39.083 12.11 39.08 38.88 39.09
« 30 15482 38.710 19.50 38.71 38.67
7) 40 23.722 38.198 31.46 38.19 38.05 38.23
50 34978 37.552 36.68 37.55 37.41
60 35.699 36.786 36.18 36.78 36.66 36.87

10 10.176 49.061 12.39 50.03 48.82
20 13.356 48.829 16.28 49.80 48.58 49.71
30 16.174 48.446 2222 4943 48.24
40 24989 47918 3248 4891 47.74 48.89
50 40.567 47.253 4492 48.26 47.07
60 43.885 46.461 46.07 4748 46.21 47.50

S-A

Cizelge 5.9, parabol eksenli asimetrik ¢ubugun birinci boyutsuz dogal frekans
degerlerini gostermektedir. Cubugun geometrisi (5.9) esitligindeki gibi, cubuk egrilik
yaricapt ise (5.6) denklemindeki gibi alinmistir.

Cizelge 5.9°daki karsilagtirma, tiim etkilerin ihmal edildigi duruma gore yapilmistir.
Mevcut calisma ile [21] ve [23]’de elde edilen birinci frekans degerleri oldukca

uyumludur. Kesit alam1 degisim oraninin artmasiyla, biitiin mesnet sartlarinda

frekanslarin azaldig goriilmektedir.
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Cizelge 5.9 : Parabol eksenli asimetrik ¢ubuk icin elde edilen birinci boyutsuz

frekans degerlerinin (c = wR’@ (1/ EI,)"?) karsilagtiriimas.

n=0.1 n=0.2
Bu 211  [231 [23] Bu 211  [231 [23]
Calisma Calisma
9, 2) 2) RM FEM 2) 2) RM FEM
10 60.957 61.06 60.53 60.493 60.68 60.46
20 59.29 59.43 59.05 59.37 | 58.837 59.06 58.85 58.94
<F 1 30 56.563 56.76 56.49 56.129 56.41 56.21
< 40 52.856 53.13 5291 53.1 |52.449 5280 52.65 52.72
50 48.278 48.64 48.41 47909 48.34 47.08
60 42984 43.44 4298 43.44 |42.647 43.17 427 43.12
10 39.001 39.06 38.88 38.722 36.84 38.57
20 37.862 3795 37.773 3709137590 37.73 37.52 37.63
VIJ 1 30 36.008 36.13 36 35.747 35.92 35.77
w 40 33.503 33.68 33.46 33.67|33.259 33.48 3322 3342
50 30.438 30.67 30.33 30.214 30.49 30.06
60 26929 37.21 26.68 27.25|26.730 27.05 26.38 27.04
10 48.674 48.76 48.49 47.830 47.99 47.74
20 47.293 4741 47.15 47.27 | 46470 46.66 46.47 46.48
« 1 30 45.042 4520 45.07 44254 44.49 44.36
%) 40 41987 4221 42.14 42.19|41.249 41.54 41.28 41.49
50 38.235 38.53 38.26 37.558 3791 37.52
60 33919 3429 337 343 |33314 33.73 3298 33.73

Cizelge 5.10, spiral eksenli asimetrik c¢ubugun birinci boyutsuz dogal frekans
degerlerini gostermektedir. Cubugun geometrisi (5.9) esitligindeki gibi, cubuk egrilik
yaricapi ise (5.7) denklemindeki gibi alinmistir.

Cizelge 5.10°daki karsilagtirma, tiim etkilerin ihmal edildigi duruma gore yapilmstir.
Mevcut calisma ile [21] ve [23]’de elde edilen birinci frekans degerleri oldukca

uyumludur. Kesit alan1 degisim oranminin artmasiyla, biitiin mesnet sartlarinda

frekanslarin azaldig goriilmektedir.
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Cizelge 5.10 : Spiral eksenli asimetrik ¢ubuk i¢in elde edilen birinci boyutsuz

frekans degerlerinin (c = @wR’¢’ (u/EI,)"?) Kkarsilastiriimasi.

n=0.1 n=0.2
Bu 211  [231 [23] Bu 211  [23] [23]
Calisma Calisma
9, 2) 2) RM FEM 2) 2) RM FEM
10 61.278 61.37 60.79 60.811 60.99 60.79
20 60.560 60.66 60.13 60.6 | 60.099 60.29 60.06 60.17
<F 1 30 59.375 59.50 58.99 58.922 59.13 58.92
< 40 57.735 57.89 57.55 57.85|57.295 5753 5741 57.43
50 55.656 55.84 55.57 55.230 55.50 55.35
60 53.164 53.39 5321 53.39|52.757 53.07 52.92 53.01
10 39.206 39.26 39.09 38.926 39.04 38.78
20 38.673 38.74 38.57 38.69 | 38.396 38.52 38.36 38.41
Vll 1 30 37.796 37.87 37.73 37.524 37.66 37.52
7)) 40 36.589 36.68 36.55 36.67|36.324 3647 3622 364
50 35.075 35.19 35.1 34.819 34.99 34.87

60 33.278 3342 33.22 33.45|33.034 3322 3298 33.2

10 48.932 49.01 48.74 48.082  48.24 48
20 48.314 4840 48.16 48.26 | 47471 47.64 4741 47.45
< 1 30 47.294 47.40 47.15 46.463 46.64 46.39
%) 40 45.886 46.01 45.86 4598 | 45.071 45.27 45.07 45.21
50 44.112 4427 44.09 43317 43.54 43.26

60 41.997 42.19 42.04 422 |41.227 4148 41.18 41.47

Shin ve digerleri [24], cember eksenli asimetrik ¢ubugun ilk iki boyutsuz dogal
frekans degerlerini, tiim etkileri ihmal ederek, diferansiyel transformasyon metodu
(differential transformation method - DTM) ve genellestirilmis diferansiyel kuadratiir
yontemi (generalized differential quadrature rule-GDQR) ile hesaplamislardir.

Calismada, cubuk geometrisinin degisimi, kuadratik bir fonksiyon,

h(@)=h(1+2n(¢/8,)" -¢,/12<¢<g,/2 (5.10)

seklinde tanimlanmustir. Ayn1 ¢calismayi, Tiifek¢i ve Yigit [22], (1) ve (2) durumlar
icin incelemislerdir. Cizelge 5.11°de mevcut calisma ve referans calismalarda elde
edilen boyutsuz dogal frekans degerleri verilmektedir. Mevcut calismada (2)
durumunda elde edilen frekans degerleri ile [22] ve [24]’de elde edilen sonuclar
birbirine ¢cok yakindir. (1) durumunda elde edilen degerler [22] ile uyumlu olmasina
ragmen, (2) durumu ile arasinda agik farklar goriilmektedir. Bu degerler arasindaki

farklar, kiris agisinin artmasiyla azalmaya baslamistir. Cizelge 5.11°den, s6z konusu
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etkilerin ihmal edilmesinin 6zellikle kiiciik kiris acilarinda hatali sonuclara yol actig1

goriilmektedir.

Cizelge 5.11 : Asimetrik cubuk icin elde edilen birinci ve ikinci boyutsuz frekans

degerlerinin (c = wR*(u/ EI b )"'?) karsilastirilmasi (7 =0.1) .

Bu Calisma [22] [24] [24]
9, 1 (2) 1) (2) DTM GDQM
10 417.795 2012.206 417.810 2012.18 2012.2 2012.2
20 153.291 501.1233 153.302 501.118 501.12 501.12
30 83.720 221.3097 83.729 221.304 221.30 221.30
40 59.263 123.3891 59.269 123.386 123.39 123.39
50 49.373 78.0874 49.378 78.0826 78.082 78.082
<« 60 44368 53.4947 99.135 53.4911 53.491 53.491

< 10 832.601 3621.069 832.414 3622.01 3622.0 3622.0
20 335.101 903.9165 335.042 904.183 904.18 904.18
30 177.115 400.7542 177.113 400.884 400.88 400.88
40 107.335 224.6648 107.334 224.733 224.73 224.73
50 71.009 143.1552 71.0099 143.203 143.20 143.20
60 48.997 98.8899 144.114 98.9199 98.920 98.920

10 264.497 1285.127 264.596 1285.10 1285.1 1285.1
20 87.003  319.4308 87.134 319.425 31943 319.43
30 56.275 140.616 56.204 140.611 140.61 140.61
40 48423  78.047 48.461  78.0455 78.046 78.046
50 45.045 49.1066 106.303 49.1058 49.106 49.106
60 32.339 33.4058 32341 33.4052 33.405 33.405

10 762.902 2749.637 762.856 2750.39 2750.4 2750.4
20 260.994 686.0489 260.958 686.247 686.25 686.25
30 126.903 303.9009 126.847 304.001 304.00 304.00
40 73492 170.1646 73.454 170.219 170.22 170.22
50 47955 108.2684 172.160 108.301 108.30 108.30
60 44218 74.6452 442175 74.671 74.671 74.671

5.2 Diizlem Dis1 Serbest Titresim Probleminin Tanim

Cubuk teorisinin v, Q,, Q , M, , M,, F, olarak belirlenen alti bilinmeyeni, egri
eksenli diizlemsel cubugun kendi diizlemindeki titresimini ifade eden (3.38)
esitliginde belirlenmistir. Bu esitlikler birinci dereceden degisken katsayili lineer
diferansiyel denklem takimidir ve (4.11) denklemlerinde matris seklinde ifade
edilmistir. Boliim 4.2°de, bu diferansiyel takiminin yaklasik ¢6ziimii i¢in, matrikant

yontemi kullanilarak, mesnetleme sartlar1 belirli olan siirekli degisken kesitli egri
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eksenli cubugun dogal frekanslarinin elde edilebilecegi bir yontem sunulmustur. Bu
boliimde, siirekli degisken kesitli ve farkli eksen egriliklerine sahip c¢ubuklarin
diizlem dis1 dogal frekanslari, diizlem igi titresim problemlerinde oldugu gibi, (4.21)

esitliginden kokler bulunarak elde edilmistir.

Siirekli degisken dikdortgen kesitli cember eksenli bir ¢ubugun diizlem disi titresim
problemini ele alirsak diizlem igi titresim probleminden farkli olarak, ¢ubuk kesitinin

normal eksene gore eylemsizlik momenti 7, ,

1,(9) =% (5.11)

esitligindeki gibi, polar eylemsizlik momenti 7,

h@)b) | blh@g))
12 12

1,(9)= (5.12)

seklinde alinacaktir. Burulma eylemsizlik momenti J ise, kesitte ¢carpilma olmamasi

durumunda yaklasik olarak,

WH H H*

seklinde tanimlanir [15]. Burada W, H cubuk kesitinin genislik ve yiikseklik

Olciisiinii gosteren degiskenlerdir. Bazi calismalarda ise J ifadesi,

J=1, (5.14)

seklinde polar eylemsizlik momentine esit olarak alinmaktadir. Diizlem dis1 titresim

problemlerinde narinlik orani,

a=R__ R

i \/T (5.15)
A

seklinde ifade edilir. k, sabiti ise Cizelge 3.1°deki degerler gibi alinabilir. Diger

ifadeler, dikdortgen kesitli cubugun diizlem i¢i titresim problemlerindeki gibidir.
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Cubuk kesitinin yiiksekligi # ve boyutsuz frekans c¢ literatiirdeki caligmalarda farkli

sekilde ifade edilmektedir.

Hesaplamalarda, diizlem i¢i problemlerde oldugu gibi, matrikant ii¢ terimli olarak
alinip, ¢oziimiin sinirlar1 50 araliga boliinerek yakinsama yapildiginda yeterli sonuca

ulagsmak miimkiindiir.

Cubuklarin diizlem dis1 dogal frekanslari, ankastre-ankastre (A-A), sabit-sabit (S-S),
sabit-ankastre (S-A), ankastre-serbest (A-Sr), serbest-serbest (Sr-Sr) olmak iizere bes
fakli sinir sarti g6z Oniinde bulundurularak incelenebilir. Cubuklarin iki u¢ noktasi
(A ve B ucu) i¢in bu smir kosullarindan gelen 6 adet esitlik (4.21) esitliginde
gosterilmistir. Bu sinir sartlariyla frekans degerleri hesaplanirken, ¢cubugun, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal ya da dahil eden durumlari

asagidaki rakamlarla gosterilebilir:

(1) Tim etkiler: Bu kabulde Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisinde ihmal edilen biitiin
etkiler, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri gz Oniine alinarak,

frekans degerleri hesaplanir.

(2) Etkiler ihmal: Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisine uygun olarak, ¢ubuga etkiyen
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal edilerek frekans

degerleri hesaplanir.

(3) Kayma deformasyonu: Sadece kayma deformasyonu etkisi géz Oniine alinarak

frekans degerleri hesaplanir.

(4) Donme eylemsizligi: Sadece egilme nedeniyle ortaya ¢ikan donme eylemsizligi

etkisi goz Oniine alinarak frekans degerleri hesaplanir.

(5) Donme eylemsizligi: Sadece burulma nedeniyle ortaya ¢ikan donme eylemsizligi
etkisi goz Oniine alinarak frekans degerleri hesaplanir.

5.2.1 Sayisal ornekler ve sonuclar

Literatiirde, diizlem dis1 titresim problemleriyle ilgili caligmalarda genellikle sabit
kesitli cubuklar g6z 6niine alinmistir. Siirekli degisken kesitli egri eksenli cubugun

diizlem dis1 titresimlerini inceleyen calisma sayisi oldukca azdir.

Huang ve digerleri [28], siirekli degisken eliptik eksenli dairesel kesitli simetrik bir

cubugun diizlem dis1 dogal frekanslarini, dinamik katilik matrisi metodunu (dynamic
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stiffness matrix method) kullanarak elde etmislerdir. Calismada, tiim etkileri hesaba
dahil eden durumu goz Oniine almislardir. Aymi calismayi, Suzuki ve digerleri [29]
modal siiperpozisyon teknigini (modal superposition technique) kullanarak ele
almiglardir. Calismada, tiim etkileri ihmal eden durum i¢in hesaplama yapilmistir. Bu

calismada incelenen ¢ubuk dairesel kesitlidir ve kesit capi,

d(p)=d,[1+02¢*) —¢/12<p<g,/2 (5.16)

Seklinde tanimlanmistir. Burada d , ¢ubuk kesitinin ¢apidir. Dairesel kesitli cubugun

alani,

A(g) =r(d(p)/2)* (5.17)

seklindedir. Cubugun normal eksene gore eylemsizlik momenti,

_x(d(¢)*
1,(9)= ” (5.18)
olarak, polar eylemsizlik momenti,
_x(d(9))*
l[,@=—o (5.19)

seklinde ifade edilir. Cubuk kesitinde ¢arpilma olmadigi kabul edilerek, burulma

eylemsizlik momenti (5.14) esitligindeki gibi alinmistir.

Eliptik eksen egrisinin yarigapi ise,

a’b?
R =
\/az sin” @+ b> cos’ ¢ (5.20)

seklinde alinabilir. Burada a ve b, cubugun eksen egrisinin yiikseklik ve genisligini
gosteren rastgele degiskenlerdir. Bu ornekteki a ve b degerleri Sekil 5.9°da

gosterilmistir.
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b= 189.7Tm

a=23123m

Sekil 5.9 : Eliptik eksenli simetrik cubuk geometrisi.

Ornekte, eliptik eksen egrisinin baslangic yaricap1 yaklasik bir metot tanimlanarak

R, =300 m olarak alinmistir. Cubugun orta noktas: referans kabul edilmis ve

buradaki kesit capt d, =6 m, poisson orani Vv =0.3 alinarak, ¢ =180° Kkiris

acikliginda, ankastre-ankastre mesnet sartinda cubugun ilk alti boyutsuz dogal

frekansi elde edilmistir.

Cizelge 5.12, mevcut calisma ve referans calismada elde edilen bu frekans
degerlerini gostermektedir. Mevcut calismada tiim etkiler hesaba dahil edilmistir.

Referans calismalarda elde edilen degerler ile mevcut calismada elde edilen degerler

arasinda kiiciik farklar goriilmesine ragmen, sonuglar birbirine yakindir.

Cizelge 5.12 : Eliptik eksenli simetrik ¢ubuk i¢in elde edilen diizlem dis1 boyutsuz
frekans degerlerinin (¢ = (@’R," (1/ EI )))

174

4, = 180°
MOD . BY  30] 31
Calisma
1 17447 1710 1711
2 26849 2.663 2.665
< 3 37436 3728 3732
« 4 47843 4815 4824
5 58726 5906 5.921
6 69185 6994 7.018
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6. DENEYSEL TiTRESIM ANALIZi VE TEORIK ANALIZ

Deneysel titresim analizi ya da modal analiz c¢aligmalar1 ile yapilarin dinamik
karakteristikleri olan dogal frekanslari, mod sekilleri ve soniim oranlar1 elde
edilebildiginden, teorik analizlerin gercege ne kadar yaklasabildigi goriilebilmekte,

yapilan kabullerin gercekte saglanip saglanamadig tespit edilebilmektedir.

Giiniimiizde bilgisayar teknolojisindeki hizli gelisime bagli olarak, bilgisayar destekli
Olciim cihazlari, dijital sinyal isleme teknigi, kullanilan yazilimlar da hizla
gelismekte ve bu sayede deneysel titresim analizi daha hizli ve kolay bir sekilde
yapilabilmektedir. Deneysel titresim analizinin yaygmn ve uygulanabilir bir hal

almasi, yapilarin dinamik davranislarinin anlagilmasina 6nemli katki saglamaktadir.

Deneysel calismalar, teorik analizin gercege ne kadar yaklasabildigini gosterse de,
deneyin de kendi icinde Olgme hatalar1 olabileceginden, fiziksel bir biiyiikliigiin
gercek degerini olgebilmek pek miimkiin degildir. Olgme hatalarmin biiyiikliigii,
deneyi yapan kisinin dikkati, 6lcme becerisi, kullanilan deney techizatinin hassasiyeti
ve deney ortamindaki cevresel etkilere bagli olarak degisebilmektedir. Bunlarin
disinda, deneyde kullanilan parcalarin malzemeleri, malzemenin mekanik 6zellikleri
ve mesnet, baglanti elemanlar1 gibi yardimci ekipmanlarin durumu da deney

sonuglarina etki eden faktorler arasinda olabilir.

Bu calismada, siirekli degisken kesitli ¢ember eksenli simetrik ve asimetrik
cubuklarin deneysel titresim Ol¢iimleri ile cubuklarin dogal frekanslar1 elde edilmis,

sonuglar, teorik analiz ve analitik ¢6ziim sonuclariyla karsilastirilmistir.

6.1 Deneysel Titresim Analizi

Deneysel titresim analizi calismasinda, ankastre-serbest ve serbest-serbest sinir
sartlar1 saglanmis, diizlem ici ve diizlem dis1 titresim hareketi i¢in veriler elde

edilmistir.

Diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresim sinyallerinin algilanmas1 amaciyla, tek eksenli

piezoelektrik ivmedlcer (Briiel&Kjaer, 4507B tip), cubugun kendi diizlemi igine ve
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kendi diizlemine dik dogrultularina yapistirilarak ol¢iim yapilmistir (Sekil 6.1).
Yiiksek hassasiyete sahip olan bu ivmedlgerler ile oldukg¢a genis bir frekans

araliginda titresim ol¢iimii yapilabilmistir.

Sekil 6.1 : Deneyde kullanilan piezoelektrik ivmedlger.

Cubuga uygulana ilk hareket, darbe etkisi seklinde uygulanmistir ve bu is i¢in 6zel

tasarlanan Sekil 6.2°deki gibi bir ¢cekic (Endevko, 2302—10 tip) kullanilmistir.

Sekil 6.2 : Deneyde kullanilan darbe cekici.

Cekicin ucunda bulunan sinyal algilayic1 sayesinde, uygulanan kuvvet

Olciilebilmektedir. Bu kuvvetin 6l¢iimii su sekilde yapilmaktadir:

Cubuga uygulanan bu darbe etkisi (impact), zaman ortaminda olciiliir. Uygulanan bu
kuvvet altinda, cubuk; sinir kosullarina ve malzeme ozelliklerine bagl olarak bir
titresim hareketi yapar. Cubugun bu etkiye gosterdigi tepki (response), ¢ubuga
baglanan ivmedlgerler ile yine zaman ortaminda Olciiliir. Etki ve tepki fonksiyonlari,
Fourier doniisiimii (Fast Fourier Transform — FFT) kullanilarak zaman ortamindan

frekans ortamina doniistiiriiliir (Sekil 6.3).
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F(t) X(t)
Olciilen Q

C'ubuk

Flo) X(®)

Sekil 6.3 : Etki ve tepki fonksiyonlarinin zaman ortamindan frekans ortamina
doniistiiriilmesi.
Cubuga ait frekans cevap fonksiyonu (FRF), Fourier doniisiimleri yapilmis tepki

fonksiyonunun, etki fonksiyonuna boliinmesiyle elde edilir [33]:

_ X ()

H(w) Fo) (6.1)

Burada, X (w); frekans ortamindaki tepki fonksiyonunu, F(@); frekans ortamindaki

etki fonksiyonunu, H (@) ; frekans cevap fonksiyonunu gostermektedir.

Deneysel titresim analizinde, ivmedlcer ve cekicten gelen sinyallerin toplanarak
islenmesi icin, PULSE (Briiel&Kjaer) sinyal toplama ve isleme modiili
kullamilmistir (Sekil 6.4). Elde edilen tiim veriler, FRF diyagramlarina aktarilmakta
ve farkli formatlarda saklanabilmektedir. FRF fonksiyonlar1 islenerek, cubuga ait,

rezonans frekanslarini, soniim oranlarin1 ve mod sekillerini elde etmek miimkiindiir.

Sekil 6.4 : Deneyde kullanilan sinyal isleme ve toplama modiilii.
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6.1.1 Deney calismasi

Deneylerde, asimetrik ve simetrik geometriye sahip iki adet, siirekli degisken

dikdortgen kesitli cember eksenli ¢ubuklar kullanilmistir (Sekil 6.5 ve 6.6).

Sekil 6.6 : Deneyde kullanilan asimetrik cubugun geometrisi.

Cubuklar lazer yontemi ile kesilerek imal edilmis olup, malzeme ozellikleri ve

boyutlar asagidaki gibidir:
E=2.1x10" N/m?
G =8.077x10" N/m?

p=7840 kg/m’

v=03
R =200 mm
b=15 mm
hy, =20 mm

Burada h,, cubugun orta noktasindaki referans yerinin kesit yliksekligidir. Sekil

6.5’deki simetrik cubuk geometrisi,
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hg)=h,(1-2n¢19]) —-¢,12<0<¢,/2 ©6.2)
esitligindeki gibi kabul edilerek ve Sekil 6.6’daki asimetrik ¢ubuk geometrisi,
hg)=h,(1+2n(p/4,)) —¢,/2<0<g,/2 6.3)

esitligindeki gibi kabul edilerek, her iki cubuk i¢inde 7 =0.2 kesit alan1 degisim
oranina ve @, =180° kiris agisina gore, cubuklar tasarlanmis ve imal edilmistir.
Deneylerde, cubugun diizleminin i¢inde ve diizlemine dik dogrultuda, sabit tahrik

noktalar belirlenerek; ivmeodlcer, farkli noktalara yapistirilarak olc¢iimler alinmistir

(Sekil 6.7).

Sekil 6.7 : Ankastre-serbest sinir sartinda diizlem dis1 darbe uygulanmasi.

Deney hatalarin1 azaltabilmek icin, her noktada iicer adet Olciim yapilmis ve
ortalamalar alinmistir. Ayrica, sonuclarin dogrulugunu arttirmak icin, ikinci bir
tahrik noktasi secilerek Ol¢timler tekrarlanmistir. Bu noktalardan dogal frekans

degerlerini gosteren FRF fonksiyonlari elde edilmistir (Sekil 6.8).
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Sekil 6.8 : Deneyde elde edilen FRF fonksiyonu drnegi.
6.2 Deneysel Titresim Analizi ve Teorik Analiz Sonuclari

Deneysel titresim analizi calismasi ve teorik analiz ¢alismasi, ankastre-serbest ve
serbest-serbest sinir sartlarinda gerceklestirilmistir. Analitik ¢oziimlerde, Boliim
4.2’de bahsedilen matrikant metodu kullanilarak, MATLAB programi yardimiyla
cubugun diizlem ici ve diizlem dis1 titresimleri elde edilmistir. Sonlu elemanlar
yontemi paket programi olan ABAQUS yardimiyla da, belirlenen sinir sartlarindaki
dogal frekans degerleri ve mod sekilleri ¢ikarilmistir. Abaqus programinda ¢ubuklar,
sekiz nodlu kiibik elemanlar kullanilarak yaklasik 1500 elemana bdoliinerek
modellenmistir (Sekil 6.9). Ug farkli ¢oziim icin elde edilen dogal frekans degerleri

cizelgelerde verilmektedir.

Sekil 6.9 : Abaqus programinda modellenen ¢ubuk 6rnegi.
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Cizelge 6.1 ve 6.2°de, serbest-serbest ve ankastre-serbest sinir sartlarinda ¢ubuklarin
diizlem i¢i ve diizlem dis1 dogal frekanslar1 verilmektedir. Frekanslar, Hz. (Hertz)
cinsindendir. Italik yaziyla belirtilen frekans degerleri, diizlem dis1 titresim
hareketine ait frekanslardir. Analitik modelde dikkate alinan malzeme 6zellikleri ve
sinir sartlarinda yapilan kabullerin, deneysel calismadaki sartlarla tam uyumlu

olamamasi sebebiyle, baz1 modlarda sonuclar arasindaki farklar artmaktadir.

Cizelge 6.1 : Asimetrik kesitli gubugun serbest-serbest sinir sartinda elde edilen
dogal frekanslari.

MOD ANALITiK ABAQUS DENEYSEL
1 209.645 211.51 208

357.983 356.29 368
3 604.237 603.47 601
4 778.126 771.62 806
5 1247.89 1248.7 1242
6 1435.98 1424.9 1500
7

8

9

1890.39 1827.5 2019
2120.03 2108.8 2227
2460.66 2449.3 2644
10 | 2837.83 2721.8 3019
11 | 3158.27 3163.8 3150
12 | 3451.86 3451.3 3450
13 | 4158.22 4191.8 4144
14 | 4380.31 4396.2 4288
15 | 4697.77 4723.7 4500
16 | 5489.23 5555.3 5275
17 | 5767.55 5785.9 5650
18 | 5884.47 5835.2 5900
19 | 6431.18 6463.9 6360
20 | 6811.62 6919.8 6680

SERBEST - SERBEST
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Cizelge 6.2 : Simetrik kesitli cubugun ankastre-serbest sinir sartinda elde edilen
dogal frekanslari.

MOD ANALITIK ABAQUS DENEYSEL
1 32.964 33.81 34.58

48.892 43.31 40

3 119.378 110.57 109.4
4 152.873 147.04 131

5 392.784 386.31 387.5
6 |490.193 480.90 462
7

8

9

901.832 860.38 871.9
1102.32 1065.3 1034
1478.83 1481.0 1544
10 | 1801.30 1837.9 1794
11 | 2173.46 2167.1 2294
12 | 2561.77 2545.5 2544
13 | 2893.98 2792.1 2850
14 | 3301.38 3264.3 3234
15 | 3799.17 3816.2 3750
16 | 3900.23 3822.4 3869
17 | 4492.28 4413.4 4300

ANKASTRE - SERBEST

Abaqus sonlu elemanlar analiz programi ile elde edilen, serbest-serbest sinir
sartindaki asimetrik cubugun, diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresimlere ait mod sekilleri

Ekler bolumiinde verilmektedir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dist
dinamik davranislarini, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkileri gbz Oniine alinarak incelenmistir. Degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin
diferansiyel denklem takiminin yaklasik ¢oziimii i¢in uygulanabilecek alternatif bir

yontem sunulmustur.

Verilen ¢oziim yoOntemi, literatiirde, c¢ubuklarin burkulma problemlerinde
kullanilmasina ragmen, cubuklarin titresim problemlerini inceleyen c¢alismalarin
cogunda kullanilmamistir. Bu ¢6ziim yontemi yani; matrikant yontemi ile incelenen
literatiirdeki ¢alismalarin  sonuglari, referans calismalarda farkli yontemlerle

incelenen problemlerin sonuclariyla genelde birbirine ¢ok yakindir.

Literatiirde bulunan ¢alismalarin bircogunda, eksenel uzama, kayma deformasyonu
ve donme eylemsizligi etkileri ithmal edilerek problemler incelenmistir. Mevcut
calismada, bu etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde edilen frekans degerleri ile
literatiirdeki sonuglar olduk¢a yakin olmasina ragmen; mevcut calismada etkilerin
dahil edilmesi ile elde edilen degerler ve bu degerler arasinda belirgin farklar ortaya
cikmistir. Cubugun kiris acisina, mesnet sartina, sig ya da derin olusuna goére, bu

durumlar ile elde edilen degerler arasindaki farklar degiskenlik gostermektedir.

Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini dahil ederek
problemleri inceleyen literatiirdeki bazi calismalarin sonuglariyla, mevcut calismada
bu sekilde incelenerek elde edilen sonuclar genellikle birbiriyle uyum igerisindedir.
Mevcut calismada kullanilan matrikant yontemi ile c¢oziimlerde yakinsama
iyilestirmesi yapilarak, bu sonuglarin birbiriyle daha da yakin hale gelmesini
saglamak miimkiindiir. Matrikant yontemi hesaplamalari, Matlab sayisal ¢6ziim

programi yardimiyla yapilmistir.

Farkli modlarda ve farkli mesnet sartlarinda, etkilerin tiimiintin hesaplara dahil
edildigi durum icin elde edilen boyutsuz frekans degerleri grafikler iizerinde

gosterilmigtir. Grafiklerden, ayr1 modlara ait egrilerin, aym frekans degerinde
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bulusabildigi gozlenmistir. Farkli modlarda benzer frekanslarin yakalandigi bu
durum mod gegisi olarak adlandirilmaktadir. Mod gecisi durumu, hem simetrik hem

de asimetrik ¢ubuklarda goriilmiistiir.

Etkilerin tiimiiniin dahil veya ihmal edilerek, ya da ayr1 ayr1 alinarak elde edilen
boyutsuz frekans degerlerinin ¢ubugun kiris acisina gore degisimi grafikler tizerinde
gosterilmistir. Grafiklerden, etkilerin dahil edilmesi durum ile ihmal edilmesi durum
arasinda, Ozellikle kiiciik kiris agilarinda, belirgin farklar oldugu goriilmiistiir.

Simetrik ve asimetrik cubuklarin her ikisi icinde ayn1 durum gozlenmistir.

Teorik analiz sonuclarinin gercege ne kadar yaklasabildigini gorebilmek icin
deneysel titresim analizi ¢alismas1 yapilmistir. Deneyler, ayn kiris acikligina sahip,
asimetrik ve simetrik ¢ubuk iizerinde, belirlenen mesnet sartlarinda yapilmstir.
Deney sonuclari, matrikant yontemi ile elde edilen analitik sonuglarla ve Abaqus
analiz programindan elde edilen sonlu elemanlar yontemi sonuclariyla
karsilastirilmistir. Sonuglar incelendiginde, bazi modlarda sonuglarin birbirine ¢ok
yakin ¢iktig1 goriilmiistiir. Baz1 modlarda ise hata oranmi artmistir. Bu durum, analitik
modelde dikkate alinan malzeme ozellikleri ve sinir sartlarinda yapilan kabullerin,

deneysel ¢alismadaki sartlarla tam uyumlu olamamasindan kaynaklanabilir.
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EKLER

EK A : Cubugun serbest-serbest sinir sartinda diizlem ici ve diizlem disina ait
mod sekilleri
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EK A

Sekil A.1 : Cubugun diizlem i¢ine ait birinci mod sekli (211.51 Hz).

cles/tim "-_':I

Sekil A.2 : Cubugun diizlem disina ait birinci mod sekli (356.29 Hz).
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Sekil A.4 : Cubugun diizlem digina ait ikinci mod sekli (771.62 Hz).
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L Deformation S

Sekil A.S : Cubugun diizlem i¢ine ait ii¢iincii mod sekli (1248.7 Hz).

Sekil A.6 : Cubugun diizlem disina ait ii¢iincii mod sekli (1424.9 Hz).
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