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WINKLER ZEMININE OTURAN VIiSKOELASTIK TIMOSHENKO
KIRISLERININ KARISIK SONLU ELEMAN YONTEMI iLE DINAMIK
ANALIZI

OZET

Bu ¢alismada Winkler zeminine oturan viskoelastik Timoshenko kirisinin dinamik
analizi yapilmistir. Bunun i¢in bir karigik sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmistir.
Viskoelastik teori gercege yakin sonug¢ vermesi bakimindan 6nemlidir. Calismanin
amaci zamani hesaplarda bir parametre olarak kullanip, herhangi bir zaman diliminde
yapinin davranist hakkinda fikir sahibi olmaktir.

Bu calisma yedi boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde ¢alismanin amaci ve kapsami iizerinde durularak, problemin tanimi
yapilmis, daha dnce konuyla ilgili yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde viskoelastisitenin tanimi, temel elemanlar, viskoelastik modeller ve
integral formlar hakkinda bilgiler verilmistir. Tanitilan viskoelastik modeller,
Maxwell Modeli, Kelvin Modeli ve Ug¢ Parametreli (Standart Kati) Modeldir.
Viskoelastik malzemelerin biinye denklemlerinin yazilmasina olanak veren integral
formlar ise Bellekli(Hereditary) Integraller admi alir. Gelistirilen formiilasyonun
¢ikis noktas1 bu integral formlardir.

Ucgiincii boliimde ise sonlu elemanlar ydntemi ile ilgili genel bilgiler verilmistir.
Sonlu elemanlarda yaklasim, zayif formiilasyon gibi basliklar kisaca incelenerek bir
problemin sonlu eleman analizindeki basamaklardan bahsedilmistir. Bu calismada
gelistirilen fonksiyonel zayif formiilasyon yontemiyle elde edilmistir.

Dordiincii bolimde genel kiris teorileri hakkinda bilgiler verilmistir. Bunlar
Bernoulli-Euler Kiris Teorisi ve Timoshenko Kiris Teorisidir. Bu iki teorinin sonlu
eleman modelleri kisaca verilerek Karisik Sonlu Eleman Yontemi tanitilmustir.

Besinci boliimde ise, kirisin karigik sonlu eleman formiilasyonunun elde edilisi yer
almaktadir. Kuvvet dengesi ve moment dengesinden zayif formlarin elde edilmesi ve
bu zayif formlar kullanilarak fonksiyonelin elde edildigi ¢oziim anlatilmistir. Bu
asamalarda zaman bagli ifadeler Laplace doniisiimii ile Laplace uzayina taginarak
islemler yapilmstir.

Altinct boliimde ¢esitli sinir kosullart ve farkli yiiklemeler altinda bazi sayisal
ornekler ¢ozililmiis ve bunlarin grafikleri verilmistir. Yiiklemeler, sabit yiik, zamanla
degisen yiik ve anlik yiik olmak iizere ii¢ baslik altinda toplanmis, viskoelastik
modellerin karsilagtirmasi yapilmistir.



Yedinci bolimde yapilan ¢alisma ile elde edilen sonuglar ve gelistirilen
formiilasyonun avantajlar1 anlatilmigtir.



THE DYNAMIC ANALYSIS OF VISCOELASTIC TIMOSHENKO BEAMS
RESTING ON WINKLER FOUNDATION VIA MIXED FINITE ELEMENT
METHOD

SUMMARY

The dynamic responses of viscoelastic Timoshenko beams resting on Winkler
foundation have been investigated and a new mixed finite element formulation is
developed in this study. The theory of viscoelasticity is crucial because of giving
realistic material behaviour. The main purpose of this work is using time as a
variable in formulations and having an opinion about the behaviour of the system in
anytime.

This study consists of seven chapters.

The aim of this study and the contents are described and the problem which we deal
with introduced in the first chapter. Also the studies about the subject which had
been done in the past are given.

An introduction to the theory of viscoelasticity, basic elements, viscoelastic models
and integral forms are given in the second chapter. The Models of Maxwell Fluid,
Kelvin and Three Parameter Solid Type are presented as viscoelastic models. The
Formulaes of constitutive relations of viscoelastic material are named as Hereditary
Forms. The formulation developed in this study is based on these forms.

In the third chapter, a brief information about finite element method has been taken
place. Weak forms, approximation of the solution, functionals and the steps in a
typical finite element problem are given. The functional developed in this study has
derived by using weak formulation.

Two beam theories, Bernoulli-Euler Beam Theory -known as conventional beam
theory- and Timoshenko Beam Theory —which does not neglect the shear effect on
the elastic curvature- are presented in the fourth chapter. A brief finite element
models of these two beam theories are mentioned and The Mixed Finite Element
Method introduced.

In the fifth chapter, derivation of the mixed finite element formulation is presented.
Weak formulations derived from force and moment equilibrium and the solution
which gives us the functional are explained. Laplace Transform is used to get the rid
of time dependent parameters.

Some numerical problems with various boundary conditions and loadings are solved
and related graphics shown in the sixth chapter. The loadings presented in three

Xi



titles as constant load, time-dependent load and impulsive load. A comparison of
viscoelastic models have been done. It is figured that the comparison of the results
with the examples given in the literature was in a good agreement utilizing with the
engineering point of view.

The conclusions and the advantages of the formulation which developed in this study
are explained briefly in the seventh chapter.
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1. GIRIS
1.1 Cahsmanin Amaci ve Kapsam

Giliniimiizde bir¢ok teoride kolaylik bakimindan homojen ve izotrop cisim ve lineer-
elastik malzeme kabulii yapilmaktadir. Ancak yapmin 6nemi, malzemenin daha
gercekei davranisinin g6z Oniine alinmasii gerektirebilir. Bu noktada viskoelastik
hesap on plana ¢ikar. Viskoelastik teori ile hesap, elastik teoriden ¢ok daha karmasik
oldugu halde, viskoelastik hesap gercege daha yakin sonug verir. Ornegin, genis
aciklikli 6zel yapilar, niikleer santraller, su tiirbinleri, uzay araclar1 vb. 6nem arz
eden yapilarda, her malzemede az veya c¢ok var olan viskoelastik malzeme
davraniginin hesaplarda dikkate alinmasi zorunlu hale gelmistir. Bu calismada
viskoelastik Timoshenko Kirigleri igin bir karisik sonlu eleman formiilasyonu

gelistirilmis ve kirisin farkli yiiklemeler altindaki davraniglar1 incelenmistir.

Yapilarda viskoelastik davranis malzemeye bagli olarak degisik zaman dilimleri
icerisinde ortaya ¢ikabilir. Bu durumda, gerilme-sekil degistirme bagintilarini veren
biinye denklemlerinde zamanmn da degisken olarak hesaba katilmasi gereklidir.
Zamana bagli olan viskoelastik problemlerin ¢6ziimiinde asagidaki yontemler

uygulanmaktadir:

e Problemin elastik ¢oziimleri kullanilarak karsithik prensibi ile ¢oziime
gidilebilir.
e (Cesitli sayisal yontemlerden yararlanilarak zaman uzayinda, problem

¢oziilebilir.

e Integral doniisiim yontemlerinden yararlanilarak, problem déniismiis uzayda
cesitli sayisal yontemlerle ¢oziildiikten sonra ters doniisim yontemleri ile

baslangigtaki zaman uzayina doniilerek ¢oziime ulasilabilir.

Bu calismada yapilan viskoelastik hesapta blinye denklemleri zamana bagli olarak
alinmig ve daha sonra islem kolayligi olmasi bakimindan Laplace donisiimi

uygulanarak zamana bagli parametreler ortadan kaldirilmistir. Boylelikle zaman



uzaymdan Laplace uzayina gegen problem, karisik sonlu eleman formiilasyonu
uygulanabilir hale gelmistir. Bu formiilasyon Mathematica program dilinde
yapilmistir. Cesitli yiiklemeler ve buna bagli sinir kosullar1 altinda farkli bir takim
ornekler ¢6ziildiikten sonra Ters Laplace doniisiimii uygulanarak zaman uzayina geri
doniilmiistiir. Incelenen kirisin Timoshenko kirisi olmasi itibariyle kaymann elastik
egriye yaptigi etki ihmal edilmeyerek, hesaba katilmistir. Ayrica dinamik analiz

yapildig1 i¢in atalet kuvveti de hesaplarda dikkate alinmistir.

1.2. Konu ile ilgili Cahsmalar

1948’de Alfrey, elastik-viskoelastik kargilagtirmasi yaparak lineer viskoelastik
problemlerin ¢6ziimiine gitmistir. Bu konunun bir benzeri ile 1955°de Lee, Laplace
doniisiim yaklasimini ortaya atmistir. Bu iki ¢éziimde de elastik ¢oziimiin kapali

formunun var olmasi halindeki viskoelastik problemler ¢oziilmiistiir.

1963°de Flaherty, Laplace doniisiim yontemini kullanarak, uzamaya ve yukaridaki
calismalara ek olarak kaymaya karsi da viskoelastik kabul edilen Timoshenko
kirisinin titresim problemini ele almis, calismasinda; uzamadaki viskoelastik

operatoriin kaymadaki ile orantili oldugunu diigiinmiistiir.

1966°da Pan, eksenel viskoelastik biinye bagintis1 kabulii yan1 sira kayma icinde
viskoelastik kabul yapmistir. Ancak, malzemenin sikismazlik kabulii 6zel biinye
yapisina doniismiistiir. Degiskenler, elastik ¢ozlime ait 6zfonksiyonlar kullanilarak

seriye acilmis ve zaman uzayinda ¢éziimlere ulagilmastir.

1968’de Halpin ve Pagano, anizotrop katilarda Prony serisi ile gosterilebilen
viskoelastik ~ malzemenin  gevseme  fonksiyonuna  simetrik  matrislerle
ulagilabilindigini ispatlamistir. Ayn1 yil, Zienkiewicz ve arkadaglar1 kiigiik zaman
adimlar1 ile, bu zaman araliginda gerilmelerin sabit oldugu kabulii ile sekil
degistirme uygunluk kosulunu kullanarak adim adim ¢oziime ulagmistir. Ayrica
Berger tarafindan kismi diferansiyel denklem takimina integral doniisiim teknikleri

kullanilarak ¢oziimlere ulagilmistir.

1970°de Taylor ve arkadaslari, sicaklik ve mekanik yiikler altinda lineer viskoelastik
kuazi-statik problemlerin ¢éziimii i¢in ayr1 bir hesap algoritmasi gelistirmislerdir. Bu
algoritmada, stasyoner problem i¢in bolge ayriklastirilarak, integral denklem

sisteminin ¢ozlimiine indirgenmistir.



1971’de Huang ve Huang tarafindan yapilan Laplace doniisiimii ile karsitlik prensibi
kullanilarak viskoelastik Timoshenko kirisinin serbest titresimi incelenmistir. Rizzo
ve Shippy tarafindan yapilan baska bir c¢alismada da yine Kkarsithik prensibi
kullanilarak lineer viskoelastik malzemeden yapilmis diizlem sinir deger problemleri

icin Laplace doniisiim uzayinda sayisal ¢oziimlere ulagilmistir.

1972°de Aboudi, kiiresel bosluga sahip, yiizeyden ani yiiklenen viskoelastik problem
icin Fourier doniisim teknigi uygulayarak yaklasik ters doniisiimle c¢oziime
ulagmistir. Ayn1 y1l Carpenter tarafindan Kelvin malzemesi serisi ile gosterilebilen ve
Poisson orani sabit kabul edilebilen 6zel bir viskoelastik malzeme igin t zaman

parametresi gdz Oniine alinarak Runga-Kutta ve sonlu eleman yontemi kullanilmigtir.

1973’de Adey ve Brebbia tarafindan Laplace doniisiimii ile zaman parametresi yok
edilerek statik yiikler i¢in, problemine karsi gelen elastik yapir sonlu elemanla
¢oziime ulasiliyordu. Viskoelastik yapi igin kabul edilen 6zel bir gevseme

fonksiyonu i¢in, ters doniisiimler miimkiin olmakta ve ¢oziimlere ulasilmaktadir.

1974’de Warzee tarafindan termoviskoelastik problemler ele alinarak gercek uzayda
sonlu elemanlar ve sonlu farklarla ¢oziilmiistiir. Ayrica donilisiim teknigi ile zaman
parametresi yok edilmistir. Doniisiim uzayinda ulasilan sonuglardan ters doniisiimle
¢Ozlime ulasilmistir. Ayni1 y1l Yamada ve arkadaslari, Maxwell ve Kelvin gibi 6zel
malzeme ve harmonik gerilme kabulii ile rijitlik matrisi elde edilerek, serbest titresim
frekanslarina ulasilmiglardir. Yapilan baska bir c¢alismada Holzlohner tarafindan

zamana bagli sonlu eleman problemlerine Laplace dontisiim teknikleri uygulanmistir.

1976’da Kiral ve arkadaslar1 tarafindan genel geometriye sahip viskoelastik
cubuklara ait integro-diferansiyel denklemler elde edilmistir. Denklemleri dinamik
yiikler altinda ¢6zmek i¢in Laplace doniisiimii kullanilarak adi diferansiyel denklem
takimi elde edilmistir. Bu denklem tasima matris yontemi ile Laplace uzayinda
¢oziilmiis ve ters doniislimlerle sonuca ulasilmistir. Ayni yil Piessens ve Dang
tarafindan yapilan calisma ise, sayisal ters Laplace doniisiimii ve uygulamalari i¢in
1934 ile 1976 yillar1 arasinda yapilan 3000’den fazla referanslar gosterilerek

derlenmistir.

1977°de Huang elastik zemine oturan liner viskoelastik Timoshenko kirisinin sabit
hizla hareket eden hareketli yiikler altindaki davranisim1 incelemistir. Ayni yil

Yagawa ve arkadaslar tarafindan virtiiel is denklemlerine, yer degistirme kosullarini



katabilmek i¢in Lagrange carpani kavrami kullanilmistir. Bdylece siliperpozisyon
yontemi genellestirilmis diizlem elastisite denklemleri kullanilarak zaman bagh kiris
egilme problemlerine ¢oziim aranmistir. Bagka bir calisma Aral ve Giilgat tarafindan
yapilmistir. Calismalarinda zamana bagli sinir sartlar1 ile dalga denklemlerinin
¢oziimili Laplace uzayinda sonlu eleman yontemi ile elde edilmis ve ters doniisiim

yontemi ile sonuglara ulagilmistir.

1979°da Krings ve Waller, tasima matrisi yontemini Laplace doniisiimii ile

birlestirerek basit kirisin titresim problemi hakkinda ¢alismislardir.

1981°de Manolis ve Beskos, ¢alismalarinda delik iceren keyfi sekilli bir viskoelastik
ortamda diizlem harmonik veya degisken dalga nedeniyle gerilme y1gilmalarini sinir

integral yontemiyle bulmustur.

1982°de Narayanan ve Beskos, kompleks zamana bagli diger problemleri sayisal
olarak ¢ozmek icin Laplace doniisim yontemlerinin kullanilmasinda genel ve
sistematik bir tartigma sunmustur. Zaman bolgesindeki ¢6zliimii, sayisal ters Laplace
alarak , elde edilen ¢oziimle kontrol etmistir. Ayrica literatlirde varolan sekiz adet

sayisal ters Laplace doniisiim yontemlerini kullanimlarina gore incelemislerdir.

1986°da Podhorecki, gubugun boyuna titresimini incelemek ic¢in ger¢cek uzayda sonlu
eleman kullanmistir. Ayn1 yil White tarafindan Hereditary Integral tipindeki biinye
bagintilar1 sonlu farklar ile ayriklastirilmis diizlem sekil degistirme problemine,
sonlu eleman yontemi ile ger¢ek zaman uzayindan statik yiikler igin ¢oziim

bulunmustur.

1987°de Chen ve arkadaslar1 tarafindan bir boyutlu 1s1 problemlerini Laplace
doniistimii kullanarak sonlu eleman yontemi ile incelemislerdir. Calismada Honig ve

Hirdes ters doniigiim yontemleri kullanilmigtir.

1988’de Sim ve Kwak tarafindan izotropik lineer viskoelastik problemler sinir
eleman yontemi (BEM) ile zaman bolgesinde formiile edilmistir. Viskoelastik temel

cOziimler gevseme fonksiyonlarinin sabit katsayilari cinsinden temsil edilmistir.

1990°da Rencis ve arkadaslar1 Euler-Bernoulli viskoelastik kirisinin davranigini
zaman basamakli Newman yontemine dayali islem ve sonlu eleman ydntemi

kullanmislardir.



1992°de Lubliner ve Panoskaltsis tarafindan viskoelastik malzemeleri tanimlamak
icin Kuhn modelleri genellestirilmis ve siinme fonksiyonlar1 asimptotik olarak
logaritmik olan yap1 malzemeleri igin genellestirilmistir. Siinme fonksiyonlar

kullanilarak Laplace doniisiim yontemi ile gevseme fonksiyonlari bulunmustur.

1995°de Lee zaman bdlgesinde smir eleman (BEM) yontemiyle viskoelastik
cisimlerin gerilme analizini incelemistir. Temel ¢oziimleri ve gerilme g¢ekirdegini
elastik-viskoelastik karsitlik prensibi kullanarak elde etmistir. Aymi yil Chen
tarafindan bir ¢alisma yapilmistir. Calismasinda, viskoelastik Timoshenko kirisinin
Kuazi-statik ve dinamik analizi i¢in Laplace doniisiimii yardimiyla sonlu eleman
yontemini kullanmistir. Problemlerinde basitlestirme yapilmis ve 06zel olarak,
kolayca Ters Laplace Doniisiimii alinabilen siinme fonksiyonu Prony serisine
acilmistir. Ayrica kaymaya karsit olan siinme fonksiyonu da uzamadaki siinme

fonksiyonu ile ayn1 alinmistir. Bunun anlami Poisson orani sabit alinmstir.

1997°de Johnson ve arkadaglari da, Maxwell katisin1 Prony serisi ile temsil
etmislerdir. Viskoelastik ince kirislerin Dinamigi igin hareketin elastodinamik
denklemlerini virtliel is prensibinden tiireterek sonlu eleman yontemi ile gercek
uzayda ¢Oziilmistir. Elastik degerlere viskoelastik degerler siiperpoze edilmistir.
Ayni yil bagka bir caliysma da Wang ve arkadaslar1 tarafindan yapilmastir.
Calismalarinda kuazi-statik yiiklemeler altinda lineer viskoelastik Euler-Bernoulli ve
lineer viskoelastik Timoshenko kirisinin egilme ¢oziimleri arasinda kesin iligkileri
sunmaktadir. Bu iliskiler bilinen Euler-Bernoulli sonuglarinin, Timoshenko

sonuglarina dogrudan gecisi saglamaktadir.

1999°da Akoz ve Kadioglu tarafindan yapilan calismada viskoelastik Timoshenko
kirisinin Kuazi-statik ve dinamik yiikler altinda davranigi Laplace—Carson uzayinda
karigik sonlu eleman yontemi ile incelenmistir. Calismada donme ve kayma etkileri
de dikkate alinmistir. Ayrica uzama ve kaymaya kars1 her ikisi de farkli viskoelastik

Ozellik gosteren malzeme olarak alinabilmektedir.



2.VISKOELASTISITE

2.1. Viskoelastisiteye Giris

Baz1 malzemelerde ¢evre kosullarina baglh olarak mekanik davranis ylikleme hizina
ve siiresine bagli olarak degisir. Bu durumda, malzemelerin gerilme-sekil degistirme
bagintilarin1 veren biinye denklemlerinde, zamanin da bir degisken olarak hesaba
katilmasi gereklidir.
Zamanin mekanik davranisa etkisini incelemek igin, t=0 aninda bir ¢ubuga oo sabit
gerilmesi uygulanir, t; slire sonra bosaltilir. Sonra zaman i¢inde olusan sekil
degistirmeler olgiiliir. Elde edilen sonuglarla ¢izilen sekil degistirme-zaman egrileri
malzemenin davranigi ve zamana bagliligi hakkinda bilgi verir. Genelde,

e Elastik

e Plastik

e Viskoelastik
olmak tizere ii¢ ¢esit davranig bigimi goriiliir.
Bunlardan birincisi olan elastik davranista, malzemeye yiikleme yapildigi zaman
sekil degistirme gerilme ile ayn1 anda olusur ve yiikleme degigsmedikce gerilme ve
sekil degistirme sabit kalir. Kuvvet kaldirildiginda gerilme ve sekil degistirme de

sifir olur. Yani ortam baslangi¢taki konumuna geri doner (Bkz. Sekil 2.1).
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Sekil 2.1 Elastik davranigin c-¢ diyagrami



Sekil 2.2°de goriilen plastik davranista, akma siirinin (of) iistiine ¢ikan bir gerilme
uygulaninca ani sekil degistirme ve onu izleyen plastik sekil degistirme kisa siirede
olusur ve zamanla degismez. Yiik kaldirilinca plastik sekil degistirme kalir. Plastik
sekil degistirme zamandan ve ylikleme hizindan bagimsiz olarak sadece gerilmenin

gecmiste aldig1 en biiyiik degerine baglidir.
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Sekil 2.2 Plastik davranigin 6-¢ diyagrami
Viskoelastik davranista, malzemeye sabit gerilme uygulandiginda ani elastik uzama
ve hemen ardindan zamanla siirekli artan uzama olusur. Yiik kaldirildiginda ise, ani
bir geri doniisii, zamanla azalan bir geri donis izler (Bkz. Sekil 2.3). Herhangi bir
andaki sekil degistirme gerilmenin ge¢miste aldigi biitiin degerlere baglidir. Ayrica
viskoelastik davranigta sekil degistirmeye ylikleme hizinin ve siiresinin de etkisi
vardir. Elastik ve plastik davranista yiikleme hizi ne olursa olsun ayn1 gerilme altinda

son sekil degistirmeler ayni olurken viskoelastik cisimde farkli olur.

v
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Sekil 2.3 Viskoelastik davranisin e-t diyagrami



Yiikleme altindaki cisimlerin zamana bagli davranigi siinme ve gevseme olarak
tanimlanabilir. Siinme, sabit gerilme altinda malzemelerde zamanla siirekli olusan
sekil degistirme olayidir. Siinme denen bu olay metallerde yiiksek sicakliklarda,
beton, ahsap ve plastiklerde ise oda sicakliginda olusur. Malzemenin siinmesi yapi
elemanlarinin davranisin1  belirlemede zaman zaman Onemli rol oynar. Sekil
degistirmenin uzun siire devam etmesi sonucunda, yapida istenilmeyen degisiklikler
ortaya ¢ikabilir. Bliyiik sekil degistirmeler ortaya ¢iktiginda, bunlarin mertebesinin
hesaplanarak  yapmin Omrii boyunca emniyetli kalabilmesini  saglamak
gerekmektedir. Yap1 sistemlerinde gerilmelerin yaninda sekil degistirmenin de sinirl
olmasi gerekir. Sabit sekil degistirme altindaki bir malzemede gerilmenin zamanla
azalmasi olayma da gevseme (relaxation) denir. Gevseme zamana bagli bir davranis

gosterir. Bazi uygulama alanlarinda gevseme olayimin gézoniine alinmasi gerekir.

2.2. Dogrusallik

Herhangi bir t zamaninda gerilme, sekil degistirme ile orantili ve lineer
sliperpozisyon ilkesi gegerli ise bu malzemeye dogrusal (lineer) viskoelastisite denir.

Bu dogrusallik i¢in saglanmasi gereken kosullari,

£lco(t)] =c£[o(t)]
(2.1)
£lo1(t) + oot - to)] = £[o1(t)] + £[oa(t - )]

seklinde £ bir operator ve ¢ bir sabit olmak iizere matematik ifadelerle yazabiliriz.

2.3. Temel Elemanlar

Viskoelastik davranigin genel olarak yay ve yag kutusu (amortisor) diye
isimlendirilmis iki temel eleman1 vardir. Yay seklinde mekanik modelle temsil edilen

cisimlerde biinye denklemi,
c=E¢g (2.2)
seklindedir ve gerilme ile sekil degistirme orantili olup bu modele uyan cisimlere

Hooke cismi denir. Dashpot olarak isimlendirilen yagli amortisorlerle mekanik

modellendirilmis cisimlerde biinye denklemi,

c=1¢ (2.3)



seklinde ifade edilmektedir. Burada n viskozite katsayidir. Goriildigii gibi gerilme

ile sekil degistirme hiz1 orantilidir. Bu 6zellige sahip cisme Newton cismi denir.

2.4. Viskoelastik Modeller

Gergek cisimlerin davranist bu temel modellerin karisimindan meydana gelen
mekanik modellerin davranisina benzetilir. Bunlarin karisik olarak birlesmesinden

elde edilen gesitli modellerle viskoelastik cisimlerin davranisi formiile edilir.

2.4.1. Maxwell cismi

Bu model Sekil 2.4’teki gibi bir Hooke cismi ile bir Newton cisminin seri
baglanmasi ile elde edilmektedir. Ayni ¢ gerilmesi etkisinde olan bu modelin €
toplam uzamasi, yaydaki uzama ¢; ile amortisordeki uzama &, ’nin toplamina esittir. ¢

toplam uzamanin zamana gore tiirevi,
E=¢c1+ & (2.4)

olmak iizere (2.2) ve (2.3) ifadesinden,

.o
&= —+ 2.5
3 (2.9)

3 |Q

seklindeki Maxwell cisminin mekanik davranisinin diferansiyel denklemi elde edilir.

Bu (2.5) ifadesini diizenlersek bilinye denklemi,

Eic+no =Ein e (2.6)

haline gelir.

:
\

Sekil 2.4 Maxwell cismi



2.4.2. Kelvin cismi

Bu model de Sekil 2.5’te goriildiigli gibi bir yay ile bir amortisdrden olusan iki temel
modelin paralel baglanmasindan meydana gelmektedir. Her iki temel model uzamasi
ayni € “dur ve modellere gelen gerilme o1 ve o, ise Kelvin cismine uygulanan o
gerilmesi bunlarin toplamidir. Buna goére (2.2) ve (2.3)’den cismin mekanik

davraniginin diferansiyel denklemi,

c=Eye+n¢ (2.7)
seklindedir.
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Sekil 2.5 Kelvin cismi

2.4.3. Uc parametreli (standart kati) cisim

Bu model de temel elemanlardan iki tane yay ve bir tane amortisoriin baglanmas: ile
elde edilmektedir. Sekil 2.6°da gosterildigi gibi temel elemanlardan olan bir yaymn
Kelvin cismine eklenmesiyle meydana gelmistir. Standart kati cisme uygulanan ¢
gerilmesi, yaydaki o gerilmesi ile Kelvin cismine gelen o gerilmesine esittir.
Uzamalar i¢in ise Standart kat1 cismin & uzamasi, yaydaki & uzamasi ile Kelvin
cisminin g Uzamasinin toplamidir. Boylece (2.2) ve (2.3) ifadelerinden de

yararlanarak Standart kat1 cisim i¢in mekanik davraniginin diferansiyel denklemi,

(E1+E)o+no=E E,e+Eine¢ (2.8)
seklinde elde edilir.

n

T 1

J .

< O—/VVW\ —0O0—>
VAVAVAVAN
(0] = 9

E,

Sekil 2.6 Ug parametreli (Standart kat1) cisim
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2.5. Diferansiyel Form

Boliim 2.4’te agiklanan basit 6zel modellerdeki (2.6 - 2.8) biinye denklemleri

PoG+PLo=Qoe+q e (2.9)

formda yazilabilir. Bu ifade genellestirilmek istenirse viskoelastik malzemelerin

biinye denklemleri en genel formda,

p00+p16+p2<}+ p3&+...=qos+q1é+qzé+q3£+... (2.10)

seklinde ifade edilebilir. O zaman viskoelastik malzemelerin tek eksenli gerilme i¢in

gerilme-sekil degistirme iliskileri kisaca,

POo=QU¢e
(2.11)

seklinde yazilabilir. Burada PO ve QLU operatorlerdir. Bu operatdrler zamana gore

malzeme sabitlerine bagli lineer diferansiyel operatorlerin serisi olarak,

PO = i P, % , QO = rzn(;qr % (2.12)
sekilde ifade edilebilir. Burada p, ve g, , malzemenin n viskoelastisite katsayilari ile
E elastisite modullerinin birlesiminden meydana gelmis katsayilardir. Ayrica
modeldeki elemanlarin 6zel olarak siralanmasina baghdirlar. Ozellikle serinin belli
bir sayida terimi segildiginde, lineer viskoelastik malzemenin 6zel bir tipinin

mekanik davranisina ait biinye denklemini karakterize eder.

2.6. integral Form

Lineer viskoelastisitede siiperpozisyon prensibi gecerlidir. Boylece, varolan
problemin toplam sonucu, her bir sebebin sonuglarinin toplamina esittir. Buna gore
herhangi bir malzemeye Sekil 2.7.a’daki gibi basamak seklinde gerilme uygulanirsa,

yiiklemeye yanit olarak siinme,

11



et)=ocpJ(t) o1 J(t-t) +o J(t-1p) + ... (2.13)

bi¢iminde olacaktir. Burada J(t) siinme fonksiyonudur.

®
o+do r G

G?

G,
Op

v
v

t; t t T t+dt t

@ ®

Sekil 2.7 o —t diyagranm
Bu nedenle Sekil 2.7.b’deki gibi keyfi 6 = o(t) gerilme etkisi altindaki malzemede do
biiylikliigii seklinde ve herbirinin sonsuz kiiciik basamak yiiklemeler olarak

incelenebilir. Buna karsilik siinme davranisi,
t
g(t) = jJ(t—r)da
(2.14)
t do
et)y= |J({t-7)—dr
® j (t-0)
seklinde integral alarak siiperpozisyon ile bulunabilir. Bu tiir integraller Bellekli
(Hereditary) Integraller olarak isimlendirilir. Bdylece herhangi bir t zamandaki sekil
degistirmenin, uygulanan biitiin gerilmenin etkisine bagli oldugu goriilmektedir.

Baslangicta malzemeler icin sekil degistirme ve gerilmelerin sifir oldugu

sOylenebilir. O zaman (2.14) ifadesinde, zamanin negatifligi sz konusu olamaz ve
h do
g(t) = j J(t-7)——dr (2.15)
0 dr

seklinde yazilabilir.
Bundan baska, yiiklenen gerilmelerin baglangigta ani olarak yapildig diisiiniiliirse

t=0"daki ¢(0) biiyiikligii de dikkate alindig1 zaman genellikle,

&(t) = o(0)J (t) + j 3t-7)9%; (2.16)
5 dr

12



formunda yazilir.

Yukaridaki benzer diisiince ile, gerilmeler de zamanin bir fonksiyonu olarak,
i de
o(t) = j Y(t-7)—dr (2.17)
c dr

seklinde sekil degistirmeler integral igine sokularak gosterilebilir. Burada Y(t)
gevseme fonksiyonudur. Malzemeye t=0 aninda bakilarak baglangigta gerilme ve
sekil degistirmenin olmadigr diisliniilerek, (2.15) ve (2.16) ifadeleriyle
karsilastirildiginda benzer sekildeki ifadeler,

o(t) = .([Y(t —7) j—idr (2.18)
ve

o(t) =(0)Y (t) +Jt.Y(t —T)%df (2.19)

olarak yazilabilir.
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3. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

3.1. Sonlu Elemana Giris

Insanoglunun artan bilimsel meraki ve bu hali ivmelendiren gelisen teknoloji
dolayistyla meydana ¢ikan islemlerin karmagikligi her alanda oldugu gibi mekanikte
de artik klasik yoOntemlerden ziyade yaklasik sonuglar veren yontemlerin
kullanilmasimi kagimilmaz kilmistir. Giinlimiizde sistematik yapisinin bilgisayara
uygulanabilirligi, yaklagimdaki keskinligi ve hizi nedeniyle kompleks mekanik
problemlerinin ¢6ziimiinde basta gelen yontemlerden birisi de Sonlu Elemanlar
Yontemidir (FEM). FEM’in temel ilkesi bir problemin tanimli oldugu tanim
kiimesini daha basit alt kiimelere ayirmak ve bu alt kiimeler arasi iligkileri fizik
kanunlar ile bagintilayarak problemin ayrik bir benzerini olusturmaktir. Bu durumun
getirdigi avantajlar incelenen probleme gore degisse de biz genel olarak yapi
mekani8i i¢cin degisken geometrili, karma malzemeli sistemlerin analizine iliskin
olanlar1 siralayabiliriz. Gergekten de kompleks geometrili olan bir sistem i¢in en
akilc1 yol, incelemenin matematiksel olanaklar tanidig: alt elemanlar olusturmaktir.
Bu sekilde ana sistem daha basit alt sistemlerin birlesik bir biitlinliymiis gibi
diistiniiliir. Sonlu Elemanlar Yo6ntemi’nde izlenen yolu genel olarak {i¢ baslik altinda

Ozetleyebiliriz:

1. Biitlinii parcalara bolmek: Bu sekilde kompleks geometrili kiimeler,
geometrisi basit alt kiimelerin toplami olarak isleme girmektedir.

2. Yakinsama fonksiyonlarinin her eleman iizerinde tiiretilmesi: Yakinsama
fonksiyonlar1 her eleman {izerinde Olusturulan, genelde cebirsel
polinomlardir.

3. Elemanlarin toplanmasi: Nodal degerler kullanilarak her parca icin cebirsel
iliskilerin kurulmasi ve biitiinlin ¢6ziimii olacak sekilde bu parcalarin

birlestirilmesidir.
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3.2. Sonlu Elemanlarda Yaklasim

Genel olarak herhangi bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii problemin smir
sartlari1 saglayan N adet y; fonksiyonlarinin ¢6ziim olusmasi igin belirlenmesi
gereken u; katsayilart ile carpiminin lineer toplami seklinde belirtilir. Buna gore

bagimli degiskeni u olan bir fonksiyon i¢in
N
u=Uy = Zuil//i (3.1)
i1

kabuliinli yaparak isimizin her eleman i¢in 6nceden belirlenmis y; fonksiyonlarina
¢Oziim olacak uygun wu; katsayilarinin bulunmasi oldugunu soyleyebiliriz. w;
fonksiyonlar1 ile ¢6ziim olan u ayni boyutta olduklar1 i¢cin u” nun saglamasi gereken

sinir kosullart ; ifadeleri de saglanmalidir. Katsayilar1 belirlerken kullandigimiz

ifade
j WRdX =0 (3.2)

seklindedir. Bu ifadeye agirlikli integral denir. Yine burada R, Uy seklinde
yaptigimiz ¢oziim kabuliiniin ilgili diferansiyel denkleme yerlestirilmesi ile elde
edilen yeni diferansiyel denklem, artan olarak adlandirilir. w ise agirlik fonksiyonu
olarak ifade edilir. Cozlimiin yakinsamasi i¢in w’nin R’ye uygun olarak seg¢ilmesi
gerekir. Burada dikkat ¢eken husus Uy nin yaklasik olup “0”(sifir) olmadigidir. Aksi
halde integral ifadenin sifir edecegi agikardir.

Burada uygulayacagimiz yaklasik hesaplar ile ilgili olarak ‘Varyasyon Hesab1’
bahsine deginmek gereklidir. Varyasyon Hesab1 (Degisim Hesabi) fiziksel anlami
olan ifadeleri ilgili fiziksel prensipler (6rnegin minimum potansiyel enerji) geregi
ekstremum yapan ¢0ziim kabullerinin aranmasidir. Buna gore bir problemin

bagimsiz degiskeni i¢in
N
Un = Zci¢i + ¢, (3.3)
i=1

seklindeki ¢Ozlimlerin arandifi, ci katsayilarmin belirlendigi ve bu amag igin
yukarida verilen benzer integral ifadelerin kullanildigi yontemlere genel olarak
Varyasyonel yontemler denir. Varyasyonel yontemler, secilen integral ifade,
kullanilan agirlik fonksiyonu (w) ve dolayisiyla baslangigta kabul edilen belirli

sartlar1 saglamasi gereken ¢ fonksiyonlar1 bakimindan birbirlerinden ayrilirlar.
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Varyasyon hesabi i¢in bir takim kavramlara daha ihtiya¢ vardir: Secilen koordinat

fonksiyonlarmin ( ¢, ) matematiksel karakterinin belirtilmesi agisindan siireklilik

(continuity) tiplerini agiklamak gerekirse; Herhangi bir tanim kiimesinde cesitli
sayida bagimsiz degiskenle tanimlanmis herhangi bir fonksiyonun m de dahil olmak

tizere m kere kismi tiiretilmesi miimkiinse ve bu tiirevler siirekliyse bu tip

fonksiyonlar ¢ C™ tipindedir’ diye adlandirilir. Buna gére C° tipindeki bir

fonksiyonun ise sadece 1. tiirevleri mevcuttur fakat bu tiirevlerin siirekli olmalar

gerekmez. Ornegin bagimsiz degisken x olmak iizere Z—f bulunmali ama siirekli
X

olmasi sart degildir. Incelenen fonksiyon tek degiskenli ise tanim kiimesi bir dogru
veya egri, iki degiskenli ise tanim kiimesi bir yiizey mesela bir diizlem olabilir.

Sonlu Elemanlar Yontemi’nde karsilasilan problem tipleri

e Simir Deger Problemi

e Baslangi¢c Deger Problemi

e Ozdeger Problemi

olarak siniflandirabilir. Sinir deger probleminde diferansiyel denklemin bagimh
degiskeninin tanimli oldugu kiimenin sinirlarinda onceden belirlenmis bir takim
degerleri almas1 6ngoriiliir. Mesela ankastre bir kirigin egilme problemi inceleniyorsa
baslangicta ¢cokme ve donmelerin her kosulda sifir 6n degerini almasi gerekir. Bu
sartlar problemin ¢oziilebilmesi icin gereken verilerin bir kismin1 olugturmaktadir.
Baglangic deger problemleri ise genelde zaman alaninda tanimli olup Grnegin
zamanin baslangicinda t=0 iken problemin bagimli degiskenlerine 6n degerler
atanmaktadir. Ozdeger problemleri ise diferansiyel denklemlerde ¢oziim olusturacak
baz1 6zel degerlerin hesap edilmesini i¢ermektedir. Yukarida ifade edilen sinir
ve/veya baglangic kosullart sifir ise homojen aksi halde ise homojen olmayan

denklemler s6z konusudur.

3.2.1. Fonksiyonel kavram

Varyasyonel islemlerin temel matematik denklemlerini kurarken en ¢ok karsilasilan
ifadelerden olan fonksiyonel kavrami, kisaca fonksiyonlarin fonksiyonu olarak

agiklanabilir.

I (u) =TF(x,u;u')dx (3.4)
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seklinde ifade edilebilen en basit fonksiyonel bagimsiz degisken x, bagimli degisken

. du . . o . s . L <
U ve onun tlirevi ™ ’1 igeren bir integral ifadedir. Integralin degeri u’ya bagh
X

oldugundan I(u) seklinde yazilmistir. Burada I(u) skaler bir biiyiikliiktiir.
3.2.2. Varyasyonel sembol

I(u) fonksiyoneli keyfi fakat sabit bir x noktasi i¢in u ve j—u degerlerine baglidir.
X

u’ nun degerindeki av gibi bir degisim (a sabit olmak iizere) ou ile gosterilir ve buna
u’nun varyasyonu denir.

ou =av (3.5)
0 operatoriine Varyasyonel sembolii ad1 verilir. Soylediklerimizi toparlayacak olursak
ou, u fonksiyonunun keyfi sabit bir X noktasi i¢in kabul edilebilir degisimini ifade
etmektedir. Siir durumda veya u’nun degisimi sifir olacagi i¢in tanim geregi 6u=0
olmalidir, ¢linkii u sabittir. Varyasyonel artim sanaldir.  u—u + du olurken I(u) da
degisir. I(u)’nun i¢indeki varyasyonel artim ise,

s5=2F 51+ 9F s (3.6)
ou ou’

seklinde ifade edilebilir. Dikkat edilirse x sabit oldugu i¢in dx=0 alinmis ve bu terim
diismiistiir. Bu ifadeden ve tanimdan anlasilacag: lizere 6 ve O operatorleri arasinda

tam bir analoji vardir. Buradan hareketle:

d d AP 1]
&(w)=&(au)=au = -5(dx) (3.7)

5Iudx = a_[ udx = jaudx = jé‘udx (3.8)

esitlikleri kolayca bulunabilir.

3.3. Zayif Formiilasyon

Herhangi bir problemin matematiksel modelini olusturan diferansiyel denklemle
meydana getirilmis agirlikli integral ifadede tiirev isleminin agirhik fonksiyonu
tizerine dagitilmasi ile elde edilen yeni yapiya denklemin zayif formu denir. Bu islem
i¢in kismi integrasyon kullanilir. Bu sekilde, probleme ait bir grup 6zel sinir kosulu
da denkleme sokulmus olur. Onceden hatirlanacag: gibi agirlikli formu olusturmanin

amaci yapilan yaklagik tahmindeki katsayilar1 ¢oziim olacak sekilde belirleyebilecek
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N adet bagimsiz lineer denklem bulmak idi. Bunun i¢in de N adet lineer bagimsiz

agirlik fonksiyonu(w) segilmesi gerekir.

3.3.1. Bir denklemin zayif formunun olusturulmasi

Bu islemi ii¢ adimda agiklamak miimkiindiir:

1. Diferansiyel denklemde biitiin terimler bir tarafa toplanir ve w agirlik fonksiyonu
ile carpilarak tanim kiimesi iizerinde integre edilir. Daha 6nce de belirtildigi gibi u
yerine yaklasigi olan Uy konulacagi igin integral ifade sifir etmeyecektir. Bundan
sonra secilecek N adet lineer bagimsiz w i¢in kurulacak N ayr1 denklemle Uy
fonksiyonundaki belirsiz katsayilar hesaplanir. Dolayisiyla w=0 se¢ilmesi uygun
olmaz. Genel olarak w fonksiyonu u’dan daha diisiik seviyede stireklilik gerektirir.

2. Integral ifade bu sekliyle w igin kabuller yapilarak ¢oziilebilir ancak bu durumda

¢, fonksiyonlar1 yeterli siireklilige sahip olmalidir. Eger tiirev Uy ve w lizerine
dagitilirsa ¢, fonksiyonlarmim  gergeklemesi gereken  siireklilik  sartlar

hafifleyecektir. Bu yiizden zayiflatilmis stireklilik kosullarina izafeten bu yapiya
zayif form denmektedir. Bu durumun iki 6nemli avantaji vardir:

a) Bagimli degisken icin daha az siireklilik ve ¢oziimiin ilerleyen safhalarinda
goriilecedi lizere katsayilarin simetrik ¢ikmasi dolayisiyla denklem takiminin kolay
¢Oziilebilmesi.

b) Dogal sinir kosullar1 adin1 verdigimiz tipteki sinir kosullarinin problemin igine
dahil edilebilmesi sonucu Uy kabuliiniin sadece esas tipte simir kosullarini
saglamasinin yeterli olusu.

Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta da tiirevin esit dagitilabilmesi i¢in
bagimli degiskenin c¢ift mertebede tlireve sahip olmasi gerektigidir. Bu dagitimin
yapilabilmesi icin siireklilige bakilmaksizin fiziksel anlami olan sinir kosullarinin
denkleme sokulmas1 gerekir.

Integral ifadede sinir kosullar1 gdsteren terimde w ve/veya w' (agirlik fonksiyonu
veya onun tiirevi) fonksiyonlarinin katsayilarina ikincil degisken denir. Bu ikincil
degiskenlerin sinirlarda belirtilmesiyle dogal smir kosullart elde edilir. Ikincil
degiskenler daima fiziksel bir anlama sahiptirler. Sinir terimde gegen ve problemin
bagimli degiskeni olan u ise birincil degisken olarak adlandirilir. Yine sinir
kosullarinin u fonksiyonuna atanmasiyla esas sinir kosullar1 elde edilir. Birincil ve

ikincil ~ degiskenlerin sayis1 incelenen problemin diferansiyel denkleminin
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mertebesine baglidir. Matematiksel olarak her birincil degisken igin bir ikincil es
degisken vardir. Buna 6rnek olarak yapi problemlerinin sonlu eleman analizinde ug
deplasmanlar1 ile u¢ kuvvetleri arasindaki iligki verilebilir. Birincil degiskenlerin
sayisi ile ikincil degiskenlerin sayist esit olmalidir. Burada dikkat edilmesi gereken
noktalardan en Onemli olani bir sinir noktasinda es olan birincil ve ikincil
degiskenlerden sadece bir tanesinin belitilebilecek olmasidir. Ciinkii es olan birincil
ve ikincil degiskenler birbirine bagimli olup denklemlerde biri yekdigeri ile
bulunacaktir.

3. Bu adimda yapilacak islem, bir dnceki adimda zayif formunu olusturdugumuz
denkleme sinir sartlarin1 dahil etmektir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, esas
stnir  kosullarinin  belirtildigi smirlarda w agirlhik fonksiyonunun kaybolmasi
gerektigidir. Bunun sebebi zayif formiilasyonda w’nin birincil degiskenin
varyasyonu olarak diistiniilmesidir. Birincil degisken sinir kosullarinda sabit bir
deger aldigindan onun varyasyonu olan w fonksiyonu da sifir degerini alacaktir. Yani

u(0)=ug(sabit) ise w(0)=0 olacaktir.

3.3.2. Lineer ve bilineer formlar ile kuadratik fonksiyoneller

Bir diferansiyel denklemin zayif formu, ayni diferansiyel denklemden olusturulan
kuadratik fonksiyonelin minimumuna karsilik gelir. Zayif formdaki terimleri u ve w
fonksiyonlarmi birlikte icerenler ve sadece w fonksiyonunu igerenler olarak ikiye

ayirip, ilkine B(w,u) ve ikincisine de 1(w) diyelim. Bu ayrimdan sonra zayif form,
B(w,u) - I(w) =0 (3.9
haline gelir ve boylelikle problem,
B(w,u) = I(w) (3.10)

kosulunu saglayacak uygun u fonksiyonunu bulmaya indirgenmis olur.u” ger¢ek

¢6ziim olmak iizere; w agirlik fonksiyonu, u” m varyasyonu olarak ele alimr,
u=u +w (3.11)
kabul edilirse, u'nun ve U” 1n da esas sir kosullarini saglamalari gerekeceginden,

w’nin esas sinir kosullarinin homojen halini saglamasi gerektigi ortaya c¢ikar.

(3.7) ifadesine gore w, W=d6u ¢dzlimiiniin varyasyonu oldugundan,

0 =B(du,u) - I(du) (3.12)

yazilabilir.
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B(w,u) bilineer ve simetrik, I(w) lineer ise,

0 = 5[L/2B(u,u)] - S[I(u)]
0= 3[I(u)] (3.13a)

elde edilir.

I(u)=1/2B(u,u) - I(u) (3.13b)
bulunur.
(3.13a) ifadesi I(u) fonksiyonelinin ekstremum degere sahip olmasi i¢in gereken sarti
gosterir. Kati cisimler mekaniginde, I(u) toplam potansiyel enerji prensibini temsil
eder. Buna gore:
“Toplam potansiyel enerji I(u)’yu minimum yapan, kabul edilebilir biitin u
¢ozlimleri, ayn1 zamanda diferansiyel denklemi ve dogal sinir kosullarin1 da saglar.”
Diger bir deyisle, zayif form, toplam potansiyel enerjinin minimumuna karsilik

gelmektedir.

3.4. Tipik Bir Problemin Sonlu Eleman Analizindeki Basamaklar

Coziime ulasilabilmesi i¢in yapilmasi gerekenler kolaylik olmasi bakimindan adim
adim agiklanirsa;

1) Ayriklagtirma: Verilen bir kiimenin Onceden belirlenmis sonlu elemanlara
ayristirilmasi ve bu sekilde kiimenin sembolize edilmesi.

a) Sonlu Eleman Agmin Olusturulmasi: Bu ag biitiin kiimenin par¢alanmis haldeki
elemanlarinin sinirlarini ve kesigim noktalarini gosterir.

b) Birlesim Noktalarina ve Elemanlara Numara Verilmesi: Eleman numaralari
kimlik kartt vazifesi goriirken, birlesim noktalarinin numaralandirilmas1 da
elemanlarin birbirlerine gére konumlarini belirtmektedir.

2) Agdaki her tip eleman i¢in eleman denklemlerinin tiiretilmesi.

a) Verilen diferansiyel denklemin bir tip eleman iizerinde varyasyonel formunun
olusturulmasi.

N
b) Daha once bahsedilen u~Uy = Zuiwi kabuliiyle adim 2a’ya gidilerek

i=1

[K*T{u*}={F °} (3.14)
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seklinde eleman denkleminin bulunmasi. Burada ilk kisim eleman rijitlik matrisi ve
bunun ¢arpant ise birincil bilinmeyenlerdir. Esitligin karsisindaki ise ikincil
bilinmeyenlerdir.

c) Eleman enterpolasyon fonksiyonlarinin ( ¢, ) ve eleman matrislerinin elde

edilmesi.

3) Her eleman igin yukarida takip edilen islemler neticesinde bulunan
denklemlerin toplanmasi.

a) Elemanlar arasi siireklilik kosullarmin dikkate alinarak birincil degiskenlerin(u)
kullanilmastyla yerel ve genel iliskilerin kurulmasi

b) Denge sartlarinin tespiti igin ikincil degiskenlerin(F) goz oniine alinmasi.

¢) 3ave 3b’yi kullanarak eleman denklemlerinin toplanmas.

4) Sinir kosullarinin denkleme sokulmasi.

5) Yukaridaki islemler neticesinde elde edilen denklemin ¢6ziimii.

6) Sonuglar iizerindeki ileri islemler

a) Bulunan birincil degiskenlerden istenen diger degerlerin hesaplanmasi.

b) Sonuglarin tablo veya grafik formunda gosterilmesi.

3.5. Coziimiin Yakinsamasi

Zayif form dogal smir kosullarini kismi integrasyonla igermektedir. Yaklagim
fonksiyonlar1 diiglim noktalarindaki birincil degiskenlerin(u) 6nceden belirlenmis
degerler1 alabilecegi sekilde seg¢ilmelidir. Sonlu elemanlarda kullanilan
enterpolasyon fonksiyonlar1 genelde cebirsel polinomlar olarak secilirler. Bunun iki
ana nedeni vardir: Birincisi, sistematik olarak sayisal analizin enterpolasyon teorisini
kullanma imkam dogar; Ikincisi, sayisal integrasyon polinomlar igin uygun ve
kolaydir. Burada dikkat edilmesi gereken kisim yaklagimin saglanabilmesi igin
secilecek polinomlarin birtakim 6zelliklere sahip olmasi gerektigidir.

Buna gore:

1) Segilen fonksiyon eleman tizerinde devamli olmali ve zayif formun gerektirdigi
sayida tiirevlenebilmeli. Yani en az bir tiirevinin olmasi gerekirse en kiiclik
polinomun birinci derece(atbx) olacagi asikardir.

2) Ifade tam seri bir polinom olmali yani icinde bagimsiz degiskenin en kiigiik
derecelisinden en biiyiik derecelisine kadar biitiin mertebeleri bulundurmalidir.

3) Birincil degiskenin diigiim noktalar1 i¢in enterpolant olmalidir.
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[k 6zellik, denklemin sifir olmamasin garanti ederken, ikinci 6zellik ise ¢dziime ait
biitiin formlar1 yakalamay1 amagclar. Son 6zellik ise polinomlarin diigiim noktalarinda
esas degerleri saglamalar1 gerektigini belirtir.

Coziimii olusturacak enterpolasyon fonksiyonlari,

X X
¢ = (1_|_) S |_ (3.15)
seklindedir.
Boylece genel olarak enterpolasyon ifadesi,
N
U~U*(X) = 400U, +,00u, = D4y, (3.16)
i=1
olarak bulunur.
e. eleman
XA o o XB
le
1

> X

Sekil 3.1 Iki nodlu bir eleman i¢in yaklagim fonksiyonlar
Goriildiigi gibi her yaklasim fonksiyonu carpani oldugu noktada 1, carpani olmadigi
noktada O degerini almaktadir. Eger eleman boyunca us=u;=uU, olmak iizere, herhangi
bir x noktasinda u(x)=uUs olmasi gerektiginden yaklagim fonksiyonlarinin eleman
boyunca herhangi bir x noktasinda toplamlarmin 1 edecegi asikardir.
iNZl =1 = izi“%:o (3.17)

olacagi kolayca anlagilmaktadir.
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Bir eleman iizerinde olusturulmak istenen yaklasim fonksiyonunun derecesi n ise
n+1 adet bilinmeyen olacagindan yaklasim fonksiyonlar1 kurabilmek i¢in eleman
tizerinde n+1 adet nokta alinmalidir. Buna gore 6rnegin 2. mertebeden kuadratik bir
fonksiyon i¢in u(x)=a+bx+cx2 formunda olacag i¢in eleman iizerinde en az 3 nokta

almak gerekecektir.

3.6. Elemanlarin Birlestirilmesi

Elemanlarin diigiim noktalarinda tek adet birincil degisken olacagindan biitiin
elemanlar i¢in bu ifadelerin diigiim noktasi sayisi ile ifade edilmesi gerekir. Buna
gore ornegin 1. elemanin 2. noktasi ile 2. elemanin 1. noktasinda birincil degiskenler
yerine sadece U, demek yeterli olacaktir. ikincil degiskenler icin ise eger gdz oniine
alman diigiim noktasina dis kuvvet etkimiyorsa bu ikincil degiskenlerin toplami
olacak ifade 0 degerini alacaktir. Ciinkii eleman u¢ kuvvetleri kendi aralarinda
dengede olup toplamlar1 daima 0 eder. Eger noktaya dis kuvvet etkiyor ise ikincil

degiskenlerin toplam1 bu kuvvete esdeger olacaktir.
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4. GENEL KIiRIS TEORILERI
4.1. Bernoulli - Euler Kiris Teorisi

Bu teoriye gore kesitlerin egilmeden(deformasyon) sonra diizleme ve elastik egriye
dik kaldig1 kabul edilir. Kesme kuvvetinin elastik egri olusumuna katkisi ihmal
edilmistir. Bu kabul, yiikiin tekil ve biiytlik, acikligin kiris yiiksekligine oraninin
kiigiik, kesitin putrel veya sandik gibi ince olmasi durumlari disinda biiyiik
gegerlilige sahiptir. Denge denklemlerini ifade edersek:
2
—(;—I:q(x), T :‘2—'\; M :-El(x)‘zjx‘f’

seklindedir. Burada w ¢okmeyi, M momenti, T kesme kuvvetini ve g(x) ise yayili

(4.1)

yiikii gostermektedir. Buradaki w’nin ayrica ¢oziim olabilmesi i¢in belirli sinir
kosullarin1 da saglamasi gerekir. Denklemler yukaridaki sirasiyla birbiri iginde
yazilarak,

d’w
dx?

d2
W{EI (x)

} =0q(x) (4.2)
elde edilir.
4.1.1. Zayif formiilasyon

(4.2) ifadesi v agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak eleman iizerinde integre edildiginde,

% d?[_ d*w
0= v{—z{El ™ }q}dx (4.3)

dx

XA

formunu alir. (4.3) ifadesi iki kez kismi integrasyona tabi tutuldugunda,

Xg

Xg 2 2 2 2
0= | £l IVIW gt |v g 4w v dTw
X, dx® dx dx dx dx  dx® |

(4.4)

zayif form elde edilir.
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: . . , dw ... e
Sinir terimlerin incelenmesinden w (¢okme) ve ™ (donme)’nin birincil, moment ve
X

kesme kuvvetinin ikincil tipte degiskenler olduklar1 anlagilir. Buradan hareketle, w
ve 0 Esas Siir Kosullari, M ve V ise Dogal Sinir Kosullar1 olmak tizere, problemin

dort adet sinir kosulu vardir.

4.2. Timoshenko Kiris Teorisi

Bu teoriye gore kaymanin elastik egriye yaptigi etki ihmal edilmeyerek hesaba
katilir. Deformasyondan sonra kesitlerin diizlem kaldigi kabul edilmekle beraber,
elastik egriye dik olmayip belli bir ac1 ile geldikleri diisiiniiliir. Bu durumda
Timoshenko Kirisi’nde kesitin toplam doénmesi, Sekil 4.1°de de gorildiigi gibi
egilmeden gelen kisim ile kesmeden gelen kismin toplamina esit olacaktir. Bu

problemde kesitin donme ataleti hesaba katilmayacaktir.

(elastik egrinin egimi)

Sekil 4.1 Egilme ve kayma etkisi sonucu deforme olmus kiris elemant

w deplasman, 8 egilme deformasyonu, y kayma agist olmak {izere;

Wy=0+7y (4.5)

Denge denklemleri ise,
M, =T (4.6)
T,=-0 4.7)

seklindedir.
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Kuvvet yer degistirme bagintilari ise asagidaki gibi ifade edilebilir:
M =-ElO, (4.8)

T =GAK,y (4.9)

(4.9) ifadesinde G =

kayma modiiliinii, ks ise kayma diizeltme faktoriinii
2(1+v)

belirtmektedir. Dikdortgen kesitler igin, v Poisson oran1 olmak fizere,

k, =[10Q+Vv)]/(12+11v) , dairesel kesitler iginse genellikle ks = 0.9 olarak

alinmaktadir (Cowper, 1966).
(4.6) ve (4.9) ifadeleri kullanilarak, kayma agisi

7 =M /GAK, (4.10)
elde edilir.
(4.5), (4.6), (4.8), (4.9) ve (4.10) ifadelerinden, yonetici denklemler
M x —-q (411)
M M
W, =0, +y, =——+—>- 4.12
o =0T =T Y o (4.12)

olarak bulunur.

4.2.1. Zayif formiilasyon

(4.11) ve (4.12) ifadeleri agirlik fonksiyonlari ile garpilip sonrasinda integre edilerek

zayif formlart elde edilir. u ve v agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere;

0= u(M , +0q)dx (4.13)
Xg M

O:Iv WXXJrM——’XX dx (4.14)
L L Bl GAK,

elde edilir. Her ifade birer defa kismi integrasyona tabi tutulursa;

0= ‘T(U,XM x —ugdx —u(x, M, (x,) +u(Xg)M , (xg) (4.15)

XA

¥ v,M M
Oz—j vxwx—m— S dX = V(X )| W, ————
UEL GAK, * GAK

(4.16)

(xg)| W, —
+ V(X W, — :
) BT GAK )

formuna girer.
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4.2.2. Karisik sonlu eleman formiilasyonu

(4.15) ve (4.16) ifadelerinin smir terimlerindeki u ve v agirhik fonksiyonlarinin
katsayilar1 sirasiyla T ve 0 ’dir. Burada T kesme kuvvetini, 6 ise donmeyi
belirtmektedir. u’nun ¢okme boyutunda(w) ve v’nin ise moment boyutunda(M)
secilmesi terimlerin birimlerini enerji yapar. Islemlerin varyasyonel olarak
yiiriitiilebilmesi i¢in u = 6w ve v =~ 0M alinirsa ifadeler toplam potansiyel enerjinin

minimum olmasi kosuluna indirgenebilir. Bu hale ait denklemler ise,

0= _5)]?(W,XM X —Wq)dX _M(XA)M X (XA) +&V(XB)M X (XB) (4-17)

XA

e ]
+é]\/I(XB) W,x_ ’

t M2 M M.,
0=—5[| M, w, ~—————%— dx—oM(x,) W, -
T 2Bl 2GAK, * GAk, GAK, |
(4.18)

bi¢cimindedir. Siur terimleri yorumlandiginda, w ve M’nin esas smir kosullarini,

XA

V(M) ve 6 'nin da dogal smir kosullarini teskil ettigi goriilmektedir. Burada ifade
edildigi iizere, kuvvet ve deplasman olarak farkli tiirden birincil degiskenlerin bir
arada bulundugu formiilasyonlara “Karisik Sonlu Eleman Formiilasyonu” denir.

Esas Sinir Kosullar1 : w ve M (birincil degiskenler)

Dogal Sinir Kosullari: 8 ve M x (ikincil degiskenler)
seklinde ifade edilebilir.

4.2.3. Sonlu eleman modeli

Sonlu eleman modelini olusturmak i¢in yaklasim fonksiyonlar1 (Reddy, 1993)

wW=> Wy, (4.19)
j=1

M=> Mg (4.20)
j=1

seklinde segilerek (4.19) ve (4.20)’de verilen zayif formlarda yerine yerlestirilir.

¢oi =i ve n=2 alinarak buradan sonlu eleman denklemi,

|:Kll KlszW}:{Fl} (4.21)
K2 K22 ||M =

formuna girmis olur.
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Matris terimlerini agik olarak ifade edersek,

Kél =0 K;Z = jl//i,x¢j,xdx F' = I(Wiq)dX_Wi (X, + 7, (X)T,
2 ¢|¢ ¢i,x¢',x
K”?l i K}IZ Ki]gz ) ;[{ ElJ " GAkJS o Fiz =—¢,(X,)0, + 4, (X)0,
Tl = M,X(XA) T2 = M,x (XB)
M, M,
0, =|w, —— 0,=|w, — ’ (4.22)
7 GAK, ) T GAK, )

seklindedir. T, ve &, (i =1,2) ug nodlarda w ve M ile birlesen ikincil degiskenlerdir
(Bkz. Sekil 4.2).

. i W Wi
M1C>T e lez eng K Tb 05
@ L L [ 4 L g

Sekil 4.2 L uzunlugundaki bir e elemanindaki ug¢ kuvvetler ve yer degistirmeler
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5. KIRISIN KARISIK SONLU ELEMAN FORMULASYONU

5.1. Kuvvet Dengesinden Zayif Formun Elde Edilmesi

Sekil 5.1’de goriilen Winkler zeminine oturan kirise etkiyen q(x) yayili yiki kirise

w(x) ¢okmelerini yaptirir ve zeminden kw(x) tepkilerini goriir. Burada k zemin yatak

katsayist olup kiris genisligi ile ¢arpilarak alinmistir. Bu durumda kirise etkiyen

bileske yiiklerin q(X) - kw(x) seklinde alinmasi uygun olacaktir. Kirigin elemanter

bir pargasina etkiyen atalet kuvveti, p birim boy kiitlesi, V& ¢okmenin zamana gore

ikinci tiirevi olmak iizere, pMBolarak kuvvet dengesinin i¢ine katilir. Elde edilen

denge denklemi,

M L (X,1) +q(X,t) —kw(x,t) — pdix,t) =0

seklindedir.

(5.1)

q(x)

| ﬁ—r'-rr: Wi T | kw(x)

Sekil 5.1 Winkler zeminine oturan kiris

Zayif formu elde etmek icin kuvvet dengesinin Laplace doniigiimii alinarak agirlik

fonksiyonunun Laplace doniismiisii olan U ile ¢arpilir ve sifirdan L ‘ye integre edilir.

TU®[M wx (6 1) +0(% 1) - kw(x, 1) - X, 1) Jdx =0

Ta[m o+ - KW - p(s°W — swW(x,0) — x,0)) Jix = 0

0
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(5.3) ifadesinde goriilen U, I\W’XX ,q,W gosterimleri U, My, q , w ’nin Laplace

dontismusglerini simgelemektedir. Laplace operatorii uygulandiktan sonra tiirev

mertebelerini esitlemek amaciyla kismi integrasyona tabi tutulan denklem,

L L L L L
-[@, M., dx+ [agdx- [a(k+ ps?)wdx+ [Tp sw(x0)dx+ [Tplex,0)dx + TM,| =
0 0

0 0 0

(5.4)

seklini alir. Burada sinir terimleri incelendiginde, I\W,X terimi (4.6) ifadesinde de

belirtildigi gibi problemin kesme terimine yani T ’ye esit olacag: igin asagidaki

sekilde bir degisiklik yapabilmek miimkiindiir:

-JL‘U, M +JL‘U gdx -JL‘U(k+pSZ)V_VdX+j'Up SW(X,O)dX+JL.UpW(X,O)dX+ UT_‘: =0
0 0 0 0 0
(5.5)
Boylelikle kuvvet dengesinden zayif form teskil edilmis olur.
5.2. Moment Dengesinden Zayif Formun Elde Edilmesi
Moment dengesinden yazilan (4.12) yonetici denklemi diizenlenirse,
wng- (';"T’lz:o (5.6)
bulunur. w,x e (4.5) ifadesinin x’e gore tiirevi alinarak ulasilacag asikardr.
Wi = 0,74 (5.7)

Viskoelastik malzemelerin biinye bagintilar1 bellekli (hereditary) integral formda
(2.19) denkleminden kismi integrasyon ile, uzamaya kars1 (Fligge, 1975):

dy (t-

o(t) =Y (0)e(t) + j T)g( )dz (5.8)

kaymaya kars,

+IolY(t 7)

7(®) =Y, (0)r (V) D

— —— r(dz (5.9)
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seklinde tanimlanabilir. Burada Y(t), Y1(t) sirasiyla normal ve kayma gerilmelerine
kars1 gelen gevseme modiiliidiir. Denklem (5.8) ve (5.9)’un ters iliskileri de J(t) ve

Ji(t) siinme fonksiyonlar1 olmak iizere, (2.16) denkleminden kismi integrasyon ile,

D=7) ydr (5.10)

&(t) = J()o(t)+ j 5

ve kayma terimi i¢in,

W=7 ygr (5.11)

y() =3, (0)e(t) + j g

seklinde yazilabilir.

Enkesit lizerinde ortalama kayma gerilmesi olarak,

7(t) = @ (5.12)

yazilabilir. y teriminin yerine (5.11) biinye denklemi kullanilarak,

y(t)=—{J OT®) + j 0, (1 T(r)dr} (5.13)

S 0

bulunur. (5.13) denkleminin x’e gore bir kere tiirevi alindiginda,

dy) _ 1 J(O)dM(t) del(t‘T)dzM(f)dr (5.14)
dx kA dx? dit-7) dx? |

elde edilir. Bernoulli-Navier prensibine gore diizlem kesitlerin egilmeden sonra

diizlem kalmasi kurali gegerli oldugundan,
e=0(t)y (5.15)

denklemi yazilarak denklemin her iki tarafi y ile carpilip alan iizerinde integre

edilirse,

dJ (t

e(t)j y2dA = J(O)j o (t) ydA + j )d j () ydA (5.16)

bulunur.

M (t) = [oydA (5.17)

oldugundan (5.16) ifadesi,
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D=\ dr (5.18)

O(t)1 = J(O)M (t) + jd( 5

seklinde gosterilebilir. Bu ifadenin x’e gore tiirevi alindiginda,

ax(t):—%{J(O)M,x(t) jd(_)

W=7, (r)dr} (5.19)

bulunur. (5.14) ve (5.19) ifadeleri, (5.7)’de yerine yazildiginda asagidaki formu alir.

W,sz—{J(O)M,X(t) jdd‘]ét_ T)) ()df}+k1 {J M, 1)+ jdjzt(:;)m,xx(r)dr}

(5.20)
Goriildigii gibi denklemin sag tarafi aym argiimanh ifadeleri biinyesinde

barindirmaktadir. Burada Konvoliisyon teoreminin tanimi hatirlanacak olursa;
t t B
AU f(t— u)g(u)du} = /{jg(t —u) f (u)du} = f(s)g(s) (5.21)
0 0

Zamana gore birinci tiirevin Laplace doniisimii ise (Kreyszig, 1993):

[d';(t)} sf (s)— £ (0) (5.22)

seklindedir. (5.21) ve (5.22)’deki tanimlar1 goz Oniine alarak, zamana baglh ifadeleri
ortadan kaldirmak amaciyla (5.20) ifadesine Laplace doniisiimii uygulandiginda
denklem,

{J_ mw}__{jlm’xx}zo (523)

formuna girer.
Elde edilen (5.23) denklemine sonlu eleman formiilasyonu uygulamak i¢in denklem
agirhik fonksiyonunun dontismiisii olan Vv ile c¢arpilarak, simir {izerinde integre

edilirse,

L
[V Wit 2T M, 3 {I, M, 3 dx =0 (5.23)
) | KA

elde edilir.

32



Tiirev mertebelerini esitlemek i¢in kismi integrasyon uygulandiginda;

o t—p

R S—— 16 - Y
V, W, dx+=|V{sI M, Jdx+— |V, {sI,M, Ydx+vw,, | ——oAFs
L S oA

S

Sinir terimleri diizenlendiginde,

1
kA

O ey

L
v, W, dx+|lIV{sj M, }dx +
0

L L
[V, s M, Ydx+ 9| W, [ - —={sT,M .} |=0
) k A .

elde edilir. Burada parantez igindeki ifadeye,

L
T R — L
[w,xo —m{lem,x){ Je\o (5.26)

S 0

seklinde bir gdsterim yapilmasi uygun olacaktir. (5.25) ifadesi diizenlendiginde

asagidaki formu alir:

O ey ™

o R Spp— R S— oL
v, W, dX+T-([V{SJM}dX+kS_A-£V’X{SJ1M ,x}dx+v6?‘0 =0 (5.27)

Boylelikle moment dengesinden zayif form teskil edilmis olur.

5.3. Zayif Formlar Kullanilarak Fonksiyonelin Elde Edilmesi

(5.5) ve (5.27) ifadelerinde agirlik fonksiyonu olarak kullanilan u ve v terimleri ile

tiirevleri olan u,x Ve V,,’in yerlerine asagida belirtilen varyasyonlar: yazilarak,

U=0w

V=M (5.28)
u,, =W,

vV, =M

X X

bu ifadeler zayif formlarda yerlerine yazildiginda,
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L L L
5 1, =[O, W, c T [AMEIMIc+ = [V, {s3,M, Yo+ OMB], =0
o | 0 ksAO ’

Sl,= —jarv,x M, dx +'L[5W(jdx-'L[5NW(k+psz)dx+ ‘T&Tlp sxivdx+j5np\§6x +&Nﬂ: =0
0 0 0

0 0
(5.29)
elde edilir. Burada W=w(x,0) olup baslangic kosulunu ifade etmektedir. I (W, M)
terimine fonksiyonel denir. Fonksiyonel toplam potansiyel enerjiyi ifade etmektedir.
Toplam potansiyel enerji i¢ kuvvetlerin yaptig1 is ile dis kuvvetlerin yaptig isin
toplamidir. &1 =0 olmas1 enerjinin minimum yada maksimum deger aldigini ifade

eder. Varyasyonun ozellikleri hatirlanacak olursa;

am*mzéa(m,m

N*W:%CS(I\W,W) (5.30)

&N*v‘v:%&(v—v,v_v)
seklinde oldugundan (5.29) ifadesindeki terimler asagidaki gibi varyasyonun

igerisine sokularak diizenlendiginde;

1
2k, A

L L L
5T, == [OM,, W, chc+ = [ soM2Jebc+—— [ SO, T+ M a]. =0
2 21 0 0

L L L L L
5, :-%jéw,x M, dx + [ wgdx - [ oW° (k + ps° ) +jarvpsvvdx+j§rvp\/§ﬁx
0 0 0 0 0

N |-

o T] =0 (5.3)

elde edilir. Varyasyonel sembollerin yok edilmesiyle enerji ifadeleri asagidaki hali

alir:

1
2k A

S

= L[, s - [sMeddcs - L[S, Taxs Ma]
2 1x Wiy 2|0 . Tx U1 0

L L L L L
.= _%.([V_V'x M., dX"‘!V_quX -%_([v_vz(k+psz)dx +£WPSWdX+£Wp§6X+Wf‘ ;

(5.32)
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Boylece genel ifade,

I=1+1, (5.33)
olmak iizere, iki fonksiyonelin toplanmasiyla olusan ifade,
~ L 15 B 1k
I:—.[ w,, d —I sM 2 dX-i——J.SMZ J,dx ——I(k+p52)W2dX+
0 2 0 S 2 0

L L o .
p s wdx + p j WWEIX + + [Wadx + M 9 +WT| (5.34)

0 0 0

seklindedir.

5.4. Yaklasim Fonksiyonlar:1 ve Enterpolasyon Fonksiyonlarinin Olusturulmasi

Sonlu Eleman Formiilasyonunda enterpolasyon fonksiyonlarini olusturacak yaklagim

fonksiyonlar1 asagidaki formdadir:

X
h=0-7)
X
b= (5.35)

Bu yaklasim fonksiyonlariyla, enterpolasyon fonksiyonlari lineer alinarak asagidaki

sekilde ifade edilebilir:
W= ¢1V_V1 + ¢2V_V2

M = ¢1|\W1 +¢, Mz (5.36)

5.5. Coziim Yontemi

Enterpolasyon fonksiyonlar1 elde edilen fonksiyonelde yerine yazilarak asagidaki

eleman rijitlik matrisi elde edilir:

KL kL 1 1 |
3 6 L L
kL kL 1 1
] 6 3 L L
K¥1= J,s J,s T
[K'1=] 1 1 1° s 1° s (5.37)
L L AkSL 3l AksL 61
l _l B jls N JLs ‘Tls . JLs
L L AkSL 61 AksL 3l
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Burada J ve J_l siinme fonksiyonlarinin Laplace doniismiislerini belirtmektedir.

Kiitle (atalet) dikkate alindiginda ise (5.37) matrisindeki k teriminin yerine, p birim

boy kiitlesi olmak iizere,
k+ps? (5.38)

alinmalidir.

Yk terimi ise su sekildedir:
(5.39)

Burada @ yiik teriminin Laplace dontismiisiidiir. Sistem ka¢ es pargaya ayrilarak

¢oziilecekse, yani kag eleman alinarak ¢6ziim yapilacaksa, ona gore sistem rijitlik
matrisi olusturulur. Elemanlarin diigiim noktalarinda eleman rijitlik matrislerinin
birlestirilmesi(assemblage) suretiyle sistem rijitlik matrisi yani global matris elde

edilir. Bu asamada denklem takimu,

SURNRY -

seklindedir. Burada, [K] global matristir. Yukaridaki hale gelen problemde

] : .
{I\W} vektoriiniin ¢oziimii icin, esitligin her iki tarafi sembolik olarak [K]™ ile

(e

formunu alan denklemde s Laplace doniisiim uzayindaki ifadeler Ters Laplace

carpilir.

dontlistimii uygulanarak zaman uzayina gegirilir. Boylece birincil degiskenler olan
¢okme ve momentler elde edilmis olur. Bu boéliimde anlatilan ¢6ziim yontemi igin
‘Mathematica’ programlama dilinde bir bilgisayar programi gelistirilmis ve sayisal

ornekler bu program kullanilarak ¢oziilmiistiir.
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6. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde simdiye kadar teorisi anlatilan konuya dair sayisal Ornekler yer
almaktadir. Bu 6rneklerde farkli yiikleme ve siir kosullar altinda farkli modellerden
bir takim problemler incelenmistir. Sistemin baslangigta duragan oldugu kabul
edilmektedir. Biitiin 6rneklerde ¢6ziim 8 eleman alinarak (sistem 8 es pargaya
boliinerek) yapilmistir. k zemin yatak katsayis1 kiris genisligi ile carpilarak kN/m?
boyutunda alinmistir. Aksi belirtilmedigi silirece tiim problemlerde ortak olarak

kullanilan malzeme 6zellikleri ve kiris boyutlar1 sunlardir:

Eo= 9.8 x 10" N/m?
Ei= 9.8 x10" N/m?
E,= 2.45 x10" N/m?
n= 2.744 x10° Ns/m?
v=0.3

p= 500 kg/m®
b=2m.

h=0.5m.

L=10 m.

I= 1/48 m*
A=1m?

Viskoelastik modeller i¢in asagidaki siinme fonksiyonlari kullanilmistir:

Maxwell Modeli i¢in;

J(t):i+£ (6.1)
E, 7

Kelvin Modeli i¢in;
1 _Eot

J(t):E—(l—e ) (6.2)

0
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Ug Parametreli Model (TPM) i¢in;

1 1 -

1 2

6.1. Sabit Yiik Alinda Dinamik Davramsin Incelenmesi

Bu baslik altinda bahsedilen ‘sabit yiik’ ifadesi ile kastedilen, yiikiin birim basamak
fonksiyonu formunda oldugudur. Bagka bir deyisle t=0 baslangi¢ anindan itibaren
uygulanmaya baslanmasi ve degismemesidir.

Sabit yiik olarak g=10 N/m diizgiin yayili yiik ve p=10 kN tekil yiik altindaki basit
mesnetli ve serbest oturan Kiris problemleri Maxwell Modeli, Kelvin Modeli ve Ug
Parametreli Model (TPM) kullanilarak incelenmis ve bulunan sonuglar daha once

yapilan ¢alismalarla kargilastirilmistir.

6.1.1. Ornek 1

Sekil 6.1°de goriilen L=10 m. uzunlugunda q=10 N/m diizgiin yayili yiik altindaki
basit mesnetli Timoshenko kirisinin orta noktasindaki deplasmanlarin zamana gore
degisimi viskozite katsayis1 1=2.744x10® Ns/m? ve n=2.744x10° Ns/m?® secilmek
suretiyle Maxwell Modeli ve Ug Parametreli Model (TPM) ile incelenerek Elastik
Model ile karsilastirilmistir.

g=10 N/m

Sekil 6.1 Kirisin yiikleme durumu

Sekil 6.2°de de goriildiigii gibi viskozite katsayisinin artirtlmasi beklenildigi iizere
kirigin yaptig1 deplasmani kii¢liltmiistiir. Yiiksek viskozite katsayist alinmas1 sonucu
Maxwell Modeli ¢6ziimlerinin  Elastik Model’e  yaklastigt  goriilmektedir.
Viskoelastik kirigin dinamik davranisinin bir siire sonra kayboldugu ve kararli hale
(kuazi-statik hal) gectigi gozlemlenmistir. Bu ¢alisma sonucu bulunan Sekil 6.2°deki
grafigin, daha 6nce ayn1 problem i¢in, farkli bir yontem izlenerek elde edilen Sekil

6.3’teki grafige ¢ok benzedigi agikga goriilmektedir.
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Deplasman mm. — n=2.744x10% Ns/m*
— n=2.744x10° Ns/m?
Elastik

} Viskoelastik

MANAARAAS fﬁ”””
\I}HI.UMMMW SV
5 10 15 20

; v‘u

t sn.

Sekil 6.2 Farkli viskozitelerdeki Maxwell Modeli ile Elastik Model’in

1

karsilagtirilmast.
80 ¢ p—
& ——— VISCOELABTIC 1
r . “
o } ELASTIC :
. : 1HNew 278« 10" N-gec =’
k
3 ’ 27
| ‘Ot (DN 278 » 10" Ngec. /m”
: t ", |
. - v~/
ko %
30
§ sof
- /\/ '
”~ " \‘l
4 . A

L » ]

mn
o

(=)

vm,va/WV‘»

‘i
0.0 'LﬂlA‘l)LLA'A"A. LL“J
e 19 12 14 16 19 20

TNE (sec )

Sekil 6.3 Chen (1995)’te farkl viskozitelerdeki Maxwell Modeli ile Elastik Model’in

karsilastirilmasi.

Ug Parametreli Model (TPM) ile L=10 m. boyunda ve g=10 kN/m diizgiin yayil yiik
altindaki basit mesnetli kiris i¢in viskozite katsayilari degistirilerek elde edilen
deplasmanlarin zamanla degisimleri Elastik Model ile karsilastirilarak Sekil 6.4’te
gosterilmigstir. Sekil 6.5’te ise ayni problem i¢in daha Once yapilan g¢alismanin

zamanla degisen deplasmanlar1 verilmistir. Bu iki grafigin de birbirine yakinsadigi
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goriilmektedir. Ug Parametreli Model’in bir siire sonra soniimlenerek kararli hale

gectigi saptanmistir.

— 1=2.744x10% Ns/m?

Deplasman  mm. — n=2.744%10° NS/mz}Viskoelastik

Elastik

—— t sn.
5 10 15 20

Sekil 6.4 Farkli viskozitelerdeki TPM ile Elastik Model’in karsilastirilmasi.

4.0
= VISCDELASTIC
5 -=== . ELASTIC
i (12 n=2744 = 10® N—sec./m?
Yoy (2 = 2744 = 10° N—sec./m’
i af P
= - 3 /\N\/\/\/\/\
= [ (1)
s b -./‘J\’
o] L \
< i WY,
% L e P'u IV A
= | [V ﬂ .4 { %
o { ‘ H
1.0 VI | 1 ',
aInl 1“ \! i "t"
r WA )J\ ."t ‘:"';"::' e
0.0 ; L"'ltll- L ’j 'L ” nL1:|v1“| .AI.J
o 2y Aae 8 12 12 14 16 18 2@
TIME (sec. )

Sekil 6.5 Chen (1995)’te farkl viskozitelerdeki TPM ile Elastik Model’in

karsilastirilmasi.

6.1.2. Ornek 2

Bu ornekte Sekil 6.6’da goriilen L=10 m. uzunlugunda ve q=10 N/m diizgiin yayili
yiik altindaki basit mesnetli Timoshenko kirisinde viskozite katsayisi degisiminin

etkisi Ug Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.
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=10 N/m

a

Sekil 6.6 Kirisin yiikleme durumu

Deplasman mm.

— 1=2 x10® Ns/m?
— 1n=2.744 x10° Ns/m?
n=3.5 x10% Ns/m?

10

t sn.
15 20 25

Sekil 6.7 TPM i¢in viskozite katsayisi degisiminin deplasmana etkisi.

0.0040 —
0.0030 —

<
> .1
- ——
— S o i
P i - 2
= 0.0020 —

(=%

= 0.0010 —

¢.0000 —

n= 200000000

n= 274400000
0.0010 —+

n= 350000000
- ot I T T
0

——

o

Time

Sekil 6.8 Akoz ve Kadioglu (1999)’da TPM i¢in viskozite katsayist degisiminin

deplasmana etkisi.

Viskozite katsayis1 arttik¢a kirisin yaptigr deplasmanin azaldig: Sekil 6.7°de agikca

goriilmektedir. Grafigin aymi viskozite katsayilari i¢in elde edilen Sekil 6.8’deki
calismaya oldukca yakin degerler verdigi gézlenmistir.
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6.1.3. Ornek 3

Sekil 6.9°da yiikleme durumu verilen L=10 m. uzunlugunda ve q=10 N/m diizgiin
yayili yik altindaki basit mesnetli Timoshenko kirisinde h kesit yiiksekligi

degisiminin dinamik davranisa etkisi U¢ Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.

=10 N/m kesit

h=0.5 m.

JAN
— b=2 m.

Sekil 6.9 Kirisin yiikkleme durumu ve Kesiti

Sekil 6.10°da ii¢ farkli kesit yiiksekligine gore Ug Parametreli Model ile bulunan
zamana bagli deplasmanlar goriilmektedir. Kirisin yiliksekligi artirildik¢a daha rijit
bir davranis beklendiginden deplasmanlar azalmistir. Burada goriilen bir diger etki
ise kiris kalinlig1 arttik¢a titresim frekansinin azalmasidir. Sekil 6.11°de goriilen
grafik ayni probleme ait zamanla degisen deplasmanlar1 gostermektedir. Bu calisma

sonucu elde edilen grafik Sekil 6.11°deki sonuglara yakinsak degerler vermistir.

Deplasman mm.

— h=05m.
— h=0.75m.
h=1m.

t sn.

15 20
Sekil 6.10 TPM i¢in h kesit yiiksekligi degisiminin deplasmana etkisi.
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Sekil 6.11 Akoz ve Kadioglu (1999)’da TPM i¢in h kiris yiiksekligi degisiminin
deplasmana etkisi.

6.1.4. Ornek 4

Sekil 6.12°de gorillen L=10 m. uzunlugunda ve q=10 N/m diizglin yayilh yik
altindaki basit mesnetli Timoshenko ve Euler kirisinin orta noktasindaki
deplasmanlar Ug Parametreli Model (TPM) ve Maxwell Modelleri kullanilarak

kiyaslanmistir.

g=10 N/m

)
Sekil 6.12 Kirigin yiikleme durumu

Sekil 6.13’te Timoshenko kirisi ve Euler kirisi i¢in elde edilen deplasmanlar
Maxwell Modeli ve Uc Parametreli Model (TPM) ile bulunmustur. Maxwell
Modelinin yaptig1 deplasmanin, TPM ile elde edilen deplasmandan biiylik oldugu
¢ok acik bi¢cimde goriilmektedir. Sekil 6.14’te ayn1 problemi ele alan grafik ile bu

caligma sonucu elde edilen grafigin birbirlerine ¢ok benzer olduklart goriilmektedir.
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Deplasman mm .

5
4 — Timoshenko
------ Euler
3
2 — Maxwell
— TPM

t sn.

5 10 15 20

Sekil 6.13 Timoshenko ve Euler kiriginin orta noktasindaki deplasmanlarin Maxwell
Modeli ve TPM ile karsilastirilmasi.
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Sekil 6.14 Chen (1995)’te Timoshenko ve Euler kiriginin orta noktasindaki

deplasmanlarin Maxwell Modeli ve TPM ile karsilastirilmasi.

6.1.5. Ornek 5

Sekil 6.15’te goriilen, yatak katsayist k=10 kN/m? olan zemine oturan L=10 m.
boyunda ve 10 kN. tekil yiik altindaki Timoshenko kirisi farkli eleman sayilari
alinarak orta noktasindaki deplasman Ug Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.

‘farkl1 eleman sayis1’ ifadesi biitliniin kag pargaya boliindiigiinii belirtmektedir.
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10 kN

Sekil 6.15 Kirisin yiikleme durumu

Farkli eleman sayilar1 ile ¢oziime gidilmesi sonucu elde edilen deplasman-zaman
grafigi Sekil 6.16°da verilmistir. 8 eleman ve 6 eleman ile yapilan ¢oziimlerin
birbirine yakinsadigi, 4 eleman ile ¢oziimiin 8 eleman ve 6 elemana yakin oldugu, 2
eleman ile bulunan degerlerin ise ¢oOziimden uzaklastigi gozlemlenmistir. Bu

calismada ¢oziilen tiim problemler 8 eleman alinarak yapilmaistir.

Deplasman mm.

I i rﬂ f [laees

150 {l ;.

100 f
—— 8eleman
—— 6eleman
50 4 eleman
—— 2eleman
t sn.
5 10 15 20

Sekil 6.16 TPM ile zemine oturan p=10 kN tekil yiik altindaki basit mesnetli kirigin
farkli eleman sayilari ile bulunan orta noktasindaki deplasman degerlerinin
kiyaslanmasi (L=10 m. , k=10 kN/m?)

6.1.6. Ornek 6

Bu problemde Winkler zeminine oturan, yiikleme durumu Sekil 6.17’de verilen
L=10m. boyunda ve =10 N/m diizglin yayilh yiik altindaki basit mesnetli
Timoshenko kirisinin orta noktasindaki deplasman ve momentin zamana bagh
degisimleri Maxwell Modeli ve Ug¢ Parametreli Model(TPM) ile incelenmistir.

Zemin yatak katsayis1 k=10 kN/m? alinmustir.
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g=10 N/m

Sekil 6.17 Kirisin yiikleme durumu

Diizgiin yayili yiik etkisindeki kirisin orta noktasindaki deplasman zamana bagh
olarak Sekil 6.18’deki gibi degismektedir. Maxwell Modeli ile elde edilen
deplasmanlar, TPM’den biiyliktiir. Bununla birlikte TPM’nin bir siire sonra
soniimlenerek kararli hale ulasacagi goriilmektedir. Ciinkii TPM, 20 saniyenin

sonunda sabit bir deplasman degerine yakinsamaktadir.

Deplasman mm.

‘ WaAWRS
" AR AR
1 AR
| R
e
0.8 ikl
- Maxwell
- TPM
0.2
| t sn.
S 10 15 ”

Sekil 6.18 Maxwell Modeli ve TPM ile zemine oturan g=10 N/m diizgiin yayili yiik
altindaki basit kirisin orta noktasindaki deplasmanin degisimi(L=10m., k=10 kN/m?).

Bu problemin mesnete oturan hali olan Ornek 1°deki deplasman grafikleri Sekil 6.2
ve Sekil 6.4 hatirlanirsa, zeminin deplasman {izerindeki sontimleyici etkisi anlagilir.
Mesnete oturan basit kiris probleminde deplasmanlar arasinda biiyiik fark varken,
zemine oturan basit kiriste iki modelin yaptigi deplasmanlar birbirine yakindir.
Moment degerinin zamanla degisimi Sekil 6.19’da goriilmektedir. Maxwell
Modeli’nin momenti sontimlenmistir. TPM nin momenti ise tipki deplasmandaki gibi

sabit bir degere yakinsamistir.
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Moment kKNm.

0.15

0125 f — TPM
01 — Maxwell

0.075
0.05

0.025 [

Sekil 6.19 Maxwell Model ve TPM ile zemine oturan g=10 kKN/m diizgiin yay1l1 yiik

altindaki basit mesnetli kirisin orta noktasindaki momentin zamanla degisimi

(L=10m. , k=10 kN/m?)
6.1.7. Ornek 7

Sekil 6.20°de zemine serbest oturan L=15 m. boyunda ve p=10 kN tekil yiik altindaki
Timoshenko Kirisinin orta noktasindaki deplasman Ug Parametreli Model (TPM) ile

incelenmistir. Zemin yatak katsayis1 k=100 kN/ m? almmustir.

10 kN

Sekil 6.20 Kirisin yiikleme durumu

Serbest oturan Kirisin orta noktasinin deplasman grafigi Sekil 6.21°deki gibidir.
Sistem mesnetli olmadig1 i¢cin zeminle etkilesiminden dolayr bir siire sonra rijiit
cisim hareketi yapmaya baslamaktadir. Kirisin sekil degistirmesinde soniim soz
konusudur. Bunun bir gostergesi olarak 150. ve 155. saniyeler arasindaki deplasman
grafigi Sekil 6.22’de verilmistir. Burada deplasmanin artik sabit bir degere
yakinsadigi gozlenmektedir. t=155. saniyedeki elastik egri de Sekil 6.23’te

verilmistir. Kirisin artik belli bir form aldig1 goriilmektedir.
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Deplasman mm.
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Sekil 6.21 TPM ile zemine serbest oturan p=10 kN tekil yiik altindaki kirisin orta
noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi (L=15 m. , k=100 kN/rnZ).

Deplasman mm.

AN

TR R AT
IR, \‘\ || oL
SRR
uj‘d QQU.JU M t sn.
151 152 153 154 155

Sekil 6.22 Kirigin t=150-155. saniyeler arasindaki deplasman-zaman grafigi

Deplasman mm.

5

D.No
[15

o

15

[120

Sekil 6.23 Kirisin t=155. saniyedeki elastik egrisi
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6.1.8. Ornek 8

Sekil 6.24°te zemine serbest oturan L=15 m. boyunda ve p=10 kN tekil yiik altindaki
Timoshenko Kkirisinin orta noktasindaki deplasmanlar Maxwell Modeli, Ug
Parametreli Model, Kelvin Modeli ve Elastik Model ile incelenmistir. Zemin yatak

katsayist k=10 kN/m? alimustur.

10 kN

Sekil 6.24 Kirisin yiikleme durumu

Farkli modellerle elde edilen deplasman grafigi Sekil 6.25’te verilmistir. Kiris
serbest oturdugundan dolayr deplasmanlar degiskenlik gostermektedir. 10. saniye
itibariyle Maxwell Modeli’nin en yiiksek deplasmani yaptig1 goriilmektedir. Ug
Parametreli Model(TPM), Maxwell Modeli’ne yakin deplasmanlar yapmuistir. Elastik
Model ilk saniyelerde, TPM ve Maxwell Modeli’ne yakinsamis ancak ilerleyen
saniyelerde aralarindaki fark acilmistir. Kelvin Modeli limite dogru gitmektedir. Bir
siire sonra sekil degistirmede soniim s6z konusu olacaktir. Ancak sistemde soniim
beklenmemektedir. Bunu Kelvin Modeli’nin bilinye denklemi gbéz Oniine alinarak,

t —oo’ a giderken modelin sonlu bir degere yakinsamasi ile agiklamak miimkiindiir.

Deplasman mm.

200 |
i Maxwell M.
Bor TPM
100 u\ Kelvin M.
0 |
t sn.

2 4 6 8 10

Sekil 6.25 Zemine serbest oturan p=10 kN tekil yiiklii kiristeki deplasmanlarin farkl
modellerle karsilastiriimast (L=15 m. , k=10 kN/m?).
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6.2. Zamanla Degisen Yiik Altinda Dinamik Davramisin Incelenmesi

6.2.1 Ornek 1

Sekil 6.26°da goriilen bu drnekte Maxwell Modeli ve Ug¢ Parametreli Model (TPM)
ile L=10m. boyunda ve p=50 sin(xt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli Timoshenko

kiriginin orta noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi incelenerek Elastik Model
ile karsilastirilmistir.

50 sin (nt) N

|

5 D

Sekil 6.26 Kirisin yiikleme durumu

Sekil 6.27°de kirisin yaptig1 deplasmanlar Maxwell Modeli icin elde edilerek Elastik
Model ile karsilastirilmistir. Bu problem icin elde edilen Sekil 6.28°deki grafigin bu

calisma sonucu bulunan grafige yakin oldugu acik¢a goriilmektedir.

Deplasman mm.
1

g £

075 F/| /!

— Viskoelastik
M Elastik

osEl |

o2s 1 1] | | [ \ (|

|
L L
. - | \ f (I ‘ \
05 F | ‘r !\ s‘
o075 F °

Sekil 6.27 Maxwell Modeli ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli kirigin

orta noktasindaki deplasmanlarin Elastik Model ile karsilastirilmasi.
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Sekil 6.28 Chen (1995)’te Maxwell Modeli ile Elastik Model karsilagtirmas.

Sekil 6.29°da tekil siniizoidal yiik altindaki kiris probleminin Ug¢ Parametreli Model
ile elde edilen zamana bagli deplasman grafigi goriilmektedir. Burada viskoelastik ve
elastik model karsilastirmast yapilmistir. Ayni problem i¢in daha 6nce yapilmis
calismanin deplasman grafigi Sekil 6.30°da verilmistir. Bu iki grafik yakin sonuglar

igcermektedir.

Deplasman mm.

L I — Viskoelastik
075 B/l ) / b - Elastik
05 \ i 1 i I

d SERRRERNS
=LY
=TT

[10.75

Sekil 6.29 TPM ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli kirigin orta

noktasindaki deplasmanlarin Elastik Model ile karsilastirilmasi.
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DISPLACEMENT (wm )
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TIME (sec. )

Sekil 6.30 Chen (1995)’te 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli kiriste
TPM ile Elastik Model karsilastirmasi.

6.2.2 Ornek 2

Bu oOrnekte Sekil 6.26’da yiikleme durumu verilen L= 10 m. boyunda ve
p= 50 sin(xt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli Timoshenko ve Euler kirislerinin
orta noktasindaki deplasman ve momentlerin zamanla degisimi Maxwell Modeli ve
Ug Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.

Elde edilen deplasman grafigi Sekil 6.31°de Timoshenko ve Euler kiriginin
frekanslar1 ayni, deplasmanlart yakinsaktir. Sekil 6.32°de ise deplasmanlar arasindaki

fark goze carpmaktadir. Ancak genel olarak iki grafik birbirine benzemektedir.

Deplasman mm.
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Sekil 6.31 Maxwell Modeli ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli

Timoshenko ve Euler kirisinin karsilastiriimasi.
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Sekil 6.32 Chen (1995)’te Maxwell Modeli ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit

mesnetli Timoshenko ve Euler kirisinin karsilastirilmasi.

TPM ile elde edilen Sekil 6.33’te Timoshenko ve Euler kirisi kiyasi yer almaktadir.
Ayni problem i¢in daha Once yapilan ¢aligmada bulunan Sekil 6.34’te frekanslarin
aynit oldugu ancak deplasmanlar arasinda fark oldugu goze carpmaktadir. Sekil

6.33’te ise deplasman degerleri birbirine oldukca yakindir.

Deplasman mm.

0.75 | /_W & 1 .« . . _ | — Timoshenko
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Sekil 6.33 TPM ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli Timoshenko ve

Euler kirisinin karsilastirilmasi.
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Sekil 6.34 Chen (1995)’te TPM ile 50 sin (nt) N tekil yiik altindaki basit mesnetli

Timoshenko ve Euler kirisinin karsilastirilmasi.

6.3. Anlik Yiik Altinda Dinamik Davranisin incelenmesi

Anlik Yiik olarak 10 d(t) kN altindaki kirigin dinamik davranist incelenmistir. Burada

o(t) Dirac Delta fonksiyonudur. Baslangicta bu yiikiin bir kez etkitilerek kaldirildig

diistinilmiistiir.

Elastik zemine oturan, L boyundaki diizgiin bir kiris i¢in rijitlik oran1 AL su sekilde

verilebilir (Bowles, 1996):
A=4 L
\ 4EI

ML <n/4  ise kisaKkiris

olmak iizere;

/4 <AL <m ise  ortakiris

n<AL ise uzun kirig

adin alir. Bu tanim Bernoulli-Euler kirisleri i¢in yapilan bir 6nermedir.

k=10 kN/m?

E=9.8 x10* kN/m?
1=1/48 m*

icin A= 0.187 bulunur.
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Bu sartlar1 saglayan L uzunluklari,

Kisa kirig icin - L=3 m.
Orta kiris igcin L= 10 m.

Uzun kiris icin  L=30 m. olarak se¢ilmistir.

Ornek 1, Ornek 2, Ornek 3 i¢in yukaridaki tanimdan yararlanilacaktir.

6.3.1 Ornek 1

Sekil 6.35°te yatak katsayist k=10 kN/m? olan zemine serbest oturan L=3 m.
boyunda ve p=10 d(t) kN tekil yiik altindaki Timoshenko kiriginin orta noktasindaki

deplasman ve moment U¢ Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.

10 &(t) kN

Sekil 6.35 Kirisin yiikkleme durumu

Zemine serbest oturan kisa kirisin yaptig1 deplasman Sekil 6.36’da goriilmektedir.
Yiik baslangicta bir kez uygulanip kaldirilmistir. Baslangictaki deplasman azalarak
belli bir digerde seyretmistir. Deplasman uzun bir siire sonunda bile salinima devam

etmektedir. Bunun nedeni sistemin ¢ok rijit olmasidir.

Deplasman mm.
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Sekil 6.36 TPM ile zemine serbest oturan q=10 6(t) kN tekil yiik altindaki kirisin orta

noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi ( L=3 m., k= 10 kN/m?).
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Sekil 6.37 TPM ile zemine serbest oturan q=10 5(t) kN tekil ylik altindaki kirisin orta

noktasindaki momentin zamanla degisimi ( L=3 m., k= 10 kN/m?).

Kisa kirisin zamanla degisen moment grafigi Sekil 6.37’deki gibidir. Burada ¢ok agik
bir bicimde goriildiigii gibi baslangicta bir kez uygulanip birakilan yiikiin etkisi
sonucu moment belli bir deger aldiktan sonra soniimlenmeye baglamistir. 35. saniye

civarinda momentin séniime ulastig1 gézlemlenmistir.

6.3.2 Ornek 2

Sekil 6.35°te yatak katsayist k=10 kN/m? olan zemine serbest oturan L=10 m.
boyunda ve p=10 d(t) kN tekil yiik altindaki Timoshenko kirisinin orta noktasindaki

deplasman ve moment Ug Parametreli Model (TPM) ile incelenmistir.

Deplasman mm .
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Sekil 6.38 TPM ile zemine serbest oturan =10 5(t) kN tekil yiik altindaki kirisin orta
noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi ( L=10 m., k= 10 kN/m?).
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Sekil 6.39 TPM ile zemine serbest oturan qg=10 6(t) kN tekil yiik altindaki kirisin orta

noktasindaki momentin zamanla degisimi ( L=10 m., k=10 kN/m? ).

L=10 m. boyundaki orta kirisin deplasman grafigi Sekil 6.38’de goriilmektedir. Ani
uygulanan yiik sonucu deplasman bir siire kararsiz izlemis daha sonra sabit bir sayiya

yakinsayarak kararli hale gecmistir.

Sekil 6.39’da ise orta kirisin moment grafigi yer almaktadir. Baglangigta bir anlik
uygulanan yilk sonucu moment bir degere ulagsmis ve sonrasinda azalarak
soniimlenmeye baglamistir. Yaklasik 50. saniyede momentin soniimlendigi

gozlenmistir.

6.3.3 Ornek 3

Sekil 6.35’te yiikleme durumu verilen, yatak katsayis1 k=10 kN/m? olan zemine
serbest oturan L=30 m. boyunda ve p=10 o(t) kN tekil yiik altindaki Timoshenko
kirisinin orta noktasindaki deplasman ve moment U¢ Parametreli Model (TPM) ile

incelenmistir.

L=30 m. boyundaki uzun kirisin t=50 sn. i¢in deplasman grafigi Sekil 6.40’de
gosterilmistir. Sistem periyodik olarak soniime ugramaktadir. Ancak bir siire sonra

bu sénem ortadan kalkmis, sistem sabit bir degere yakinsayarak limite ulagmistir.
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Deplasman mm.
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Sekil 6.40 TPM ile zemine serbest oturan q=10 6(t) kN tekil yiik altindaki kirisin orta
noktasindaki deplasmanin zamanla degisimi ( L=30 m., k= 10 kN/m? ).

Uzun kirisin moment grafigi ise Sekil 6.46°da verilmistir. Anlik ylik uygulanan
kirisin momentinin soniime dogru gittigi goriilmektedir.
Moment kNm.
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Sekil 6.41 TPM ile zemine serbest oturan q=10 6(t) kN tekil yiik altindaki kirisin orta
noktasindaki momentin zamanla degisimi ( L=30 m., k=10 kN/m? ).
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Sistemin t=280 sn. ve t=290. saniyelerdeki deplasman zaman grafigi Sekil 6.42’de
verilmistir. Goriildigli gibi sistemin gsekil degistirmesi sénlime ugramistir.
Deplasman limite ulagsmis, sabit bir degerde seyretmektedir.

Deplasman mm.

150 - i : .
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Vot

S B Y s s I By vy B, e el B
| 282 | 284 | 286 -288 | |290
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msofl LV L ]
L A (A Y
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Sekil 6.42 Uzun kirigin t=280-290. saniyeler aras1 deplasmani

Sistemin t= 0 ve t=290. saniyelerdeki moment zaman grafigi ise Sekil 6.43°te

verilmistir. Moment soniimlenmis ve sifira yakinsamstir.

Moment kNm.

t sn.
150 200 250

Sekil 6.43 Uzun kirisin t=0-290. saniyeler aras1 momenti
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7. SONUCLAR

Bu calismada Winkler zeminine oturan viskoelastik Timoshenko kirisi icin bir
karisik sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmistir. Viskoelastik malzeme kabulii
yapilan hesapta gerilme-sekil degistirme bagintilarin1 veren biinye denklemleri
zamana bagli olarak alinmis ve daha sonra islem kolayligi olmasi bakimindan
zamana bagli ifadeler Laplace doniisiim uzayina tasmmustir. Incelenen Kirisin
Timoshenko kirigi olmasi itibariyle kaymanin elastik egriye yaptigi etkiler de
dikkate almmistir. Laplace uzayinda sonlu eleman mantigiyla gerekli islemler
yapildiktan Ters Laplace doniisimii uygulanarak baslangictaki hal olan zaman
uzaymna geri doniilmiistiir. Sonlu eleman formiilasyonu i¢in bir bilgisayar programi
gelistirilmistir. Bu program ile ¢esitli yiikklemeler ve sinir kosullart altindaki kirigler
coziilebilmektedir. Program sabit veya degisken yiik altindaki kirislerin ¢6ziimiinii
miimkiin kilmaktadir. Farkli eleman sayilar1 alinarak ¢oziimiin yakinsakligi takip
edilebilmektedir. Bu ¢aligmada yapilan dinamik analizin yan sira kuazi-statik analiz
yapma olanagi da sunmaktadir. Ayrica altinda elastik zemin olan veya zemin
olmadan sadece mesnete oturan kirislerin ¢6ziimii i¢in de elverislidir. Program Ters
Laplace doniisiimiinii kapali olarak yapabilmektedir. Bu sayede zaman uzayima
donmek i¢in biiyiik kolaylik saglamaktadir. Yapilan sayisal uygulamalarda farkl
yikleme ve smir kosullarinda, farkli viskoelastik modeller kullanilarak elastik
zemine oturan ve zemine oturmayan problemler incelenmistir. Ayrica bu ¢oziimler,
kayma etkilerinin ihmal edildigi Euler kirisi ve zamanin etkiSinin gz Oniine
alinmadig1 Elastik Model ile karsilastirilmistir. Coziilen problemlerde, gelistirilen
formiilasyonun iyi sonug¢ verdigi gozlenmistir. Uygulamalarda viskoelastik model
olarak Kelvin Modeli, Maxwell Modeli ve Ug¢ Parametreli Model (TPM)

kullanilmistir. Elde edilen bazi sonuglar sunlardir:

1. Farkli viskoelastik modeller kullanilarak yapilan ¢6ziimlerde viskoelastik kirisin
dinamik davranisinin bir siire sonra kayboldugu ve kararli hale yani kuazi-statik hale

gectigi belirlenmistir.
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2. Sabit yiik altinda, zeminin deplasman iizerinde etkisi arastirilmis ve farkli
modellerle yapilan uygulamalarda zeminin deplasmani biiyiikk Olclide azalttig
gorilmistiir. Ayni sinir kosullar1 altinda mesnete oturan kiris probleminde Maxwell
Modeli ve TPM’nin deplasmanlar1 arasinda biiyiik fark varken, bu kirisin zemine
oturmast halinde iki modelin yaptiklari deplasmanlarin birbirine yaklastig
gorilmistir.

3. Zamanla degisen yiik altinda incelenen problemlerde Timoshenko kirisi ile Euler
kiriginin frekanslarinin ayni, genliklerinin ise yakinsak oldugu goriilmiistiir. Yapilan
viskoelastik model- elastik model kiyaslamasinda frekanslarin ayni, genliklerin ise
farkli oldugu goriilmistiir.

4. Anlik yiik ile yapilan uygulamalarda, zemine serbest oturan kiriste momentin bir
siire sonra soniimlendigi deplasmanin kararli hale ulastigi goriilmiistiir. Ayni
problemde kiris boyu arttirildik¢a sistemin baslangigta periyodik olarak soniime
ugradig1 ancak bir siire sonra kararli hale gectigi gézlenmistir.

5. Kirig kalinliginin deplasmana etkisi incelenmis ve kalinlik arttirildikga sistemin
yaptig1 deplasmanin azaldigy, titresim frekansinin ise arttigi gozlenmistir.

6. Viskozite katsayisinin deplasmana etkisi arastirllmis ve viskozite katsayisi
arttirilldikc¢a sontimiin daha cabuk gergeklestigi goriilmiistiir.

7. Farkli eleman sayilar1 almarak ¢oziilen problemlerde, eleman sayist artirildikca

sonuglarin sabit bir degere yakinsadigi gézlenmistir.
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