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(Matematikçi)

v



vi



 

 

 

vii 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 

ÖNSÖZ ........................................................................................................................ v 

İÇİNDEKİLER ........................................................................................................ vii 
ŞEKİL LİSTESİ ........................................................................................................ ix 
ÖZET .......................................................................................................................... xi 
SUMMARY  ............................................................................................................ xiii  
1. GİRİŞ ...................................................................................................................... 1 

2. YÜZEYLER TEORİSİ .......................................................................................... 3 
    2.1  3-Boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar ................................................... 3 

2.2 Yüzey Kavramı .................................................................................................. 5 

2.2.1 Gauss eğriliğinin geometrik yorumu ......................................................... 13 

3. LOG-HARMONİK FONKSİYONLAR TEORİSİ ........................................... 17 
3.1 Kompleks Analizde Temel Tanımlar ............................................................... 17 
3.2 Yalınkat Fonksiyonlar ...................................................................................... 18 

3.3 Harmonik Fonksiyonlar .................................................................................... 23 

3.4 Log-Harmonik Fonksiyonlar ............................................................................ 27 

3.5 Log-Harmonik Yalınkat Fonksiyonlar ............................................................. 29 

4. MİNİMAL YÜZEYLER ..................................................................................... 35 
4.1 İzotermal Parametrelerle Verilen Minimal Yüzeyler ....................................... 35 

4.2 Minimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimi ...................................... 38 

4.2.2 Weierstrass-Enneper gösterimi ile verilen minimal yüzey örnekleri ........ 40 

4.3 Minimal Yüzeylerin Gauss Eğriliği ................................................................. 44 

4.4 Minimal Grafikler ve Harmonik Dönüşümler .................................................. 47 

4.5 Minimal Yüzeyler ve Log-Harmonik Fonksiyonlar ......................................... 51 

5. BULGULAR ......................................................................................................... 57 
KAYNAKLAR ......................................................................................................... 61 

ÖZGEÇMİŞ .............................................................................................................. 63 



viii



ŞEKİL LİSTESİ
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MİNİMAL YÜZEYLERİN LOG-HARMONİK FONKSİYONLARLA
KARAKTERİZASYONU

ÖZET

Bu tez çalışmasının amacı izotermal parametrelerle verilen bir minimal yüzeyi
yalınkat harmonik ve yalınkat log-harmonik fonksiyonlarla temsil etmek ve belirli
tipteki minimal yüzeylerin Weierstrass-Enneper fonksiyonları ve Gauss eğriliği için
growth(genişleme) teoremleri vermektir. Çalışma alanı olarak yalınkat log-harmonik
fonksiyonlar seçilmiştir. Log-harmonik fonksiyonlar analitik ve ko-analitik iki fonk-
siyonun çarpımı şeklinde gösterilen ve genel anlamda logaritması harmonik olan
fonksiyonlardır. Tez çalışması için yalınkat log-harmonik fonksiyonların bir alt sınıfı
olan Slh∗ tanımlanmış ve bu sınıfta çalışılmıştır.

Tezimiz beş bölümden oluşmaktadır, ve birinci bölümü minimal yüzey teorisi,
harmonik ve log-harmonik fonksiyonlar üzerine yapılmış çalışmaların tarihçesi
üzerine ayrılmıştır.

İkinci bölümde; 3- boyutlu Öklid Uzayında temel kavramlar verilmiş, ve ardından
yüzeyler teorisine geçilmiştir. Yüzeyler teorisine ait tanım ve teoremlerden sonra
minimal yüzeyler ve örnekleri ele alınmıştır .

Üçüncü bölümde , üzerinde çalışacağımız fonksiyonlar incelenmiştir. Öncelikle
kompleks analizdeki temel kavramlar verilmiştir. Log-harmonik fonksiyonlara temel
oluşturması açısından yalınkat fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlarla ilgili temel
kavramlar ele alınmış ve log-harmonik fonksiyonların alt sınıfları incelenmiştir.
Yalınkat log-harmonik fonksiyonların tezimizde kullandığımız alt sınıfı olan Slh∗

tanımlanmış ve bu sınıfa bir örnek verilmiştir.

Dördüncü bölümde ise izotermal parametrelerle verilen minimal yüzeyler ele alınmış
ve Weierstrass-Enneper gösterimi ve iyi bilinen minimal yüzey örnekleri verilmiştir.
Minimal yüzeylerin Gauss eğriliği ve tezin esas kısımlarından biri olan bir minimal
yüzeyin bir yalınkat harmonik dönüşümle temsil edilebilmesi için gerek ve yeter
koşul verilmiştir. Bu fikir log-harmonik fonksiyonlara genelleştirilmiştir. Yalınkat
log-harmonik fonksiyonların bir alt sınıfı olan Slh∗ ele alınmıştır. Bu fonksiyon
sınıflarında da yalınkat harmonik dönüşümlerde elde edilen benzer sonuçlara ulaşıldığı
görülmüş ve bir örnek verilmiştir.
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Beşinci bölümde ise çalışmanın genel bir değerlendirmesi yer almaktadır. Tezimizin
asıl kısmını oluşturan bu bölümde, planladığımız teoremler ve sonuçlara yer
verilmektedir. Ayrıca elde ettiğimiz sonuçları destekleyen bir örnekte yer almaktadır.
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CHARACTERIZATION OF MINIMAL SURFACES BY LOG-HARMONIC
FUNCTIONS

SUMMARY

A surface can be viewed informally as a two-dimensional set of points in
three-dimensional Euclidean spaceR3. Formally, it is a two-dimensional manifold with
a smooth structure. For most of our purposes it will suffice to regard a surface S as an
equivalence class of differentiable mappings X = Φ(U) from a domainU ⊂ R2 onto a
set Ω ⊂ R3. HereU = (u, v) and X = (x, y, z) denote points in R2 and R3, respectively.
Two representations are equivalent if they induce a diffeomorphism between parameter
domains. The Jacobian matrix of any parametric representation Φ is xu xv

yu yv

zu zv

 .
The surface S is said to be regular at a point if the Jacobian matrix has rank 2 here or,
equivalently if the two column vectors Xu and Xv are linearly independent. This means
it is possible to solve locally for one of the coordinates x , y, or z in terms of the other
two. The surface S is regular if it is regular at every point. We shall assume that S is
regular throughout this thesis.

A nonparametric surface is one with the special form z = f (x, y) or with x or y
expressed in terms of the other two coordinates. Thus, a regular surface is locally
nonparametric but need not be globally nonparametric. Sometimes a nonparametric
surface is called a graph.

A surface S is called a minimal surface, if for each sufficiently small simple closed
curve C on S the portion of S enclosed by C has the minimum area among all surfaces
spanning C. Minimal surfaces can be constructed physically by dipping a loop of wire
into soap solution. Because of surface tension, the resulting soap film will assume the
shape that minimizes surface area.

A nonparametric minimal surface will be called a minimal graph. By a standart
argument in the calculus of variations, a minimal graph z = f (x, y) can be shown
to satisfy the nonlinear partial differential equation(

1 + f 2
y

)
fxx − 2 fx fy fxy +

(
1 + f 2

x

)
fyy = 0.

This equation has the elegant geometric interpretation that the mean curvature of the
surface is everywhere equal to zero.
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Indeed, the coefficients of the first and second fundamental
forms (E, F,G and L,M,N) are easily computed in the nonparametric case, and
the minimal surface equation is seen to reduce to EN − 2FM + GL = 0 or H = 0,
where H is the mean curvature of the minimal surface S. It is convenient to take the
identical vanishing of the mean curvature as the definition of a minimal surface.

A real-valued function u(x, y) is harmonic if it satisfies Laplace’s equation

∆u = uxx + uyy = 0.

Harmonic mappings are complex-valued functions which do not need to be analytic.
More precisely, a complex-valued function f = u + iv is called harmonic if its
real-valued coordinate functions u and v are harmonic. A harmonic mapping f of a
domain D ⊂ C is said to be univalent (or one-to-one) if f (z1) , f (z2) for all points
z1 and z2 in D with z1 , z2. The theory of univalent harmonic mappings is one of the
most popular branches of complex analysis. More recently harmonic mappings have
been studied actively investigated by complex analysts as generalizations of univalent
analytic functions, or conformal mappings. Many classical results of geometric
function theory extend to harmonic mappings, but basic questions remain unresolved.

It is the well-known the connection between harmonic mappings and minimal surfaces.
The connection arises from the fact that Euclidean coordinates of a minimal surface
are harmonic functions of isothermal (or conformal) parameters. The projection of a
minimal graph onto its base plane therefore defines a harmonic mapping. Conversely,
the harmonic mappings that lift to minimal surfaces have a simple description and the
corresponding surfaces can be given by explicit formulas. The representation makes
harmonic mappings an effective tool in the study of minimal surfaces.

A log-harmonic mapping is basically complex-valued function which has a harmonic
logarithm. Log-harmonic mappings can be represented as a mutiplication of an
analytic and a co-analytic mapping. The theory of log-harmonic mappings is relatively
new compared to the theory of harmonic mappings. The studies which have been made
in this theory are generally analogues of the studies have been for harmonic mappings.

In this thesis we shall represent a minimal surface in isothermal parameters by a
univalent log-harmonic mapping. Using this representation, we give some growth
theorems of Weierstrass-Enneper functions and Gaussian curvature of a minimal
surface which has isothermal parameters.

The thesis is divided into five chapters and each chapter consist of a certain number of
subsections.

The first chapter is introductory and is basically intented to call attention to the
connection between minimal surfaces and harmonic mappings. In this chapter we also
give some historical knowledge of the minimal surface and log-harmonic mappings.

The second chapter is devoted to give fundamental tools of the surfaces which lie in a
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three dimensional Euclidean space. In the first subsection of this chapter, topological
properties of three dimensional Euclidean space R3 are given. The fundamental tools
of surface as coordinate patch, Monge patch, tangent plane, the first fundamental
form, the second fundamental form, principal curvatures, Gaussian curvature and mean
curvature are given in the second subsection of this chapter. Also, the definition of a
minimal surface and some examples of minimal surfaces are given in this subsection.

In chapter three we are prepared to introduce the theory of log-harmonic mappings. In
the first subsection of this chapter, the fundamental definitons of complex analysis are
given, for example singular point, zero point, meromorphic function, etc. In subsection
two, the fundamental definitions and theorems of univalent analytic functions are
given, for example Schwarz-Pick lemma and Riemann mapping theorem. In third
section, we study harmonic mappings. A theorem saying that a harmonic function is
univalent in a neighborhood of a point z0 if and only if J f (z0) , 0 is placed in this
subsection. (see the Theorem 3.7) In subsection four, we are interested log-harmonic
mappings. We particularly study univalent log-harmonic mappings and define the
subclass Slh∗ of log-harmonic mappings. we choose this subclass Slh∗ for study area.

In chapter four we are interested minimal surfaces. The representation of a
minimal surface with isothermal parameters by a univalent harmonic mapping and
Weierstrass-Enneper representation are given the first subsection. Some special
examples of minimal surfaces are given in the second subsection. Gaussian curvature
of minimal surface is investigated in the third subsection. In subsection four,
the connection between minimal graphs and harmonic mappings is studied. Last
subsection of this chapter we are interested in our main work, namely the connection
between minimal surfaces and log-harmonic mappings. Here we define how to
represent a (univalent) log-harmonic mapping to a minimal surface with isothermal
parameters.(see Definition 4.2 in Chapter 4) We also give a Weierstrass-Enneper
type theorem for a minimal surface with isothermal parameters lifted by univalent
log-harmonic mapping.(see the Theorem 4.2) In this section we also give a formula for
Gaussian curvature of a minimal surface lifted by a (univalent) log-harmonic mapping.
(see the Equation 4.33 in Chapter 4)

In last chapter, we obtain main results. First, we give a growth theorem for a function
which belongs to subclass Ω∪. The class Ω∪ is defined in the second subsection of
chapter 3. (see Definition 3.10) Using this growth theorem we obtain growth theorems
for the Weierstrass-Enneper functions of a minimal surface lifted by a (univalent)
log-harmonic function which belongs to class Slh∗. (see the Theorem 5.1) We also
give an estimate for Gaussian curvature of a minimal surface lifted by f ∈ Slh∗.

This chapter ends with an example of a (univalent) log-harmonic mapping f ∈ Slh∗ and
its second dilatation ω belongs to the class Ω∪. This mapping an example of lifting to
minimal surface Catenoid.

Our work is motivated by studies on the theory of minimal surfaces, especially those
that are lifted by harmonic mappings; see [5, 23, 24, 25]
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1. GİR İŞ

Harmonik tasvirlerle minimal yüzeyler arasındaki ilişkiiyi bilinmektedir ve bu ilişki,

bir minimal yüzeyin Öklidyen koordinatlarının harmonik fonksiyonlar olmasından

kaynaklanır. Bir minimal grafĭgin kendi baz düzlemine izdüşümü bir harmonik tasvir

tanımlar. Tersine, harmonik tasvirler minimal yüzeyleri lift ederler ve harmonik

tasvirlere karşılık gelen minimal yüzeyler açık formüllerle ifade edilebilirler. Bu

gösterim, harmonik tasvirleri minimal yüzeyler teorisi çalışmada etkili bir araç kılar.

L. Euler ve J. L. Lagrange minimum-alan problemini, varyasyon analizinin bir

uygulaması olarak ele aldılar ve böylece minimal yüzeyler teorisi başlamış oldu.

Minimal-alan problemi, verilen bir sınır için alanı minimum olan bölgenin varlı̆gını

sorgulamayı içerir. Fizikçi Joseph Plateau bu problemi sabun filmlerine uyguladıktan

sonra, bu problem Plateau problemi olarak bilinmektedir. J. L. Lagrange nin bir

minimal yüzeyin diferansiyel denklemini veren çalışması1762 de basıldı. 1776 da

J. B. Meusnier bir minimal yüzeyin ortalama eğrili ğinin sıfıra eşit oldŭgunu göstererek

geometrik yorumunu vermiş oldu. 1832 yılına kadar katenoid, helisoid ve düzlem

parametrik gösterilişleri bilinen nadir minimal yüzey örnekleriydi. 1832 yılında

Heinrich F. Scherk kendi soyadıyla anılan birinci minimal yüzeyini ve 1835 yılında

ise Scherk in eyer-kule yüzeyi olarak adlandırılan ikinci minimal yüzeyini betimledi.

19. yüzyılın ortalarına dŏgru birçok minimal yüzey örnekleri keşfedildi. 1864 ve 1866

yıllarında sırasıyla Alfred Enneper ve Karl Weierstrass birbirinden băgımsız olarak,

daha sonra Weierstrass-Enneper gösterimi olarak adlandırılacak olan minimal yüzey

gösterimini elde ettiler. Minimal yüzeyler teorisinin tarihsel gelişimini eksiksiz ve

bilimsel olarak anlatan çalışma J. C. C. Nitsche tarafından 1989 da basıldı.

Kompleks düzlemde tanımlanmış harmonik fonksiyonlar analitik olmak zorunda

olmayan fonksiyonlardır. Harmonik fonksiyon teorisinin gelişiminde matematiğin

bir dalı olan diferansiyel geometri önemli bir rol oynar. 1920 li yılların başlarında

1



Tibor Rado harmonik fonksiyonları Plateau problemiyle bağlantılı olarak çalıştı.

Daha sonra minimal yüzey çalışan diferansiyel geometriciler çalışmalarında harmonik

fonksiyonları kullandılar. 1980 li yılların başlarında kompleks analizciler analitik

yalınkat (konform) fonksiyonların bir genelleştirilmesi olarak yalınkat harmonik

fonksiyonları incelemeye başladılar. Şöyle ki, analitik yalınkat fonksiyonlar için

elde edilen bulguların yön-koruyan yalınkat harmonik fonksiyonlar için geçerli

olup olmadı̆gı sorusu gündeme geldi. 1984 yılında Clunie ve Sheil-Small [1]

yayımladıkları çalışmalarında, analitik yalınkat fonksiyonlar teorisindeki genişleme,

distorsiyon, örtülüş teoremleri ve katsayı eşitsizliklerinin yön-koruyan harmonik

yalınkat fonksiyonlar için benzerlerini ortaya koyarak busorunun yanıtını vermiş

oldular. 1986 yılında Hengartner ve Schober, Riemann tasvirteoreminin benzerini

harmonik fonksiyonlar için verdiler. Bu çalışmalarla birlikte harmonik fonksiyonlar

teorisine ilgi artarak devam etti.

Harmonik fonksiyonlar teorisi üzerine yapılan çalışmalar devam ederken, bunlara

paralel olarak log-harmonik fonksiyonlar teorisi ortaya atılmış ve bu alan üzerine

çalışmalara başlanmıştır. Bu kez harmonik fonksiyonlarüzerine yapılan araştırmaların

benzeri log-harmonik fonksiyonlar için verilmeye çalışılmıştır. Bu alandaki çalışmalar

1984 yılında Z. Abdulhadi ile başlamış ve teoriyi açıklayan ilk yayın 1988 yılında

olmuştur [2]. Bu yayındaH.H(D) ve F(w,D) şeklinde iki sınıf tanımlanmıştır.

Yayında bu iki sınıf arasında bağlantılar kurularak log-harmonik ve yalınkat

log-harmonik fonksiyonların tanımları verilmiştir. Ardından yapılan çalışmalarda

ise log-harmonik fonksiyonlara ait sınıflar tanımlanmış,bunlarla analitik fonksiyon

sınıfları arasındaki ilişkilere yer verilmiştir. Kurulan bu băglantılar ile log-harmonik

fonksiyonlara dair distorsiyon teoremleri elde edilmiştir.

Biz bu çalışmada, harmonik fonksiyonları ve bazı alt sınıflarını kullanarak belirli

tipteki bir minimal yüzeyin Gauss eğrili ğini, Weierstrass-Enneper parametreleriyle

ifade edip, benzer çalışmayı tanımlamış olduğumuz yalınkat log-harmonik

fonksiyonların bir alt sınıfı olanSlh∗ için de elde edecĕgiz.
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2. YÜZEYLER TEOR İSİ

2.1 3-Boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar

R reel sayılar cismini göstermek üzere 3 boyutlu reel sayılarkümesi

R
3
= {(p1, p2, p3)|pi ∈ R,1 ≤ i ≤ 3}

olarak tanımlanır.R3 kümesinde toplama işlemi (p1, p2, p3), (q1,q2,q3) ∈ R3 olmak

üzere

(p1, p2, p3) + (q1,q2,q3) = (p1 + q1, p2 + q2, p3 + q3)

eşitliği ile verilir. Skalerle çarpma işlemiλ ∈ R ve (p1, p2, p3) ∈ R3 için

λ(p1, p2, p3) = (λp1, λp2, λp3)

şeklinde tanımlanır. Bu işlemlere göreR3 kümesiR kümesi üzerinde bir vektör uzayı

olur. R3 vektör uzayındap = (p1, p2, p3) veq = (q1,q2,q3) olmak üzere

〈p,q〉 =
3

∑

i=1

piqi

eşitliği ile tanımlananR3 × R3 → R, (p,q) 7→ 〈p,q〉 fonksiyonu,R3 uzayında bir iç

çarpımdır. Bu iç çarpıma,R3 uzayının dŏgal iç çarpımı veya Öklid iç çarpımı denir.

p ∈ R3 olmak üzere

‖p‖ =
√

〈p, p〉

şeklinde tanımlananR3 → R, p 7→ ‖p‖ fonksiyonu,R3 uzayında bir norm belirler.

Buna göreR3 vektör uzayı, normlu vektör uzayıdır.

d(p,q) = ‖p− q‖

biçiminde tanımlanand : R3 × R3 → R fonksiyonu,R3 uzayında metriktir. Bu metrik

altındaR3 uzayına Öklid Uzayı denir. Bu uzay kimi zamanE3 ile gösterilir.
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r pozitif bir reel sayı vep0 ∈ R3 olsun.
{

p : p ∈ R3 ve‖p− p0‖ < r
}

kümesine,p0

merkezli,r yarıçaplı açık yuvar denir veBr(p0) ile gösterilir. A ⊂ R3 olmak üzereA

kümesinin her birp0 elemanı yineA kümesi içinde kalan en az bir açık yuvarın merkezi

oluyorsaA kümesineR3 kümesinin bir açık alt kümesi denir.

Genel olarak bir fonksiyon tanım kümesindeki her bir elemanı görüntü kümesindeki

bir tek elemana eşleştiren bir kuraldır. Örneğin y, x’in bir fonksiyonudur ifadesi iki

sayı cümlesi arasında, cümlelerden birindeki herbirx dĕgerine dĭger cümlede belli

bir y dĕgeri karşılık gelecek şekilde, bir bağıntıyı açıklamaktadır. Bununla beraber,

nesneler geometrik olduğu zaman bu băgıntıya dönüşüm veya resmetme adı verilir.

Reel dĕgişkenli bir vektörel fonksiyon tanım kümesi reel sayıların bir alt kümesi,

görüntü kümesi ise vektörler kümesi olan bir fonksiyondur.Örnĕgin, ĕgri reel

dĕgişkenli bir vektörel fonksiyondur. Vektör değişkenli, vektör dĕgerli bir fonksiyon

ise tanım ve görüntü kümesi vektörler kümesi olan bir fonksiyondur. Daha açık bir

ifade ileV vektörler kümesi olmak üzere

X : V ⊂ Rn→ Rm

biçiminde tanımlananX fonksiyonuna vektör dĕgerli vektörel fonksiyon denir.

Çalışmadan = 2, m= 3 olması durumu incelenecektir.

X vektörel fonksiyonununI ⊂ R aralı̆gında 3. mertebeden türevi var ve bu türev

fonksiyonu aynı aralıkta sürekli iseX vektörel fonksiyonunaI aralı̆gında 3. sınıftandır

denir veX ∈ C3(I ) şeklinde gösterilir.I , R’nin bir açık aralı̆gı olmak üzereα : I → R3

biçiminde düzgün (C∞ sınıfından) birα dönüşümüne,R3 uzayı içinde bir ĕgri denir.

X ve Y topolojik uzaylar olmak üzereF : X → Y fonksiyonu verilsin. Y uzayının

her açık alt kümesininF fonksiyonu altındaki ters görüntüsü,X uzayının açık bir

alt kümesi iseF fonksiyonu süreklidir denir.F : X → Y fonksiyonu birebir, örten

ve sürekli bir fonksiyon olmak üzereF−1 : Y → X fonksiyonu da sürekli ise,F

fonksiyonuX uzayındanY uzayına bir homeomorfizmdir denir.
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2.2 Yüzey Kavramı

Tanım 2.1 (Koordinat Yaması) X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) biçiminde

tanımlanan üzerineX : U ⊂ R2→ S ⊂ R3 vektörel fonksiyonu göz önüne alınsın.

Şekil 2.1:U bölgesininX dönüşümü altında görüntüsü

n ≥ 1 olmak üzereX ∈ Cn(U) iseS’ye n-inci sınıftan bir yüzey veX’de S’nin n-inci

sınıftan düzgün parametrik gösterilişi denir. Eğer, her (u, v) ∈ U parametreleri için

rank(JX) = 2 iseS’ye düzgün yüzey adı verilir [3].

X içine dönüşüm olmak üzere, aşağıdaki şartları săglıyorsaX’e S yüzeyininn’ inci

sınıftan bir koordinat yaması denir [4].

(i) X ∈ Cn(U) (n ≥ 1 ) dir.

(ii) ∀(u, v) ∈ U için Xu × Xv , 0⇔ rank(JX) = 2 dir. Burada

JX =











































∂x1

∂u
∂x1

∂v
∂x2

∂u
∂x2

∂v
∂x3

∂u
∂x3

∂v











































olarak tanımlanır.

(iii) X bir homeomorfizmadır. (eşyapı, topolojik dönüşüm)

Tanım 2.2 (Monge Yama) f : U ⊂ R2 → R ve f ∈ Cn(X), n ≥ 1 olmak üzere

X(u, v) : U ⊂ R2 → R3, X = (u, v, f (u, v)) biçiminde tanımlanan yamalara Monge

Yaması denir.
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Tanım 2.3 (Basit Yüzey)S ⊂ R3 herhangi bir alt küme veB = {X|X,S’nin

n’inci sınıftan bir koordinat yaması} biçiminde tanımlanmış olsun. Aşağıdaki şartlar

săglanıyorsaS’ye n’ inci sınıftan bir basit yüzey veB’ye deS’nin bir tabanı ya da

koordinat yama gösterilişi denir [4]:

(i) B, S′yi örter, yani herp ∈ S için p ∈ X∗(U∗) olacak şekilde en az birX∗ ∈ B

yaması vardır.

(ii) Her X ∈ B için X(U) = G ∩ S olacak biçimde en az birG ⊂ R3 açık kümesi

vardır.

En iyi bilinen basit yüzey örnĕgi C∞ sınıfından olan küre yüzeyidir.

Şekil 2.2: Küre

X1(u, v) =
(

u, v,
√

1− (u2 + v2)
)

üstten

X2(u, v) =
(

u, v,−
√

1− (u2 + v2)
)

alttan

X3(u, v) =
(

u,
√

1− (u2 + v2), v
)

săgdan

X4(u, v) =
(

u,−
√

1− (u2 + v2), v
)

soldan

X5(u, v) =
( √

1− (u2 + v2),u, v
)

önden
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X6(u, v) =
(

−
√

1− (u2 + v2),u, v
)

arkadan olmak üzere küre yüzeyini örten koordinat

yamalarıdır. Bir başka basit yüzey örneği ise C∞ sınıfından olan veX(u, v) =
(

u, v, u2

a2 − v2

b2

)

parametrik denklemi ile verilen hiperboloid paraboloid yüzeyidir.

Şekil 2.3: Hiperboloid paraboloid

Basit yüzey kendini kesmez. Örneğin, r = sin 2u , 0 < u < 3
4π kutupsal

koordinatlarıyla verilen ĕgrinin dik koordinatlardaki gösterimi :

α(u) = (sin 2ucosu, sin 2usinu,0)

biçimindedir. Bu ĕgrinin oluşturdŭgu silindirin parametrik denklemi

U =
{

(u, v)|0 < u <
3
4
π,−∞ < v < ∞

}

olmak üzere,

X(u, v) = (sin 2ucosu, sin 2usinu, v)

ile ifade edilir. Silindir yüzeyi kendi kendini kestiğinden dolayı basit olmayan

yüzeydir.

Şekil 2.4: Silindir
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Tanım 2.4 (Tĕget Düzlem)S yüzeyinin P0 = X(u0, v0) = X(t0) noktasındaki tĕget

düzlemiP0 noktasından geçen eğrilerin tĕgetlerinden oluşur veTP0(S) ile gösterilir.

Şekil 2.5: Tĕget düzlem

Dolayısıyla herhangi bir tĕget vektör

X′(t0) = Xu
du
dt

(t0) + Xv
dv
dt

(t0)

olduğundan bu tĕget düzlemXu ve Xv tarafından gerilir. {Xu,Xv} lineer băgımsız

vektörleri S’nin teğet düzlemlerinin bir tabanı (bazı) olarak alınabilir. Bu teğet

düzlemin birim normal vektörü :

n =
Xu × Xv

|Xu × Xv|

şeklinde ifade edilir.

Tanım 2.5 (Birinci Temel Form) C : X(t), S yüzeyi üzerinde bir ĕgri olsun. C’nin

teğeti

X′(t) = Xu
du
dt
+ Xv

dv
dt

olmak üzereC’nin yay uzunlŭgu fonksiyonu

s=
∫ t

to

|X′(t)| dt

şeklinde tanımlanır. Yay uzunluğu fonksiyonunun t ye göre türevi alınırsa

ds
dt
= |X′(t)| ⇒ ds= |X′(t)| dt
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elde edilir.dX = X′(t)dt olduğundands= |dX| yazılabilir.

Buradan

ds2
= |dX|2 = 〈dX,dX〉

= 〈Xudu+ Xvdv, Xudu+ Xvdv〉

= 〈Xu,Xu〉 du2
+ 2 〈Xu,Xv〉 dudv+ 〈Xv,Xv〉 dv2

(2.1)

olduğu görülür. E = 〈Xu,Xu〉, F = 〈Xu,Xv〉, G = 〈Xv,Xv〉 denilirse ve bu dĕgerler

(2.1) eşitliğinde yerine yazılırsa

ds2
= Edu2

+ 2Fdudv+Gdv2
= I (du,dv)

şeklinde bir ifade elde edilir.I (du,dv) ifadesineS yüzeyinin birinci temel formu denir.

Birinci temel formS yüzeyi üzerindeki iç çarpımı ifade eder ve parametre değişimden

etkilenmez; fakat katsayıları etkilenebilir.

Tanım 2.6 (̇Ikinci Temel Form) X = X(u, v), S yüzeyi üzerinde en az ikinci sınıftan

bir koordinat yaması olsun. Bu durumda yama üzerinde

n =
Xu × Xv

|Xu × Xv|

birim normal vektörü en az birinci sınıftandır.n birim normal vektör oldŭgundan

〈n,n〉 = 1 dir. Buradan diferansiyel alınarak〈dn,n〉 = 0 oldŭgu kolayca görülür. Bu

iç çarpımın sıfır olmasıdn⊥n olduğunu gösterir. Öte yandann = n(u, v) olduğundan

diferansiyelidn = nudu+ nvdvbiçimindedir.

Şekil 2.6: Kürenin teğet düzlemi

Şimdi aşăgıdaki eşitlik göz önüne alınsın:

II = − 〈dX,dn〉 = − 〈Xudu+ Xvdv,nudu+ nvdv〉

= − 〈Xu,nu〉du2 − (〈Xu,nv〉 + 〈Xv,nu〉)dudv− 〈Xv,nv〉dv2.
(2.2)

Burada

− 〈Xu,nu〉 = L, −(〈Xu,nv〉 + 〈Xv,nu〉) = 2M, − 〈Xv,nv〉 = N
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olarak isimlendirilsin. Bu dĕgerler (2.2) de yerine yazıldı̆gında bir yüzeyin ikinci temel

formu denilen

II = Ldu2
+ 2Mdudv+ Ndv2

eşitliği elde edilir.Xu ve Xv her (u, v) ∈ U noktasından’ye dik olduğundan〈Xu,n〉 =

0’dır. Buradanu ya göre türev alınırsa

d
du
〈Xu,n〉 = 〈Xuu,n〉 + 〈Xu,nu〉 = 0, − 〈Xu,nu〉 = 〈Xuu,n〉 = L

sonucu elde edilir. Benzer şekilde〈Xv,n〉 = 0 oldŭgundanv ye göre türev alındığında

d
dv
〈Xv,n〉 = 〈Xvv,n〉 + 〈Xv,nv〉 = 0, − 〈Xv,nv〉 = 〈Xvv,n〉 = N

elde edilir.〈Xu,n〉 = 0 oldŭgundan bu ifadedenv ye göre türev alındığında

d
dv
〈Xu,n〉 = 〈Xuv,n〉 + 〈Xu,nv〉 = 0, − 〈Xu,nv〉 = 〈Xuv,n〉

sunucu bulunur. Benzer şekilde〈Xv,n〉 ifadesininu’ya göre türevi alınırsa

d
du
〈Xv,n〉 = 〈Xvu,n〉 + 〈Xv,nu〉 = 0, − 〈Xv,nu〉 = 〈Xvu,n〉

elde edilir. X en az ikinci sınıftan oldŭgundan ikinci dereceden kısmi türevleri

süreklidir. DolayısıylaXuv = Xvu săglanır. Bu durumda

II (du,dv) = 〈Xuu,n〉 du2
+ 2 〈Xuv,n〉 dudv+ 〈Xvv,n〉dv2

=

〈

dX2,n
〉

olduğundanII (du,dv) =
〈

dX2,n
〉

biçiminde de yazılabilir.II ’ye S yüzeyinin ikinci

temel formu denir. Bu formn birim normal vektörünün işaretini koruduğu parametre

dönüşümlerinden etkilenmez.

Tanım 2.7 (Eğrilik Kavramı) S en az ikinci sınıftan bir yüzey,X = X(u, v) p ∈ S’yi

içeren bir koordinat yaması veC : X(t) = X(u(t), v(t)) ise p noktasından geçen

ikinci sınıftan bir düzgün ĕgri olsun. C eğrisinin yay uzunlŭgunun s cinsinden

parametrizasyonuC : X(s) göz önüne alınsın. O halde birim teğet vektörT = Ẋ(s)

olur. Eğrilik vektörü Ṫ ’nin n birim normal vektörüne dik izdüşümüneC eğrisinin p

noktasındaT yönündeki normal ĕgrilik vektörü denir ve

kn =

〈

Ṫ,n
〉

n
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ile gösterilir. Bu vektörün bileşenine, yani
〈

Ṫ,n
〉

sayısınaC’nin p noktasındaki normal

eğrili ği denir ve

κn =
〈

Ṫ,n
〉

olarak gösterilir.C eğrisinin p noktasındaki birim tĕget vektörü

T =
dX
ds
=

dX
dt

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

ve ĕgrilik vektörü

Ṫ =
dT
ds
=

dT
dt

dt
ds
=

dT
dt
∣

∣

∣

ds
dt

∣

∣

∣

=

dT
dt

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

dir. C eğrisi boyuncaT, n’ye diktir. Dolayısıyla〈T,n〉 = 0 olur. Buradant’ye göre

türev alınırsa

d
dt
〈T,n〉 =

〈

dT
dt
,n

〉

+

〈

T,
dn
dt

〉

= 0 ve

〈

dT
dt
,n

〉

= −
〈

T,
dn
dt

〉

elde edilir. Buna göre normal eğrilik κn aşăgıdaki şekilde hesaplanır:

κn =
〈

Ṫ,n
〉

=

〈

dT
ds
,n

〉

=

〈 dT
dt

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

,n
〉

=

〈

dT
dt ,n

〉

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

= −

〈

T, dn
dt

〉

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

= −

〈

dX
dt ,

dn
dt

〉

∣

∣

∣

dX
dt

∣

∣

∣

2
= −

〈

dX
dt ,

dn
dt

〉

〈

dX
dt ,

dX
dt

〉

= −

〈

Xu
du
dt + Xv

dv
dt ,nu

du
dt + nv

dv
dt

〉

〈

Xu
du
dt + Xv

dv
dt ,Xu

du
dt + Xv

dv
dt

〉

=

− 〈Xu,nu〉
(

du
dt

)2
− 〈Xu,nv〉 du

dt
dv
dt − 〈Xv,nu〉 du

dt
dv
dt − 〈Xv,nv〉

(

dv
dt

)2

〈Xu,Xu〉
(

du
dt

)2
+ 〈Xu,Xv〉 du

dt
dv
dt + 〈Xv,Xu〉 du

dt
dv
dt + 〈Xv,Xv〉

(

dv
dt

)2

=

L
(

du
dt

)2
+ 2M du

dt
dv
dt + N

(

dv
dt

)2

E
(

du
dt

)2
+ 2F du

dt
dv
dt +G

(

dv
dt

)2
.

(2.3)

u′ = du
dt ve v′ = dv

dt olduğundanκn normal ĕgrili ği, C eğrisinin p noktasındaki tĕgeti

T’nin yönüne băglıdır. Dolayısıyla

κn =
L(du)2

+ 2Mdudv+ N(dv)2

E(du)2 + 2Fdudv+G(dv)2
=

II (du,dv)
I (du,dv)

elde edilir. Ĕgerp noktasındaκn > 0 ise o noktada yüzeyn yönünde dışa dŏgru,κn < 0

ise içe dŏgru ĕgiliyor demektir. Ayrıcaκn =
II (du,dv)
I (du,dv)

olduğundanκn normal ĕgrili ği
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parametre dĕgişiminden băgımsızdır. I ≥ 0 oldŭgundanκn nin işaretiII ikinci temel

formun işaretine băglıdır.

Tanım 2.8 (Asal Ĕgrilik, Gauss Eğrilik ve Ortalama E ğrilik) κn = κn(T)

fonksiyonunun ekstramum değerleriκ1 = minκn(T) ve κ2 = maksκn(T) ile gösterilsin.

Bu dĕgerlereS yüzeyinin p noktasındaki asal eğrilikleri denir. S’nin p noktasındaki

ortalama ĕgrili ği ve gauss ĕgrili ği sırasıyla :

H =
1
2

(κ1 + κ2)

K = κ1κ2

şeklinde tanımlanır.S’nin asal ĕgrilikleri aşăgıdaki şekilde bulunur:

du
dt = ξ ve dv

dt = η olsun. Bu ifadeler (2.3) de yerine yazılırsa

κn =
Lξ2 + 2Mξη + Nη2

Eξ2 + 2Fξη +Gη2

elde edilir. Bu fonksiyonun maksimum ve minimum değerleriniEξ2+2Fξη+Gη2
= 1

koşulu altında Lagrange Çarpanlar Yöntemi ile hesaplanabilir:

Lξ + Mη = λ (Eξ + Fη) (2.4)

Mξ + Nη = λ (Fξ +Gη) (2.5)

ve (ξ, η) , (0,0) olduğundan

B =

(

L M
M N

)

, A =

(

E F
F G

)

katsayılar matrisi olmak üzere|B− λA| = 0 denklemi săglanır. (2.4) eşitliği ξ ile (2.5)

eşitliği iseη ile çarpıp toplanırsa,

Lξ2 + 2Mξη + Nη2
= λ

(

Eξ2 + 2Fξη +Gη2
)

= λ1 = λ

elde edilir. λ’nın özdĕgerleri olanκ1 ve κ2 asal ĕgrilikleri aynı zamanda|B− λA| = 0

denkleminin de kökleridir.B ve A matrisleri yerine konulursa

|B− λA| =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

L − λE M − λF
M − λF N − λG

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

elde edilmiş olur. Bu matrisin determinantı

LN − λGL− λEN+ λ2EG− λ2F2
+ 2λFM − M2

= 0
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dır. Bir başka ifadeyle

λ2
(

EG− F2
)

− λ (EN+GL− 2FM) + LN − M2
= 0

şeklindedir. Bu denklemin kökleriκ1 = λ1 ve κ2 = λ2 olduğundan ortalama eğrilik

H =
1
2

(κ1 + κ2) =
1
2

(

EN+GL− 2FM
EG− F2

)

ve gauss ĕgrili ği de

K = κ1κ2 =
LN − M2

EG− F2

şeklinde elde edilir [5].

2.2.1 Gauss ĕgrili ğinin geometrik yorumu

Gauss ĕgrili ğinin işaret dĕgiştirmesi sonucunda oluşan yüzey noktalarının cinsi

aşăgıdaki durumlarda ifade edilir:

(1) Kp = κ1κ2 > 0 ise verilen noktadaκ1 ve κ2 asal ĕgriliklerinin işaretleri aynıdır.

Dolayısıyla bu noktanın bir komşuluğunda da işaretlerini korurlar. Yüzey verilen

noktada ya hep içe doğru ya da hep dışa doğru ĕgiliyor demektir. Bu tip noktalara

eliptik noktalar denir. Örnĕgin, küre yüzeyinin her noktası eliptiktir.

(2) Kp = κ1κ2 < 0 ise verilen noktadaκ1 ve κ2 asal ĕgrilikleri ters işaretlidir.

Yani yüzey bu noktada bir yönde dışa doğru ĕgilirken, başka bir yönde içe

doğru ĕgiliyor demektir. Bu tip noktalara hiperbolik noktalar denir. Örnĕgin,

hiperboloid yüzeyinin her noktası hiperboliktir.

(3) Kp = κ1κ2 = 0 ve(κ1, κ2) , (0,0) olması durumda asal eğriliklerden biri sıfırdır.

Bu tip noktalara parabolik noktalar denir. Örneğin, dairesel silindirin her noktası

paraboliktir.

(4) Kp = κ1κ2 = 0 ve κ1, κ2 asal ĕgriliklerinin ikisi birden sıfır ise bu tip noktalara

düzlemsel noktalar denir. Örneğin, düzlemin her noktası düzlemseldir.

Tanım 2.9 (Minimal Yüzey) S yüzeyinin ortalama ĕgrilik fonksiyonu sıfır ise bu

yüzeye minimal yüzey denir.
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Şekil 2.7: Gauss ĕgrili ğinin işaretinin durumları

Önerme 2.1S minimal yüzey ise her p∈ S için Kp ≤ 0 dır.

İspat . S minimal yüzey oldŭgundanH = 0 dır. H = 1
2 (κ1 + κ2) olduğu göz önüne

alınarakκ1 + κ2 = 0 ve buradanκ1 = −κ2 bulunur. Buna göreKp = κ1κ2 = −(κ2)2

elde edilir. DolayısıylaKp ≤ 0 oldŭgu açıktır. BöyleceS bir minimal yüzey ise eliptik

noktalara sahip olmadığı anlaşılır [6].

Minimal Yüzey Örnekleri

(1) Katenoid: xy-düzlemindekiy = acosh(xa) katenary ĕgrisinin x-ekseni etrafında

döndürülmesiyle elde edilen yüzeye katenoid denir. Katenary eğrisinin

parametrizasyonuα(u) = (u,acosh(ua),0) biçimindedir.

Şekil 2.8: Katenary ĕgrisi

Bu ĕgri x-ekseni etrafında döndürülürse parametrik denklemleri

x = u, y = acosh
(u
a

)

cosv, z= acosh
(u
a

)

sinv
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olan katenoid elde edilir. Birinci temel form katsayıları:

E = cosh2
(u
a

)

, F = 0, G = a2 cosh2
(u
a

)

İkinci temel form katsayıları:

L = −1
a
, M = 0, N = −a

Asal ĕgrilikleri:

κ1 =
1
a

sech2
(u
a

)

, κ2 = −
1
a

sech
(u
a

)

Ortalama ĕgrili ği:

H = EN+GL =
[

cosh2
(u
a

)]

(−a) +
[

a2 cosh2
(u
a

)]

(

1
a

)

= 0

Gauss ĕgrili ği:

K = − 1
a2

sech4
(u
a

)

şeklindedir.

Şekil 2.9: Katenoid

(2) Helisoid: Parametrik denklemleri

x = ucosv, y = usinv, z= cv, c = sabit

şeklinde verilen helisoid için, birinci temel form katsayıları:

E = 1, F = 0, G = c2
+ u2

İkinci temel form katsayıları:

L = 0, M = − c
c2 + u2

, N = 0
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Ortalama ve Gauss eğrili ği:

H = 0, K = − c2

(c2 + u2)2

şeklindedir.

Şekil 2.10: Helisoid

Şekil 2.11: Helisoidden katenoid yapımı

16



3. LOG-HARMON İK FONKS İYONLAR TEOR İSİ

3.1 Kompleks Analizde Temel Tanımlar

Tanım 3.1 (Tekil (Singüler) Nokta) f fonksiyonuz0 noktasında analitik olmasın.

Fakatz0’ın her civarında analitik oldŭgu bir nokta bulunuyorsa,z0 noktasınaf ’nin

tekil noktası denir.

f fonksiyonu ve tekil noktasız0 verilsin. Ĕgerz0’ın bu nokta hariç her yerindef ’nin

analitik oldŭgu bir komşulŭgu varsa,z0’a f ’nin ayrık tekil noktası denir.

Örnĕgin, f (z) = 1
z, f ′(z) = − 1

z2 , (z , 0) fonksiyonuz = 0 noktası hariç her noktada

analitiktir. Ayrıcaz = 0’da sürekli dĕgildir ve dolayısıylaf ′(0) tanımlı dĕgildir. z = 0

noktası bu fonksiyonun tekil noktasıdır. Diğer taraftan,|z|2 fonksiyonu hiçbir yerde

analitik olmadı̆gından tanım gerĕgi bu fonksiyon tekil noktaya sahip değildir.

Rasyonel fonksiyonların paydasını sıfır yapan noktalar dı¸sında analitiktir. Paydayı sıfır

yapan dĕgerler fonksiyonun tekil noktasıdır.

Tanım 3.2 (Kutup Yeri) Bir ayrık tekil nokta olanz0 civarındaki ve bir 0< |z− z0| < r

băglantılı bölgesindef fonksiyonunu gösteren

f (z) =
∞
∑

n=0

an(z− zo)
n
+

b1

z− z0
+

b2

(z− z0)2
+ ...

Laurent serisinde, (z − z0)’ın negatif kuvvetleri serisinef (z)’nin z0 civarındaki esas

parçası denir.

Esas parça yalnız sonlu sayıda terimi kapsasın. Bu durumdabm+1,bm+2, ...

katsayılarının tümü sıfır olacak şekilde birm tamsayısı vardır ve bu pozitifr sayısı

için 0 < |z− z0| < r kaldığında

f (z) =
b1

z− z0
+

b2

(z− z0)2
+ ... +

bm

(z− z0)m
+

∞
∑

n=0

an(z− zo)
n, bm , 0

şeklinde olur. Bu durumda ayrık tekil nokta olanz0 noktasınaf fonksiyonununm’ inci
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mertebeden kutup noktası denir. 1’ inci mertebeden kutup noktası yerine basit kutup

denir. f ’nin z0 noktası civarında esas parçasının sonsuz sayıda terimi varsa bu noktaya

f fonksiyonunun esas tekil noktası denir. Örneğin,

z2 − 2z− 3
z− 2

= − 3
z− 2

+ 2+ (z− 2)

fonksiyonununz= 2’de basit kutbu vardır. Diğer bir örnek, (|z| > 0)

sinhz
z4
=

1
z3
+

1
3!

1
z
+

1
5!

z+
1
7!

z3
+ ...

fonksiyonununz= 0’da 3’ üncü mertebeden bir kutbu vardır. Fakat

cosh(
1
z
) = 1+

∞
∑

n=1

1
(2n)!

1
z2n

fonksiyonununz= 0 da esas tekil noktası vardır.

Tanım 3.3 (Sıfır Noktası) f (z) = 0 olanzdeğerinef fonksiyonunun sıfır noktası denir.

f , z0’da analitik vef ile onun (m−1)’ inci dereceden türevlerininz0’daki dĕgerleri sıfır,

fakat m’ inci türevi yani f m(z0) , 0 durumuna,f ’nin m’ inci dereceden sıfır noktası

denir.

Tanım 3.4 (Holomorfik Fonksiyon)D ⊂ C açık alt kümesinde tanımlı, hera ∈ D

için f fonksiyonu türevli ve aldı̆gı dĕgerler yineD açık alt kümesinde kalıyorsaf ’ye

holomorfik ya da analitik fonksiyon denir.

Tanım 3.5 (Meromorfik Fonksiyon)D ⊂ C bölgesi üzerinde kutup noktaları dışında

holomorfik(analitik) olan fonksiyonlara meromorfik fonksiyon denir [7].

3.2 Yalınkat Fonksiyonlar

C kompleks düzleminde açık bağlantılı bir kümeye bölge denir. Bir bölgenin tümleyeni

băglantılı ise kendisi basit bağlantılı olarak isimlendirilir. Bir dŏgru parçasının sürekli

görüntüsüne kompleks düzlemde bir yay denir. Kendi kendinikesmeyen bir yaya

Jordan yayı adı verilir. Kapalı eğri, bir çemberin sürekli görüntüsüdür. Basit bağlantılı

eğri ya da Jordan ĕgrisi kendi kendini kesmeyen kapalı bir eğridir. Jordan ĕgrisinin

içi Jordan bölgesi olarak isimlendirilir. Bu çalışmada basit bağlantılı bölgeleri temsil

için D kullanılmıştır. |z| < 1 eşitsizlĭgini gerçekleyenz ∈ C noktalarının cümlesi
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(açık) birim disk olarak isimlendirilir ve bu özel basit bağlantılı cümleU notasyonu ile

gösterilmiştir.

Tanım 3.6 (Diferansiyellenebilme)[8] Kompleks dĕgerli bir f fonksiyonuz0 ∈ C

noktasında

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z− z0

türevine sahipse diferansiyellenebilirdir denir. Aynıf fonksiyonu z0 noktasının

komşulŭgundaki her noktada diferansiyellenebilir isez0 noktasında analitiktir denir.

Kompleks dĕgerli f fonksiyonu bir bölgenin herz0 noktasında tanımlı ve türevi varsa,

bölgede analitiktir. Bu durumdaf fonksiyonu z0 noktasında diferansiyellenebilir

olduğundan her mertebeden türeve sahiptir ve

f (z) =
∞
∑

n=0

an(z− z0)
n, an = f (n)(z0)/n!

şeklinde Taylor Serisi’ne sahip olur.w = f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) (z= x+ iy) kompleks

fonksiyonu geometrik olarakz-düzlemindeki bir bölgeyiw-düzlemindeki bir bölgeye

resmeden bir dönüşüm olarak da düşünülebilir. Eğer f analitik ise

ux = vy, uy = −vx

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini sağlar. Bu aynı zamanda yeter

şarttır. f = u+ iv fonksiyonunun Jakobiyeni

Jf (z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ux vx

uy vy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= uxvy − uyvx

olarak tanımlanır. D bölgesinde analitik f fonksiyonu için Cauchy-Riemann

denklemlerinin bir sonucu olarak

Jf (z) = uxvy − uyvx = u2
x + u2

y = |ux + iuy|2 = | f ′(z)|2 (3.1)

eşitliği her zaman dŏgrudur.

Tanım 3.7 (Yalınkat Fonksiyon) Bir D ⊂ C bölgesindeki herz1, z2 ∈ D için

z1 , z2 olduğundaf (z1) , f (z2) bire-birlik koşulu gerçekleyen analitikf fonksiyonuna

yalınkat fonksiyon denir.

Tanım 3.8 f fonksiyonu birz0 noktasının komşulŭgunda yalınkat ise yerel yalınkat

fonksiyon adını alır.
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Teorem 3.1 [9] Analitik bir f (z) fonksiyonunun z0 noktasında yerel yalınkat olması

için gerek ve yeter şart f′(z0) , 0 eşitsizliğinin sağlanmasıdır.

İspat . (3.1) şeklinde verilen analitikf fonksiyonunun Jakobiyeninin Teorem 3.1’den

dolayı sıfırdan farklı olması için gerek ve yeter şart yerel yalınkat olmasıdır.

Tanım 3.9 İki diferansiyellenebilir yay arasındaki açıyı koruyan fonksiyona konform

fonksiyon denir.

Teorem 3.2Analitik yalınkat fonksiyonlar konform fonksiyonlardır.

İspat . C1 : z1(t), a ≤ t ≤ b ve C2 : z2(s), c ≤ s ≤ d olmak üzereC1 ve C2 eğrileri,

bir D ⊂ C bölgesi üzerinde kesişen iki düzgün Jordan yayı olsun ve herhangi bir

z0 ∈ D noktasında kesişsinler. Yaniz0 = z(t0) = z(s0) ifadesi gerçeklensin. Öte yandan

w = f (z) fonksiyonuD bölgesinde analitik ve yalınkat olsun.C1 : z1(t) ve C2 : z2(s)

eğrileriD de iki düzgün Jordan yayı olduğundan

z′(t0) , 0, z′(so) , 0 (3.2)

eşitsizliklerini săglarlar. f , D’de yalınkat oldŭgu için D’nin her noktasında yerel

yalınkattır, ve f ′(z) , 0 eşitsizlĭgini săglar. O haldeC1 ve C2 eğrilerinin kesişim

noktası olanz0 ∈ D için de

f ′(z0) , 0 (3.3)

eşitsizlĭgi gerçeklenir. (3.2) ve (3.3)’deki eşitsizlikler birlikte düşünüldü̆gü zaman

w′t(to) = f ′(z0)z
′
t(to) , 0

w′s(so) = f ′(z0)z
′
s(to) , 0

elde edilir. Buradan ise

argw′t(to) = arg
[

f ′(z0)z
′
t(to)

]

= arg f ′(z0) + argz′t(to)

argw′s(so) = arg
[

f ′(z0)z
′
s(to)

]

= arg f ′(z0) + argz′s(to)

buradan

⇒ argw′t(to) − argw′s(so) = argz′t(to) − argz′s(to)⇒ Ψ = Φ

bulunur [10, 11].
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Teorem 3.3 [9] f fonksiyonu analitik olduğu her z noktasında f′(z) , 0 koşulunu

sağlıyorsa, w= f (z) transformasyonu konformdur.

Her Möbious transformasyonu;a,b, c,d kompleks sabitler olmak üzere

w = f (z) =
az+ b
cz+ d

, ad− bc, 0

genişletilmiş kompleks düzlemi kendi üzerine resmeden konform bir fonksiyonu

gösterir.

Teorem 3.4 [12] z0 noktasındaw = f (z) fonksiyonu analitik olsun vef ′(z0) , 0

eşitsizlĭgi săglansın. Buna görew0 = f (z0) noktasının bir komşulŭgunda analitik

z = g(w) ters fonksiyonu vardır. Ayrıca,g′(w0) = 1/ f ′(z0) săglanır. Bu teorem bir

konform tasvirin ters görüntüsünün yine konform olduğunu verir.

Lemma 3.1 [8] f fonksiyonu birim diskU da analitik , f(0) = 0 ve | f (z)| < 1 olsun.

Bu durumda| f ′(0)| < 1 ve | f (z)| < |z| eşitsizlikleri gerçeklenir.

Tanım 3.10 φ(z) analitik fonksiyonlarının ailesiΩ , her z ∈ U için, φ(0) = 0 ve

|φ(z)| < 1 koşullarını săglasın. Ω(a) , a = |b1| olmak üzere herz ∈ U için, U de

analitik olan veω(0) = b1 , 0, |ω| < 1 koşullarını săglayanω(z) fonksiyonlarının

sınıfı olsun. Ω∪ kümesini de bütünΩ(a) sınıflarının birleşimi olarak alalım. Yani
⋃

a∈(0,1)Ω(a) olsun.

Lemma 3.2(Schwarz-Pick Lemması)f aşağıdaki koşulları sağlayanU da analitik

bir fonksiyon olsun :

(i) | f (z)| < 1 her z için ve,

(ii) f (a) = b, herhangi bir(a,b) ∈ U(0,1) için.

o halde

| f ′(a)| ≤ 1− |b|2

1− |a|2

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca,z kompleks eşlenik olmak üzere f(a1) = b1 ve f(a2) = b2

ise
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2 − b1

1− b1b2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

a2 − a1

1− a1a2

∣

∣

∣

∣

∣

eşitsizliği sağlanır. Bunun sonucu olarak, a1 , a2 için

| f ′(a)| = 1− |b|2

1− |a|2
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ya da
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2 − b1

1− b1b2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

a2 − a1

1− a1a2

∣

∣

∣

∣

∣

eşitsizliklerinden biri sağlanırsa, f ,U(0,1) üzerine konformal bir tasvir olur. Açıkça

belirtildiği üzere Schwarz-Pick Lemması şu koşulu sağlar: Eğer f , herhangi iki nokta

arasındaki hiperbolik uzaklığı koruyanU denU üzerine analitik bir tasvirse, f bütün

uzaklıkları koruyan bir disk tasvirdir [8, 10].

Teorem 3.5(Riemann Gönderim Teoremi) [8] D, z−düzleminde basit bağlantılı bir

bölge olmak üzere z0 ∈ D için f (z0) = 0 ve f′(z0) > 0 özelliklerini sağlayan veD

bölgesini açık birim disk üzerine konform olarak resmeden,D bölgesinde analitik ve

yalınkat bir f fonksiyonu tek türlü biçimde vardır.

Bu teoremden herhangi iki basit bağlantılı bölgenin konform olarak eşdeğer, yani

kompleks düzlem içinde kalan herhangi iki basit bağlantılı bölgenin birbirleri üzerine

konform olarak tasvir edilebileceği sonucu çıkar.

Tanım 3.11 (Normalize Edilmiş Yalınkat Fonksiyonlar) Riemann Gönderim

Teoremi göz önüne alındığında yalınkat fonksiyonlar teorisinde tüm kompleks

düzlemde çalışmanın aslında birim disk içinde çalışmayadenk oldŭgu sonucuna

ulaşılır. Ayrıca f (0) = 0 ve f ′(0) = 1 şeklinde bir normalizasyon yapmak yine

Riemann Gönderim Teoremi gereğince mümkündür. Birim diskte yalınkat olan

fonksiyonların sınıfıS ile gösterilmektedir. Bu sınıfa ait fonksiyonların Taylor açılımı

f (z) = z+
∞
∑

n=2

anz
n, z ∈ U (3.4)

şeklinde ifade edilmektedir. Yalınkat fonksiyonlar teorisi S sınıfı üzerine kurulmuştur.

S sınıfının önemli bir örnĕgi;

k(z) =
z

(1− z)2
= z+ 2z2

+ 3z3
+ · · ·

şeklinde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon aynı zamanda

k(z) =
z

(1− z)2
=

1
4













(

1+ z
1− z

)2

− 1













(3.5)

şeklinde de gösterilmektedir.
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Yalınkat fonksiyonlar teorisinde genel olarak fonksiyonların săgladı̆gı bazı eşitsizlikler

araştırılır. Koebe fonksiyonuS sınıfına ait pek çok eşitsizlikte eşitliği veren fonksiyon

olduğundan teoride önemli bir yere sahiptir.

3.3 Harmonik Fonksiyonlar

w = f (z) fonksiyonuz = x + iy ve w = u + iv olmak üzereC kompleks düzleminde

konform bir fonksiyon olsun. Buna göre

du= uxdx+ uydy ve dv= vxdx+ vydy

yazılabilir. Bu eşitlikler aynı zamanda kompleks formda

fz =
1
2

( fx − i fy) ve fz̄ =
1
2

( fx + i fy) (3.6)

olmak üzere

dw= fzdz+ fz̄dz̄ (3.7)

şeklinde de ifade edilebilir. (3.6) eşitliklerinden hareketle

fz =
1
2

(ux + vy) +
i
2

(vx − uy), fz̄ =
1
2

(ux − vy) +
i
2

(vx + uy)

elde edilir. Bu ise

Jf (z) = uxvy − uyvx = | fz|2 − | fz̄|2

olduğunu gösterir. Ĕger Jakobiyeni pozitif ise fonksiyona yön-koruyan , negatif ise

yön-dĕgiştiren denir.f (z) fonksiyonu yön-koruyan, yani| fz̄| < | fz| ise (3.7) ifadesinden

(| fz| − | fz̄|)|dz| ≤ |dw| ≤ (| fz| + | fz̄|)|dz| (3.8)

yazılabilir.

Tanım 3.12 D bölgesinde tanımlı, sürekli ikinci kısmi türeve sahip reeldĕgerli u(x, y)

fonksiyonu

∆u = uxx + uyy = 0 (3.9)

şeklinde tanımlanan Laplace diferansiyel denklemini gerçeklerse (reel) harmonik

olarak adlandırılır.D bölgesinde tanımlı, kompleks değerli f (z) fonksiyonunun reel

ve sanal kısmıD’de harmonik isef (z) fonksiyonuD’de harmoniktir denir. Tanımdan
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hemen çıkan bir sonuç, her analitik fonksiyon kompleks değerli bir harmonik

fonksiyondur. Bu aşăgıdaki şekilde ispatlanabilir:

w = f (z) = u(x, y) + iv(x, y) fonksiyonu basit băglantılı birD bölgesinde tanımlan-

mış ve analitik olsun.f (z) fonksiyonundaki reel dĕgişkenli fonksiyonlar harmoniktir.

Gerçekten; f (z) fonksiyonu verilen bölgede analitik olduğundan Cauchy Riemann

Denklemleri’ni gerçekler. Buna göre;

∂u
∂x
=
∂v
∂y
⇒ ∂

2u
∂x2
=
∂2v
∂x∂y

,
∂2v
∂y2
=
∂2u
∂y∂x

∂u
∂y
= −∂v
∂x
⇒ ∂

2u
∂y2
= − ∂

2v
∂y∂x

,
∂2v
∂x2
= − ∂

2u
∂x∂y

(3.10)

eşitlikleri yazılabilir. Schwarz eşitliği

∂2v
∂x∂y

=
∂2v
∂y∂x

,
∂2u
∂x∂y

=
∂2u
∂y∂x

(3.10) eşitliklerinde kullanlırsa,

∆(u) =
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
= 0, ∆(v) =

∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
= 0

elde edilir. Böyleceu = u(x, y), v = v(x, y) fonksiyonlarınınD bölgesinde harmonik

olduğu söylenebilir. Bununla beraber her kompleks değerli harmonik fonksiyon

analitik dĕgildir. Örnĕgin w = f (z) = −2xy+ i(y2− x2) fonksiyonu kompleks düzlemde

harmonik olmakla beraber hiçbir yerde analitik değildir.

Laplace denkleminin lineer karakterizasyonundan ötürü iki harmonik fonksiyonun

toplamı ve bir sabit ile çarpımı yine harmoniktir. Analitikfonksiyonların aksine,

iki harmonik fonksiyonun çarpımı veya bileşkesi harmonikolmak zorunda dĕgildir.

Örnĕgin, f = xy + i(x + y) ve g = x + y + i(xy) harmonik fonksiyonları için

f +g = xy+ x+ y+ i(x+ y+ xy) fonksiyonu da harmoniktir. Çünkü∆u = uxx+uyy = 0

ve ∆v = vxx + vyy = 0 Laplace eşitlikleri săglanır. Aynı f ve g fonksiyonu için,

f g = i(x2
+ y2
+ (x + y)2) fonksiyonu harmonik dĕgildir. Çünkü∆u = uxx + uyy = 0

ve ∆v = vxx + vyy = 2(x2
+ y2

+ 2) , 2 oldŭgundan Laplace eşitlikleri sağlanmaz.

f harmonik ise 1/ f ve f −1 fonksiyonları harmonik olmayabilir. Fakat bir harmonik

fonksiyonun bir analitik fonksiyonla bileşkesi yine harmoniktir. En basit harmonik

fonksiyonax+ by lineer fonksiyonudur.

24



Cauchy-Riemann denklemlerini gerçekleyen bir (u, v) fonksiyon çifti eşlenik çift

olarak adlandırılır vev’ye u’nun harmonik eşleniği denir. Buradan çıkan bir sonuç

−u’nun, v’nin harmonik eşlenĭgi olduğudur.

u(x, y) fonksiyonuD bölgesinde harmonik olsun. Bu fonksiyon yardımı ileg = ux− iuy

fonksiyonu tanımlansın.U = ux veV = −uy denilirseg = U + iV yazıbilir. u harmonik

fonksiyonunun verilen bölgede her mertebeden türevi olduğundan,u’nun türevi olan

U fonksiyonu ve benzer şekildeV fonksiyonu ve bu fonksiyonların birinci mertebeden

türevleri de süreklidir. Yani,Ux = uxx ve Vy = −uyy fonksiyonları daD’de süreklidir.

uxx + uyy = 0 oldŭgundan

uxx = Ux = −uyy = Vy⇒ Ux = Vy

ve

Uy = uxy = uyx = −Vx⇒ Uy = −Vx

eşitlikleri săglanır.g fonksiyonuD’de Cauchy-Riemann denklemlerini gerçeklediğin-

den bu bölgede analitiktir. Dolayısıyla basit bağlantılıD bölgesindef ′ = g olacak

şekilde analitik birf fonksiyonu bulunabilir. Buradan,

U + iV = (Ref )x + i(Im f )x = −i((Ref )y + i(Im f )y)

elde edilir. Dolayısıyla,

(Ref )x = U = ux, (Ref )y = −V = uy⇒ Ref = u+ c

sonucuna ulaşılır ki bu ise her harmonik fonksiyonun, analitik bir fonksiyonun reel

kısmı olarak yazılabilecĕgini gösterir. Burada Imf , u’nun harmonik eşleniğidir.

f = u+ iv fonksiyonuD bölgesinde harmonik olsun. Yukarıda anlatılanlardan dolayı

ReF = Ref = u, ReG = Im f = v, (3.11)

olacak şekildeD bölgesinde analitikF veG fonksiyonları vardır.

h = (F + iG)/2 veg = (F − iG)/2 (3.12)

olarak tanımlananh, g fonksiyonlarıD bölgesinde analitiktir vef = h + ḡ eşitliğini

săglarlar. Gerçekten (3.11) ifadesinden hareketleF = u + im ve G = v + in olarak
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yazılır ve (3.12) eşitlikleri kullanılırsa

h =
(u− n) + i(v+m)

2
ve ḡ =

(u+ n) + i(v−m)
2

(3.13)

elde edilir. Bu isef = h + ḡ demektir. Tersine,h = h1 + ih2, g = g1 + ig2 verilen

bölgede analitik vef = h + ḡ olsun. Buradan Ref = h1 + g1 ve Imf = h2 − g2

yazılabilir. h ve g analitik olduklarındanh1,h2,g1 ve g2 fonksiyonları harmoniktir.

Laplacian operatörünün lineerliğindenh1 + g1 ve h2 − g2 fonksiyonlarının harmonik

olduğu görülür. Bu isef fonksiyonunun verilen bölgede harmonik olması demektir.

Yukarıda söylenenlerden ötürü aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.6Basit bağlantılıD ⊂ C bölgesinde tanımlı kompleks değerli f= u + iv

fonksiyonunun harmonik olması için gerek ve yeter şart h veg verilen bölgede analitik

olmak üzere f= h+ ḡ şeklinde yazılabilmesidir [7, 13, 14].

f = h + ḡ gösterilişinef ’nin kanonik gösterilimi adı verilir. Buradah, f ’nin analitik

kısmı,g, f ’nin eş-analitik kısmı (co-analytic part) olarak isimlendirilir. Ayrıca h′ = fz

veg′ = fz̄ fonksiyonları f ’nin tanımlı oldŭgu bölgede analitiktir.

D bölgesinde tanımlıf harmonik fonksiyonu bire-bir ise harmonik yalınkat fonksiyon

adını alır.

Teorem 3.1’den analitikf fonksiyonununznoktasında yerel yalınkat olması için gerek

ve yeter şartın, bu noktadaf ′(z) , 0 (≡ Jf (z) , 0) eşitsizlĭginin săglanması oldŭgu

bilinmektedir. Lewy, 1936 yılında bir harmonik fonksiyonun yerel yalınkat olma

koşulunu aşăgıdaki şekilde vermiştir:

Teorem 3.7 [15] f harmonik fonksiyonunun bir z0 noktasının bir komşuluğunda

yerel yalınkat olması için gerek ve yeter şart, z0 noktasında Jf (z) , 0 eşitsizliğini

sağlamasıdır.

Teorem 3.7 ’den anlaşılacağı üzere bir harmonik yalınkat fonksiyonun Jakobiyeni ya-

lınkatlık özelliğinin ortaya konması bakımından büyük önem taşır. Bir harmonik

yalınkat fonksiyon ya yön-koruyan ya da yön-değiştirendir. Ĕger f yön-koruyan

harmonik ise f yön-dĕgiştiren harmonik olur. Konform fonksiyonlar yön-koruyan

fonksiyonlardır.
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Bu çalışmada üzerinde durulan harmonik yalınkat fonksiyonsınıfları, Jakobiyeni

pozitif olan yani, yön-koruyan harmonik fonksiyonlardır.

f = u+ iv harmonik ise,f = h+ ḡ kanonik gösterilimi kullanılarakf ’nin Jakobiyeni

Jf (z) = | fz|2 − | fz̄|2 = |h′(z)|2 − |g′(z)|2

eşitliği ile de verilebilir. f yön-koruyan ise|h′(z)| > |g′(z)| dır ve

| fz̄|
| fz|
=
|g′(z)|
|h′(z)| < 1

ifadesi săglanır.

Teorem 3.7’e göre,D bölgesinde tanımlıf = h + ḡ harmonik fonksiyonunun yerel

yalınkat ve yön-koruyan olması için gerek ve yeter şart|g′(z)| < |h′(z)| eşitsizlĭginin

săglanmasıdır [7, 11].

Bir harmonik f fonksiyonu içinω = g′/h′ ifadesinef ’nin ikinci dilatasyonu adı verilir.

Yön koruyan birf harmonik fonksiyonu için|ω| < 1 dir.

Tanım 3.13 U üzerindeki harmonik, kompleks değerli, yön-koruyan, normalize

edilmiş yalınkat harmonik fonksiyonların sınıfıSH ile gösterilir. SH sınıfına ait bir

f fonksiyonu f = h+ g olarak gösterilebilir. Buradah(z) veg(z), U de analitik ve

h(z) = z+
∞
∑

n=2

anz
n, g(z) =

∞
∑

n=1

bnz
n (3.14)

şeklindeki seri açılımlarına sahip fonksiyonlardır. Yön-koruyan oldŭgundan dolayı

|b1| < 1 olmak zorundadır.

Yön-koruyan bir harmonikf ∈ SH tasviri, f (U) dĕger bölgesi orijine göre yıldızıl ise

S∗H sınıfına aittir.S∗H sınıfına ait birf fonksiyonuU içinde harmonik yıldızıl fonksiyon

olarak adlandırılır. Bu tanım analitik olarak

f ∈ S∗H ⇔
∂

∂θ
(arg f (reiθ)) > 0 z ∈ D (3.15)

şeklinde ifade edilir.

3.4 Log-Harmonik Fonksiyonlar

Harmonik fonksiyonlar teorisi üzerine çalışmalar devam ederken, 1984 yılında Zayid

Abdulhadi ve Walter Hengartner tarafından log-harmonik fonksiyonlar incelenmeye
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başlanmıştır. Bu tür fonksiyonlarla ilgili çalışmalardaki temel konular, harmonik

ve analitik fonksiyonlarla ilgili özelliklerin log-harmonik fonksiyonlarda ne şekilde

gerçeklenecĕginin araştırılması, bilinen yalınkat analitik ve yalınkat harmonik

fonksiyon sınıfları ile log-harmonik yalınkat fonksiyon sınıfları arasında băglantılar

kurulması, yeni fonksiyon sınıfları belirlenmesi ve bu sınıfların özelliklerinin

incelenmesidir. 1988 yılında yayınlanan ilk çalışmada log-harmonik fonksiyonların

çıkış noktası ortaya konulmuştur [2].

Tanım 3.14[2] D,C nin bir bölgesi olmak üzereH(D), normal yakınsama topolojisiyle

D de tanımlı tüm analitik fonksiyonların cümlesi olsun.H.H(D), D bölgesinde tanımlı,

f = H.G (3.16)

şeklinde gösterilen, açık ve yön-koruyan tüm kompleks değerli fonksiyonların

cümlesini göstermektedir. Bu fonksiyonlar

w ∈ H(D), w(D) ⊂ D = {ξ| |ξ| < 1} (3.17)

olmak üzere lineer olmayan eliptik

fz = [wf / f ] fz (3.18)

diferansiyel denklemini gerçeklemektedir. Bu sınıf içindeki sıfırlanmayan

fonksiyonlarH1 ve G1, H(D) de olmak üzere, herhangi bir yön-koruyan, harmonik

u = H1 +G1 fonksiyonu içineu şeklindedirler. Bunun yanısıraH.H(D) nin sıfırlanan

fonksiyonlarıyla da çalışılmaktadır.

F(w,D), w daima (3.17) yı gerçeklemek üzere,D de (3.18) nin sabitten farklı tüm

çözümlerinin cümlesidir. f ∈ F(w,D) olmak üzere f , açık ve yön-koruyan bir

fonksiyondur.

Bu tanımlar gözönünde bulundurularakF(w,D) veH.H(D) sınıfları arasındaki ilişkiler

aşăgıdaki akışta sıralanmıştır.

• Z( f ) = {z ∈ D | f (z) = 0}, f fonksiyonunun sıfırlarının cümlesini

gösterecektir.

Lemma 3.3 [2] D, C nin basit bağlantılı bir bölgesi olsun. Sıfırlanmayan birf

fonksiyonunun H.H(D) de olması için gerek ve yeter şart, w,(3.17) yı gerçeklemek

üzere, F(w,D) cümlesinde olmasıdır.
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Lemma 3.4[2] f fonksiyonu F(w,D) cümlesinde olsun. f(z0) = 0 ve B(z0, ρ) \ {z0} ⊂

D \ Z( f ) olsun. Bu halde f fonksiyonu

f (z) = (z− z0)
n |z− z0|2βn h(z)g(z); z ∈ B(z0, ρ) (3.19)

şeklinde gösterilir. Burada, n∈ N, β = nw(z0)(1 + w(z0))/(1 − |w(z0)|2) dır, böylece

Reβ > −n/2 dir. h, g ∈ H(B(z0, ρ)) dır ve h(z0) , 0, g(z0) = 1 dir.

Teorem 3.8[2] D, C nin bir bölgesi olsun. f fonksiyonu H.H(D) içindeyse, w(3.17)

da tanımlandığı şekilde,[0,1) içinde bir rasyonel sayı ve z∈ Z( f ) olmak üzere F(w,D)

dedir. Tersine, f∈ F(w,D) ise ve her z0 ∈ Z( f ) için p(z0) ∈ N ∪ {0} ,q(z0) ∈ N ve

q(z0) − p(z0), p(z0) ın bir böleni olmak üzere w(z0) = p(z0)/q(z0) ∈ [0,1) elde edilir ve

böylece f∈ H.H(D) olur.

3.5 Log-Harmonik Yalınkat Fonksiyonlar

D, C nin bir bölgesi vez0 ∈ D olsun. Aşăgıdaki karakterizasyon, Teorem (3.8) den

elde edilir.

Teorem 3.9[2] f , D üzerinde f(z0) = 0 olacak şekilde yalınkat bir fonksiyon olsun.

Bu halde f∈ H.H(D) olması için gerek ve yeter şart, w fonksiyonu, w(z0) = m
m+1,m ∈

N ∪ {0} olacak şekilde(3.17) yı tanımlamak üzere, f∈ F(w,D) olmasıdır.

Lemma 3.5[2] D, C içinde bir bölge ve f∈ F(w,D) yalınkat bir fonksiyon olsun. Bu

halde

(a) f(z) , 0 olduğunda fz(z) , 0 dır,

(b) f(z0) = 0 ise

lim
z→z0

(z− z0) fz(z)/ f (z)

vardır veC \ {0} dadır.

Böylece(z− z0) fz/ f , H(D) de sıfırlanmayan bir fonksiyondur.

Tanım 3.15[2] Slh; birim diskte tanımlı, kompleks değerli, normalize edilmiş yalınkat

log-harmonik fonksiyonların sınıfıdır. Yani,

Slh =

⋃

w∈H(D)

{

f ∈ F(w,D) yalınkat | f (0) = 0, fz(0) = 1
}

=

{

f = zh(z)g(z) ∈ H.H(D) | f yalınkat ve h(0) = g(0) = 1
}

(3.20)

olur.
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Örnek 3.1 D açık birim diskinde tanımlıf (z) = ez(z+ 1) fonksiyonu

f (0) = 1 , h(0) = g(0) = 1 normalizasyon koşulları altında bir log-harmonik yalınkat

fonksiyondur. Bu normalizasyon koşullarını sağlayan f log-harmonik yalınkat

fonksiyonların sınıfınıSlh∗ ile gösterecĕgiz. Yani,

Slh∗ = { f ∈ Slh| f (0) = 1, h(0) = g(0) = 1 ve h′(0) = 1}

Bu ilk çalışmanın ardından log-harmonik fonksiyon tanımıH.H(D) ve F(w,D)

cümlelerinden băgımsız olarak aşăgıdaki şekilde genelleştirilmiştir.

Tanım 3.16[16] H(D),D açık birim diskinde tanımlı tüm analitik fonksiyonların lineer

uzayı veB, her z ∈ D için |w(z)| < 1 koşuluna uyanw(z) ∈ H(D) fonksiyonlarının

cümlesi olsun. Bir log-harmonikf fonksiyonu, ikinci dilatasyon fonksiyonuω ∈ B

olmak üzere, lineer olmayan
fz

f
= ω(z)

fz
f

(3.21)

eliptik kısmi diferansiyel dekleminin bir çözümüdür.f , D de sıfırlanmayan bir

log-harmonik fonksiyon ise,h,g ∈ H(D) olmak üzere

f = hg

formundadır. Dĭger yandanf fonksiyonu sadece birz0 noktasında sıfırlanıyorsa,

• mnegatif olmayan bir tamsayı,

• β = w(0)(1+ w(0))/(1− |w(0)|2) ve böylece Reβ > −1/2,

• h veg, D de analitik fonksiyonlar,h(0) , 0, g(0) = 1

olmak üzere

f = (z− z0)
m|z− z0|2mβhg

şeklinde bir gösterilime sahiptir.z0 = 0 seçildĭginde bu gösterilim

f = zm|z|2mβhg

şekline dönüşür.

f fonksiyonuD üzerinde yalınkat log-harmonik bir fonksiyon ise; 0< f (D) iken

log f , D üzerinde harmonik yalınkat bir fonksiyondur,f (0) = 0 durumunda ise
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(yani f fonksiyonu sıfır noktasında sıfırlanıyorsa)F(ζ) = log f (eζ), {ζ | Reζ < 0}

yarı-düzlemi üzerinde harmonik yalınkat fonksiyon olupf = z|z|2βhg, Reβ > −1/2,

0 < h.g(D) biçimindedir.

Log-harmonik fonksiyonlar için yapılan bu tanımın ardından harmonik fonksiyonlar

teorisindeki ikinci dilatasyon ve Jakobiyen fonksiyon kavramlarını log-harmonik

yalınkat fonksiyonlar için verebiliriz. Bu fonksiyonları,seçilen f fonksiyonu ve

türevinin, ikinci dilatasyon fonksiyonu için

ω(z) =
fz

f
/

fz
f

ifadesinde ve Jakobiyen fonksiyonu için de

Jf (z) = | fz|2 − | fz|2

ifadesinde yerine yazılmasıyla elde edebiliriz. Bu tanımlar aşăgıdaki şekillerde

verilebilir.

Tanım 3.17 f (z) = h(z)g(z) şeklinde bir fonksiyon ise, ikinci dilatasyon fonksiyonu,

ω(z) =
g′(z)/g(z)
h′(z)/h(z)

biçimindedir. f fonksiyonu f (z) = (z− z0) |z− z0|2β h(z)g(z) şeklinde ise bu fonksiyona

dair ikinci dilatasyon fonksiyonu ise,

ω(z) =
β + (z− z0)

g′(z)
g(z)

1+ β + (z− z0)
h′(z)
h(z)

şeklinde elde edilmektedir.

Yıldızıl fonksiyonlar için z0 = 0 noktası alındı̆gı için bu kez ikinci dilatasyon

fonksiyonu,

ω(z) =
β + z

g′(z)
g(z)

1+ β + z
h′(z)
h(z)

şeklinde olur.

f (z) = zh(z)g(z) fonksiyonu için,β = 0 yani;ω(0) = 0 durumunda ise ikinci dilatasyon

fonksiyonu,

ω(z) =
zg′(z)/g(z)

1+ zh′(z)/h(z)
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biçimine dönüşür.

Tanım 3.18 f = h(z)g(z) şeklindeki log-harmonik fonksiyona dair Jakobiyen

fonksiyonu,

Jf (z) = | fz(z)|2 − | fz(z)|2 = | f (z)|2
(
∣

∣

∣

∣

∣

h′(z)
h(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∣

g′(z)
g(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2)

şeklindedir. f = (z− z0)|z− z0|2βh(z)g(z) şeklindeki fonksiyon için de,

Jf (z) = | fz(z)|2 − | fz(z)|2 = | f (z)|2
(
∣

∣

∣

∣

∣

1+ β
z− z0

+
h′(z)
h(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∣

β

z− z0
+

g′(z)
g(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2)

biçiminde olmaktadır. Yıldızıl fonksiyonlar içinz0 = 0 noktası alınarak fonksiyona ait

Jakobiyen

Jf (z) = | fz(z)|2 − | fz(z)|2 = | f (z)|2
(
∣

∣

∣

∣

∣

1+ β
z
+

h′(z)
h(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∣

β

z
+

g′(z)
g(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2)

şeklinde tanımlanmaktadır.

f (z) = zh(z)g(z) fonksiyonu için,β = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise Jakobiyen

fonksiyonu

Jf (z) = | fz(z)|2 − | fz(z)|2 = | f (z)|2
(
∣

∣

∣

∣

∣

1
z
+

h′(z)
h(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∣

g′(z)
g(z)

∣

∣

∣

∣

∣

2)

şeklinde elde edilmektedir.

Sabitten farklı bir f log-harmonik fonksiyonu daima yön-koruyan bir fonksiyondur

[17] . Dolayısıyla bu tür fonksiyonlar için kullanacağımız Jf (z) daima pozitif

olmaktadır.

Bir z0 noktasında sıfırlanan yalınkat log-harmonikf fonksiyonununh(z)g(z) şeklinde

gösterilebilmesi için gerek ve yeter şart,w(z0) = m
m+1,m ∈ N ∪ {0} olması idi [2]. Bu

tanım yıldızıl fonksiyonlar içinw(0) = m
m+1,m ∈ N ∪ {0} olmasına denk düşmektedir.

O haldef (z) = zh(z)g(z) fonksiyonu ile çalışıldı̆gındaβ = 0, yaniw(0) = 0 olmaktadır.

Bu durumda fonksiyonf (z) = zh(z)g(z) = s(z)g(z) şeklinde yazılabilmektedir. Burada

s(z) = zh(z) şeklinde olup,h(0) = 1 = g(0), s(0) = 0 normalizasyonları mevcuttur.

Harmonik ve analitik fonksiyonlarda olduğu gibi log-harmonik fonksiyonlar için de

birtakım önemli alt sınıflar tanımlanmıştır. Bunlardan ilki S∗lh dır.

Tanım 3.19 [17] S∗lh; birim diskD üzerindef (0) = 0 olacak şekilde tanımlı,h(0) =

g(0) = 1 eşitliğini gerçeklemek üzere,f (D) nin yıldızıl bir bölge oldŭgu tüm yalınkat

log-harmonik fonksiyonların cümlesidir.
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S∗ =
{

f ∈ S∗lh ve f ∈ H(D)
}

olmak üzereS∗lh ve S∗ sınıfları arasındaki bağlantı

aşăgıdaki teoremle verilmektedir.

Teorem 3.10H(D); D = {z| |z| < 1} birim diskinde tanımlı tüm analitik fonksiyonların

uzayı ve B= {w ∈ H(D)| |w(z)| < 1, z ∈ D} olmak üzere

(a) f = z|z|2β hg ∈ S∗lh ⇒ υ(z) = zh/g ∈ S∗ dir.

(b) Verilen herhangiυ(z) ∈ S∗ ve w∈ B için, H(D) içinde aşağıdaki şekilde tanımlanan

tek türlü belirli h ve g fonksiyonları vardır:

(i) 0 < hg(D),h(0) = g(0) = 1,

(ii) υ(z) = zh/g,

(iii) β = w(0)(1+ w(0))/(1− |w(0)|2) olmak üzere f= z|z|2β hg,S∗lh sınıfı içinde eliptik

diferansiyel denklemin bir çözümüdür.

Aşăgıda verilen sonuç iseβ = 0, yaniw(0) = 0 içinS∗lh sınıfına dair bir distorsiyondur.

Teorem 3.11[17] f = zhg ∈ S∗lh olsun. w(0) = 0 olmak üzere her z∈ D için

(i) |z|exp

(

−4 |z|
1+ |z|

)

≤ | f (z)| ≤ |z|exp

(

4 |z|
1+ |z|

)

(ii)
1− |z|

(1+ |z|)2
exp

(

−4 |z|
1+ |z|

)

≤ | fz(z)| ≤
1− |z|

(1+ |z|)2
exp

(

4 |z|
1+ |z|

)

(iii) | fz(z)| ≤
|z| (1− |z|)
(1+ |z|)2

exp

(

4 |z|
1+ |z|

)

distorsiyonları vardır.

f0(z) =
z(1− z)
(1− z)

exp

[

Re
4z

1− z

]

olmak üzere f(z) = ξ f0(ξz), |ξ| = 1 şeklinde olması durumunda eşitlikler gerçeklenir.

Log-harmonik fonksiyonlar teorisinde diğer önemli bir fonksiyon sınıfıPlh dır.

Tanım 3.20 [17] Plh, tüm z ∈ D ler için Re f(z) > 0 olacak şekildeh,g ∈ H(D),

h(0) = g(0) = 1 koşullarını săglayan f (z) = h(z)g(z) şeklinde ifade edilen, birim disk

D de tanımlı tüm log-harmonik fonksiyonların sınıfıdır.

Rep(z) > 0, p(0) = 1 olan p(z) analitik fonksiyonların sınıfıP, Plh sınıfının alt

cümlesidir.

Teorem 3.12[17] f (z) = h(z)g(z) ∈ Plh ise p= h/g ∈ P dir. Tersine, verilen p∈ P

ve w ∈ B ye karşılık H(D) de, h ve g gibi sıfırlanmayan fonksiyonlar vardır öyle ki,
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p = h/g, f = hg ∈ Plh ve f fonksiyonu verilen w ya göre(3.21) nin bir çözümüdür.

Plh sınıfı için elde edilmiş olan distorsiyonlar da aşağıdaki teoremle verilmiştir.

Teorem 3.13[17] f (z) = h(z)g(z) ∈ Plh, w(0) = 0 olması durumunda

(i) exp(−2 |z| /(1− |z|)) ≤ | f (z)| ≤ exp(2 |z| /(1− |z|)),

(ii) | fz(z)| ≤
2

(1− |z|)(1− |z|2)
exp(2 |z| /(1− |z|)),

(iii) | fz(z)| ≤
2 |z|

(1− |z|)(1− |z|2)
exp(2 |z| /(1− |z|))

eşitsizlikleri elde edilir.

f0(z) =
1+ z
1− z

∣

∣

∣

∣

∣

1− z
1+ z

∣

∣

∣

∣

∣

eRe z
1−z

olmak üzere, f(z) nin

f0(ξz), |ξ| = 1

şeklinde fonksiyon olması durumunda eşitsizliklerin sağ yanları için eşitlik,

1/ f0(ξz), |ξ| = 1

şeklinde bir fonksiyon ise de eşitsizliklerin sol yanları için eşitlik oluşur.

2006 yılında ise Z. Abdulhadi ve A. Muhanna’nın beraber yayınladıkları çalışmada

α-yıncı dereceden yıldızıl log-harmonik fonksiyon sınıfı ortaya atılmıştır.

Tanım 3.21[18] f (z) = z|z|2β h(z)g(z) yalınkat log-harmonik bir fonksiyon olsun.

∂arg f (reiθ)
∂θ

= Re
z fz− z fz

f
> α, 0 ≤ α < 1

eşitsizlĭginin gerçeklenmesi halindef fonksiyonunaα-yıncı mertebeden yıldızıl

log-harmonik fonksiyon denir.S∗lh(α), tümα-yıncı mertebeden yıldızıl log-harmonik

fonksiyonların sınıfıdır.

α = 0 için yıldızıl log-harmonik fonksiyonların sınıfı elde edilmektedir.
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4. MİN İMAL YÜZEYLER

4.1 İzotermal Parametrelerle Verilen Minimal Yüzeyler

S, (n ≥ 2) n-inci sınıftan bir yüzey veX : D ⊂ R2 → S ⊂ R3 koordinat yaması

verilsin. λ, (u, v) parametrelerinin bir fonksiyonu veλ = λ(u, v) , 0 olmak üzere

E = G = λ2, F = 0 koşulları gerçekleniyorsa, (u, v) parametrelerine izotermal ya da

konformal parametreler denir. Bu durumdaX vektörel fonksiyonuna izotermal ya da

konformal dönüşüm adı verilir.

Bir konformal dönüşüm iki düzgün eğri arasındaki açıyı ve eğrilerin yönünü korur. Bu

aşăgıdaki şekilde ispatlanabilir :

f fonksiyonu z0 da analitik ve f ′(zo) , 0 olsun. z0 noktasından geçen ve türevi

olan düzgünC eğrisinin w = f (z) dönüşümü altında yönünün değişimi incelensin.

C eğrisinin parametrik gösterilimi,a ≤ t ≤ b olmak üzerez(t) = x(t) + iy(t) ise

görüntüsü olanC′ eğrisinin t parametresine bağlı gösterimiw(t) = f (z(t)) dir. zdüzgün

olduğundan

w(t) = f (z(t))⇒ w′ = f ′z′, f ′(z(t)) =
w′(t)
z′(t)

yazılabilir. z0 = z(t0) daz′(t0) , 0⇒ f ′(z0) , 0 vew′(t0) , 0 dır. Kompleks analizden

bilindiği üzere,

arg(w′(t0)) − arg(z′(t0)) = arg(f ′(z(t0)))

dır.

φ0 = arg(w′(t0)), θ0 = arg(z′(t0)), σ0 = arg(f ′(z(t0)))

olmak üzere,

σ0 = φ0 − θ0 (4.1)

elde edilir. Bunun anlamıσ0’ın yalnız z0 ve C eğrisine băglı olmadı̆gıdır. Yine z0

noktasında analitik vef ′(z0) , 0’ı săglayan f fonksiyonu göz önüne alınsın.C1 veC2

düzgün ĕgrilerinin z0’dan geçtĭgini varsayılsın.θ1 ve θ2 sırasıylaC1 ve C2 eğrilerinin

z0’daki teğetlerinin ĕgim açıları olsun. (4.1)’den

φ1 = σ0 + θ1 ve φ2 = σ0 + θ2
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sırasıylaC′1 veC′2 eğrilerinewo = f (z0) da çizilen tĕgetlerin ĕgim açıları olur. Buradan

θ1 − θ2 = φ1 − φ2

elde edilir. Yani,w = f (z) dönüşümüz0’dan geçen iki düzgün ĕgrinin yönünü ve

aralarındaki açıyı korur.

S izotermal parametrelere sahip bir minimal yüzey olsun.E = G = λ2 > 0 veF = 0

olduğundan, ortalama eğrilik

H =
1
2

(

EN+GL− 2FM
EG− F2

)

=
1

2λ2
(L + N)

şeklinde elde edilir. S minimal yüzey oldŭgundanH = 0 ve L + N = 0 dır.

F = 〈Xu,Xv〉 = 0 ve E = G = 〈Xu,Xu〉 = 〈Xv,Xv〉 olduğunu biliyoruz. Kısmi

türevlerini alırsak

〈Xuu,Xv〉 + 〈Xuv,Xu〉 = 0 (4.2)

〈Xuv,Xv〉 + 〈Xvv,Xu〉 = 0 (4.3)

〈Xuu,Xu〉 = 〈Xuv,Xv〉 (4.4)

〈Xuv,Xu〉 = 〈Xvv,Xv〉 (4.5)

(4.4)’ü (4.3)’de ve (4.5)’i ( 4.2)’de yerine koyarsak,

〈Xuu,Xu〉 + 〈Xvv,Xu〉 = 〈Xuu+ Xvv,Xu〉 = 0⇒ 〈∆X,Xu〉 = 0

〈Xuu,Xv〉 + 〈Xvv,Xv〉 = 〈Xuu+ Xvv,Xv〉 = 0⇒ 〈∆X,Xv〉 = 0

elde edilir. Bu ise∆X’in yüzeyin tĕget düzlemine dik oldŭgunu verir. O halde

∆X = 〈∆X,n〉 n dir. Buradan

|∆X| = ± 〈∆X,n〉 = ± 〈Xuu+ Xvv,n〉

= ± (〈Xuu,n〉 + 〈Xvv,n〉)

= ± (L + N)

(4.6)

S minimal yüzey veL + N = 0 oldŭgundan (4.6)’ya göre∆X = 0 elde edilir.

X = (X1,X2,X3) vektörel fonksiyonunun harmonik olması için gerek ve yeter koşul

X i (i = 1,2,3) koordinat fonksiyonlarının harmonik olmasıdır.
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Teorem 4.1S düzgün bir yüzey veX : D ⊂ R2 → S ⊂ R3 izotermal bir dönüşüm

olsun.X’in harmonik olması için gerek ve yeter koşulS yüzeyinin minimal olmasıdır.

Tanım 4.1D, (xix j)-düzleminde bir bölge,i ve j’de 1’den 3’e kadar dĕgerler alan

birbirinden farklı iki sabit dĕgişken olsun.

xk = fk(xi , x j), k = 1,2,3, k , i, j, (xi , x j) ∈ D

denklemleriR3’de bir S yüzeyi tanımlar. Bu biçimde tanımlanan yüzeye parametrik

olmayan yüzey denir.

Önerme 4.1 Eğer parametrik olmayan bir minimal yüzey izotermal parametrelere

göre ifade edilirse, bu durumda yüzeyin taban düzlemi üzerine izdüşümü bir harmonik

yalınkat dönüşüm tanımlar.

Daha özel olarak, farzedelim kit = F(u, v) uv-düzleminde birΩ bölgesi üzerinde

bulunan parametrik olmayan bir minimal yüzey olsun. Bu yüzeyxy-düzlemindekiD

bölgesine ait (x, y) izotermal parametrelerine sahip olsun. Bu durumda

u = u(x, y), v = v(x, y), ve t = t(x, y) = F(u(x, y), v(x, y))

koordinat fonksiyonlarının hepsi harmonik olur.X : D ⊂ R2 → S ⊂ R3 dönüşümü

bire-bir ve S parametrik olmayan yüzey olduğundan, z = x + iy olmak üzere,

w = u+ iv = f (z) izdüşümüD’danΩ üzerine bir yalınkat harmonik dönüşüm tanımlar

[5] .

Şekil 4.1: Yalınkat harmonik fonksiyon

İzotermal parametrelerle verilen bir minimal yüzeyin koordinat fonksiyonlarının

harmonik oldŭgu bilinmektedir. Bunun bir sonucu olarak minimal yüzeyin taban
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düzleme izdüşümünün bir yalınkat harmonik dönüşüm tanımladığı aşăgıdaki şekilde

ifade edilir:S bir minimal yüzey olsun. O haldeS’nin

X : D ⊂ R2→ S ⊂ R3, (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y), t(x, y))

biçiminde bir izotermal koordinat yaması vardır. Öte yandanS’nin t = f (u, v) şeklinde

bir Monge yama gösterimi :

X : Ω ⊂ R2→ X(D) ⊂ S

(u, v) 7→ (u, v, f (u, v))

şeklindedir.S minimal oldŭgundanu, v harmoniktirler.

(x, y) = x+ iy = z, (u, v) = u+ iv = w

denilirse

f : X
−1 ◦ X : D → Ω

z 7→ f (z) = w

dönüşümü harmoniktir. Öte yandanX,X koordinat yaması olduklarından bire-birlik

koşulunu săglarlar. Böylecef fonksiyonu da bire-bir olur. O halde

f : D → Ω

yalınkat harmonik dönüşümdür [8].

4.2 Minimal Yüzeylerin Weierstrass-Enneper Gösterimi

X : U ⊂ R2→ X ⊂ S ⊂ R3 dönüşümünü göz önüne alınsın. Burada

X = (x1, x2, x3), xk = xk(u, v), k = 1,2,3 ve (u, v) ∈ U

şeklindedir. w = u + iv olsun ve aşăgıdaki kompleks dĕgerli Ψk fonksiyonları

tanımlansın:

Ψk = 2
∂xk

∂w
=
∂xk

∂u
− i
∂xk

∂v
. (k = 1,2,3)

Yani

2
∂X
∂w
=

(

2
∂x1

∂w
,2
∂x2

∂w
,2
∂x3

∂w

)

= (Ψ1,Ψ2,Ψ3) .
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Şimdi sırasıyla aşăgıdaki toplamları hesaplayalım:

3
∑

k=1

Ψ
2
k =

3
∑

k=1













(

∂xk

∂u

)2

−
(

∂xk

∂v

)2

− 2i

(

∂xk

∂u
∂xk

∂v

)











= E −G − 2iF

3
∑

k=1

∣

∣

∣Ψ
2
k

∣

∣

∣ =

3
∑

k=1













(

∂xk

∂u

)2

+

(

∂xk

∂v

)2










= E +G

dir. EğerS yüzeyi izotermal parametreli bir minimal yüzey ise, bu durumdaE = G > 0

ve F = 0 olacăgından
3

∑

k=1

Ψ
2
k = 0, ve

3
∑

k=1

∣

∣

∣Ψ
2
k

∣

∣

∣ > 0 (4.7)

elde edilir.

Eğer S minimal bir yüzey isexk bileşen fonksiyonları harmonik ve buradanΨk

fonksiyonları analitik olur. Sonuç olarak her düzgün minimal yüzeye (4.7)’deki

koşulları gerçekleyen üç tane analitik fonksiyon karşılık gelir. Hatta bu ifadenin

tersi de dŏgrudur. Başka bir deyişle (4.7)’deki koşulları gerçekleyen her üç analitik

fonksiyon bir düzgün minimal yüzey meydana getirir. Buraya kadar yapılanları

aşăgıdaki teoremle netleştirelim:

Teorem 4.2 X= X(u, v), (u, v) ∈ U bir düzgün minimal yüzeyin izotermal gösterilişi

ve w= u+ iv olsun. Bu durumda

Ψk = 2
∂xk

∂w
, k = 1,2,3

fonksiyonları analitiktir ve (4.7)’deki koşulları sağlarlar. Tersine{Ψ1,Ψ2,Ψ3}

fonksiyonları bir basit bağlantılı bölgede(4.7)’deki koşulları gerçeklerse, bu durumda

xk = Re

{∫

Ψk(w)dw

}

, k = 1,2,3 (4.8)

fonksiyonları bir düzgün minimal yüzeyin izotermal gösterilişini verir.

İspat . Teoremin birinci kısmı zaten gösterildi.̇Ikinci kısmını yani tersi gösterilsin.

(4.8) ile tanımlananxk = xk(w) fonksiyonları harmoniktir veS yüzeyinin parametrik

gösterilişini verir.
∂xk

∂w
=

1
2
Ψk, k = 1,2,3

olduğundan (4.7)’in gerçeklenmesi durumundaE = G > 0, F = 0 elde edilir. Böylece

S düzgün bir yüzey ve parametrik gösterilimi izotermal olur.

39



xk koordinat fonksiyonları izotermal parametrelerin harmonik fonksiyonu oldŭgundan

S bir minimal yüzeydir.

Lemma 4.1. p, D ⊂ C bölgesinde analitik fonksiyon ve q, bu bölgede meromorfik

fonksiyon olsun. Farz edelim ki p, q’nun m-inci dereceden kutba sahip olduğu yerde

2m-inci dereceden sıfıra sahip olsun. Bu durumda,

Ψ1 = p(1+ q2),Ψ2 = −ip(1− q2),Ψ3 = −2ipq (4.9)

fonksiyonlarıD bölgesinde analitiktir ve

Ψ
2
1 + Ψ

2
2 + Ψ

2
3 =

3
∑

k=1

Ψ
2
k = 0 (4.10)

koşulunu sağlarlar. Tersine(4.10) koşulunu sağlayanD bölgesindeki herΨ1,Ψ2,Ψ3

analitik fonksiyonlarıΨ2 = iΨ1 olmadıkça(4.9)’u sağlarlar ve bu gösteriliş tektir.

Teorem 4.3Her düzgün minimal yüzey yerel olarak aşağıdaki izotermal gösterilime

sahiptir:

x1 =Re

{∫

p(1+ q2)dw

}

x2 =Im

{∫

p(1− q2)dw

}

x3 =2Im

{∫

pqdw

}

(4.11)

Burada w ∈ D ⊂ C ve p analitik ve q,D’de meromorfik fonksiyon olmak üzere

p, q’nun m-inci dereceden kutup noktalarında2m-inci dereceden sıfıra sahip olacak

şekilde verilsin. Tersine, basit bağlantılıD bölgesinde her p analitik ve q meromorfik

fonksiyonları için(4.11) formülleri bir düzgün minimal yüzeyin izotermal parametrik

gösterilişini verir [5, 19, 20].

4.2.2 Weierstrass-Enneper gösterimi ile verilen minimal yüzey örnekleri

(i) Düzlem: Herhangiw = u + iv kompleks sayısı vep(w) = 1 analitik,q(w) = 0
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meromorfik fonksiyonları için (4.11) formülleri

x1 =Re

{∫

p(1+ q2)dw

}

= Re

{∫

1(1+ o)dw

}

= Re{w} = u

x2 =Im

{∫

p(1− q2)dw

}

= Im

{∫

1(1− 0)dw

}

= Im {w} = v

x3 =2Im

{∫

pqdw

}

= 2Im

{∫

(1.0)dw

}

= 2Im {c} = 0, (c = sabit)

(4.12)

şeklinde elde edilir. Bunlar aynı zamanda düzlem denklemini verir.

(ii) Katenoid Herhangiw = reiθ kompleks sayısı için,p(w) = 1, q(w) = i
w ve

D = C/{0} alalım. (4.11) formülleri aşăgıdaki şekilde hesaplanır:

x1 = Re

{∫

p(1+ q2)dw

}

= Re

{∫

1

(

1− 1
w2

)

dw

}

= Re

{

w+
1
w

}

=

(

r +
1
r

)

cosθ

x2 = Im

{∫

p(1− q2)dw

}

= Im

{∫

1

(

1+
1
w2

)

dw

}

= Im

{

w− 1
w

}

=

(

r +
1
r

)

sinθ

x3 = 2Im

{∫

pqdw

}

= 2Im

{∫

( i
w

)

dw

}

= 2Im
{

i logw
}

= 2 logr

(4.13)

log r = ϕ denilirse, r = eϕ ⇒ r +
1
r
= eϕ + e−ϕ = 2 coshϕ

(4.13) formüllerinde yerine yazılırsa

x1 =

(

r +
1
r

)

cosθ = 2 coshϕ cosθ

x2 =

(

r +
1
r

)

sinθ = 2 coshϕ sinθ

x3 = 2ϕ

(4.14)

elde edilir. Buradan da
√

x1
2 + x2

2 = 2 coshϕ

ϕ = arccosh















√

x1
2 + x2

2

2















x3 = 2ϕ = 2arccosh















√

x1
2 + x2

2

2















(4.15)

katenoidin kapalı denklemi elde edilir. Katenoid bilinen tek dönel minimal

yüzeydir.
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(iii) Helisoid : Herhangiw = reiθ kompleks sayısı için,p(w) = 1, q(w) = 1
w ve

D = C − {0} alalım. (4.11) formülleri aşăgıdaki şekilde hesaplanır :

x1 = Re

{∫

p(1+ q2)dw

}

= Re

{∫

1

(

1+
1
w2

)

dw

}

= Re

{

w− 1
w

}

=

(

r − 1
r

)

cosθ

x2 = Im

{∫

p(1− q2)dw

}

= Im

{∫

1

(

1− 1
w2

)

dw

}

= Im

{

w+
1
w

}

=

(

r − 1
r

)

sinθ

x3 = 2Im

{∫

pqdw

}

= 2Im

{∫ (

1
w

)

dw

}

= 2Im
{

logw
}

= 2θ

(4.16)

elde edilir. Buradan da

x2

x1
= tanθ ⇒ θ = arctan

x2

x1

x3 = 2θ

= 2 arctan
x2

x1

(4.17)

helisoidin kapalı denklemi elde edilir.

(iv) Enneper Yüzeyi: Herhangi birw = u+ iv kompleks sayısıp(w) = 1 , q(w) = iw

veD = C alalım. (4.11) formülleri aşăgıdaki şekilde hesaplanır:

Şekil 4.2: Enneper yüzeyi
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x1 = Re

{∫

p(1+ q2)dw

}

= Re

{∫

1(1− w2)dw

}

= Re

{

w− w3

3

}

= Re

{

(u+ iv) − (u+ iv)3

3

}

= u+ uv2 − u3

3

x2 = Im

{∫

p(1− q2)dw

}

= Im

{∫

1(1+ w2)dw

}

= Im

{

w+
w3

3

}

= Im

{

(u+ iv) +
(u+ iv)3

3

}

= v+ u2v− v3

3

x3 = 2Im

{∫

iwdw

}

= 2Im

{

iw2

2

}

= Im
{

i(u2 − v2
+ 2iuv)

}

= u2 − v2

(4.18)

(4.18) Enneper yüzeyinin parametrik denklemlerini verir.

Şekil 4.3: Enneper yüzeyininz-ekseni etrafında 30 derece döndürülmesi

Şekil 4.4: Enneper yüzeyininz-ekseni etrafında 60 derece döndürülmesi

(v) Scherk’in birinci yüzeyi : U = {w| |w| < 1} birim disk,q(w) = 2
1−w4 veq(w) = iw

olacak şekilde alalım.
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(4.11) formülleri aşăgıdaki şekilde hesaplanır :

x1 =

∫ w

0
p(1+ q2)dw=

∫ w

0

2
1− w4

(1− w2)dw=
∫ w

0

2
1+ w2

dw

= 2 arctanw = −i log
1+ iw
1− iw

x2 =

∫ w

0
p(1− q2)dw=

∫ w

0

2
1− w2

dw= log
1+ w
1− w

x3 =

∫ w

0
pqdw=

∫ w

0

2iw
1− w4

dw=
i
2

log

(

1+ w2

1− w2

)

(4.19)

x1, x2 ∈
(

−π2,
π
2

)

olmak üzere,

x1 = arg

{

1+ iw
1− iw

}

, x2 = arg

{

1+ w
1− w

}

, x3 = log

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+ w2

1− w2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⇒ log
∣

∣

∣

∣

∣

cosx2

cosx1

∣

∣

∣

∣

∣

= log

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+ w2

1− w2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x3

Scherk’in birinci yüzeyinin kapalı denklemi elde edilir.

Şekil 4.5: Scherk’in Birinci Yüzeyi

4.3 Minimal Yüzeylerin Gauss Ĕgrili ği

Yüzeyler teorisi bölümünde Gauss Eğrili ğinin, K =
LN − M2

EG− F2
şeklinde oldŭgu göste-

rilmişti. BuradaL = 〈Xuu,n〉 ,M = 〈Xuv,n〉 ,N = 〈Xvv,n〉 ikinci temel form katsayıları

ve E = 〈 Xu,Xu〉 , F = 〈Xu,Xv〉 ,G = 〈Xv,Xv〉 birinci temel form katsayıları ve

n =
Xu × Xv

|Xu × Xv|
birim normal vektörü idi.

Xuu =
(

xuu, yuu, zuu
)

, Xuv =
(

xuv, yuv, zuv
)

, Xvv =
(

xvv, yvv, zvv
)

eşitliklerine göre yeniden düzenlenirse :

L = 〈Xuu,n〉 =
1

√
EG− F2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xuu yuu zuu

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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M = 〈Xuv,n〉 =
1

√
EG− F2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xuv yuv zuv

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N = 〈Xvv,n〉 =
1

√
EG− F2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xvv yvv zvv

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

LN =

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xuu yuu zuu

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xvv xu xv

yvv yu yv

zvv zu zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuuXvv XuuXu XuuXv

XuXvv XuXu XuXv

XvXvv XvXu XvXv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E = 〈Xu,Xu〉 ⇒ Eu = 2 〈Xuu,Xu〉 , G = 〈Xv,Xv〉 ⇒ Gv = 2 〈Xvv,Xv〉

olduğundan,

LN =

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuuXvv
Eu

2 XuuXv

XuXvv E F
Gv

2 F G

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ve

M2
=

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xuv yuv zuv

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xuv yuv zuv

xu yu zu

xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuvXuv XuvXu XuvXv

XuXuv XuXu XuXv

XvXuv XvXu XvXv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dir.

E = 〈 Xu,Xu〉 ⇒ Ev = 2 〈 Xuv, Xu〉 , G = 〈Xv,Xv〉 ⇒ Gu = 2 〈Xuv,Xv〉

olduğundan,

M2
=

(

1
EG− F2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuvXuv
Ev

2
Gu

2
Ev

2 E F
Gu

2 F G

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dir.
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İzotermal parametrelerde,E = G > 0 ve F = 0 ve bu koşullar altında

determinantlar birinci satıra göre açılırsa

LN =
1
E2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuuXvv
Eu

2 XuuXv

XuXvv E 0
Gv

2 0 G

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 〈Xuu,Xvv〉 −
Eu

2E
〈Xu,Xvv〉 −

Ev

2E
〈Xuu,Xv〉

M2
=

1
E2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

XuvXuv
Ev

2
Eu

2
Ev

2 E 0
Eu

2 0 E

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 〈Xuv,Xuv〉 −
E2

v

4E
−

E2
u

4E

F = 〈Xu,Xv〉 = 0 oldŭgundan,u vev’ye göre türevleri:

Fu = 〈Xuu,Xv〉 + 〈Xu,Xuv〉 = 0⇒ 〈Xuu,Xv〉 = − 〈Xu,Xuv〉 = −
Ev

2
Fv = 〈Xuv,Xv〉 + 〈Xu,Xvv〉 = 0⇒ 〈Xu,Xvv〉 = − 〈Xuv,Xv〉

= −Eu

2
= −Gu

2

(4.20)

şeklindedir. Böylece

LN = 〈Xuu,Xvv〉 +
E2

u

4E
+

E2
v

4E

M2
= 〈Xuv,Xuv〉 −

E2
u

4E
−

E2
v

4E

LN − M2
= 〈Xuu,Xvv〉 − 〈Xuv,Xuv〉 +

E2
u

2E
+

E2
v

2E

şeklinde elde edilir. (4.20)’den Fu = 〈Xuu,Xv〉 + Ev

2 ⇒ 〈Xuu,Xv〉 = Fu − Ev

2 buradan

v’ye göre türev alınırsa

〈Xuuv,Xv〉 + 〈Xuu,Xvv〉 = Fuv−
Evv

2
⇒ 〈Xuu,Xvv〉 = − 〈Xuuv,Xv〉 −

Evv

2
(4.21)

elde edilir.

G = 〈Xv,Xv〉 ⇒ Gu

2 =
Eu

2 = 〈Xuv,Xv〉 dir. Buradanu’ya göre türev alınırsa,

Euu

2
= 〈Xuuv,Xv〉 + 〈Xuv,Xuv〉 ⇒ 〈Xuv,Xuv〉 =

Euu

2
− 〈Xuuv,Xv〉 (4.22)

(4.21)’den (4.22) çıkarılırsa〈Xuu,Xvv〉 − 〈Xuv,Xuv〉 = −Euu

2 −
Evv

2

bulunur. Sonuçta,

LN − M2
= −1

2 (Euu+ Evv) +
E2

u

2E +
E2

v

2E

elde edilir.

E = λ2 denilir ve eşitlikler yeniden düzenlenirse,

Eu = (λ2)u = 2λλu⇒ Euu = (Eu)u = 2λ2
u + 2λλuu

Ev = (λ2)v = 2λλv⇒ Evv = (Ev)v = 2λ2
v + 2λλvv
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olduğundan,

LN − M2
= λ2

u − λλuu+ λ
2
v − λλvv

şeklindedir.∆ Laplasyen operatörü olmak üzere,

∆
(

logλ
)

=
(

logλ
)

uu+
(

logλ
)

vv =

(

λu

λ

)

u
+

(

λv

λ

)

v

=
λuuλ − λ2

u

λ2
+
λvvλ − λ2

v

λ2
=

1
λ2

(

λλuu− λ2
u + λλvv− λ2

v

)

olduğundan

LN − M2
= −λ2

∆
(

logλ
)

şeklindedir. O halde,

K =
LN − M2

EG− F2
=

LN − M2

E2
=
−λ2
∆

(

logλ
)

λ4
= − 1
λ2
∆

(

logλ
)

= − 1
E
∆

(

log
√

E
)

⇒ K = − 1
E
∆

(

log
√

E
)

elde edilir [21].

4.4 Minimal Grafikler ve Harmonik Dönüşümler

Başlangıç noktasını içeren basit bağlantılıΩ ⊂ C bölgesi üzerindeki

S = {u, v, F(u, v) : u+ iv ∈ Ω}

minimal grafĭgi göz önüne alınsın. Buradaf : U → Ω, z ∈ U veU = {z ∈ C : |z| < 1},

birim disk olmak üzereF yalınkat harmonik fonksiyondur.p analitik veq meromorfik

fonksiyon olmak üzere,p fonksiyonuq fonksiyonununm’ inci dereceden kutba sahip

olduğu noktalarda 2m’ inci dereceden sıfır noktasına sahip ise

u = Re

{∫ z

0
p(1+ q2)dξ

}

= Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

v = Im

{∫ z

0
p(1− q2)dξ

}

= Re

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

F(u, v) = 2Im

{∫ z

0
pqdξ

}

= Re

{∫ z

0
Ψ3dξ

}

(4.23)

biçimindedir.

f (z) = u+ iv = Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ iRe

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

(4.24)
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olsun.h, g fonksiyonlarıU’de analitikh(0) = g(0) = 0 ve f = h+ ḡ, f fonksiyonunun

kanonik gösterimi olmak üzere

∂ f
∂z
=
∂h
∂z
+
∂ḡ
∂z
, ve

∂ḡ
∂z
=
∂g

∂z
=















∂g
∂z















=

(

∂g
∂z

)

= 0

olduğundanf ′ = h′ elde edilir. (4.24) eşitliğinin z’ye göre türevi alınırsa

∂ f
∂z
=
∂

∂z

{

Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ iRe

{∫ z

0
Ψ2dξ

}}

elde edilir.

Φ(z) türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

∂

∂z
{ReΦ(z)} = ∂

∂z

{

1
2

(

Φ + Φ

)

}

=
1
2
∂Φ

∂z
+

1
2
∂Φ

∂z

olduğundan
∂ f
∂z
=

1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ i
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

,

buradan
∂ f
∂z
=

1
2

(Ψ1 + iΨ2)

yani

f ′ = h′ =
1
2

(Ψ1 + iΨ2) (4.25)

elde edilir. (4.24) eşitliğinin eşlenĭgi alınırsa,

f (z) = Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

− iRe

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

(4.26)

elde edilir. (4.26) eşitliğinin z’ye göre türevi alınırsa

∂ f
∂z
=
∂

∂z

{

Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

− iRe

{∫ z

0
Ψ2dξ

}}

=
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

− i
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

=
1
2

(Ψ1 − iΨ2)

elde edilir. Aynı zamanda,f = h+ g olduğundan

∂ f
∂z
=
∂h
∂z
+
∂g
∂z
=
∂g
∂z

şeklindedir. Buradan

f
′
= g′ =

1
2

(Ψ1 − iΨ2) (4.27)
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elde edilir.

h′ =
1
2
Ψ1 +

1
2

iΨ2

g′ =
1
2
Ψ1 −

1
2

iΨ2

h′ + g′ = Ψ1, ve h′ − g′ = iΨ2⇒ Ψ2 = −i(h′ − g′)

(4.28)

şeklinde bulunur.Ψ1 = p(1+ q2), Ψ2 = −ip(1− q2) şeklinde idi. O halde

Ψ
2
3 = −Ψ2

1 − Ψ2
2 = −

[

p(1+ q2)
]2
−

[

−ip(1− q2)
]2
= −p2(1+ q2)2

+ p2(1− q2)2

= p2
[

−1− 2q2 − q4
+ 1− 2q2

+ q4
]

= −4p2q2

olduğundanΨ3 = 2ipq elde edilir. Böylece

h′ + g′ = p(1+ q2)

−i(h′ − g′) = −ip(1− q2)⇒ h′ = p ve g′ = pq2

eşitlikleri elde edilir.

Ψ1 = p(1+ q2)

Ψ2 = −i(h′ − g′)

Ψ
2
3 = −4p2q2

(4.29)

fonksiyonlarınıS minimal yüzeyinin Weierstrass-Enneper fonksiyonları ve{p,q}

fonksiyonlarını daS minimal yüzeyinin Weierstrass-Enneper parametreleri olarak

adlandıracăgız.

ω =
f
′

f ′ =
g′

h′ = q2 fonksiyonu f ’nin “ikinci dilatasyonu” olarak adlandırılır. f

fonksiyonu|ω| < 1 ise yön koruyan,|ω| > 1 ise yön-dĕgiştirendir.

Teorem 4.4 Eğer S = {u, v, F(u, v) : u+ iv ∈ Ω} minimal grafiği, yön-koruyan

izotermal z = x + iy ∈ U parametreleriyle parametrelenmiş ise, taban düzleme

izdüşümü, dilatasyonu bir analitik fonksiyonun karesi olan bir w = u + iv = f (z)

harmonik dönüşüm tanımlar. Tersine, f= h + g, f : U → Ω yön-koruyan ve

dilatasyonu bir q analitik fonksiyonun karesi olan yalınkat harmonik dönüşüm ise, bu

durumda

u = Re{ f (z)} , v = Im { f (z)} , t = 2Im

{∫ z

0
q(ξ)h′(ξ)dξ

}

formülleri taban düzleme izdüşümü f olan izotermal parametreli bir minimal

yüzey tanımlar. Üçüncü koordinat fonksiyonu olan t’nin integral sabiti ve işareti

önemsenmezse bu yüzey tek türlü belirlidir.
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İspat . Teoremin gerekli koşulu olan,ω = q2 kanıtlandı. Tersinin kanıtlanabilmesi için

∂u
∂z,
∂v
∂z,
∂t
∂z türevlerinin analitik ve

(

∂u
∂z

)2
+

(

∂v
∂z

)2
+

(

∂t
∂z

)2
= 0 gösterilmesi gereklidir.

∂u
∂z
=
∂

∂z
{Re{ f (z)}} = ∂

∂z













f + f
2













=
1
2













∂ f
∂z
+
∂ f
∂z













=
1
2

(

h′ + g′
)

(4.30)

∂v
∂z
=
∂

∂z
{Im { f (z)}} = ∂

∂z













f − f
2i













=
1
2i













∂ f
∂z
− ∂ f
∂z













=
1
2i

(

h′ − g′
)

(4.31)

∂t
∂z
=
∂

∂z

{

2Im

[∫ z

0
qh′dξ

]}

=
2
2i
∂

∂z















∫ z

0
qh′dξ −

∫ z

0
qh′dξ















=
qh′

i
= −iqh′ (4.32)

türevleri şeklindedir.h ve g fonksiyonları analitik oldŭgundan∂u
∂z, ∂v

∂z,
∂t
∂z fonksiyonları

da analitiktir. (4.30), (4.31), ve (4.32) eşitlikleri kullanılarak

(

∂u
∂z

)2

+

(

∂v
∂z

)2

+

(

∂t
∂z

)2

=
1
4

(h′ + g′)2 − 1
4

(h′ − g′)2 − (qh′)2

=
1
4

[

(h′ + g′)2 − (h′ − g′)2
]

− q2(h′)2

= h′g′ − g′

h′
(h′)2

= h′g′ − h′g′ = 0

(4.33)

elde edilir.

Hipotez gerĕgi f yalınkat oldŭgundan, f ’nin grafiği bir yüzey belirler. Bu yüzeyin

tek türlü belirli oldŭgu da gösterilirse teorem kanıtlanır.u = Re{ f (z)}, v = Im { f (z)},

t = k(z) diğer bir izotermal parametreli minimal yüzey olsun. Bu durumda ∂k
∂z analitik

olduğundank harmoniktir. (4.33)’den

(

∂k
∂z

)2

= −
(

∂u
∂z

)2

−
(

∂v
∂z

)2

= −h′g′ = −q2(h′)2⇒ ∂k
∂z
= ±iqh′

elde edilir.k reel dĕgerli harmonik fonksiyon oldŭgundan tek türlü kanonik gösterime

sahiptir. Yani, analitik birΥ fonksiyonu içink = Υ + Υ = 2Re{Υ}’dir.

∂k
∂z
= k′ = (Υ)′ = ±iqh′ ⇒ Υ = ±i

∫ z

0
qh′dξ + c

Böylece işaret ve integral sabiti önemsenmezse, teklik kanıtlanmış olur.

S minimal yüzeyinin Gauss eğrili ğini f = h+ g kanonik gösterime băglı olarak ifade

edilsin. S minimal yüzeyinin izotermal parametrelere sahip olduğu varsayılırsa, bu

durumda

E = G = λ2 > 0, F = 0
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dir. Yüzeyin birinci temel formu

ds2
= Edx2

+ 2Fdxdy+Gdy2
= λ2(dx2

+ dy2)

= λ2(dx+ idy)(dx− idy) = λ2dzdz

= λ2 |dz|2

şeklindedir.

1
2

∑3
k=1 |Ψk|2 = 1

2

(

|Ψ1|2 + |Ψ2|2 + |Ψ3|2
)

=
1
2(E +G) = λ2 ve

Ψ1 = p(1+ q2), Ψ2 = −ip(1− q2), Ψ3 = −2ipq

olduğundan

λ2
=

1
2

[

|p|2
(

1+ |q|2
)2
+ |p|2

(

1− |q|2
)2
+ 4 |p|2 |q|2

]

=
1
2
|p|2

[

2
(

1+ |q|2
)2
]

⇒ λ = |p|
(

1+ |q|2
)

= |h′| + |g′|

(4.34)

elde edilir. Gauss ĕgrili ği K = − 1
λ2∆(logλ) ve laplasyen operatörünün özelliği

∆ = 4 ∂
2

∂z∂z olduğundan (4.34)’den

K = − 4 |q′|2

|p|2
(

1+ |q|2
)4
= − |w′|2

|h′g′| (1+ |w|)4
(4.35)

elde edilir [5].

4.5 Minimal Yüzeyler ve Log-Harmonik Fonksiyonlar

Tanım 4.2 f , yalınkat log-harmonik fonksiyon olsun. Eğer log f izotermal

parametrelere sahip birS (düzgün) minimal yüzeye karşılık geliyorsa bu durumdaf

yalınkat log-harmonik fonksiyonuS minimal yüzeyine karşılık gelir ya da lift eder

denir.

Teorem 4.5Birim diskU üzerinde f= h.g formunda tanımlı log-harmonik yalınkat

f fonksiyonu verilsin. h(0) = g(0) = 1 normalizasyon koşulları altındalog f =

logh + logg fonksiyonuU üzerinde bir harmonik dönüşüm tanımlar. Bu durumda

izotermal parametrelerle verilenS minimal yüzeyin Weierstrass-Enneper gösterimi

Ψ1 =
h′

h
+

g′

g
,Ψ2 = −i

(

h′

h
− g′

g

)

,Ψ2
3 = −4

(

h′

h
g′

g

)

(4.36)
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ile ifade edilir.

İspat . Harmonik fonksiyonlar için yaptığımız çalışmayı şimdi de log-harmonik

fonksiyonlar için uyarlayalım.f log-harmonik yalınkat fonksiyon olmak üzere

log f = logh+ logg bir harmonik fonksiyon tanımlar.

log f = u + iv = Re
{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ iRe
{∫ z

0
Ψ2dξ

}

ve h(0) = g(0) = 1 normalizasyon

koşulları altında logf harmonik fonksiyonununz’ye göre kısmi türevi alınırsa,

∂

∂z
(

log f
)

=
∂

∂z
(

logh
)

+
∂

∂z
(

logg
)

veg analitik olmadı̆gından ∂
∂z

(

logg
)

= 0 ve f ′

f =
h′

h elde edilir.

∂
∂z

(

log f
)

=
∂
∂z

{

Re
{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ iRe
{∫ z

0
Ψ2dξ

}}

z’ ye băglı kısmi türevini alalım :

∂

∂z
Re{θ(z)} = ∂

∂z

{

1
2

(

θ + θ
)

}

=
1
2
∂θ

∂z
+

1
2
∂θ

∂z

olduğundan yukarıdaki eşitlikte yerine yazılırsa,

∂

∂z
(

log f
)

=
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

+ i
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

=
1
2
Ψ1 + i

1
2
Ψ2

ve dolayısıylaf ′

f =
1
2 (Ψ1 + iΨ2) elde edilir.

log f fonksiyonunun eşleniği olan

∂

∂z

(

log f
)

=
∂

∂z

{

Re

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

− iRe

{∫ z

0
Ψ2dξ

}}

=
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ1dξ

}

− i
1
2
∂

∂z

{∫ z

0
Ψ2dξ

}

=
1
2

(Ψ1 − iΨ2)

(4.37)

yazılır.
∂

∂z

(

log f
)

=
g′

g
=

1
2

(Ψ1 − iΨ2)

ve
∂

∂z
(

log f
)

=
h′

h
=

1
2

(Ψ1 + iΨ2)

olduğu gösterilmişti. BuradanΨ1 veΨ2 yi çekilirse

Ψ1 =
h′

h
+

g′

g
, Ψ2 = −i

(

h′

h
− g′

g

)

elde edilmiş olur.Ψ2
1 + Ψ

2
2 + Ψ

2
3 = 0 oldŭgundanΨ1 veΨ2 yerlerine yazılırsa
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−Ψ2
3 =

(

h′

h
+

g′

g

)2

+

(

−i

(

h′

h
− g′

g

))2

= 4
h′

h
g′

g

(4.38)

f yalınkat log-harmonik fonksiyonu içinω = g′/g
h′/h ikinci dilatasyon olmak üzere,

Ψ
2
3 = −4ω

(

h′

h

)2
şeklinde yazılabilir.

Birim diskU üzerindepanalitik veqmeromorfik fonksiyon olmak üzere,p fonksiyonu

q fonksiyonununm-inci dereceden kutba sahip olduğu noktalarda 2m-inci dereceden

sıfır noktasına sahip olsun. Bu durumda

p =
h′

h
, pq2

=
g′

g
, ω = q2

eşitlikleri elde edilir.Ψ1 veΨ2 Weierstrass- Enneper fonksiyonlarının

Ψ1 = p
(

1+ q2
)

=

(

h′

h
+

g′

g

)

ve Ψ2 = −ip
(

1− q2
)

= −i

(

h′

h
− g′

g

)

olduğu gösterilmişti. Buradan yapılan kısa bir hesaplamadan sonra

p =
h′

h
ve pq2

=
g′

g

elde edilir. ω = g′

g /
h′

h ikinci dilatasyon fonksiyonu oldŭgu hatırlanırsaω = pq2

p = q2

elde edilir.

Teorem 4.6Birim diskU üzerinde f= h.g formunda tanımlı log-harmonik yalınkat

f fonksiyonu verilsin. h(0) = g(0) = 1 normalizasyon koşulları altındalog f =

logh+ logg harmonik fonksiyonu göz önüne alınsın.

Eğer S= {u, v, F(u, v) : u+ iv ∈ Ω}minimal grafiği, yön-koruyan izotermal z= x+iy ∈

U parametreleriyle parametrelenmiş ise, taban düzleme izdüşümü, dilatasyonu bir

analitik fonksiyonun karesi olan bir w= u+ iv = log f (z) harmonik dönüşüm tanımlar.

Tersine,log f = logh + logg, f : U → Ω yön-koruyan ve dilatasyonu bir q analitik

fonksiyonun karesi olan yalınkat harmonik dönüşüm ise, budurumda

u = Re
{

log f (z)
}

, v = Im
{

log f (z)
}

, t = 2Im

{∫ z

0
q(ξ)(logh)′(ξ)dξ

}

formülleri taban düzleme izdüşümülog f (z) olan izotermal parametreli bir minimal

yüzey tanımlar. Üçüncü koordinat fonksiyonu olan t’nin integral sabiti ve işareti
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önemsenmezse bu yüzey tek türlü belirlidir.

İspat . Teoremin gerekli koşulu olan,ω = q2 kanıtlandı. Tersinin gösterilebilmesi için

∂u
∂z,
∂v
∂z,
∂t
∂z türevlerinin analitik ve

(

∂u
∂z

)2
+

(

∂v
∂z

)2
+

(

∂t
∂z

)2
= 0 gösterilmesi gereklidir.

∂u
∂z
=
∂

∂z
{

Re
{

log f
}}

=
∂

∂z













log f + log f
2













=
1
2













∂ log f
∂z

+
∂log f
∂z













=
1
2

(

h′

h
+

g′

g

)

(4.39)
∂v
∂z
=
∂

∂z
{

Im
{

log f
}}

=
∂

∂z













log f − log f
2i













=
1
2i













∂ log f
∂z

− ∂log f
∂z













=
1
2i

(

h′

h
− g′

g

)

(4.40)
∂t
∂z
=
∂

∂z

{

2Im

[∫ z

0
q(logh)′dξ

]}

=
2
2i
∂

∂z















∫ z

0
q(logh)′dξ −

∫ z

0
q(logh)′dξ















=
q(logh)′

i
= −iq

h′

h

(4.41)

türevleri şeklindedir. logh ve logg fonksiyonları analitik oldŭgundan ∂u
∂z, ∂v

∂z,
∂t
∂z

fonksiyonları da analitiktir. (4.39), (4.40), ve (4.41) eşitlikleri kullanılarak
(

∂u
∂z

)2

+

(

∂v
∂z

)2

+

(

∂t
∂z

)2

=
1
4

(

h′

h
+

g′

g

)2

− 1
4

(

h′

h
− g′

g

)2

−
(

q
h′

h

)2

=
1
4

(

h′

h
+

g′

g

)2

− 1
4

(

h′

h
− g′

g

)2

− q2

(

h′

h

)2

=
h′

h
g′

g
−

g′

g

h′

h

(

h′

h

)2

=
h′

h
g′

g
− h′

h
g′

g
= 0

(4.42)

elde edilir. Hipotez gerĕgi log f yalınkat oldŭgundan, logf ’nin grafiği bir yüzey

belirler. Bu yüzeyin tek türlü belirli oldŭgu da gösterilirse teorem ispatlanır.u =

Re
{

log f (z)
}

, v = Im
{

log f (z)
}

, t = k(z) diğer bir izotermal parametreli minimal yüzey

olsun. Bu durumda∂k
∂z analitik oldŭgundank harmoniktir. (4.42)’den

(

∂k
∂z

)2

= −
(

∂u
∂z

)2

−
(

∂v
∂z

)2

= −h′

h
g′

g
= −q2

(

h′

h

)2

⇒ ∂k
∂z
= ±iq

(

h′

h

)

elde edilir.k reel dĕgerli harmonik fonksiyon oldŭgundan tek türlü kanonik gösterime

sahiptir. Yani, analitik birΥ fonksiyonu içink = Υ + Υ = 2Re{Υ}’dir.

∂k
∂z
= k′ = (Υ)′ = ±iq

(

h′

h

)

⇒ Υ = ±i
∫ z

0
q

(

h′

h

)

dξ + c

Böylece işaret ve integral sabiti önemsenmezse, teklik kanıtlanmış olur.

f = h.g formunda tanımlı yalınkat log-harmonikf fonksiyonu verilsin. h(0) =

g(0) = 1 normalizasyon koşulları altında logf = logh + logg harmonik dönüşümü
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S minimal yüzeyini belirlesin.S minimal yüzeyinin izotermal parametrelere sahip

olduğu varsayılırsa buna bağlı olarak Gauss ĕgrili ği aşăgıdaki şekilde ifade edilir:

(4.35) de p = h′

h , q = ω2 veq′ = 2ωω′ yazılırsa

K = − 4 |q′|2

|p|2
(

1+ |q|2
)4
= − |ω′|2

∣

∣

∣

∣

h′

h
g′

g

∣

∣

∣

∣

(1+ |ω|)4
(4.43)

elde edilir.
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5. BULGULAR

Lemma 5.1[23] ω fonksiyonuΩ∪ sınıfına ait olsun. Bu durumda

|a− r |
1− ar

≤ |ω(z)| ≤ a+ r
1+ ar

(5.1)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat . r = |z| = 0 durumunda, eşitsizliğin z = 0 için săglandı̆gı açıktır. Şimdi de

z ∈ U \ {0} olsun ve herhangi birθ ∈ R için b1 = aeiθ tanımlayalım.z ∈ U için

φ(z) =
e−iθω(z) − a
1− ae−iθω(z)

fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon Schwarz lemmasının koşullarını săglar. Buna

göre,|ω(z)| ≤ |z| = r olduğunda

|φ(z)| =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

e−iθω(z) − a
1− ae−iθω(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ r ⇒
∣

∣

∣e−iθω(z) − a
∣

∣

∣ ≤ r
∣

∣

∣1− ae−iθω(z)
∣

∣

∣ (5.2)

eşitsizlĭgini elde ederiz. Bu eşitsizlikz ∈ U, ϕ ∈ R fonksiyonları için

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e−iθω(z) − a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ r(1− a2)
1− a2r2

(5.3)

eşitsizlĭgine denktir. Bu eşitsizlik

ω(z) = eiθ eiϕz+ a
1+ aeiϕz

fonksiyonu için eşitlik haline dönüşür. (5.3) de üçgen eşitsizliği kullanılırsa
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣e−iθω(z)
∣

∣

∣ −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

e−iθω(z) − a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ r(1− a2)
1− a2r2

⇒
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣e−iθω(z)
∣

∣

∣ −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ r(1− a2)
1− a2r2

⇒ − r(1− a2)
1− a2r2

≤
∣

∣

∣e−iθω(z)
∣

∣

∣ −
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ r(1− a2)
1− a2r2

⇒ − r(1− a2)
1− a2r2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣e−iθω(z)
∣

∣

∣ ≤ r(1− a2)
1− a2r2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a(1− r2)
1− a2r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⇒ a− r
1− ar

≤ |ω(z)| =
∣

∣

∣e−iθω(z)
∣

∣

∣ ≤ a+ r
1+ ar

(5.4)

57



Benzer şekilde (5.2) de a ile r yi yer dĕgiştirirsek

r − a
1− ar

≤ |ω(z)| ≤ r + a
1+ ar

(5.5)

eşitsizlĭgini elde ederiz. (5.4) ve (5.5) eşitsizliklerinden (5.1) eşitsizlĭgi elde edilir.

Sonuç 5.1Eğerω ∈ Ω∪ ise

(1− a)(1− r)
1+ ar

≤ (1− |ω(z)|) ≤ 1− ar − |a− r |
1− ar

(5.6)

1− ar + |a− r |
1− ar

≤ (1+ |ω(z)|) ≤ (1+ a)(1+ r)
1+ ar

(5.7)

eşitsizlikleri elde edilir.

İspat . Bu eşitsizlikler Lemma 5.1 den kolayca çıkmaktadır.

Biz ikinci dilatasyonuΩ∪ sınıfına aitf = hg ∈ Slh∗ fonksiyonlarla çalışacăgız.

Sonuç 5.2 f = hg, z ∈ U \ {0} olmak üzereSlh∗ sınıfından bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun analitik kısmı h olduğundan ,

(1− r)
r(1+ r)

≤
∣

∣

∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1+ r)
r(1− r)

(5.8)

dır [8].

Sonuç 5.3f = hg,Slh∗ sınıfından bir fonksiyon olsun. O halde,

(1− r) |a− r |
r(1+ r)(1− ar)

≤
∣

∣

∣

∣

∣

g′

g

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1+ r)(a+ r)
r(1− r)(1+ ar)

(5.9)

eşitsizliği elde edilir .

İspat . Lemma 5.1 vef in ikinci dilatasyon tanımından

|a− r |
1− ar

≤
∣

∣

∣

∣

∣

g′/g
h′/h

∣

∣

∣

∣

∣

≤ a+ r
1+ ar

(5.10)

eşitsizlĭgini yazabiliriz. (5.8), (5.10) eşitsizlikleri birlikte alındı̆gında (5.9) elde edilir.

Teorem 5.1 [24] Ψk fonksiyonları, k= 1,2,3 için bir S düzgün minimal yüzeyinin

Weierstrass-Enneper fonksiyonları ve f= hg ∈ Slh∗, z∈ U \ {0} fonksiyonuSminimal

yüzeyini lift etsin. Bu durumda,

(1− r)2(1− a)
r(1+ r)(1+ ar)

≤ |Ψ1| ≤
(1+ r)2(1+ a)
r(1− r)(1+ ar)

(5.11)
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(1− r)2(1− a)
r(1+ r)(1+ ar)

≤ |Ψ2| ≤
(1+ r)2(1+ a)
r(1− r)(1+ ar)

(5.12)

4(1− r)2 |a− r |
r2(1+ r)2(1− ar)

≤ |Ψ3|2 ≤
4(1+ r)2(a+ r)

r2(1− r)2(1+ ar)
(5.13)

eşitsizlikleri elde edilir.

İspat . (4.38) ve sonuç(5.1) birlikte kullanıldığında (5.11), (5.12) ve (5.13) kolayca

elde edilir.

z= 0 olması durumunda incelenirse:

Ψ1 =
h′

h
+

g′

g
=

h′

h
(1+ ω)

Ψ1(0) = (1+ ω(0)) = 1+ a
(5.14)

Ψ2(0) = −i (1− a) (5.15)

|Ψ3|2 = 4 |ω|
∣

∣

∣

h′

h

∣

∣

∣

2
idi. z= 0 alınırsa,|Ψ3(0)|2 = 4 |ω(0)| yani

Ψ3(0) = ±2i
√

a (5.16)

elde edilir.

Teorem 5.2K,S düzgün minimal yüzeyinin Gauss eğriliği ve f= hg ∈ Slh∗, z∈ U\{0}

fonksiyonuS minimal yüzeyini lift etsin. O halde,

K ≤ (1− ar − |a− r |)2r2(1− ar)
(1− ar + |a− r |)2(1− r)4 |a− r | (5.17)

eşitsizliği elde edilir.

İspat . Sonuç(5.2) ve (5.3) kullanılmasıyla ve basit hesaplar yapıldıktan sonra,

r2(1− r)2(1+ ar)
(a+ r)(1+ r)2

≤ 1
∣

∣

∣

∣

g′

g
h′

h

∣

∣

∣

∣

≤ r2(1+ r)2(1− ar)
(1− r)2 |a− r | (5.18)

ve

|K| ≤ |ω′|2
∣

∣

∣

∣

g′

g
h′

h

∣

∣

∣

∣

(1+ |ω|)4
≤ |ω

′|2 r2(1+ r)2(1− ar)

(1+ |ω|)4 (1− r)2 |a− r |
(5.19)

eşitsizlikleri elde edilir. Öte yandan,φ(z) =
ω(z) − ω(0)

1− ω(0)ω(z)
fonksiyonu için

Schwarz-Pick Lemmasını kullanırsak,

|ω′|2 ≤

(

1− |ω(z)|2
)2

(

1− r2
)2
=

(1− |ω(z)|)2 (1+ |ω(z)|)2

(1− r)2 (1+ r)2
(5.20)
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eşitsizlĭgini elde ederiz. (5.6), (5.7), (5.19) ve (5.20) eşitsizlikleri kullanılırsa (5.17)

elde edilir.

z= 0 olması durumunda incelenirse:

|K| ≤ |ω′|2
∣

∣

∣

∣

g′

g
h′

h

∣

∣

∣

∣

(1+ |ω|)4

eşitsizlĭgindez= 0 yerine yazılırsa

|K| ≤ (1− a2)2

a(1+ a)4
=

(1− a)2

a(1+ a)2
(5.21)

elde edilir.

Örnek 5.1 f (z) = ez− 1
2

z
2−z fonksiyonunu ele alalım. logf (z) = z− 1

2
z

2−z ve∆ log f (z) = 0

olduğundanf (z) fonksiyonu bir harmonik fonksiyondur. Bu fonksiyona ait

h(z) = ez , g(z) = e−
1
2

z
2−z , h(0) = g(0) = 1 ve 0< |ω(0)| = a < 1 olmak üzere{p,q}

Weierstrass-Enneper parametreleri:

p = h′

h =
ez

ez = 1, g′

g = −
1

(2−z)2 , ω =
g′

g /
h′

h = −
1

(2−z)2 , ve q =
√
ω =

√

− 1
(2−z)2 =

i 1
(2−z) elde edilir. p = 1, q = i 1

(2−z) eşitliklerini (4.11) de kullanırsak Katenoid yüzeyi

elde edilir [25].
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