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MINIMAL YUZEYLERIN LOG-HARMONIK FONKSIYONLARLA
KARAKTERIZASYONU

OZET

Bu tez calismasimin amaci izotermal parametrelerle verilen bir minimal yiizeyi
yalinkat harmonik ve yalinkat log-harmonik fonksiyonlarla temsil etmek ve belirli
tipteki minimal yiizeylerin Weierstrass-Enneper fonksiyonlar1 ve Gauss egriligi i¢in
growth(genisleme) teoremleri vermektir. Calisma alami olarak yalinkat log-harmonik
fonksiyonlar secilmistir. Log-harmonik fonksiyonlar analitik ve ko-analitik iki fonk-
siyonun carpimi seklinde gosterilen ve genel anlamda logaritmasi harmonik olan
fonksiyonlardir. Tez galismasi icin yalinkat log-harmonik fonksiyonlarin bir alt sinifi
olan 8. tanimlanmis ve bu sinifta ¢alisilmagtir.

Tezimiz bes boliimden olusmaktadir, ve birinci boliimii minimal ylizey teorisi,
harmonik ve log-harmonik fonksiyonlar {izerine yapilmis c¢alismalarin tarihgesi
tizerine ayrilmigtir.

Ikinci boliimde; 3- boyutlu Oklid Uzayinda temel kavramlar verilmis, ve ardindan
ylizeyler teorisine gecilmigtir. Yiizeyler teorisine ait tanim ve teoremlerden sonra
minimal yiizeyler ve 6rnekleri ele alinmugtir .

Uciincii boliimde , iizerinde calisacagimiz fonksiyonlar incelenmistir. Oncelikle
kompleks analizdeki temel kavramlar verilmistir. Log-harmonik fonksiyonlara temel
olusturmasi acisindan yalinkat fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlarla ilgili temel
kavramlar ele alinmig ve log-harmonik fonksiyonlarin alt smiflari incelenmistir.
Yalinkat log-harmonik fonksiyonlarin tezimizde kullandigimiz alt sinifi olan S,
tanimlanmig ve bu sinifa bir 6rnek verilmistir.

Dordiincii bolimde ise izotermal parametrelerle verilen minimal yiizeyler ele alinmis
ve Weierstrass-Enneper gosterimi ve iyi bilinen minimal yiizey ornekleri verilmistir.
Minimal yiizeylerin Gauss egriligi ve tezin esas kisimlarindan biri olan bir minimal
ylizeyin bir yalinkat harmonik doniisiimle temsil edilebilmesi icin gerek ve yeter
kosul verilmistir. Bu fikir log-harmonik fonksiyonlara genellestirilmistir. Yalinkat
log-harmonik fonksiyonlarin bir alt sinifi olan Sy, ele alinmistir. Bu fonksiyon
siniflarinda da yalinkat harmonik doniisiimlerde elde edilen benzer sonuglara ulagildigi
goriilmiis ve bir ornek verilmisgtir.

xi



Besinci boliimde ise ¢alismanin genel bir degerlendirmesi yer almaktadir. Tezimizin
asil kismini olusturan bu béliimde, planladigimiz teoremler ve sonuclara yer
verilmektedir. Ayrica elde ettigimiz sonuglar1 destekleyen bir 6rnekte yer almaktadir.
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CHARACTERIZATION OF MINIMAL SURFACES BY LOG-HARMONIC
FUNCTIONS

SUMMARY

A surface can be viewed informally as a two-dimensional set of points in
three-dimensional Euclidean space R*. Formally, it is a two-dimensional manifold with
a smooth structure. For most of our purposes it will suffice to regard a surface S as an
equivalence class of differentiable mappings X = ®(/) from a domain U C R? onto a
set Q C R3. Here U = (u,v) and X = (x,y, z) denote points in R? and R?, respectively.
Two representations are equivalent if they induce a diffeomorphism between parameter
domains. The Jacobian matrix of any parametric representation @ is

xu xV
Yu Yo
le ZV

The surface S is said to be regular at a point if the Jacobian matrix has rank 2 here or,
equivalently if the two column vectors X, and X, are linearly independent. This means
it is possible to solve locally for one of the coordinates x , y, or z in terms of the other
two. The surface S is regular if it is regular at every point. We shall assume that S is
regular throughout this thesis.

A nonparametric surface is one with the special form z = f(x,y) or with x or y
expressed in terms of the other two coordinates. Thus, a regular surface is locally
nonparametric but need not be globally nonparametric. Sometimes a nonparametric
surface is called a graph.

A surface S is called a minimal surface, if for each sufficiently small simple closed
curve C on S the portion of S enclosed by C has the minimum area among all surfaces
spanning C. Minimal surfaces can be constructed physically by dipping a loop of wire
into soap solution. Because of surface tension, the resulting soap film will assume the
shape that minimizes surface area.

A nonparametric minimal surface will be called a minimal graph. By a standart
argument in the calculus of variations, a minimal graph z = f(x,y) can be shown
to satisfy the nonlinear partial differential equation

(14 f2) fux = 2o fy + (1 + f2) £y = 0.

This equation has the elegant geometric interpretation that the mean curvature of the
surface is everywhere equal to zero.
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Indeed, the  coeflicients of the first and second fundamental
forms (E,F,G and L,M,N) are easily computed in the nonparametric case, and
the minimal surface equation is seen to reduce to EN —2FM + GL = 0 or H = 0,
where H is the mean curvature of the minimal surface S. It is convenient to take the
identical vanishing of the mean curvature as the definition of a minimal surface.

A real-valued function u(x, y) is harmonic if it satisfies Laplace’s equation
Au = uy + uyy, = 0.

Harmonic mappings are complex-valued functions which do not need to be analytic.
More precisely, a complex-valued function f = u + iv is called harmonic if its
real-valued coordinate functions # and v are harmonic. A harmonic mapping f of a
domain O c C is said to be univalent (or one-to-one) if f(z;) # f(z,) for all points
71 and 7 in D with z; # z5. The theory of univalent harmonic mappings is one of the
most popular branches of complex analysis. More recently harmonic mappings have
been studied actively investigated by complex analysts as generalizations of univalent
analytic functions, or conformal mappings. Many classical results of geometric
function theory extend to harmonic mappings, but basic questions remain unresolved.

It is the well-known the connection between harmonic mappings and minimal surfaces.
The connection arises from the fact that Euclidean coordinates of a minimal surface
are harmonic functions of isothermal (or conformal) parameters. The projection of a
minimal graph onto its base plane therefore defines a harmonic mapping. Conversely,
the harmonic mappings that lift to minimal surfaces have a simple description and the
corresponding surfaces can be given by explicit formulas. The representation makes
harmonic mappings an effective tool in the study of minimal surfaces.

A log-harmonic mapping is basically complex-valued function which has a harmonic
logarithm. Log-harmonic mappings can be represented as a mutiplication of an
analytic and a co-analytic mapping. The theory of log-harmonic mappings is relatively
new compared to the theory of harmonic mappings. The studies which have been made
in this theory are generally analogues of the studies have been for harmonic mappings.

In this thesis we shall represent a minimal surface in isothermal parameters by a
univalent log-harmonic mapping. Using this representation, we give some growth
theorems of Weierstrass-Enneper functions and Gaussian curvature of a minimal
surface which has isothermal parameters.

The thesis is divided into five chapters and each chapter consist of a certain number of
subsections.

The first chapter is introductory and is basically intented to call attention to the
connection between minimal surfaces and harmonic mappings. In this chapter we also

give some historical knowledge of the minimal surface and log-harmonic mappings.

The second chapter is devoted to give fundamental tools of the surfaces which lie in a
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three dimensional Euclidean space. In the first subsection of this chapter, topological
properties of three dimensional Euclidean space R? are given. The fundamental tools
of surface as coordinate patch, Monge patch, tangent plane, the first fundamental
form, the second fundamental form, principal curvatures, Gaussian curvature and mean
curvature are given in the second subsection of this chapter. Also, the definition of a
minimal surface and some examples of minimal surfaces are given in this subsection.

In chapter three we are prepared to introduce the theory of log-harmonic mappings. In
the first subsection of this chapter, the fundamental definitons of complex analysis are
given, for example singular point, zero point, meromorphic function, etc. In subsection
two, the fundamental definitions and theorems of univalent analytic functions are
given, for example Schwarz-Pick lemma and Riemann mapping theorem. In third
section, we study harmonic mappings. A theorem saying that a harmonic function is
univalent in a neighborhood of a point zy if and only if J(z9) # O is placed in this
subsection. (see the Theorem 3.7) In subsection four, we are interested log-harmonic
mappings. We particularly study univalent log-harmonic mappings and define the
subclass Sy, of log-harmonic mappings. we choose this subclass Sy, for study area.

In chapter four we are interested minimal surfaces. The representation of a
minimal surface with isothermal parameters by a univalent harmonic mapping and
Weierstrass-Enneper representation are given the first subsection. Some special
examples of minimal surfaces are given in the second subsection. Gaussian curvature
of minimal surface is investigated in the third subsection. In subsection four,
the connection between minimal graphs and harmonic mappings is studied. Last
subsection of this chapter we are interested in our main work, namely the connection
between minimal surfaces and log-harmonic mappings. Here we define how to
represent a (univalent) log-harmonic mapping to a minimal surface with isothermal
parameters.(see Definition 4.2 in Chapter 4) We also give a Weierstrass-Enneper
type theorem for a minimal surface with isothermal parameters lifted by univalent
log-harmonic mapping.(see the Theorem 4.2) In this section we also give a formula for
Gaussian curvature of a minimal surface lifted by a (univalent) log-harmonic mapping.
(see the Equation 4.33 in Chapter 4)

In last chapter, we obtain main results. First, we give a growth theorem for a function
which belongs to subclass Q. The class Q is defined in the second subsection of
chapter 3. (see Definition 3.10) Using this growth theorem we obtain growth theorems
for the Weierstrass-Enneper functions of a minimal surface lifted by a (univalent)
log-harmonic function which belongs to class Sy,.. (see the Theorem 5.1) We also
give an estimate for Gaussian curvature of a minimal surface lifted by f € Sy,..

This chapter ends with an example of a (univalent) log-harmonic mapping f € Sy,. and
its second dilatation w belongs to the class €. This mapping an example of lifting to

minimal surface Catenoid.

Our work is motivated by studies on the theory of minimal surfaces, especially those
that are lifted by harmonic mappings; see [5, 23, 24, 25]
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1. GIRIS

Harmonik tasvirlerle minimal ylzeyler arasindaki iligki bilinmektedir ve bu iligki,

bir minimal ytzeyin Oklidyen koordinatlarinin harmonikrfisiyonlar olmasindan
kaynaklanir. Bir minimal grafjin kendi baz diizlemine izdisimu bir harmonik tasvir
tanimlar. Tersine, harmonik tasvirler minimal yiizeyldft bderler ve harmonik
tasvirlere karsilik gelen minimal yilizeyler agik formiikeifade edilebilirler. Bu

gOsterim, harmonik tasvirleri minimal ylzeyler teorisligenada etkili bir arac kilar.

L. Euler ve J. L. Lagrange minimum-alan problemini, vary@asyanalizinin bir
uygulamasi olarak ele aldilar ve bdylece minimal ylzeyerisi baslamis oldu.
Minimal-alan problemi, verilen bir sinir icin alani minimuolan bdlgenin var§ini
sorgulamay! icerir. Fizik¢i Joseph Plateau bu problemusaimlerine uyguladiktan
sonra, bu problem Plateau problemi olarak bilinmektedir.L.JLagrange nin bir
minimal ytzeyin diferansiyel denklemini veren calisma$62 de basildi. 1776 da
J. B. Meusnier bir minimal ylizeyin ortalamgrdi §inin sifira esit oldgunu gostererek
geometrik yorumunu vermis oldu. 1832 yilina kadar katdndielisoid ve dizlem
parametrik gosterilisleri bilinen nadir minimal yizeynékleriydi. 1832 yilinda
Heinrich F. Scherk kendi soyadiyla anilan birinci minimélkzgyini ve 1835 yilinda
ise Scherk in eyer-kule ylzeyi olarak adlandirilan ikinenimal yizeyini betimledi.
19. yuzyihn ortalarina dgru birgok minimal ytizey drnekleri kesfedildi. 1864 ve 36
yillarinda sirasiyla Alfred Enneper ve Karl Weierstrasbibinden b&imsiz olarak,
daha sonra Weierstrass-Enneper gosterimi olarak adiodik olan minimal ylzey
gosterimini elde ettiler. Minimal yilizeyler teorisinin itasel gelisimini eksiksiz ve

bilimsel olarak anlatan ¢alisma J. C. C. Nitsche tarafind89da basild1.

Kompleks dizlemde tanimlanmis harmonik fonksiyonlarlibhaolmak zorunda
olmayan fonksiyonlardir. Harmonik fonksiyon teorisinieligiminde matematjin

bir dali olan diferansiyel geometri 6nemli bir rol oynar. 2D0li yillarin baslarinda



Tibor Rado harmonik fonksiyonlari Plateau problemiyleglaatili olarak calisti.
Daha sonra minimal ytzey calisan diferansiyel geoméricalismalarinda harmonik
fonksiyonlari kullandilar. 1980 li yillarin baslarindarkpleks analizciler analitik
yalinkat (konform) fonksiyonlarin bir genellestiriimeslarak yalinkat harmonik
fonksiyonlari incelemeye bagladilar. $Soyle ki, ankliyalinkat fonksiyonlar igin
elde edilen bulgularin yon-koruyan yalinkat harmonik feigknlar igin gecerli
olup olmadgi sorusu gindeme geldi. 1984 yilinda Clunie ve Sheil-SmHIl |
yayimladiklari ¢calismalarinda, analitik yalinkat foijkanlar teorisindeki genisleme,
distorsiyon, ortulis teoremleri ve katsay! esitsidikhin yon-koruyan harmonik
yalinkat fonksiyonlar igin benzerlerini ortaya koyarak barunun yanitini vermis
oldular. 1986 yilinda Hengartner ve Schober, Riemann tdseireminin benzerini
harmonik fonksiyonlar igin verdiler. Bu calismalarla ikte harmonik fonksiyonlar

teorisine ilgi artarak devam etti.

Harmonik fonksiyonlar teorisi Uzerine yapilan calismatievam ederken, bunlara
paralel olarak log-harmonik fonksiyonlar teorisi ortay@mais ve bu alan lGzerine
calismalara baglanmigtir. Bu kez harmonik fonksiyoatarine yapilan arastirmalarin
benzeri log-harmonik fonksiyonlar igin verilmeye c¢ahgistir. Bu alandaki ¢calismalar
1984 yilinda Z. Abdulhadi ile baslamis ve teoriyi acildayilk yayin 1988 yilinda
olmustur [2]. Bu yayindaH.H(D) ve F(w, D) seklinde iki sinif tanimlanmigtir.
Yayinda bu iki sinif arasinda BEantilar kurularak log-harmonik ve yalinkat
log-harmonik fonksiyonlarin tanimlari verilmistir. Awmban yapilan calismalarda
ise log-harmonik fonksiyonlara ait siniflar tanimlannbgnlarla analitik fonksiyon
siniflar arasindaki iliskilere yer verilmistir. Kurulgbu balantilar ile log-harmonik

fonksiyonlara dair distorsiyon teoremleri elde edilnmist

Biz bu calismada, harmonik fonksiyonlari ve bazi alt sinrlakullanarak belirli
tipteki bir minimal ylzeyin Gauss@eiligini, Weierstrass-Enneper parametreleriyle
ifade edip, benzer calismayl tanimlamis @dmuz yalinkat log-harmonik

fonksiyonlarin bir alt sinifi olay,,.. icin de elde ededgz.



2. YUZEYLER TEOR ISI

2.1 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
R reel sayilar cismini gostermek tizere 3 boyutlu reel sakiianesi

R® = {(p1, P2, Pa)Ip € R, 1< i < 3)

olarak tanimlanir.R?® kiimesinde toplama islempy(, p2, ps), (Ch, 0, 03) € R® olmak

Uzere
(P1, P2, P3) + (91, G2, 03) = (P1 + 1, P2 + C2, P3 + Ga)

esitligi ile verilir. Skalerle carpma islemi € R ve (py, P2, ps) € R¥icin

A(P1, P2, P3) = (Ap1, AP2, AP3)

seklinde tanimlanir. Bu islemlere gdré kiimesiR kiimesi tizerinde bir vektor uzayi

olur. R3 vektor uzayinda = (ps, P2, P3) ve q = (0, 02, 3) olmak lizere
3
(P9 =) pa
i=1

esitligi ile tamimlanarR® x R® — R, (p,q) — (p,q) fonksiyonu,R® uzayinda bir i¢
carpimdir. Bu i¢ carpimaR® uzayinin dgal i¢ carpimi veya OKlid i¢ carpimi denir.

p € R3 olmak uizere
IpIl = V<P, P)

seklinde tanimlanai®® — R, p ~ ||p|| fonksiyonu,R® uzayinda bir norm belirler.

Buna goreR3 vektor uzayi, normlu vektor uzayidir.

d(p,q) = |lp -4l

biciminde tanimlanand : R3 x R® — R fonksiyonu,R3 uzayinda metriktir. Bu metrik

altindaR® uzayina Oklid Uzayi denir. Bu uzay kimi zam&s ile gosterilir.



r pozitif bir reel sayi vepy € R olsun. {p: peR3ve|p- poll < r} kiimesine,pgy
merkezli,r yaricaph acgik yuvar denir v&,(po) ile gosterilir. A c R olmak izereA
kimesinin her bip, elemani yinéA kiimesi iginde kalan en az bir agik yuvarin merkezi

oluyorsaA kiimesineR? kiimesinin bir acik alt kiimesi denir.

Genel olarak bir fonksiyon tanim kiimesindeki her bir elengirintt kiimesindeki
bir tek elemana eglestiren bir kuraldir. Ogirey, x'in bir fonksiyonudur ifadesi iki
sayl cumlesi arasinda, cumlelerden birindeki herbitejerine dger cimlede belli
bir y degeri karsilik gelecek sekilde, bir §mtiy1 aciklamaktadir. Bununla beraber,

nesneler geometrik oldw zaman bu lantiya dontisiim veya resmetme adi verilir.

Reel d@iskenli bir vektdrel fonksiyon tanim kimesi reel saymabir alt kiimesi,
goruntl kiimesi ise vektorler kiimesi olan bir fonksiyondu©rnegin, ejri reel
degiskenli bir vektorel fonksiyondur. Vektor deskenli, vektor dgerli bir fonksiyon
ise tanim ve goruntu kiimesi vektorler kiimesi olan bir fopssdur. Daha agik bir

ifade ileV vektorler kimesi olmak tGizere
X :VcR" > RM

biciminde tanimlananX fonksiyonuna vektor dgerli vektorel fonksiyon denir.

Calismadan = 2, m = 3 olmasi durumu incelenecektir.

X vektorel fonksiyonunurl c R aralginda 3. mertebeden tlrevi var ve bu tlrev
fonksiyonu ayni aralikta surekli i€ vektorel fonksiyonun aralginda 3. siniftandir
denir veX e C3¥(1) seklinde gosterilirl, R’nin bir acik aral§i olmak lzerer : | — R3

biciminde duizgin€> sinifindan) bire donisimuneR® uzayi iginde bir gri denir.

X ve 'Y topolojik uzaylar olmak tzer& : X — Y fonksiyonu verilsin. Y uzayinin
her acik alt kiimesinirF fonksiyonu altindaki ters gorintis uzayinin agik bir
alt kiimesi iseF fonksiyonu sureklidir denir.F : X — Y fonksiyonu birebir, drten
ve surekli bir fonksiyon olmak tzere= : Y — X fonksiyonu da surekli iseF

fonksiyonuX uzayindary uzayina bir homeomorfizmdir denir.



2.2 Yluzey Kavrami

Tanim 2.1 (Koordinat Yamasi) X(u,v) = (Xi(u,V), X2(u, V), X3(u,v)) biciminde

tanimlanan GzerinX : U c R? —» S c R3 vektorel fonksiyonu géz 6niine alinsin.

Sekil 2.1: U bolgesinin X donisumu altinda goruntisu

n > 1 olmak tzereX € C"(U) ise S'ye n-inci siniftan bir ylizey veX’de S'nin n-inci
siniftan dizgin parametrik gosterilisi denirgef, her Q,v) € U parametreleri igin
rank(JX) = 2 iseS’ye diizgiin yluzey adi verilir [3].

X icine donusim olmak Uzere, @gdaki sartlar sgliyorsaX’e S ylizeyininn’ inci

siniftan bir koordinat yamasi denir [4].
() XeC"(U)(n=1)dir.
(i) Y(u,v) € Uicin X, x X, # 0 & rank(JX) = 2 dir. Burada

0Xy 0%
a8
X2 X2
éﬁu \%
X3 X3

v

IX =

olarak tanimlanir.
(iif) X bir homeomorfizmadir. (esyapl, topolojik donisim)

Tanim 2.2 (Monge Yama) f : ¢4 c R> - Rve f € C"(X), n > 1 olmak Uzere

X(u,v) : U c R? - R3, X = (u,v, f(u,v)) biciminde tanimlanan yamalara Monge

Yamasi denir.



Tanim 2.3 (Basit Yiizey) S < R® herhangi bir alt kiime veB = {X|X,Snin
n'inci siniftan bir koordinat yamagibiciminde tanimlanmis olsun. Agaedaki sartlar
salaniyorsaS’ye n' inci siniftan bir basit ylizey veB'ye de S'nin bir tabani ya da

koordinat yama gdosterilisi denir [4]:

(i) B, S'yi orter, yani hemp € S icin p € X*(U*) olacak sekilde en az bX* € B

yamasi vardir.

(i) Her X € Bicin X(U) = G n S olacak bicimde en az biz c R® aclk kiimesi

vardir.

En iyi bilinen basit ytzey orr@@ C* sinifindan olan kure ylzeyidir.

Sekil 2.2: Kire

u,—y/1- (W +2),v) soldan

(
(
X3(u,Vv) = (u, V1= (U2 +\3), v) sajdan
(
( V1 - (U2 +V3),u, v) onden



Xe(u,Vv) = (— V1= (U2 +V2),u, v) arkadan olmak Uzere kire ylUzeyini 6rten koordinat
yamalaridir. Bir baska basit ylzey ofgieise C* sinifindan olan vexX(u,v) =

(u, v, g—i - g) parametrik denklemi ile verilen hiperboloid paraboloidzgiiidir.

Sekil 2.3: Hiperboloid paraboloid

Basit ylzey kendini kesmez. Omje, r = sin21, 0 < u < %n kutupsal

koordinatlariyla verilen grinin dik koordinatlardaki gésterimi :
a(u) = (sin21cosu, sin usinu, 0)
bicimindedir. Bu grinin olusturdgu silindirin parametrik denklemi
3
U= {(u,v)|0< u< Yl <V< oo}

olmak Uzere,

X(u, V) = (sin 2ucosu, sin 1sinu, v)

ile ifade edilir. Silindir yizeyi kendi kendini kegfinden dolay! basit olmayan

yuzeydir.

Sekil 2.4: Silindir



Tanim 2.4 (Teget Duzlem) S yuzeyininPy = X(ug, Vo) = X(tp) noktasindaki tget

diizlemiP, noktasindan gecergglerin tejetlerinden olugur vé& 5, (S) ile gosterilir.

Sekil 2.5: Teyet duzlem

Dolayisiyla herhangi bir et vektor
, du dv
X'(to) = Xua(to) + Xva(to)

oldugundan bu tget dizlemX, ve X, tarafindan gerilir. {X,, X,} lineer baimsiz
vektorleri S’nin teget duzlemlerinin bir tabani (bazi) olarak alinabilir. Blgeé
dizlemin birim normal vektora :

X

o XuX Xy

IXu x Xyl
seklinde ifade edilir.
Tanim 2.5 (Birinci Temel Form) C : X(t), S ylzeyi tGzerinde bir g olsun. C'nin
tegeti

du dv

olmak UizereC’nin yay uzunlgu fonksiyonu

t
s= f X ()] dt
to

seklinde tanimlanir. Yay uzuriw fonksiyonunun t ye gore tirevi alinirsa

ccjl—ts = |X'(t)] = ds=|X'(t)|dt



elde edilir.dX = X’(t)dt oldugundands = |dX| yazilabilir.
Buradan
d¢ = [dX]? = (dX, dX)
= (X, du+ X,dv, X,du+ X,dv) (2.0
= (X, Xu) dUP + 2 (Xy, Xy dudv+ (Xy, Xy) dV?
oldugu goralur. E = Xy, Xu), F = Xy, Xv), G = (X, X,) denilirse ve bu dgerler

(2.) esitliginde yerine yazilirsa
ds® = EdU + 2Fdudv+ GdV = [(du, dv)

seklinde bir ifade elde edilit.(du, dv) ifadesineS yizeyinin birinci temel formu denir.
Birinci temel formS yuzeyi Gzerindeki i¢ ¢carpimi ifade eder ve parameti@glimden
etkilenmez; fakat katsayilar etkilenebilir.

Tanim 2.6 (kinci Temel Form) X = X(u,V), S yiizeyi lizerinde en az ikinci siniftan

bir koordinat yamasi olsun. Bu durumda yama Uzerinde

= Xu X Xy
[Xu X Xyl

birim normal vektéri en az birinci siniftandim birim normal vektdr oldgundan
(n,n) = 1 dir. Buradan diferansiyel alinarglin, n) = 0 olduju kolayca goriltr. Bu
ic carpimin sifir olmasan_Ln oldujunu gosterir. Ote yandan= n(u, v) oldugundan

diferansiyelidn = n,du+ n,dv bigimindedir.

Sekil 2.6: Kirenin teget duzlemi

Simdi as@idaki esitlik gbz 6nune alinsin:
[l = —(dX, dn) = — (X, du+ X,dv, n,du+ n,dv)
(2.2
= - <Xu, nu) dU2 - (<Xu, nv> + <xv, nu))dUdv_ <Xv, nv> dV2

Burada

- XNy =L, =((Xu,ny) + (X, ny) =2M, =(Xy,ny) =N



olarak isimlendirilsin. Bu dgerler @.2) de yerine yazildjinda bir ytzeyin ikinci temel
formu denilen
Il = LdW? + 2Mdudv+ NdV?

esitligi elde edilir. X, ve X, her (,v) € U noktasindan’ye dik oldugundar{X,, n) =

O’dir. Buradaru ya gore turev alinirsa
d
ﬁ Xy, Y = Xy, Y + (X, Ny) = 0, - Xy, Ny = Ky, Ny = L
sonucu elde edilir. Benzer sekildX,, n) = 0 olduwundanv ye gore turev alindinda
d
d_V(XV’ Ny = Xw, ) +(Xy,Ny) =0, —(Xy,Ny) =(Xw, Ny =N
elde edilir.(Xy, n) = 0 oldugundan bu ifadedewnye gore tirev alindinda
d
a/(xu, ny = <Xuv, ny + (Xu, ny) = 0, - <Xu’ ny) = <Xuv, n)
sunucu bulunur. Benzer sekildX,, n) ifadesininu’ya gore tlrevi alinirsa
d
aj (Xy, N) = (Kyy, NY +(Xy, Ny) = 0, - Xy, Ny = (Kyy, N)

elde edilir. X en az ikinci siniftan oldgundan ikinci dereceden kismi tlrevleri

sureklidir. DolayisiylaX,, = X,y s&lanir. Bu durumda
11(du dv) = Xy, ) AU + 2(Xyy, 1) dudv+ (X, n) dV? = (dX?, n)

oldugundanll (du, dv) = <dX2, n> biciminde de yazilabilir.Il'ye S yiizeyinin ikinci
temel formu denir. Bu fornm birim normal vektdrinin isaretini korugu parametre
donusumlerinden etkilenmez.

Tanim 2.7 (BJrilik Kavrami) S en az ikinci siniftan bir ylizeyX = X(u,Vv) p € S'yi
iceren bir koordinat yamasi V€ : X(t) = X(u(t),v(t)) ise p noktasindan gecen
ikinci siniftan bir dizgin @ri olsun. C egrisinin yay uzunlgunun s cinsinden
parametrizasyonC : X(s) g6z éniine alinsin. O halde birimdet vektorT = X(s)
olur. Egrilik vektorti T *nin n birim normal vektériine dik izduisiimir@ egrisinin p

noktasindal yonundeki normal grilik vektorl denir ve

K, = (T, n>n
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ile gosterilir. Bu vektdrin bilesenine, ya@", n) sayisin&’'nin p noktasindaki normal
egriligi denir ve
Kn = <T, n>

olarak gosterilirC egrisinin p noktasindaki birim tget vektoru

=%
X

dX
T_E_

(o8
—

7_dT _dT d % %
d

o
=2

ve arilik vektor

ds”dtds g T e
dir. C egrisi boyuncaTl, n'ye diktir. Dolayisiyla(T,n) = 0 olur. Buradart'ye gére
turev alinirsa

d dT dn dT dn
E[<T’n> = <a,n>+<T,a> =0ve <an> = —<T,a>

elde edilir. Buna gore normabelik «, asdjidaki sekilde hesaplanir:
[T T\ _{(&n)

(i< (S (£ -
re) (&8 (&9

- |d_>< - X2 /dx dx
i % {

du dv du dv
<Xua + Xva, nua + nva>

<Xu((:|j_ltJ +X dv X du +X dv> (23)

A TEEAYINTS vVt

2 2
= O ) ()~ ) B8 - X FH - X (§)

- / 2
(Kus Xu) (%‘) + (Ko Xo) LY (X, Xy AV 4 (X, X, (%)

dt dt
L (%) + 2mdedy o N (%)
N\t dt dt dt

E(%) + 2F L (%)

u = f'j—‘t’ vev = ‘;—¥ oldugundank, normal @riligi, C egrisinin p noktasindaki tgeti
T’nin yonine bglidir. Dolayisiyla

_ L(du)? + 2Mdudv+ N(dv)? _ 11 (du,dV)
" = E(du)?2 + 2Fdudv+ G(dv)2 _ 1(du dv)

elde edilir. Ejer p noktasinda, > 0 ise o noktada ylzeayydninde disa dpu,x, < 0
I (du, dv)

ise ice d@ru ajiliyor demektir. Ayricax, = I(du dv)

oldujundark, normal @rili gi

11



parametre dgisiminden bgimsizdir.l > 0 oldugundanx, nin isaretill ikinci temel
formun isaretine b@idir.

Tanim 2.8 (Asal Hjrilik, Gauss Egrilik ve Ortalama E grilik) «, = «n(T)

fonksiyonunun ekstramum derlerix; = mink,(T) ve k; = mak,(T) ile gosterilsin.
Bu dgjerlereS ylzeyinin p noktasindaki asalggilikleri denir. S’nin p noktasindaki

ortalama @riligi ve gauss @riligi sirasiyla :
1
H= > (k1 + k2)

K = kx5
seklinde tanimlanitS’nin asal @rilikleri asajidaki sekilde bulunur:
du = £ve ¥ = polsun. Bu ifadelerZ.3) de yerine yazilirsa

B L&E2 + 2Mén + Nip?
-~ E&2 + 2Fén + G2

n

elde edilir. Bu fonksiyonun maksimum ve minimumdgleriniE¢? + 2Fén+Gn? = 1

kosulu altinda Lagrange Carpanlar Yontemi ile hesapldinabi
LE+ M = A(EE + Fr) (2.9
Mé& + Nip = A(FE€ + Gn) (2.5
ve (&,17) # (0,0) oldugundan
L M E F
>(un ) 2=(F o)

katsayilar matrisi olmak tzefB — AA| = 0 denklemi sglanir. @.4) esitligi £ ile (2.5)

esitligi isen ile carpip toplanirsa,
L&% + 2Mén + Nip? = A(E£% + 2Fén + G?) = A1 = A

elde edilir. 2’'nin 6zdderleri olank; ve k, asal grilikleri ayni zamanddB — 1A| = 0

denkleminin de kokleridirB ve A matrisleri yerine konulursa

L-AE M-aF | _

M-AF N-AG =0

IB— 1A =
elde edilmis olur. Bu matrisin determinanti

LN — AGL - AEN+ ’EG - ’F2 + 2AFM - M?=0
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dir. Bir bagka ifadeyle
A2(EG-F?) - A(EN+GL-2FM)+LN-M?=0

seklindedir. Bu denklemin koklek; = 1; ve k, = A, oldujundan ortalamaggilik

H= Lo sy = L(EN+CL=2FM
2T o\ EG-F2
ve gauss @riligi de
K o = LN =M
R e =

seklinde elde edilir [5].

2.2.1 Gauss @rili ginin geometrik yorumu

Gauss @riliginin isaret dgistirmesi sonucunda olusan yiizey noktalarinin cinsi

asd@idaki durumlarda ifade edilir:

(1) Ky = kik2 > 0 ise verilen noktada; ve k, asal griliklerinin isaretleri aynidir.
Dolayisiyla bu noktanin bir komsujunda da isaretlerini korurlar. Yizey verilen
noktada ya hep ice @pu ya da hep disa dou gjiliyor demektir. Bu tip noktalara

eliptik noktalar denir. Orngin, kire yiizeyinin her noktasi eliptiktir.

(2) Ky = kik2 < 0O ise verilen noktada, ve k. asal @rilikleri ters isaretlidir.
Yani ylzey bu noktada bir yonde disagta gjilirken, baska bir yonde ice
dogru jiliyor demektir. Bu tip noktalara hiperbolik noktalar denOrnejin,

hiperboloid ylizeyinin her noktasi hiperboliktir.

(3) Kp = kikz2 = 0 ve(k1, k2) # (0, 0) olmasi durumda asabeliklerden biri sifirdir.
Bu tip noktalara parabolik noktalar denir. Ofie, dairesel silindirin her noktasi

paraboliktir.

(4) Ky = kik2 = 0 veky, k2 asal @riliklerinin ikisi birden sifir ise bu tip noktalara

diizlemsel noktalar denir. Orgim, diizlemin her noktasi diizlemseldir.

Tanim 2.9 (Minimal Ylizey) S ylzeyinin ortalama @rilik fonksiyonu sifir ise bu

ylzeye minimal ylzey denir.

13



() LN-M2<0

(@) LN~M2>0 () LN—M2=0,
L2+ M2+ N2+ 0

Sekil 2.7: Gauss grili ginin isaretinin durumlari

Onerme 2.18 minimal yuizey ise her p S'icin K, < 0dir.

Ispat . S minimal yiizey oldgundanH = 0 dir. H = % (k1 + k2) oldugu goz éniine
alinarakk; + k2 = 0 ve buradan; = —«, bulunur. Buna gor&, = ik, = —(ko)?
elde edilir. Dolayisiyla, < 0 olduju agiktir. BoyleceS bir minimal yuzey ise eliptik
noktalara sahip olmagi anlasilir [6].

Minimal Yiizey Ornekleri

(1) Katenoid: xy-duzlemindekiy = acoshg§) katenary grisinin x-ekseni etrafinda
donduridlmesiyle elde edilen ylzeye katenoid denir.  Katergjrisinin

parametrizasyona(u) = (u, acoshg), 0) bicimindedir.

(=)
=
~
o
a
=
-
u|s:
Y
-

Sekil 2.8: Katenary &jrisi

Bu &jri x-ekseni etrafinda déndurilirse parametrik denklemleri

u uy .
X=U Y= aCOSf'<5) cosv, z= aCOSf‘<5) Sinv
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olan katenoid elde edilir. Birinci temel form katsayilari:

E:cosﬁ(g), F =0, G:azcosﬁ(g)
a a

Ikinci temel form katsayilari:

Asal gjrilikleri:
1 u 1 u
K = =sech (—), Ky = ——Secf(—)
a a a a
Ortalama @rili gi:
H=EN+GL= [cosﬁ (E)] (-a) + [az cost (E)] (}) -0
a a
Gauss griligi:
K= —%secl‘i(g)
a a

seklindedir.

Sekil 2.9: Katenoid

(2) Helisoid: Parametrik denklemleri
X=Uucosv, y=usinv, z=cv, Cc= sabit
seklinde verilen helisoid i¢in, birinci temel form katskay!:
E=1 F=0 G=c+U

Ikinci temel form katsayilari:

15



Ortalama ve Gausgjeligi:

seklindedir.

Sekil 2.10: Helisoid

Sekil 2.11: Helisoidden katenoid yapimi
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3. LOG-HARMON IK FONKS IYONLAR TEOR iSI

3.1 Kompleks Analizde Temel Tanimlar

Tanim 3.1 (Tekil (Singtler) Nokta) f fonksiyonuz, noktasinda analitik olmasin.
Fakatzy,'in her civarinda analitik oldgu bir nokta bulunuyorsazy noktasinaf’nin
tekil noktasi denir.

f fonksiyonu ve tekil noktaszy verilsin. Ejerzy'in bu nokta hari¢ her yerindé’nin
analitik oldwu bir komsul@u varsazy’a f’nin ayrik tekil noktasi denir.

Orngjin, f(2) = % f'(2 = —2—12,(2 # 0) fonksiyonuz = 0 noktasi hari¢ her noktada
analitiktir. Ayricaz = 0'da surekli dgildir ve dolayisiylaf’(0) tanimh dgildir. z= 0
noktasi bu fonksiyonun tekil noktasidir. @@ir taraftan)z® fonksiyonu hicbir yerde

analitik olmadgindan tanim gefg bu fonksiyon tekil noktaya sahip gedir.

Rasyonel fonksiyonlarin paydasini sifir yapan noktalsindia analitiktir. Paydayi sifir
yapan dgerler fonksiyonun tekil noktasidir.

Tanim 3.2 (Kutup Yeri) Bir ayrik tekil nokta olarg, civarindaki ve bir O< |z— 7| < r
baglantili bélgesindd fonksiyonunu gosteren

+ bz +
 (2-2)?

f@=) anz-2)"+
n=0

Laurent serisinde,z(— z)'1n negatif kuvvetleri serisind (2)'nin z, civarindaki esas
parcasi denir.

Esas parca yalniz sonlu sayida terimi kapsasin. Bu durubpgda bm.o, ...
katsayilarinin tumu sifir olacak sekilde lmrtamsayisi vardir ve bu pozitif sayisi
icin 0 < |z— 7| < r kaldiginda

by . b,
2 (2—20)2 (z 20)m

f@ = +Zan(z Zo)", bm#0

seklinde olur. Bu durumda ayrik tekil nokta olajnoktasinaf fonksiyonunumm’ inci
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mertebeden kutup noktasi denir. 1’ inci mertebeden kutwgtaso yerine basit kutup
denir. f'nin zy noktasi civarinda esas pargasinin sonsuz sayida teriga karmoktaya

f fonksiyonunun esas tekil noktasi denir. Gjite

Z-22-3 3
— _—Z_2+2+(z—2)

fonksiyonunure = 2'de basit kutbu vardir. Ger bir 6rnek, |g > 0)

smhz 1 11 iz+—z3+
yai z3 3'2 51

fonksiyonunure = O’'da 3’ Gincti mertebeden bir kutbu vardir. Fakat

coshé) =1+ Z @0 ZZn

fonksiyonunure = 0 da esas tekil noktasi vardir.

Tanim 3.3 (Sifir Noktasi) f(2) = 0 olanzdegerinef fonksiyonunun sifir noktasi denir.
f, zy'da analitik vef ile onun fn—1)’ inci dereceden tirevlerinim'daki dejerleri sifir,
fakatm’ inci tarevi yani f™(z)) # 0 durumuna,f’'nin m’ inci dereceden sifir noktasi
denir.

Tanim 3.4 (Holomorfik Fonksiyon) D c C acik alt kimesinde tanimli, here D
icin f fonksiyonu turevli ve aldji deerler yineD acik alt kiimesinde kaliyorsflye
holomorfik ya da analitik fonksiyon denir.

Tanim 3.5 (Meromorfik Fonksiyon) D c C bélgesi Uzerinde kutup noktalari disinda

holomorfik(analitik) olan fonksiyonlara meromorfik fonien denir [7].

3.2 Yalinkat Fonksiyonlar

C kompleks duzleminde agik gkantili bir kimeye bélge denir. Bir bdlgenin timleyeni
baglantili ise kendisi basit lggantili olarak isimlendirilir. Bir dgru parcasinin surekli
goruntisine kompleks dizlemde bir yay denir. Kendi kenk@gmeyen bir yaya
Jordan yay adi verilir. Kapaligi, bir cemberin surekli goriintisidir. Basitentili
egri ya da Jordan @isi kendi kendini kesmeyen kapali bigrdir. Jordan grisinin
ici Jordan bolgesi olarak isimlendirilir. Bu ¢alismada ibasglantili bolgeleri temsil

icin O kullanilmistir. |z < 1 esitsizlgini gercekleyere € C noktalarinin cimlesi
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(acik) birim disk olarak isimlendirilir ve bu 6zel basitddantili cimleU notasyonu ile
gosterilmistir.
Tanim 3.6 (Diferansiyellenebilme)[8] Kompleks d@erli bir f fonksiyonuz, € C

noktasinda
v e 12D = f(20)
F(z) = ll—(go Z-2

tirevine sahipse diferansiyellenebilirdir denir.  Ayhi fonksiyonu z, noktasinin
komsull@gundaki her noktada diferansiyellenebilir menoktasinda analitiktir denir.
Kompleks d@erli f fonksiyonu bir bélgenin hexy noktasinda tanimli ve tlirevi varsa,
bdlgede analitiktir. Bu durumdd fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir

oldugundan her mertebeden tireve sahiptir ve
1@ =) a(z-2)" a = f"z)/n
n=0

seklinde Taylor Serisi'ne sahip olur = f(2) = u(x,y) + iv(X,y) (z= x+iy) kompleks
fonksiyonu geometrik olarak-diizlemindeki bir bélgeyw-dizlemindeki bir bolgeye

resmeden bir dénlsiim olarak da dustnulebilire & analitik ise
UX = Vy, Uy = _VX

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerirglaa Bu ayni zamanda yeter

sarttir. f = u + iv fonksiyonunun Jakobiyeni

Ux  Vx

Ji(2 = b v, = UyVy — UyVy

olarak tanimlanir. D boélgesinde analitikf fonksiyonu igin Cauchy-Riemann

denklemlerinin bir sonucu olarak
Jt(2) = Uy — UV = US + W5 = [ue + iuyl* = | ()P (3.1

esitligi her zaman dgrudur.

Tanim 3.7 (Yalinkat Fonksiyon) Bir © < C boélgesindeki herz;,z, € D igin
7, # 2z oldugundaf(z;) # f(z) bire-birlik kosulu gercekleyen analitik fonksiyonuna
yalinkat fonksiyon denir.

Tanim 3.8 f fonksiyonu birz, noktasinin komsufjunda yalinkat ise yerel yalinkat

fonksiyon adini alir.
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Teorem 3.1[9] Analitik bir f(2) fonksiyonunungznoktasinda yerel yalinkat olmasi
icin gerek ve yeter sart’z) # 0 esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat . (3.1) seklinde verilen analitil fonksiyonunun Jakobiyeninin Teorem 3.1'den
dolayi sifirdan farkli olmasi icin gerek ve yeter sart ygadinkat olmasidir.

Tanim 3.9 Iki diferansiyellenebilir yay arasindaki acly1 koruyamksiyona konform
fonksiyon denir.

Teorem 3.2Analitik yalinkat fonksiyonlar konform fonksiyonlardir.

ispat .Cr:z),a<t<bveC,: z(9),c < s<dolmak tzereC, ve C, egrileri,
bir © c C bolgesi Uzerinde kesisen iki dizgin Jordan yayi olsun veamgi bir
2, € D noktasinda kesissinler. Yanj = z(to) = z(so) ifadesi gergeklensin. Ote yandan
w = f(2) fonksiyonuD bélgesinde analitik ve yalinkat olsuf; : z(t) ve C, : z(9)

egrileri O de iki diizgiin Jordan yay! oldgundan
Z(to) #0,Z(s) 20 (3.2

esitsizliklerini sglarlar. f, ©'de yalinkat oldgu icin ©’nin her noktasinda yerel
yalinkattir, vef’(2) # 0 esitsizlgini salar. O haldeC; ve C, egrilerinin kesisim
noktasi olargy € D icin de

f'(z) #0 (3.3

esitsizIgi gerceklenir. 8.2) ve (3.3)'deki esitsizlikler birlikte diistiniildgili zaman
Wi(to) = F'(20)Z(to) # O
We(So) = f'(20)%(to) # 0
elde edilir. Buradan ise
argw;(to) = arg[ f'(z0)z(to)] = argf’(z) + argz(to)

argwy(s,) = arg| f'(20)Z(t)] = argf'(z) + argz(t,)
buradan

= argw|(t) - argw(s) = argz(t) - argZ(te) = ¥ = @

bulunur [10, 11].
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Teorem 3.3[9] f fonksiyonu analitik oldugu her z noktasindqzf # 0 kosulunu

saglyorsa, w= f(2) transformasyonu konformdur.

Her Mdbious transformasyone; b, ¢, d kompleks sabitler olmak tzere

_az+b

=—— ad-bc#0
cz+d

w= (2

genigletiimis kompleks dizlemi kendi Uzerine resmedenférm bir fonksiyonu
gOsterir.

Teorem 3.4[12] 7 noktasindaw = f(2) fonksiyonu analitik olsun vef’(z) # 0
esitsizlgi sajlansin. Buna gorev, = f(z) noktasinin bir komsufjunda analitik
z = g(w) ters fonksiyonu vardir. Ayricag' (wo) = 1/f’(z) sajlanir. Bu teorem bir
konform tasvirin ters goéruntistunin yine konform didau verir.

Lemma 3.1[8] f fonksiyonu birim diskJ da analitik , f(0) = 0 ve|f(2)| < 1 olsun.
Bu durumdd f’(0)| < 1 ve|f(2)| < |7 esitsizlikleri gergeklenir.

Tanim 3.10 ¢(2) analitik fonksiyonlarinin ailesf2 , herz € U icin, ¢(0) = 0 ve
l#(2)] < 1 kosullarini sglasin. Q(a) , a = |by| olmak Uzere here € U igin, U de
analitik olan vew(0) = by # 0, |w| < 1 kosullarini sglayanw(z) fonksiyonlarinin
sinifi olsun. Q, kiimesini de buturf2(a) siniflarinin birlesimi olarak alalim. Yani
Uae(0.1) €2(a) olsun.,

Lemma 3.2(Schwarz-Pick Lemmasi)f asagidaki kosullar saglayati da analitik

bir fonksiyon olsun :
() If(2| <1herziginve,

(i) f(a) = b, herhangi bir(a, b) € U(0, 1) icin.

o halde
1 - |bf?
(@) < =2
1-a
esitsizligi saglanir. Ayricaz kompleks eslenik olmak Gzer@f) = b; ve f(a;) = b,
ise
b2 - b]_ a —ad;
1-bb,| 1-&&
esitsizligi saglanir. Bunun sonucu olarak, & a, i¢in
1 - |bf?
@)=
1-1a
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ya da
b, — by
1 - byby,

esitsizliklerinden biri saglanirsa, fiJ(0, 1) tizerine konformal bir tasvir olur. Acikca

| &k—a
B 1-aa

belirtildigi Uzere Schwarz-Pick Lemmasi su kosulu aadEger f, herhangi iki nokta
arasindaki hiperbolik uzakhgi koruydi denU Uzerine analitik bir tasvirse, f bitin
uzakliklari koruyan bir disk tasvirdir [8, 10].

Teorem 3.§Riemann Gonderim Teorem) [8] D, z-dizleminde basit baglantili bir
bdlge olmak Uzereyze D icin f(z) = 0 ve f(z) > 0 6zelliklerini saglayan veD
bdlgesini acik birim disk tUzerine konform olarak resmed@rh6lgesinde analitik ve

yalinkat bir f fonksiyonu tek tirll bicimde vardir.

Bu teoremden herhangi iki basit glantili bolgenin konform olarak esder, yani
kompleks dizlem icinde kalan herhangi iki basigtaatili bdlgenin birbirleri Gzerine
konform olarak tasvir edilebilegesonucu cikar.

Tanim 3.11 (Normalize Edilmis Yalinkat Fonksiyonlar) Riemann Gonderim
Teoremi g6z oOnlne alinginda yalinkat fonksiyonlar teorisinde tim kompleks
dizlemde calismanin aslinda birim disk icinde calismedgak old@u sonucuna
ulagilir. Ayricaf(0) = 0 ve f’(0) = 1 seklinde bir normalizasyon yapmak yine
Riemann Gonderim Teoremi gé@iece mumkindir. Birim diskte yalinkat olan

fonksiyonlarin sinifiS ile gosterilmektedir. Bu sinifa ait fonksiyonlarin Taylankami
f(z):z+2anz”,zeU (3.9
n=2

seklinde ifade edilmektedir. Yalinkat fonksiyonlar tsosS sinifi Gzerine kurulmustur.

S sinifinin énemli bir 6rngi;

k(2) = =2+22+32+---

z
(1-272

seklinde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon aymrmaada

2
v 1 (1+z) _1} 35

=224

1-z

seklinde de go6sterilmektedir.
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Yalinkat fonksiyonlar teorisinde genel olarak fonksiyamh s&@ladgi bazi esitsizlikler
arastirilir. Koebe fonksiyons sinifina ait pek ¢ok esitsizlikte esiiiveren fonksiyon

oldugundan teoride dnemli bir yere sahiptir.

3.3 Harmonik Fonksiyonlar

w = f(2) fonksiyonuz = x + iy ve w = u + iv olmak tzereC kompleks dizleminde

konform bir fonksiyon olsun. Buna gore
du= udx+udy ve dv=vdx+vdy
yazilabilir. Bu egitlikler ayni zamanda kompleks formda
1 . 1 :

olmak Uzere
dw= f,dz+ f;dz (3.7

seklinde de ifade edilebilir.3(6) egitliklerinden hareketle
f, = }(ux +Vy) + l(vX -u), fz= }(ux -V) + l(vx + Uy)
2 2 2 2
elde edilir. Bu ise
It(@) = Uy — UV = | B2 = | f2
oldugunu gosterir. Ber Jakobiyeni pozitif ise fonksiyona yon-koruyan , nefgist
yon-ddjistiren denir.f (2) fonksiyonu yon-koruyan, yamf; < |f,| ise 3.7) ifadesinden

(Il = 1f2)ld74 < [dwl < (|fz] + [ f)IdZ (3.9

yazilabilir.
Tanim 3.12 D bdlgesinde tanimli, strekli ikinci kismi tlireve sahip réederli u(x, y)
fonksiyonu

AU = U+ Uy =0 3.9

seklinde tanimlanan Laplace diferansiyel denkleminicgklerse (reel) harmonik
olarak adlandirilr.D bélgesinde tanimli, kompleks derli f(2) fonksiyonunun reel

ve sanal kismp’'de harmonik isef (z) fonksiyonup’de harmoniktir denir. Tanimdan
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hemen c¢ikan bir sonug, her analitik fonksiyon komplekgjett bir harmonik
fonksiyondur. Bu agaidaki sekilde ispatlanabilir:

w = (2 = u(xy) + iv(xy) fonksiyonu basit bglantih bir © bélgesinde tanimlan-
mis ve analitik olsun f(2) fonksiyonundaki reel dskenli fonksiyonlar harmoniktir.
Gercgekten; f(2) fonksiyonu verilen bolgede analitik olundan Cauchy Riemann
Denklemleri'ni gergekler. Buna gore;

ou_ov__du _ 0 v Hu

ax " ay " ¢ axdy dy?  dyox
(3.10
u_w_Fu_ v o
oy ox — 0y? OYOX’ OX? Oxoy

esitlikleri yazilabilir. Schwarz esifji

AV 0%v 0%u 0%u

axdy _ oyox’  axdy  dyox

(3.10 esitliklerinde kullanlirsa,
_0u  u v o

—ﬁ'Fa—yZ:O, A(V):W'Fa—yz—o

A(u)
elde edilir. Boylecau = u(x,y),Vv = V(x,¥) fonksiyonlarinin® boélgesinde harmonik
oldugu soylenebilir. Bununla beraber her komplekgjeldi harmonik fonksiyon
analitik dajildir. Ornedinw = f(2) = —2xy+i(y?— x?) fonksiyonu kompleks diizlemde

harmonik olmakla beraber hicbir yerde analitilgddir.

Laplace denkleminin lineer karakterizasyonundan oturth&monik fonksiyonun
toplami ve bir sabit ile carpimi yine harmoniktir. Analitibnksiyonlarin aksine,
iki harmonik fonksiyonun carpimi veya bileskesi harmoolkak zorunda dgldir.
Oomgin, f = xy+i(x+Yy) veg = X+ Y+ i(xy) harmonik fonksiyonlari igin

f + 9= xy+X+y+i(x+y+ xy) fonksiyonu da harmoniktir. Clnkdiu = uyx+uy, =0
ve Av = Vi + Wy = 0 Laplace esgitlikleri sglanir. Ayni f ve g fonksiyonu igin,
fg = i(x® + y? + (x + y)?) fonksiyonu harmonik dgldir. CUnkUiAU = Uy, + Uy = 0
Ve AV = Viy + Vyy = 2(X* + ¥ + 2) # 2 oldujundan Laplace esitlikleri §tanmaz.

f harmonik ise 1f ve f~ fonksiyonlari harmonik olmayabilir. Fakat bir harmonik
fonksiyonun bir analitik fonksiyonla bilegkesi yine hawmktir. En basit harmonik

fonksiyonax+ by lineer fonksiyonudur.
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Cauchy-Riemann denklemlerini gercekleyen hitvj fonksiyon cifti eslenik cift
olarak adlandirilir vesye u'nun harmonik eglei denir. Buradan ¢ikan bir sonug
—u'nun, v'nin harmonik eslergi oldugudur.

u(x, y) fonksiyonu® bolgesinde harmonik olsun. Bu fonksiyon yardimigle u,—iuy
fonksiyonu tanimlansiiJ = uy veV = —uy, denilirseg = U +iV yazibilir. u harmonik
fonksiyonunun verilen bolgede her mertebeden tiirevi @thalan,u'nun tirevi olan

U fonksiyonu ve benzer sekildéfonksiyonu ve bu fonksiyonlarin birinci mertebeden
threvleri de slreklidir. YaniUy = uy ve Vy = —uy, fonksiyonlari dap’de sureklidir.

Uxx + Uyy = O oldujundan
U = Uy = —Uyy = Vy = Uy =V,

ve

Uy = Uy = Uyx = =Vy = Uy = =V,

esitlikleri sa@jlanir. g fonksiyonuD’'de Cauchy-Riemann denklemlerini gercekgdr
den bu bdlgede analitiktir. Dolayisiyla basitgtentili D bélgesindef’ = g olacak

sekilde analitik birf fonksiyonu bulunabilir. Buradan,

U +iV = (Ref)x +i(Imf)x = —i((Ref), + i(Imf)y)
elde edilir. Dolayisliyla,

(Ref)y=U =uy, (Ref)y,=-V=u,= Ref =u+c

sonucuna ulasilir ki bu ise her harmonik fonksiyonun, @Rabir fonksiyonun reel
kismi olarak yazilabile@ni gosterir. Burada I, u'nun harmonik eglejidir.

f = u+ iv fonksiyonuD bolgesinde harmonik olsun. Yukarida anlatilanlardanydola
ReF = Ref =u, ReG=Imf =y, (3.11)
olacak sekildeD bdlgesinde analitile ve G fonksiyonlari vardir.
h=(F+iG)/2 veg=(F -iG)/2 (3.12

olarak tanimlanam, g fonksiyonlari® boélgesinde analitiktir v = h + g esitligini

salarlar. Gercekten3(1]) ifadesinden hareketle = u+ imve G = v + in olarak
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yazilir ve 3.12) esitlikleri kullanilirsa

_ (u=n)+i(v+m) ve = (U+n)+i(v—m)

h
2 2

(3.13

elde edilir. Bu isef = h + g demektir. Tersineh = h; +ih,, g = g; + ig, verilen
bélgede analitik vef = h + g olsun. Buradan Re = h; + g; ve Imf = h, — g,
yazilabilir. h ve g analitik olduklarindarhy, h,, g, ve g, fonksiyonlari harmoniktir.
Laplacian operatérinin lineaglndenh; + g; ve h, — g, fonksiyonlarinin harmonik
oldugu goralur. Bu isef fonksiyonunun verilen bélgede harmonik olmasi demektir.
Yukarida sdylenenlerden 6turi @sdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.6Basit baglantihD c C bolgesinde tanimh kompleks degerli=f u + iv
fonksiyonunun harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart & verilen bolgede analitik

olmak tzere = h + g seklinde yazilabilmesidir [7, 13, 14].

f = h + g gosterilisinef’nin kanonik gosterilimi adi verilir. Buradh, f’nin analitik
kismi,g, f’nin es-analitik kismi (co-analytic part) olarak isimthnilir. Ayrica v = f,

veq = f;fonksiyonlarif’nin tanimli olduju bélgede analitiktir.

D bolgesinde tanimlf harmonik fonksiyonu bire-bir ise harmonik yalinkat fonksn

adini alir.

Teorem 3.1’den analitik fonksiyonunure noktasinda yerel yalinkat olmasi icin gerek
ve yeter sartin, bu noktadi(z) # 0 (= J;(2) # 0) esitsizlginin salanmasi oldgu
bilinmektedir. Lewy, 1936 yilinda bir harmonik fonksiyamwyerel yalinkat olma
kosulunu asaudaki sekilde vermistir:

Teorem 3.7 [15] f harmonik fonksiyonunun birgznoktasinin bir komsulugunda
yerel yalinkat olmasi igin gerek ve yeter sar,oktasinda §2) # O esitsizligini
saglamasidir.

Teorem 3.7 'den anlasilagalizere bir harmonik yalinkat fonksiyonun Jakobiyeni ya-
inkatlik 6zelliginin ortaya konmasi bakimindan blyik 6nem tasir. Bir haikno
yalinkat fonksiyon ya yon-koruyan ya da yongilgtirendir. Eer f yon-koruyan
harmonik isef yon-ddjistiren harmonik olur. Konform fonksiyonlar yén-koruya

fonksiyonlardir.
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Bu calismada uzerinde durulan harmonik yalinkat fonksigamflari, Jakobiyeni
pozitif olan yani, yon-koruyan harmonik fonksiyonlardir.

f = u+iv harmonik ise,f = h + g kanonik gosterilimi kullanilarak'nin Jakobiyeni
(@ =15 - 15 = IN@P - g @

esitligi ile de verilebilir. f yon-koruyan iséh'(2)| > |g'(2)| dir ve

14 _ 9@

= <1
Il (2

ifadesi sglanir.

Teorem 3.7’e goreP bolgesinde tanimlf = h + g harmonik fonksiyonunun yerel
yalinkat ve yon-koruyan olmasi icin gerek ve yeter $gfz)| < |h'(2)| esitsizlginin
salanmasidir [7, 11].

Bir harmonikf fonksiyonu iginw = g'/h ifadesinef 'nin ikinci dilatasyonu adi verilir.
Yon koruyan birf harmonik fonksiyonu iginw| < 1 dir.

Tanim 3.13 U Uzerindeki harmonik, kompleks derli, yon-koruyan, normalize
edilmis yalinkat harmonik fonksiyonlarin sindly ile gosterilir. Sy sinifina ait bir

f fonksiyonuf = h + g olarak gosterilebilir. Buradh(z) ve g(2), U de analitik ve
h@=z+) aZ, 9@ =) b (3.1
n=2 n=1

seklindeki seri acilimlarina sahip fonksiyonlardir. Ykoruyan old@undan dolayi
Ib;| < 1 olmak zorundadir.

Yon-koruyan bir harmonilf € Sy, tasviri, f(U) dejer bolgesi orijine gore yildizil ise
Sy, sinifina aittir.Sy, sinifina ait birf fonksiyonuU iginde harmonik yildizil fonksiyon

olarak adlandirihr. Bu tanim analitik olarak

feS, o a%(argf(re‘a)) >0 zeD (3.15
seklinde ifade edilir.
3.4 Log-Harmonik Fonksiyonlar

Harmonik fonksiyonlar teorisi Gizerine ¢alismalar devaier&en, 1984 yilinda Zayid

Abdulhadi ve Walter Hengartner tarafindan log-harmonikkigyonlar incelenmeye
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baslanmistir. Bu tir fonksiyonlarla ilgili calismalatd temel konular, harmonik
ve analitik fonksiyonlarla ilgili 6zelliklerin log-harmak fonksiyonlarda ne sekilde
gercekleneagnin arastiriimasi, bilinen yalinkat analitik ve yalatk harmonik
fonksiyon siniflari ile log-harmonik yalinkat fonksiyomsflari arasinda tigantilar
kurulmasi, yeni fonksiyon siniflari belirlenmesi ve bu #amn 6zelliklerinin
incelenmesidir. 1988 yilinda yayinlanan ilk ¢calismadgth@armonik fonksiyonlarin
cikis noktasi ortaya konulmustur [2].

Tanim 3.14[2] D, C nin bir bélgesi olmak Gizerel (D), normal yakinsama topolojisiyle

D de tanimli tim analitik fonksiyonlarin cimlesi olsu#.H(D), D bélgesinde tanimli,
f=H.G (3.19

seklinde gosterilen, acik ve yon-koruyan tim komplekgjeadk fonksiyonlarin

cumlesini gostermektedir. Bu fonksiyonlar
we H(D), w(D)cD ={£[£] <1} (3.17
olmak Uzere lineer olmayan eliptik
T, = [wf/f]f, (3.18

diferansiyel denklemini gerceklemektedir. Bu sinif icikdesifirlanmayan
fonksiyonlarH; ve G;, H(D) de olmak Uzere, herhangi bir yon-koruyan, harmonik
u = H; + G; fonksiyonu icine” seklindedirler. Bunun yanisitd.H(D) nin sifirlanan
fonksiyonlariyla da calisiimaktadir.

F(w, D), w daima B3.17) y1 gerceklemek tzerd) de @3.18 nin sabitten farkl tim
¢bzumlerinin cumlesidir. f € F(w,D) olmak tzeref, agik ve yon-koruyan bir
fonksiyondur.

Bu tanimlar g6zéniinde bulundurularkw, D) ve H.H(D) siniflar arasindaki iligkiler

asddaki akigta siralanmistir.

e Z(f) = {zeD | f(=0}, f fonksiyonunun sifirlarinin cumlesini

gOsterecektir.

Lemma 3.3[2] D, C nin basit baglantih bir bolgesi olsun. Sifirlanmayan kir
fonksiyonunun HH(D) de olmasi i¢in gerek ve yeter sart, {8.17) yI gerceklemek

Uzere, Kw, D) cimlesinde olmasidir.
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Lemma 3.4[2] f fonksiyonu Kw, D) cimlesinde olsun. (£) = 0 ve Bz, p) \ {20} C
D\ Z(f) olsun. Bu halde f fonksiyonu

f(2) = (z- 2)"1z- 2/*"h(29(2); z€ B(z.p) (3.19

seklinde gosterilir. Burada, & N, 8 = nW(z)(1 + W(z))/(1 — W(Z)|?) dir, bdylece
Re3 > —n/2dir. h, g€ H(B(z, p)) dir ve N(z) # 0, g(z) = 1 dir.

Teorem 3.8[2] D, C nin bir bélgesi olsun. f fonksiyonu.H(D) icindeyse, wW3.17)

da tanimlandigi sekild¢, 1) icinde bir rasyonel say1 vee Z(f) olmak tzere Fw, D)

dedir. Tersine, fe F(w, D) ise ve her g € Z(f) i¢in p(zp)) € N U {0},q(z) € N ve
d(z0) — p(z0), P(zo) 1N bir boleni olmak tzere (&) = p(z0)/q(z0) € [0, 1) elde edilir ve
bdylece fe H.H(D) olur.

3.5 Log-Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

D, C nin bir bolgesi vezy € D olsun. As@idaki karakterizasyon, Teorem.§3 den
elde edilir.
Teorem 3.9[2] f, D Uzerinde {z) = 0 olacak sekilde yalinkat bir fonksiyon olsun.
Bu halde fe H.H(D) olmasi icin gerek ve yeter sart, w fonksiyonzgy= —.me
N U {0} olacak sekild€3.17) yi tanimlamak Uzere, ¢ F(w, D) olmasidir.
Lemma 3.5[2] D, C iginde bir bolge ve fe F(w, D) yalinkat bir fonksiyon olsun. Bu
halde
(a) f(2 # 0 oldugunda £(2) # Odir,
(b) f(z) = Oise
lim(z-2)1(2)/1(2)

vardir veC \ {0} dadir.
Boylece(z - 7)) f,/ f, H(D) de sifirlanmayan bir fonksiyondur.
Tanim 3.15[2] Sy,; birim diskte tanimli, kompleks drli, normalize edilmis yalinkat
log-harmonik fonksiyonlarin sinifidir. Yani,

Sh = U {f e F(w,D) valinkat | f(0)=0, f,(0) = 1}

weR (D) (3.20
={f =zhx)9g@ e HHD) | f yalinkatve h(0)=g(0)=1}

olur.
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Ornek 3.1 D aclik birim diskinde tanimlf (2) = €/(z + 1) fonksiyonu
f(0) = 1, h(0) = g(0) = 1 normalizasyon kosullari altinda bir log-harmonik y&hh
fonksiyondur. Bu normalizasyon kosullarini géayan f log-harmonik yalinkat

fonksiyonlarin sinifinsSy,. ile gésterecgiz. Yani,
Sh. ={feSn f(0)=1 h0)=9g0)=1 ve h(0)=1}

Bu ilk calismanin ardindan log-harmonik fonksiyon tanikH(D) ve F(w, D)
cumlelerinden b@msiz olarak agadaki sekilde genellestiriimistir.

Tanim 3.16[16] H(D), D aclik birim diskinde tanimli tim analitik fonksiyonlariméer
uzayl veB, herz € D i¢in [w(z)| < 1 kosuluna uyamw(z) € H(D) fonksiyonlarinin
cumlesi olsun. Bir log-harmonik fonksiyonu, ikinci dilatasyon fonksiyonw € B

olmak Uzere, lineer olmayan

ki
T
eliptik kismi diferansiyel dekleminin bir ¢ozimudur.f, D de sifilanmayan bir

f,
= 0@ (3.2

log-harmonik fonksiyon isey, g € H(D) olmak tzere
f =hg

formundadir. Djer yandanf fonksiyonu sadece b noktasinda sifirlaniyorsa,

e mnegatif olmayan bir tamsay!,

e 3 =w(0)(1+w(0))/(1 - W(0)?) ve bdylece Rg > —1/2,

e hveg, D de analitik fonksiyonlarh(0) # 0,9(0) = 1
olmak Uzere

f = (z— 2)"z - 2/"™hg
seklinde bir gosterilime sahiptizg = 0 secildginde bu gosterilim
f = Z"2*™hg

sekline donusdr.

f fonksiyonuD Uzerinde yalinkat log-harmonik bir fonksiyon ise; @ f(D) iken

log f, D Uzerinde harmonik yalinkat bir fonksiyonduf(0) = 0 durumunda ise

30



(yani f fonksiyonu sifir noktasinda sifirlaniyorsg)?) = log f(€), {{| Re <0}
yari-duizlemi tizerinde harmonik yalinkat fonksiyon olfip= z22%hg, Res > —1/2,
0 ¢ h.g(D) bicimindedir.

Log-harmonik fonksiyonlar icin yapilan bu tanimin ardindgarmonik fonksiyonlar
teorisindeki ikinci dilatasyon ve Jakobiyen fonksiyon kawlarini log-harmonik
yalinkat fonksiyonlar igin verebiliriz. Bu fonksiyonlarsecilen f fonksiyonu ve

turevinin, ikinci dilatasyon fonksiyonu igin
o = 2/7
ifadesinde ve Jakobiyen fonksiyonu icin de
Ji (@) = |f* - |5

ifadesinde yerine yazilmasiyla elde edebiliriz. Bu tanmdadjidaki sekillerde
verilebilir.

Tanim 3.17 f(2) = h(2)g(2) seklinde bir fonksiyon ise, ikinci dilatasyon fonksiyamn

_g@/92
2 = Q)

bicimindedir. f fonksiyonuf(2) = (z— z) |z— 20|% h(2)9(2) seklinde ise bu fonksiyona

dair ikinci dilatasyon fonksiyonu ise,

= \9@
. B+(z mg@
' (2)

seklinde elde edilmektedir.

Yildizil fonksiyonlar igin zz = 0 noktasi alindji icin bu kez ikinci dilatasyon

fonksiyonu,
B+ Zg (2
_ 9(2)
1+ﬁ+zm3
seklinde olur.

f(2) = zh(2)g(2) fonksiyonu icin,8 = 0 yani;w(0) = 0 durumunda ise ikinci dilatasyon

fonksiyonu,
wiz) = 29219
1+ zh(2)/h(@)
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bicimine dénusur.

Tanim 3.18 f = h(2g(2 seklindeki log-harmonik fonksiyona dair Jakobiyen

fonksiyonu, 2
B 2 h@|” 9@
Ji(2 = IL,21? - 1P = |f(z)|2( h) ' 9(2) )
seklindedir.f = (z— z)z - 2/*h(2)g(2) seklindeki fonksiyon igin de,
i 1+8 N B ?
3@ = It - 11 = If Q)P ( ")l T lz-% T 9@ )

biciminde olmaktadir. Yildizil fonksiyonlar igizb = 0 noktasi alinarak fonksiyona ait

)

f(2) = zh2)g(2) fonksiyonu icin,8 = 0 yani; w(0) = 0 durumunda ise Jakobiyen
)

Sabitten farkl birf log-harmonik fonksiyonu daima y6n-koruyan bir fonksiyond

Jakobiyen

1+ ,8 h’
h(z)

B
2" 92

3@ = 1L@DF - 16 = TP (

seklinde tanimlanmaktadir.

fonksiyonu

1 K
2

9@
92

3@ = 1LDF - 16@)P = 1@ (

seklinde elde edilmektedir.

[17] . Dolayisiyla bu tir fonksiyonlar i¢in kullanagemiz J¢(2) daima pozitif

olmaktadir.

Bir z, noktasinda sifirlanan yalinkat log-harmorfikonksiyonunurh(2)g(z) seklinde
gOsterilebilmesi icin gerek ve yeter sam(z,) = ==, m € N U {0} olmasi idi [2]. Bu

m+1’

tanim yildizil fonksiyonlar icinw(0) = m € N U {0} olmasina denk dismektedir.

rml’
O haldef (2) = zh(2)g(2) fonksiyonu ile calisildjindas = 0, yaniw(0) = 0 olmaktadir.
Bu durumda fonksiyorf (2) = zh(2)g(2) = s(2)g(2) seklinde yazilabilmektedir. Burada

S(2) = zh(2) seklinde oluph(0) = 1 = g(0), S(0) = 0 normalizasyonlari mevcuttur.

Harmonik ve analitik fonksiyonlarda oldu gibi log-harmonik fonksiyonlar icin de
birtakim onemli alt siniflar tanimlanmigtir. Bunlardan ik, dir.

Tanim 3.19[17] S;,; birim disk D Gzerindef(0) = 0 olacak sekilde tanimlh(0) =
g(0) = 1 esitligini gerceklemek tzerd,(D) nin yildizil bir bolge oldg@u tim yalinkat

log-harmonik fonksiyonlarin ciimlesidir.
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S = {f €S, ve fe H(D)} olmak uzereS;, ve S* siniflari arasindaki lgganti
asdidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 3.10H(D); D = {Z|Z < 1} birim diskinde tanimli tim analitik fonksiyonlarin
uzayl ve B= {w e H(D)| w(2)| < 1,z € D} olmak Uzere

@ f=zl2*hge S, = v(?) = zhyg e S* dir.

(b) Verilen herhangi/(z) € S* ve we B igin, H(D) icinde asagidaki sekilde tanimlanan
tek tarlt belirli h ve g fonksiyonlari vardir:

(i) 0 ¢ hg(D), h(0) = 9(0) = 1,

(i) v(2) = zhyg,

(iii) 8 =w(0)(1+w(0))/(1 - W(0)P) olmak tizere = z|Z* hg, S;. sinifi iginde eliptik
diferansiyel denklemin bir c6zimuddr.

Asajida verilen sonug ise = 0, yaniw(0) = 0 i¢in S;, sinifina dair bir distorsiyondur.

Teorem 3.11[17] f = zhg € S, olsun. W0) = 0 olmak Uzere her g D igin

-4|Z
1+17

(i) 1-12 exp( —412 ) <|f,(2| < 1-12 exp(ﬂ)

i 12 eXp( )s @<z exp( 42 )

1+

(1+12)? 1+17 (1+2)? 1+17

14(1-12) 4|2
O T = " e exp(l + |z|)
distorsiyonlari vardir.

Z2(1-2

(1_2) exp

olmak Uzere @) = £fy(¢2), 1€] = 1 seklinde olmasi durumunda esitlikler gerceklenir.

fo(2) = 1-<

R4Z]

Log-harmonik fonksiyonlar teorisinde@gr 6nemli bir fonksiyon sinifPy, dir.

Tanim 3.20[17] Pn, ttm z € D ler icin Ref(z > 0 olacak sekildeh,g € H(D),
h(0) = g(0) = 1 kosullarini sglayanf(z) = h(2)g(2) seklinde ifade edilen, birim disk
D de tanimli tim log-harmonik fonksiyonlarin sinifidir.

Rez) > 0, p(0) = 1 olan p(2) analitik fonksiyonlarin sinifi®, £, sinifinin alt
cumlesidir.

Teorem 3.12[17] f(2) = h(2)g(2) € P ise p= h/g € P dir. Tersine, verilen pe P

ve we B ye karsilik HD) de, h ve g gibi sifilanmayan fonksiyonlar vardir dyle ki,
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p =h/g, f = hg € P, ve f fonksiyonu verilen w ya g6(8.21) nin bir ¢ozimaddr.

P sinifi icin elde edilmis olan distorsiyonlar da ggdeki teoremle verilmistir.
Teorem 3.13[17] f(2) = h(2)9(2) € P, W(0) = 0 olmasi durumunda

() exp(-212/(1-12)) < T2 < exp(2|2 /(1 - 12)),

(i) 112 < exp(2|2 /(1 -12)),

W 1= =
esitsizlikleri elde edilir.

2
(1-12)(1 -1z
exp(2|2 /(1 - 12))

1+2|1-27| Rec
f = | -z
(2 1-z 1+zeRl

olmak tzere, () nin
fo(£2),1¢1 =1

seklinde fonksiyon olmasi durumunda egitsizliklerig ganlari igin egitlik,

1/%o(62), 161 =1

seklinde bir fonksiyon ise de esitsizliklerin sol yanigm esgitlik olusur.

2006 yilinda ise Z. Abdulhadi ve A. Muhanna’nin beraber gadiklari calismada
a-yinci dereceden yildizil log-harmonik fonksiyon sintfiaya atiimistir.
Tanim 3.21[18] f(2) = z|2% h(2)g(2) yalinkat log-harmonik bir fonksiyon olsun.

dargf(re?) RDZfz—Zfz S

06 f

a, O<ax<l

esitsizlginin gerceklenmesi halinddg fonksiyonunaa-yinci mertebeden yildizil
log-harmonik fonksiyon denirS; (), tim e-yinci mertebeden yildizil log-harmonik
fonksiyonlarin sinifidir.

a = 0igin yildizil log-harmonik fonksiyonlarin sinifi elde idektedir.
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4. MINIMAL YUZEYLER

4.1izotermal Parametrelerle Verilen Minimal Ytizeyler

S, (n > 2) n-inci siniftan bir yuzey veX : D ¢ R? - S c R? koordinat yamasi
verilsin. 4, (u,v) parametrelerinin bir fonksiyonu vé = A(u,v) # 0 olmak Uzere
E = G = 22, F = 0 kosullar1 gercekleniyorsay,v) parametrelerine izotermal ya da
konformal parametreler denir. Bu durumBavektorel fonksiyonuna izotermal ya da

konformal déntsum adi verilir.

Bir konformal donlisuim iki diizgungei arasindaki acly veggilerin yonuni korur. Bu
asd@jidaki sekilde ispatlanabilir :

f fonksiyonuz, da analitik vef’(z) # O olsun. z noktasindan gecen ve tirevi
olan dizgunC egrisininw = f(2) dontsimi altinda yonunin @igsimi incelensin.
C egrisinin parametrik gosterilimia < t < b olmak Uzerez(t) = x(t) + iy(t) ise
goruntusu olaC’ egrisinint parametresine I gosterimiw(t) = f(z(t)) dir. zduzgiin

oldujundan

w'(t)

z (1)

yazilabilir. zy = z(tp) daz (tp) # 0 = f'(z) # 0 vew'(to) # O dir. Kompleks analizden

wt) = fz) = W = £'Z, (b)) =

bilindigi Gzere,
argW (to)) — arg (to)) = arg(f’(z(to)))
dir.
¢o = argW(to)). 6o = argl(to)). oo = arg(f'(z(to)))
olmak tzere,
o0 = o — o (4.1)

elde edilir. Bunun anlamary’'in yalniz zy ve C egrisine bgh olmadgidir. Yine zy
noktasinda analitik vé’(z,) # 0’1 saglayanf fonksiyonu géz dnune alinsig; ve C,
dizgln @rilerinin zy'dan gectgini varsayilsin.g, ve 6, sirasiylaC, ve C, egrilerinin

Zo'daki tegetlerinin gjim acilari olsun.4.1)'den

¢1:0'0+91 ve ¢2:O'0+92
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sirastylaC’ ve C,, egrilerinew, = f(z) da cizilen t@etlerin gim agcilari olur. Buradan
Oh— 02 =¢1— ¢

elde edilir. Yani,w = f(2) donlisimizg'dan gecen iki dizgunginin yonini ve
aralarindaki agiy1 korur.
S izotermal parametrelere sahip bir minimal yiizey olsBn= G = 1> > 0veF =0

oldugundan, ortalamaggilik

(L+N)

H—} EN+GL-2FM) _ 1

-2 EG-F2 - 222

seklinde elde edilir. S minimal ylzey oldgundanH = 0 velL + N = O dir.
F = XuXy) =0veE = G = (X, Xy) = (X, Xy) oldugunu biliyoruz. Kismi

turevlerini alirsak

Kuu Xv) + (X, Xy) = 0 4.2
Kuws Xv) + (X, Xu) = 0 4.3
Kuw Xu) = (Kuw, Xv) (4.4
Kuws Xu) = (X, X) (4.9

(4.9°0 (4.3'de ve @.5)'i (4.2'de yerine koyarsak,
Kuus X)) + (KXo Xy) = (Kyu + Xy, X)) = 0= (AX, Xy) = 0

Kuws Xv) + XK, Xy) = Ky + X, Xy) = 0= (AX, X)) =0
elde edilir. Bu iseAX’in ylzeyin teget dizlemine dik oldgunu verir. O halde
AX = (AX,n)n dir. Buradan
IAX| = £ (AX,n) = = (Xyy + Xy, N)
= £ ((Xuu M) + (Xws N)Y) (4.6)
=+(L+N)
S minimal yiizey vel. + N = 0 olduwjundan 4.6)'ya géreAX = 0 elde edilir.

X = (Xq, X3, X3) vektorel fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yéddasul

Xi (i = 1,2, 3) koordinat fonksiyonlarinin harmonik olmasidir.
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Teorem 4.18 dizgun bir yuzey v& : D ¢ R? - S c R3 izotermal bir doniisiim
olsun.X’in harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogsilyizeyinin minimal olmasidir.
Tanim 4.1 D, (xix;)-duzleminde bir bolgei ve jde 1'den 3'e kadar dgerler alan

birbirinden farkli iki sabit dgisken olsun.
= fla,x;), k=123 k#i,j, (x.x)eD

denklemleriR¥de bir S yiizeyi tanimlar. Bu bicimde tanimlanan yiizeye parametrik
olmayan ytzey denir.

Onerme 4.1 Eger parametrik olmayan bir minimal yiizey izotermal paedrelere
gore ifade edilirse, bu durumda yiizeyin taban dizlemi aeaadisimi bir harmonik

yalinkat déntisim tanimlar.

Daha 6zel olarak, farzedelim ki = F(u,Vv) uwdizleminde birQ bdlgesi Uzerinde
bulunan parametrik olmayan bir minimal ytzey olsun. Bu yuxgyliizlemindekiD

bdlgesine aitX, y) izotermal parametrelerine sahip olsun. Bu durumda

u=uxy), v=v(xy),ve t=tXxy)=F(uxy),vxy)

koordinat fonksiyonlarinin hepsi harmonik oluX. : O ¢ R? — S ¢ R3 donisumi
bire-bir ve S parametrik olmayan yizey oldundan,z = x + iy olmak Uzere,

w=u+iv = f(2) izdugimuD’'dan Q tzerine bir yalinkat harmonik donisium tanimlar

5] .

Sekil 4.1: Yalinkat harmonik fonksiyon

Izotermal parametrelerle verilen bir minimal yiizeyin kiioat fonksiyonlarinin

harmonik old@u bilinmektedir. Bunun bir sonucu olarak minimal yuzeyifmaa
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dizleme izdisimunin bir yalinkat harmonik donisim téadig as&@idaki sekilde

ifade edilir: S bir minimal ylizey olsun. O hald&’nin
X:DCR* > SCR’ (%) (UXY), V(X Y), t(xy))

biciminde bir izotermal koordinat yamasi vardir. Ote yam&ain t = f(u, v) seklinde

bir Monge yama go6sterimi :
X:QcR>- X(D)cS
(u,v) = (u,v, f(u,v))
seklindedir.S minimal oldwWundanu, v harmoniktirler.
(Xy)=x+iy=z (uUv)=u+iv=w

denilirse
f:Y_loX:Z)—>Q
z— f(0=w

dénusumii harmoniktir. Ote yandaf X koordinat yamasi olduklarindan bire-birlik

kosulunu sglarlar. Boylecef fonksiyonu da bire-bir olur. O halde
f:D->Q

yalinkat harmonik déntusumdur [8].

4.2 Minimal Yuzeylerin Weierstrass-Enneper Gosterimi

X:U cR?— X c S cR3donusimini goz énune alinsin. Burada
X = (X1,X2,X3), X =X¢(u,v), k=123 ve Uv)el

seklindedir. w = u + iv olsun ve asaudaki kompleks dgerli ¥, fonksiyonlari
tanimlansin:

Py =2— ——i—v. (k=1,273)
Yani

OX1 0% 28X3

i ( wow a_w) = (¥, %2, ¥s).
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Simdi sirasiyla agadaki toplamlari hesaplayalim:
3 3 2 2
OXy OXx . [ OXy OXk )
2 _ TR _(ZBK) o [N _E_ =
Z\Pk‘z[(au) (av) ZI(au 6\/)) E-G-2F
3 3 2 2
OXy OXx
vl = — — | |=E+G
-2l +(5)) =

dir. EgerS ylzeyiizotermal parametreli bir minimal ylzey ise, bu dadak = G > 0

ve F = 0 olac@indan

3 3
> WE=0ve ) |¥>0 @7
k=1 k=1

elde edilir.

Eger S minimal bir ylzey isexx bilesen fonksiyonlari harmonik ve buradafy
fonksiyonlari analitik olur. Sonug olarak her dizgin miainylizeye 4.7)deki
kosullari gercekleyen U¢ tane analitik fonksiyon kaksdelir. Hatta bu ifadenin
tersi de dgrudur. Bagka bir deyisled(7)'deki kosullari gercekleyen her ¢ analitik
fonksiyon bir dizgin minimal yuzey meydana getirir. Burayad&r yapilanlari
asdjidaki teoremle netlestirelim:

Teorem 4.2 X= X(u,V), (u,Vv) € U bir dizgiin minimal ylzeyin izotermal gosterilisi
ve W= U+ iv olsun. Bu durumda

an
Ye=2—, k=12
k aW’ 9 ’3

fonksiyonlari analitiktir ve (4.7)’deki kosullari saglarlar.  Tersine{¥y, ¥, ¥3}

fonksiyonlari bir basit baglantil bélgedd.7)’deki kosullari gerceklerse, bu durumda

Xk = Re{f‘l’k(w)dw} ,k=1,2,3 4.9

fonksiyonlari bir diizgiin minimal ylizeyin izotermal godigeni verir.
Ispat . Teoremin birinci kismi zaten gosterildikinci kismini yani tersi gosterilsin.
(4.8) ile tanimlanarx, = xx(w) fonksiyonlari harmoniktir veS ylizeyinin parametrik
gOosteriligini verir.

oxg 1

ZK_Z¢, k=123
ow 2 © '

oldugundan 4.7)’'in gerceklenmesi durumunda = G > 0, F = 0 elde edilir. Boylece

S diizgun bir ylizey ve parametrik gosterilimi izotermal olur.
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Xk koordinat fonksiyonlari izotermal parametrelerin harikdonksiyonu old@undan

S bir minimal ylzeydir.

Lemma 4.1. p, D c C bolgesinde analitik fonksiyon ve q, bu bdlgede meromorfik
fonksiyon olsun. Farz edelim ki p, g'nun m-inci derecedeb&sahip oldugu yerde

2m-inci dereceden sifira sahip olsun. Bu durumda,
W1 = p(1+0), ¥z = -ip(1 - @), W3 = ~2ipq (4.9
fonksiyonlan® bélgesinde analitiktir ve

3
W+ Wi+ WE= ) =0 4.10
k=1

kosulunu saglarlar. Tersingt.10 kosulunu saglayaD boélgesindeki hel,, ¥,, ¥

analitik fonksiyonlari¥’, = i¥; olmadik¢a(4.9)'u saglarlar ve bu gosterilig tektir.

Teorem 4.3Her diizgin minimal ylzey yerel olarak asagidaki izotdrgisterilime

X1 :Re{f p(1 + qz)dw}

Xo =Im {f p(1 - qz)dw} (4.1

X3 :2|m{ f pqdw}

Burada we D c C ve p analitik ve gq,2'de meromorfik fonksiyon olmak Uzere

sahiptir:

p, g'nun m-inci dereceden kutup noktalaringia-inci dereceden sifira sahip olacak
sekilde verilsin. Tersine, basit baglanth bélgesinde her p analitik ve g meromorfik
fonksiyonlari i¢in(4.11) formdalleri bir dizgiin minimal ylizeyin izotermal paramietri

goOsterilisini verir [5, 19, 20].

4.2.2 Weierstrass-Enneper gosterimi ile verilen minimal yiaey 6rnekleri

(i) Duzlem: Herhangiw = u + iv kompleks sayisi ve(w) = 1 analitik,q(w) = 0
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meromorfik fonksiyonlari igin4.11) formiilleri
X1 :Re{ f p(1+ qz)dw} = Re{ f 1(1+ o)dw} = Re{w} =u
Xo =Im {f p(1 - qz)dw} =Im {f 1(1- O)dw} =Im{w} =v (4.12
X3 :2Im{f pqdw} = 2Im{f(1.0)dw} = 2Im{c} = 0, (c = sabif)

seklinde elde edilir. Bunlar ayni zamanda diizlem denklewrir.

(i) Katenoid Herhangiw = re'’ kompleks sayisi icinp(w) = 1, qw) = Vi—vve

D = C/{0} alalim. @.17) formulleri asg@idaki sekilde hesaplanir:

X1 = Re{ f p(1 + qz)dw} = Re{ f 1(1 - %)dw}
s 21+ oo

Xp = Im{f p(l—qz)dw} =Im {f1(1+ V%)dw} (4.13
i fu-d] - Ho

X3 = 2Im{f pqdw} - 2Im{f(vl—v)dw} — 2Im i logw} = 2 logr

. 1
logr = ¢ denilirse, r:e“’:>r+F:e“’+e‘9":2coshp
(4.13 formullerinde yerine yazilirsa

1
X1 = (r + F) cosh = 2 coshy cosd

Xo = (r + %) sing = 2 coshp sing (.19
X3 = 2¢
elde edilir. Buradan da
VXi2 + g2 = 2 coshy
0= arccos{T] (4.19

X3=2p = 2arccos{ >

katenoidin kapal denklemi elde edilir. Katenoid bilinegk tdonel minimal

yluzeydir.
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(iii) Helisoid: Herhangiw = re'” kompleks sayisi i¢inp(w) = 1, q(w) = & ve

D = C - {0} alalim. @.17) formulleri as@idaki sekilde hesaplanir :

Xo = Im fp\(,\i— (:12)dw}r = Im{fl(l— %) dw} (4.16
W+ vlv} = (r - %)sine
X3 = 2Im{ pqdw} = 2Im{f(v—1v) dw} = 2Im{logw} = 20

elde edilir. Buradan da

X2 X2
X_ = tand = 0 = arctan—
1

X1
X3 =20 (4.17)
X
=2 arctan—2
X1

helisoidin kapali denklemi elde edilir.

(iv) Enneper Ylzeyi Herhangi birw = u+iv kompleks sayisp(w) = 1, g(w) = iw

ve D = C alalim. @.11) formulleri as@idaki sekilde hesaplanir:

Sekil 4.2: Enneper ylzeyi
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Re f p(1+q2)dw} Re{ f 1(1- vvz)dw} Re{ "‘5}

(u+iv) - G +3|V)3} + UV - —

{
{
- |m}f p(l- qz)dw} Im{f1(1+ Wz)dW} {W+g} (4.189

+iv)*) , VB
(u+iv) + 3 }_v+uv—§

Re

=|Im

X3 = 2Im{fiwdw} = 2Im{l\gz} Im{l(u —V+ 2|uv)}

=W -V

(4.18 Enneper yluzeyinin parametrik denklemlerini verir.

Sekil 4.4: Enneper yuzeyininz-ekseni etrafinda 60 derece dondurilmesi

(v) Scherk’in birinci ylizeyi: U = {wl|w| < 1} birim disk,q(w) = 2 veq(w) = iw

olacak sekilde alalim.
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(4.11) formulleri as@idaki sekilde hesaplanlr :

X, = f (1L + P)clw = f

1+|W

= 2arctanw = —i Iog

xz—f p(1 - q?)dw = fl_ o g (4.19

X —f dw—f —dw—i—lo 1+W2
3= | PAGW= | Tt E 3 09 T

X1, X0 € (—g, g) olmak tizere,

“« — ar 1+iw o — ar 1+w o 1+wW2
1— g 1—|W 5 2 — g 1_W 5 3_ g _W2
o ‘cosxz _ 1+wW _
9l cosx | = 1-w2| 73

Sekil 4.5: Scherk’in Birinci Yuzeyi

4.3 Minimal Yuzeylerin Gauss Ejrili gi

. g LN — M? . U
Yuzeyler teorisi béluminde Gausgidiginin, K = EG_F2 seklinde oldgu goste-

rilmisti. BuradalL = (Xyy, n), M = (Xy, N), N = (X, N) ikinci temel form katsayilari

ve E = (X, Xw,F = X, X, G = (X, Xy) birinci temel form katsayilari ve
Xy x Xy
T Xy x Xyl

qu = (qu, Yuw Zuu) s ><uv = (Xuv’ Yuvs Zuv) s xvv = (va, Yo Zvv)

birim normal vektori idi.

esitliklerine gore yeniden diizenlenirse :

XUU yuu ZUU
L = (Xuwn) = \/ﬁ Xu il/u iu
Y V
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1
M=Xp,N)=— Xy VY, Z
TUVEG-FR |y g

Xov Ywv Zuv |

N=XnN)=—|Xy VY, Z
"UUNEG-F |y, v 4

1 Xwv yvv ZW‘

1 Xuu Yuu Zuwu Xw Xu Xy

LN = (—) X Yu 2 Yw Yu Y
= u w JYu Jv

EG-F X Y 4 Zw Ly %y

XX XXy XXy
XVXVV XVXU XVXV

) XUUXVV XUUXU XUUXV

~ 1
- \EG-F2

E= <Xu, Xu> = Eu = 2<qu XU>7 G= <Xv, Xv> = Gv = 2<XVV7 Xv>

oldugundan,
1] XuXw 3 XuXy
LN:(—) XUXVV E F
_EF2
EG-F?)| & G
ve
1 Xuv Yuw Zuv Xuv Yuw Zuv
MZZ(m) Xo Yy Zu Xo Yo Zu
Xy Yy Zy Xy Yv Zy
1 XX XXy XXy
:(ﬁ) Xuxuv ><uxu ><uxv
XVXUV ><V>(U ><V>(V
dir.

E= < XUa Xu> = Ev = 2< Xuv, Xu>, G= <Xv, Xv> = Gu = 2<Xuv, Xv>

oldugundan,
, 1y XeXe 33
M :(—) E E F
_E2
EG-F % F G
dir.
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Izotermal parametrelerdeE = G > 0 ve F = 0 ve bu kosullar altinda

determinantlar birinci satira gore agllirsa

1 quXW % XUUXV EU EV
LN = —2 XUXVV E = <XUU7 XVV> Y= <Xu, XVV> S T= <qu’ XV>
E2le o o 2E 2E
2
XXy & =
1 wAhw 55 E2 E2
M2=—| E E Xuws Xuy) = —=
E2 Igu O < uvs UV> 4E 4E
= 0 E

F = (Xy, Xy) = 0 oldugundanyu ve v'ye gore turevleri:

I:u = <qu Xv> + <xu, >(uv> =0= (qu’xv> = - <Xu’ Xuv> = -

I:v = <Xuv, Xv> + <Xu, va> =0= <Xu, va> = - <Xuv’ Xv> (4-ZQ
__E_ G
2 2
seklindedir. Boylece
E2 E2
LN = Xuw, X} + = 2E T IE
E2 E2
= (Xuv, Xuw) — 4E 4E
E2 E2

LN — M? = (Xuu Xy = Kuvs Xoo) + —— E T 2E

seklinde elde edilir. 4.20'den F, = (Xyu, Xv) + % = Xuw Xy) = Fy— 2 buradan
V'ye gore turev alinirsa

E E
<quv, Xv> + <qu’ va> = I:uv - %/ = <qu va> = - <quv, Xv> - %/ (4-2])

elde edilir.
G = (Xv, Xy) = & = B = (Xyy, X, dir. Buradanu'ya gére tiirev alinirsa,

E E
% = <quw Xv> + <Xuv, >(uv> = <Xuv’ ><uv> - TU <quw Xv> (4-23
Euwu
2

_ Ew

(4.2)'den @.22) cikarilirsa(Xyy, Xw) — Xuvs Xuy) = — 5

bulunur. Sonugcta,
LN—M2= —1(Epu+Ep) + 52 + 2
elde edilir.
E = A2 denilir ve esitlikler yeniden diizenlenirse,
= (1%)y = 24, = Ey, = (Ey)y = 222 + 22,

Ey = (%), = 214, = Eyy = (E))y = 222 + 224,y
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oldugundan,
LN — M? = 22 — Ay + 22 - Ay

seklindedir.A Laplasyen operatori olmak Uzere,

A(log2) = (log ), + (Iog 1), = (%) " (%)

:/luu/l—/15+/lvv/l—/l\2,_ 1

22 22 22

(Auy = 22+ 20— 22)

oldugundan
LN — M2 = —22A (log 1) seklindedir. O halde,

LN-M2 LN-M?2 —2%A(logA 1
= = = (log ): ——A(loga)
EG- F2 E2 Pe 22

- —éA(Iog VE)=K = —éA (log VE)

elde edilir [21].

K

4.4 Minimal Grafikler ve Harmonik Donugsumler
Baslangi¢ noktasini iceren basigentil Q c C bolgesi Gzerindeki
S={uVv,F(uVv):u+iveQ}

minimal grafgi g6z éndne alinsin. Burada: U —» Q,ze UveU = {ze C: |4 < 1},
birim disk olmak tizerd- yalinkat harmonik fonksiyondup analitik veq meromorfik
fonksiyon olmak tzerep fonksiyonug fonksiyonununm’ inci dereceden kutba sahip

oldugu noktalarda & inci dereceden sifir noktasina sahip ise

us= Re{fZ p(1 + qz)dg} = Re{fz‘lfldg}
0 0
v=Im {foz p(1 - qz)dg} = Re{foz‘l’zdg} (4.23
F(u,v) = 2Im{f0 png} = Re{fo ‘Pgdf}

f2) =u+iv= Re{ f Z‘Pldg} + iRe{ f Z‘Pzdg} (4.29
0 0
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olsun.h, g fonksiyonlariU’de analitikh(0) = g(0) = 0 ve f = h+ g, f fonksiyonunun

kanonik gosterimi olmak tzere

of oh og o3 g (d3) (99|
0z~ oz oz "° 62_(95_[62 =(az)=°

oldugundanf’ = i’ elde edilir. @.24) esitliginin Zye gore turevi alinirsa

aof 9 ? - ’
. a_Z{Re{fo ‘Pldf} + |Re{v£ ‘Pzdf}}

®(2) turevlenebilir bir fonksiyon olmak tzere,

elde edilir.

0 d (1 —) 140 140
sRe@ =g 500D =35 5%
oldujundan
of 10 z 10 z
97 §a_z{f0 T1d§}+|§a—z{fo ‘Pzdg},
buradan
of 1 .
o5 = 5 (F1+i¥2)
yani
f’=h = %(‘{11 + |\IJ2) (4.23

elde edilir. @.249) esitliginin eslengi alinirsa,

(2 = Re{ fo Z‘Pldf} - iRe{ fo Z‘Pzdg} (4.2

elde edilir. @.26) esitliginin Zye gore tirevi alinirsa

of o ? - ’
5" a—z{Re{fo ‘Pldf} - 'Re{fo %dg}}
10 ( (? 19 (* 1 i
e | -z { [ ) -

elde edilir. Ayni zamandd, = h + g oldujundan
7 _oh o _og
0z 9z 9z 0z

seklindedir. Buradan

/

T=g= (- (4.27
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elde edilir.

h = 1-\111 + 1-|\Pz

2 2
1 1.

W+g =¥.ve N -g=i¥="¥,=-i-g)
seklinde bulunur¥; = p(1 + ¢?), ¥, = —ip(1 — ¢?) seklinde idi. O halde
2 -
8 - -3 <~ (oL P [P~ D L P -
= pz [_1_ 2q2 _ q4 11— 2q2 " q4] _ —4p2q2

2

oldugundan¥; = 2ipg elde edilir. Boylece
N +g =pl+0a)

-i("-¢)=-ipl-q)=>h=p ve ¢ =pf
esitlikleri elde edilir.

¥ = p(l+ )
¥, = —i( - g) (4.29
¥3 = —4p’c?

fonksiyonlarint S minimal ylUzeyinin Weierstrass-Enneper fonksiyonlari {yeq}
fonksiyonlarini daS minimal yizeyinin Weierstrass-Enneper parametrelerratda

adlandiracgiz.

w = I— = ﬁ— = ¢ fonksiyonu f’nin “ikinci dilatasyonu” olarak adlandirilir. f
fonksiyonulw| < 1 ise yon koruyaniw| > 1 ise yon-dgistirendir.

Teorem 4.4 EQer S = {u,v,F(u,Vv):u+iveQ} minimal grafigi, yon-koruyan
izotermal z= x + iy € U parametreleriyle parametrelenmis ise, taban duzleme
izdisimu, dilatasyonu bir analitik fonksiyonun karearobir w = u +iv = (2
harmonik dontsim tanimlar. Tersine, # h+g, f : U — Q ybn-koruyan ve
dilatasyonu bir g analitik fonksiyonun karesi olan yalibkarmonik déntisim ise, bu

durumda

u=Re{f(2}, v=Im{f(9)}, t= 2Im{f0 Q(§)h'(§)d§}

formulleri taban dizleme izdigsumu f olan izotermal paraetie bir minimal
ylzey tanimlar. Uclinct koordinat fonksiyonu olan t’ninegral sabiti ve isareti

onemsenmezse bu ylizey tek turlt belirlidir.
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Ispat . Teoremin gerekli kosulu olar) = o kanitlandi. Tersinin kanitlanabilmesi icin

2 2 2
ou ov ot 41 H. HH ou ov ot _ = H H R
du v 3 tirevlerinin analltlkve(a—z) +(a_z) +(a_z) = 0 gosterilmesi gereklidir.

ou 9 o(f+f) 1(af of) 1,,
6_226_Z{Re{f(z)}}:6_2( > ):E(E‘FE]:E(I" +d) (4.30
o 0 o(f-fy 1(af of)y 1 ,
a0 = g M@ = G_Z(—Zi ): Z(E_E): 5 (0 -9) (4.3

at B ﬁ Z B Eﬁ 74 _ v4 B ﬂ _ ,
8—2_62{2ImU; qwdf]}_Ziaz[j(: gh'd¢ j;qhdf]_ — = igh” (4.32

tirevleri seklindedirh ve g fonksiyonlari analitik oldgundang;, &/, 2 fonksiyonlari
da analitiktir. @.30), (4.31), ve (4.32) esitlikleri kullanilarak
2 2 2
(%) (%) +(5) =30+ a7 - 307 -2 @y

= Zl0 gy - gy -ewyp 433

=g - Ly =g - g =0
elde edilir.
Hipotez gergi f yalinkat old@undan, f'nin grafigi bir ylizey belirler. Bu yiizeyin
tek tlrl belirli oldwWu da gosterilirse teorem kanitlanu.= Re{f(2)}, v = Im{f(2)},
t = k(2) diger bir izotermal parametreli minimal ylizey olsun. Bu durar@@analitik
oldugundark harmoniktir. ¢.33'den

ok\? ou\® (ov\® L L, ok .,
(5] = (5] (5] = e = w0 = T = win

elde edilir.k reel dgerli harmonik fonksiyon oldgundan tek turlli kanonik gosterime
sahiptir. Yani, analitik bifr' fonksiyonu icink = * + Y = 2Re{r}'dir.

QE:K:ﬂy:iWYﬁT:iquH®+C
0z 0

Boylece isaret ve integral sabiti Shemsenmezse, teklikikeammis olur.

S minimal ylizeyinin Gaussggiligini f = h + g kanonik gosterime lifi olarak ifade
edilsin. S minimal ylUzeyinin izotermal parametrelere sahip @dwarsayilirsa, bu
durumda

E=G=14*>0, F=0
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dir. Ylzeyin birinci temel formu
ds’ = Ed¥X + 2Fdxdy+ Gdy = 212(d¢ + dy?)
= 22(dx + idy)(dx — idy) = A%dzcz
= A?|d7?
seklindedir.

1S WP = 3 (194 + [Pl + W) = $(E+ G) = A2 ve

Yi=pl+q), W.=-ip(l-0o), ¥s=-2ipq

oldujundan
1 2 2
2 _ 2 2 2 2 2112
42 = 2| 1P (1 + 1a2)” + 1pE (L~ )" + 41pE aF|
_1 e 2)? 4.3
= S1PE[2(L+10P)] (4.39
= A=pl(1+1aP) = Il +1g|
elde edilir. Gauss @iligi K = —A%A(Iog/l) ve laplasyen operatorinin 6zglli

A = 42 oldugundan 4.34'den

AP w2

K=- 4= 4
pP(1+g?)  IMOIT+ W)

(4.395
elde edilir [5].

4.5 Minimal Yizeyler ve Log-Harmonik Fonksiyonlar

Tanim 4.2 f, yalinkat log-harmonik fonksiyon olsun. gEr logf izotermal
parametrelere sahip bl (dizgin) minimal ylzeye karsilik geliyorsa bu durunfda
yalinkat log-harmonik fonksiyon& minimal yizeyine kargilik gelir ya da lift eder
denir.

Teorem 4.5Birim disk U tzerinde f= h.g formunda tanimh log-harmonik yalinkat
f fonksiyonu verilsin. (©) = g(0) = 1 normalizasyon kosullari altindéog f =
logh + logg fonksiyonuU tzerinde bir harmonik dénisim tanimlar. Bu durumda
izotermal parametrelerle verile§ minimal ytzeyin Weierstrass-Enneper gosterimi

LIS Y LU I S L
=g Lo, - .( g),qf3_ 4(hg (4.39
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ile ifade edilir.

Ispat . Harmonik fonksiyonlar icin yap@imiz calismayi simdi de log-harmonik
fonksiyonlar igin uyarlayalimf log-harmonik yalinkat fonksiyon olmak tizere

log f = logh + logg bir harmonik fonksiyon tanimlar.

logf = u+iv = Re{foz‘lfldg} + iRe{fOZ‘Pzdg} ve h(0) = g(0) = 1 normalizasyon

kosullarr altinda log harmonik fonksiyonunuz'ye gore kismi tlirevi alinirsa,
0 0 0 _
= (log f) = = (logh) + =~ (logg)

ve g analitik olmad«jlndana% (logg) =0 ve% = % elde edilir.

Z(logf)=2 {Re{foz‘{’ldg} + iRe{fOZ‘Pzdf}} Z ye bajh kismi tiirevini alalim :

9z

0 (1 — 100 100
—R = — —_— = —_-— —_——
57 3el6@) az{2(9+9)} 202" 202

oldugundan yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

0 10 z 10 z 1 1
8—Z(|ng) = éa—z{jo‘ Tld§}+I§6_Z{£ ‘Pzdf} = élyl-l-léq]z

ve dolay|5|yla¥ = % (W1 +i¥,) elde edilir.

log f fonksiyonunun eslegi olan

%(W) = %{Re{ fo l{fldg} - iRe{ fo ‘Pzdf}}
10 ( (7 10 ( (7
= Ea_z{fo \Pldg} - 'ia_z{fo \Pzdg} (4.37)

1 .
= 5(‘1’1— i'Y2)
yazilir.
0, —— g 1 .
8—Z(Iogf) =" 5 (¥1-12)
ve
0 h 1 .
8—2(|09 f)= o3 (P1 +i¥2)

oldugu gosterilmisti. Burada¥; ve ¥, yi cekilirse

elde edilmis olur¥? + ¥3 + ¥3 = 0 oldwundan¥’; ve ¥, yerlerine yazilirsa
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’ 7\ 2 / 7\ 2
el
h g h g (4.39

f yalinkat log-harmonik fonksiyonu icim = ﬂ—jﬁ ikinci dilatasyon olmak Uzere,
W2 = —4 ()’ seklinde yazilabilir

Birim disk U Uzerindep analitik veq meromorfik fonksiyon olmak tizerg,fonksiyonu
g fonksiyonununminci dereceden kutba sahip ofglu noktalarda &vinci dereceden
sifir noktasina sahip olsun. Bu durumda

_h _9g _
p=1 pqf = g =

2

esitlikleri elde edilir.¥; ve ¥, Weierstrass- Enneper fonksiyonlarinin

¥y = p(1+q2)=(%+%) ve ‘I’zz—ip(l—qz):_i(%_%’)

oldugu gosterilmisti. Buradan yapilan kisa bir hesaplamadaraso

4

h g
p—F ve pqz_g

elde edilir. w = %/% ikinci dilatasyon fonksiyonu oldyu hatirlanirsav = % =
elde edilir.

Teorem 4.6Birim diskU tzerinde f= h.g formunda tanimh log-harmonik yalinkat
f fonksiyonu verilsin. (@) = g(0) = 1 normalizasyon kosullari altindéog f =
log h + logg harmonik fonksiyonu g6z 6niine alinsin.

Eger S={u,v, F(u,V) : u+ iv € Q} minimal grafigi, yon-koruyan izotermakz x+iy €

U parametreleriyle parametrelenmis ise, taban duzlemégdiachi, dilatasyonu bir
analitik fonksiyonun karesi olan bir w u+iv = log f(2) harmonik donusim tanimlar.
Tersinelog f = logh+logg, f : U —» Q ybn-koruyan ve dilatasyonu bir q analitik

fonksiyonun karesi olan yalinkat harmonik dontsim isejuoumda

u=Ref{logf(2}, v=Im{logf(a}, t= 2Im{fozq(§)(log h)’(g)dg}

formuilleri taban duzleme izdustnhag f(z) olan izotermal parametreli bir minimal

ylizey tamimlar. Uclncl koordinat fonksiyonu olan t'ninegral sabiti ve isareti
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onemsenmezse bu ylzey tek turlt belirlidir.

Ispat . Teoremin gerekli kosulu olamy = ¢? kanitlandi. Tersinin gosterilebilmesi igin

2 2 2
ou aov ot Ho HY ou ov at _ 2 H H i
S5 590 52 tirevlerinin analitik ve(a—z) + (a—z) + (a—z) = 0 go6sterilmesi gereklidir.

ou_ o _ 0 (logf+logf)_1(dlogf dlogf) 1(h g
az‘az{Re{'ogf}}‘az( 2 )‘2( oz | oz ]_2(h+g)
(4.39
o _a _d logf —log f 1 alogf_alogf E_g_’
az‘az{'m{'ogf}}‘az[ 2i )_Zi[ 9z oz ) 2|(h g)
(4.40
o {Zlm[f g(logh)’ dg]} (f g(logh)’d¢ — fq(logh) dg—‘}
9z oz 2i 6z
(4.4)
q(loghy _ . I
[ B h
tirevleri seklindedir. lop ve logg fonksiyonlari analitik oldgundanZé, 2, 2
fonksiyonlari da analitiktir. 4.39), (4.40, ve @.41)) esitlikleri kullanilarak
ou\> [av\’ [at)’ h’ g’2 1(h g’2 h\?
- + | — — — 4+ = - | —_ - = — q_
0z 0z az 4 h g 4\h g h
_1h/ gl2 1h/ g/2 thz
-Z(Wa) _Z(F‘E) “Th (449
_ﬂg_i(@)z_m’_m’_
hg ZX\h hg hg

elde edilir. Hipotez gem@ log f yalinkat old@undan, lodgf'nin grafigi bir ylzey
belirler. Bu ylizeyin tek turli belirli oldgu da gosterilirse teorem ispatlanin =
Ref{log f(2)}, v=Im{log f(2)}, t = k(2) diger bir izotermal parametreli minimal yizey

olsun. Bu durumd%‘—; analitik oldw@undark harmoniktir. @.42'den

ak\: o (ou\ (v g (Y dk . (N
e = —| — o = —_—— = —q —_ = — = i|q —_
0z 0z 0z h g h 0z h

elde edilir.k reel dgerli harmonik fonksiyon oldgundan tek tirlli kanonik gosterime

sahiptir. Yani, analitik bifr fonksiyonu igink = T + T = 2Re{T}dir.

ok , (K (N
c’)—z_k_(T) —ilq(ﬁ)ﬁT—iILq(F)d§+C

Boylece isaret ve integral sabiti Shemsenmezse, teklikikearmis olur.

f = h.g formunda taniml yalinkat log-harmonik fonksiyonu verilsin. h(0) =

g(0) = 1 normalizasyon kosullar altinda Idg= logh + logg harmonik déntsimu

54



S minimal ytzeyini belirlesin. S minimal ylzeyinin izotermal parametrelere sahip
oldugu varsayilirsa buna Ba olarak Gauss @iligi asa@idaki sekilde ifade edilir:

(4359 dep=",q=0?veq = 2ww yazilirsa

_ AeP P
PP (1+ |C1|2)4 ‘hﬁ%‘ 1+ |wl)*

(4.43

elde edilir.
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5. BULGULAR

Lemma 5.1[23] w fonksiyonw, sinifina ait olsun. Bu durumda

|a—r| a+r

< <
1- lw ()|_1+ar

(5.1)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat . r = |7 = 0 durumunda, esitsidlin z = 0 icin sajlandf aciktir. Simdi de
ze U\ {0} olsun ve herhangi b € R icin b, = ad’ tanimlayallm.z € U igin

ew(2) - a
1 - ae?w(2)

¢(2) =

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon Schwarz lemmasinigullarini sg@lar. Buna
gore,|w(2)| < |4 = r oldugunda

ew(z) — a

T ae )| < <r=lew@ -4 <rl-aew@) (5.2)

16(2)] =

esitsizIgini elde ederiz. Bu esitsizlik € U, ¢ € R fonksiyonlari igin

r al-r?)| r(1-a?
ew(2) - 12 < -2 (5.3
esitsizlgine denktir. Bu esitsizlik
, €92+ a
(@ = 1 + ae¥vz
fonksiyonu igin egitlik haline donusurs(3) de lUicgen esgitsiaiii kullanilirsa
a(1 | < i, a(l -r3)|_r@-ad
| (Z)| a2r2 ( ) a2r2 - 1- a2r2
- a(l-r? r(1—a2)
| I9(/()(Z)| - 1 _ a2r2 - 1 _ a2r2
r(1-a% , al-r?)| r(1-ad 5
1-a?r? _|e 9 (Z)|_ 1-a?r? = 1—a2r2 59
r(l-a%) l|a(l-r? i -a%) |a(1-r?
S 1-ar? |1-ak?|” |e (Z)| B 1 a’rz | 1-ar?
a-r i a+r
= T <@l = lew(@)| < T
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Benzer sekildeq.2) de aile ryi yer dgistirirsek

r+a
1+ar

r—a
< Z)| <
o <@l <

(5.9

esitsizlgini elde ederiz.%.4) ve (5.5) esitsizliklerinden %.1) esitsizIgi elde edilir.

Sonug 5.1EQerw € Q ise

e s Qletan s ST (5.6
s < SR (5.7

esitsizlikleri elde edilir

Ispat . Bu esitsizlikler Lemma 5.1 den kolayca ¢ikmaktadir.

Biz ikinci dilatasyonuQ,, sinifina aitf = hg € Sy,. fonksiyonlarla ¢alisadnz.
Sonug¢ 5.2f = hg, ze U\ {0} olmak UzereSy. sinifindan bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun analitik kismi h oldugundan ,

r((ll +rr)) = hﬁ = r((11+—rr)) .8
dir [8].
Sonug 5.3f = hg, Sj. sinifindan bir fonksiyon olsun. O halde,
@-rla-rj < g < Q+r)a+r) (5.9
r(L+r)(1-ar) gl r(l-n@+ar)
esitsizligi elde edilir .
Ispat . Lemma 5.1 vef in ikinci dilatasyon tanimindan
e 2

esitsizlgini yazabiliriz. 6.8), (5.10 esitsizlikleri birlikte alindginda 6.9) elde edilir.
Teorem 5.1[24] ¥\ fonksiyonlari, k= 1,2, 3 i¢in bir S dizgin minimal yilizeyinin
Weierstrass-Enneper fonksiyonlari ve-tg € Sy., z€ U \ {0} fonksiyonuS minimal
ylzeyini lift etsin. Bu durumda,

(1-r)*1-a) <17y < (L+1)%(1+ a)
r(L+r)(1+ar) ~ v= r(l—r)(1+ar)

(5.11)
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(1-r)?1-a) (1+r)’(1+a)

r(L+r)(1+ar) < ¥l < r(L-r)(1+ar) (5.12
41-r)?la-r| 4(1+r1)2(a+r)
r2(L+r)%(1-ar) < ¥l < 2(L—nZ4L+an) (5.13

esitsizlikleri elde edilir.
Ispat . (4.38 ve sonug(5.1) birlikte kullanildiginda 6.11), (5.12) ve (.13 kolayca

elde edilir.

z = 0 olmasi durumunda incelenirse:

‘{’1:%+%’:%(1+w) (5.14
Y10)=(1+w@)=1+a
Y,(0)=-i(1-4a) (5.19

W32 = 4|w| |%|2 idi. z= 0 alinirsa|¥3(0)|? = 4|w(0)| yani

P,4(0) = +2i Va (5.16

elde edilir.
Teorem 5.2K, S diizgiin minimal yiizeyinin Gauss egriligi ve-fhg € S., z€ U\ {0}

fonksiyonuS minimal yizeyini lift etsin. O halde,

(L-—ar—Ja-r])?r?(1-ar)

K= I-ar+la-r)2@A-r)*la-r| (517
esitsizligi elde edilir.
Ispat . Sonug(5.2) ve (5.3) kullaniimasiyla ve basit hesaplarlgégan sonra,
2(1 _ r)2 2 2(1 —
r<(1-r) (1+ar)S 1 Sr(1+r) (1-ar) (5.18
(@+r)(L1+r)? ‘g_hﬁ‘ (L-r)2ja-r|
9
ve
72 72 2 2(1 _
K< — || < '] r(}+ r (i ar) (5.19
\%%\(1+|w|)4 1+ ) (@-r)2la-r]
esitsizlikleri elde edilir. Ote yandang(z) = % fonksiyonu igin
— W (W(Z
Schwarz-Pick Lemmasini kullanirsak,
2
1- (@ - 2 2
<\ ) _a- @) A+ o@D 520

(1-r22 (L-r)?(L+r)?
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esitsizlgini elde ederiz. §.6), (5.7), (5.19 ve (6.20 esitsizlikleri kullanilirsa $.17)

elde edilir.

z = 0 olmasi durumunda incelenirse:

72
K| < N A
2] @+ o)

esitsizlgindez = 0 yerine yazilirsa

(1-a%* (1-a)

Kl < =
al+a* a(l+a)?

(5.22)

elde edilir.

Ornek 5.1 f(2) = & 75 fonksiyonunu ele alalim. l0§(2) = 2—52—2 veAlogf(2 =
oldugundanf () fonksiyonu bir harmonik fonksiyondur. Bu fonksiyona ait

h(z) = ¢,09(2 = g7 h(0) = g(0) = 1 ve O0< |w(0)] = a < 1 olmak Gzergp, g}

Weierstrass-Enneper parametreleri:

p=F=5=1 %':_(212)2, w:g_//ﬁz_(zlz)z’ ve q= Vo= -Gz =
(2 3 elde edilirp=1,q = | e§|tI|kIer|n| (4.11) de kullanirsak Katenoid yuzeyi
elde edilir [25].
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