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Ozet

Bu ¢alismada eksenel hareketli lineer siirekli ortam dinamigi problemi analizini yeni bir sonlu*
farklar metodoloji ile incelendi. Sadece konumda ayriklagtirma yaparak kismi diferansiyel
denklemi adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildii. Olugan denklem sisteminin
¢6ziimii klasik metod ile elde edildi. Sistemin dogal frekans farkli grid sayilari igin bulundu.

Abstract

In this study, the dynamics of axially moving continua are investigated using new finite
difference methodology. In this methodology, the finite difference discretization is applied to
spatial derivatives to simplify the partial-differential equation into a set of ordinary
differential equations. The set of ordinary differential equations are solved in conventional
method. For different gird number, the natural frequencies of the system are found.
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1. Giris

Bir ¢ok mithendislik probleminin matematik modellemesi kismi diferansiyel denklem
seklindedir. Ozellikle stirekli ortamlarin dinamigi konum ve zaman bagimlilig1 igerdigi kismi
diferansiyel formdadir. Siirekli ortamlarin dinamik analizinde bir ¢ok analitik, yari analitik
veya tamamen niimerik metodlar vardir. Ornek vermek gerekirse degiskenlerine ayrima
metodu, Laplace veya sonlu Fourier déniisiimleri analitik yaklagimlardir, Bunun yaninda
ozellikle seri ¢iziimleri gerektiren yaklagimlar ise yari analitik olarak adlandirilirlar, Ornegin
gesitli perturbasyon teknikleri ve Galerkin metodu yari analitik metotlardir. Biitiin bunlarin
yaninda konumu yada zamani ayriklastirarak sonuca giden yontemlere de niimerik metodlar
denilmistir. Bu yontemlerin en meshur ve yaygin kullamlanlari sonlu elemanlar ve sonlu
farklardir. Bunlardan baska bir ¢ok metod da vardir.

Stirekli ortam dinamik analizleri igin gelistirilen metodlarda temelde iki farkli yaklagim
vardir: Ya zaman bagimliligini yok ederek konumda ki degisimini detayl incelemek, ya da
konum bagimliigini bir yaklasimla yok ederek zaman daki degisimi incelemek. Ornegin
Galerkin metodun da konum bagimliligy, sinir sartlarini saglayan bir sekil fonksiyonun
ortaganali ilegarpilip sinir sartlari arasinda integrali alinmasiyla yok olur. Boylece zamana
bagli adi difaransiyel denklem elde edilir. Dinamik problemlerin sonlu farkla analizinde bir
kag tiir farkli uygulama vardir. Ornegin boru dinamigi problemin de hem zaman hem de
konum ayriklastirmasi yaparak dinamik analiz yapilmigtir [1].

Gokhan ve arkadaglari [2] plagin dinamik analizinde harmonik davramg kabuluyle sadece
konumu ayriklagtirnuglardir. Biz bu calismada ise liner boru dinamigi érneginde, bir boyutlu
sistemlerin dinamik analizine sonlu farklarla yeni bir yaklagim getirdik. Kismi diferansiyel
denklem olan hareket denkleminin konum bagimliliini, konuma bagh tiirevleri sonlu
farklarla ayriklagtirarak yok ettik. Ayriklastirilan grid noktast kadar ortaya ¢ikan adi
diferansiyel denklemin ¢éziimiinii ise klasik ¢0ziim metodoloji uygulayarak elde ettik.
Boylece lineer problemlerin ¢éiziimiinde yeni bir algoritma ortaya koyduk.

2. Matematik Model ve Céziim Algoritmas:

Burada eksenel hareket eden sistemlerin dinamik analizi ile ilgili genel bir model

'
kullanilmistir, Bu galigmada ( ) konuma gore tiirevi () zamana gore tlirevi gosterir:

S+ fw'+ L(w)=0 ¢))
Yukardaki denklemin boyutsuzlastirmadan sonra elde edilen bir denklem oldugu kabul
edilmektedir. Burada w, eninetitresimi; L ise lineer diferansiyel operatérii gostermektedir.

Katsayilardan f; konuma bagli, f; ise sabittir. Bu se¢im problemin dogasi geregidir. Yéntemin
bir kisit1 degildir. Lineer operatr ise

Lw)= £, (e + f,(xw" + £ (x)w @
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Yukardaki denklemdeki her katsay1 konuma baghdir. f3 ve f> katsayisilarinin konuma baghlig
homojen olmayan mataryel ve degisken kesit olmasindan, f5’in ise degisken zemin
paremetresi olmasindan kaynaklanir.

Bu ¢aligmada sonlu farklar ayriklagtirmasini sadece konum igin kullanacagiz. Konum
ayriklagtirmasinda merkezi fark kullanmak daha dogru sonug vermektedir. Asagida bu
¢alismada kullanilan sonlu fark merkezi ayriklastirmalar verilmistir.

Wt = 3a
2Ax (3.2)
wn+] _ 2wn + wn‘l
W 3b
AL (3.b)
n+2 _ n+l n_ n-1 n-2
WY 4w™ +ow" — 4w +w G.c)

Ax?

Burada n, hesaptanan gird noktasini gosterir ve n=0, 1, 2, ..., N. Burada ki N toplam grid
sayisini gdstermektedir. Sonlu fark ayriklagtirmasi sonucu elde edilen w” artik sadece zamana
baghdir, w"=w"(1).Y ukardaki ayriklagtirmalar1 hareket denkleminde yerine yazarsak

j*InDzwn_‘_f_sznH _LDWH—I_F j; wn+2+[f4 _4f3 jwnﬂ

2Ax 2Ax Ax* Ax? Ax?

2 n 6 n n 4 n n
(5 By £ e o

Burada D diferansiyel operatérii gostermektedir. Sonug olarak N-1 tane denklemden olugan
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin
¢oziimii ise

4)

wn — Anei)./ (5)

Denklemde ki A Szdegeri A" ise 6z vektorleri gosterir. Ayrica i = J=1dir. N-1 tane
denklem oldugu igin N-1 tane 6zdeger olmasi beklenir. Bu 6zdegerler, bir dinamik
probleminde dogal agisal frekanslara karsilik gelir. Yani bu galigmada stirekli bir ortamin N-1
tane dogal frekanst bulunabilir. Buna sonlu mod analizi diyebiliriz. Teorik olarak N-1 tane
bulunmasi gereken frekans degerleri ydntemlerin kendi iginde getirdigi sikintilar sonucu daha
az bir sayida bulunabilmektedir.

Yukardaki ¢6ziimii denklemde yerine yazarsak

B;1A(n+2)+B;|A(n+l)+B(r;An +E"A("_I)+B;A("_2) =0 (6)

Denklemde B, ifadeleri asagidaki gibidir.
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n n 2 " 6" "~
Bl =f -L‘Z+Af4—fl,12

PN
Axt Ax' 2Ax

(7.a)
(7.b)
(7.¢)

(7.d)

Gerekli sinir sartlarini uygularsak agagidaki matris formlari elde edilir. Burada 6rnek olmasi
agisindan basit-basit ve ankastre-ankastre sinir gartlarinin matris formlan verilmistir. Matris
formunda ¢6ziim elde edebilmek igin sinir sartlari uygulanirsa, basit-basit mesnet sartlari igin

merkezi fark agilimindan

w'=0-54"=0
wl=—w' 547" =—4

w" =05 4" =0

W = Ny N N

elde edilir. Benzeri gekilde ankastre-ankastre mesnet igin yazarsak

w'=0->4"=0
wl=w'54"=4
w'=0->4"=0

wN+l =WN_I —)AN+I =AN—I

Matris formda basit-basit mesnet igin yazarsak
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(8.a)
(8.b)

(8.c)
(8.d)

(9.2)
9.b)
(9.c)

(9.d)



'B'-B. B B 0 0 0 ] 4" [o]
B> B B} B 0 - 0 4| |o

B: B! B B B 0 A 0

B;V-S EN-J B(:V—? BIN—B B:‘/—3 AN—3 0

0 s 0 BZN_Z E"N—Z B:’—Z B]N—Z AN—Z 0
0 0 o BY' B BY'-B'|4Y"] |0]
(10)

Benzer sekilde ankastre-ankastre mesnet igin

'B!+B, B' B, 0 0 0 4
B} B B! BI 0 - 0 A? 0
B B} B B B 0 A
0 B;V—B B‘lN—J B(I)V—J BIN-3 B;V—S AN—! 0
0 . 0 B ;v—z EN—2 Bév—z B]N—Z AN-2 0
| 0 o o B BM B+B 4] Lo

(11)

Yukardaki matris ifadelerinde 4" teriminin “0”dan farkh bir ¢8ziimiiniin olmasi igin
katsayilar matrisinin determinanti “0”a esit olmalidir. Bu esitlikten gok sayidaki A degerleri
hesaplanir. A deperleri reeldir veya kompleks kismi gok kilgiiktiir. Katsayilar matrisinde
bilinmeyen olarak A* oldugu igin

A=%1 (12)

I
H

yazilabilir. Bir gok 1 degerleri oldugu dikkate alinarak genel ¢6ziim, asagidaki gibi
yazabiliriz.

w' = Z::lA"e"“" 4 AkgmiH (13)
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A ’muin en kiigiik degeri birinci mod frekans degerini verir. Sonra strastyla ikinci ve iiglincii

mod frekans degerleri bulunur. Bu analiz sonlu mod analizidir. Bu analizle en fazla N-1 tane
mod hesaplanabilir. N degeri biiyiidiikge, daha dogru frekans degeri elde edilir. Onemli nokta
N degeri kag olursa yeterli dogrulukta sonug bulunacagidir. N degerini arttirarak, her N degeri
igin bulunan A, degerlerinin grafigi ¢izilir. Belli bir N degerinden sonra A, daki degisim
kabul edileiblir sinirlar iginde kalir, Bu N degerinden biiyiik herhangi bir N degeri segilebilir.

3. Ornek Problem

Geligtirilen bu yeni metodolojinin uygulamas: lineer boru problemi igin yapilacakiir,
Literatiirde gok yaygin olarak bilinen iginden akiskan gegen borunun lineer hareket denklemi
boyutsuz formda [3]

W 2 BW + w” + v =0 (14)

Burada f,(x)=1, f, = 2v8, fi(x)=1, f,(x)=v*, £+(x)=0 seklinde diizenlenmistir.
Genel ¢éziimdeki B;" ifadeleri asagidaki gibidir.

" 2v? 6 ~
B =2 S (15.a)
2
Btk 2, (15.b)
A A Ax
=, v 4 vp ~
s L (15.)
.
B = (15.d)

Bu terimleri kullanarak basit-basit ve ankastre-ankastre mesnetler igin matrisler olusturulur.
Eger sistem klasik sonlu farklar ayriklastirmasiyla yani hem zaman hem konum
ayriklagtirmastyla analiz edilecek olsayd: ¢oziilebilirlik sartina ihtiyag duyulacakti. Ancak bu
¢oziim metodolojisinde ¢oziinebilirlik sarti durumu ortadan kalkar, Fakat istenilen
hassasiyette sonug alma agisindan segilen N sayisi onemlidir. Sekil 1°deki grafikte basit-basit
mesnetlenme sarti altinda N sayisi degisimi ile elde edilen birinci mod frekans degerleri
goriilmektedir. Belli bir N sayisindan sonra frekanstaki degisim oldukga azalmaktadir. Sekil1’
bakarak N=60"tan biiyiik sayilarin yakin degerler verildigi gériilmetedir. Ancak N=20 veya 40
ile 60 arasindaki farklarinda gok kiigiik oldugu goriilecketir.Ayrica elde bu metodoloji ile elde
edilen sonuglarin analitik metodla kargilastirilmas) Sekil 2'de verilmigtir. Analitik sonuglar bir
tez ¢aligmasinda [4] verilmigtir. Analitik sonuglar ile yeni metadoloji ile elde edilen sonuglar
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karsilastirnlmigtir. Grafikte de goriilecegi iizere N=20 ve 40 bile tam sonuca gok yakin

degerler vermektedir.
P11/
Y :
2 A
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In'
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38.8 —
f‘ll}l
|
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Frekans

——+—— Tam ¢dzim
— —k— - Sonlu farklar N=20

-—%—— Sonlu farklar N=40 | ‘n\
I I [ ' I ' |
0 1 2 3 4
Akigkan hizi

Sekil 2. Basit-basit mesnet sartlari ve birinci mod igin Hiz-Frekans grafigi (=0.8)
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Frekans

20 - —+—— Tam ¢8zim |
—%—— Sonlu farklar N=20
—<%—— Sonlu farklar N=40
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Akigkan hizi

Sekil 3. Basit-basit mesnet sartlar1 ve ikinci mod igin Hiz-Frekans grafigi (=0.8)
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Sekil 4. Ankastre-ankastre mesnet sartlari ve birinci mod igin Hiz-Frekans grafigi (6=0.8)

70 —

60 ¥ T
s
A e
““ih"s
50 — R S,
R
o 3R
c .
% 40 — 4\\\
& A
.Q‘:
80 — | ———— Tam ¢ézam
—k——— Sonlu farklar N=20 A\
] - Sonlu farklar N=40 | h\
20 — |
10 N LA N T
0 2 4 ) 8 10

Akiskan hiz)

Sekil 5. Ankastre-ankastre mesnet sartlar1 ve ikinci mod igin Hiz-Frekans grafigi (f=0.8)

4. Sonug

Bu ¢aliymada lineer eksenel hareketli siirekli ortam dinamigi problemine yeni bir sonlu farklar
yaklagimi uygulanmistir. Genel bir matematik model verilmistir. Bu modele konumda sonlu
farklar ayriklastiriimasi uygulanmugtir. N tane grid noktasi kullanilmugtir. Ayriklagtirma
sonucu N-1 tane adi diferansiyel denklem edilmistir. Elde edilen diferansiyel denklem sistemi
ders kitaplarinda bilinen metodoloji ile ¢dziilmiistiir. Céziim sonucu olugan matrisin
determinantinin 0 esit olmasi gartiyla sistemin dogal frekansi belirlenmistir. Bu yéntemin
avantajlarini agagidaki gibi sayabiliriz.

v’ Burda titresim problemine uygulunan bu metedoloji, hesaplamali akigkanlar
mekanigine de uygulunabilir.

v’ Degisken kesitli,degisken zemin paremetreli, siirekli mesnetli gibi bir gok farkli model
igin ¢Oziim iiretilebilir.
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v' Bagka metedolojilerle birlikte kullanilabilir.

v" Hem zaman da hemde konum da ayriklagtirma uygulanan klasik sonlu farklar
agihminda ¢oziilebilirlik sarti gelir. Ancak bu metedoloji de gziilebilirlik sarti diye
bir durum yoktur.
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