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SEMBOL LiSTESI

L= B i
w

= 0¥ N R X R X

. Metrik tensor

: Riemann konneksiyonu

> Yar1 simetrik Riemann konneksiyonu

: Weyl konneksiyonu

> Yar1 simetrik Weyl konneksiyonu

: Riemann konneksiyon katsayilari

> Yar1 simetrik Riemann konneksiyon katsayilari

: Weyl konneksiyon katsayilari

: Yari simetrik Weyl konneksiyon katsayilari

: Riemann konneksiyonu egrilik tensorii

. Yar1 simetrik Riemann konneksiyonu egrilik tensorii
: Weyl konneksiyonu egrilik tensorii

. Yar1 simetrik Weyl konneksiyonu egrilik tensorii

: Riemann konneksiyonu Ricci tensorii

> Yar1 simetrik Riemann konneksiyonu Ricci tensorii
: Weyl konneksiyonu Ricci tensorii
> Yar1 simetrik Weyl konneksiyonu Ricci tensorii

: Riemann konneksiyonu skaler egriligi
> Yar1 simetrik Riemann konneksiyonu skaler egriligi
: Weyl konneksiyonu skaler egriligi

: Yar1 simetrik Weyl konneksiyonu skaler egriligi
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YARI SIMETRIK KONNEKSiYONLU WEYL MANiFOLDLARI

OZET

Bu calismada yar1 simetrik konneksiyona sahip Weyl manifoldlar1 incelenmistir.
Bilindigi gibi, burulmasiz bir konneksiyona sahip n-boyutlu C* sinifindan
diferansiyellenebilir bir M manifoldunda, g metrik tensori ile D konneksiyonu
arasinda

Dg=2(0®g)

uygunluk kosulu varsa, M manifolduna bir Weyl uzayr denir ve W, (g, ) ile
gosterilir. Burada w bir kovaryant vektor alani olup Weyl uzaymin komplemanter
vektorii olarak adlandirilir.

Yar1 simetrik metrik konneksiyonlar, 1924’te Friedmann ve Schouten tarafindan
tanimlanmistir. 1970°’te Yano yar1 simetrik metrik konneksiyonlari inceleyerek, bu
konu ile ilgili yeni ¢alismalara referans olan bir makale yaymlamstir.

Bu tez caligmasinin temel amaci, Weyl manifoldlar1 {izerinde yar1 simetrik
konneksiyonlari incelemektir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir ve birinci boliimde tezin temelini olusturan Weyl
manifoldlart ve yar1 simetrik lineer konneksiyonlarin tarihsel gelisimi hakkinda
kisaca bilgi verilmektedir.

Ikinci boliimde, daha sonra ispatlanacak teoremlere hazirlik olarak, Riemann
manifoldu, Riemann metrigi, afin konneksiyon, burulma tensérii, Riemann
konneksiyonu, Riemann egrilik tensorii, konform egrilik tensorii gibi temel
tanimlardan, Riemann egrilik tensorii igin birinci ve ikinci Bianchi 6zdesliklerinden,
Riemann geometrisinin esas teoreminden bahsedilerek Einstein uzaylarinin tanim
verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise, yar1 simetrik metrik konneksiyonlar; M C® smifindan n-
boyutlu diferansiyellenebilir g metrigine sahip bir manifold, V M de simetrik
olmayan bir konneksiyon ve r bir 1-form olmak iizere, V konneksiyonunun burulma
tensort
TX)Y) = n(Y)X - m(X)Y
ve metrik tensori
Vg=0

sartlarin1 saglayan konneksiyonlar olarak tanimlanmistir. Daha sonra, yar1 simetrik
konneksiyon ve Riemann konneksiyonu arasinda g(X,P)=m(X) olmak iizere,
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VY=V, Y+ (Y)X-g(X,Y)P

bagintisinin mevcut oldugu ispatlanarak, yart simetrik metrik konneksiyonun Ricci
tensorl, skaler egriligi ve egrilik tensoriiniin tanimi, egrilik tensoriintin 6zellikleri
verilmigtir. Son olarak Yano’nun Riemann metrigine sahip bir manifoldun yar
simetrik konneksiyona gore egrilik tensoriiniin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin,
Riemann konneksiyonuna gore konform egrilik tensoriiniin sifir olmasidir teoreminin
ispatt1 verilmistir. Yar1 simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensorii simetrik
olmadigindan, yar1 simetrik metrik konneksiyonlu Einstein manifoldlar1 Ricci
tensoriiniin simetrik kismi metrik tensoriin bir kat1 olarak tanimlanmustir.

Dordiincii boliimde ise, burulmasiz bir D konneksiyonuna ve g konform metrigine
sahip Weyl manifoldu tanimlanarak, o skaler bir fonksiyon olmak iizere metrik
tensoriin G=o2g seklindeki bir konform déniisiimii altinda herhangi bir A biiyiikliigii

A=0P A olarak degisiyorsa, A’nin genellestirilmis tiirevi ve kovaryant tlirevi sirasiyla
A= 0A-p(w®A)
DA=DA-p(w®A)

olarak tanimlanmistir. Bunun sonucu olarak uygunluk kosulundan, Riemann
geometrisinde metrik tensoriin kovaryant tiirevinin sifir olmasina karsilik, Weyl
geometrisinde metrik tensoriin genellestirilmis kovaryant tiirevi sifir olarak bulunur.
Bu nedenle hesaplarda genellestirilmis kovaryant tiirevi kullanmak kolaylik
saglamaktadir. Eger w sifir veya bir gradiyent vektor ise, Weyl manifoldu Riemann
manifolduna indirgenir.

Riemann geometrisinde konneksiyon katsayilari, metrik tensoriin ve bilesenlerinin
kismi tiirevleri cinsinden ifade edilebildigi gibi, Weyl konneksiyon katsayilari,
metrik tensor ve metrik tensoriin genellestirilmis tiirevleri cinsinden yazilabilir.

X, Y, Z vektor alanlari, {E;,E,,....,E,} ortonormal vektor alanlari olmak {izere
W,,(9, ) manifolduna ait egrilik tensorii

ROXY)Z= Viyy Z+Vy VyZ-Vy ¥y Z

ve Ricci tensori
ROX,Y)=g(R(E;, X)E))Y

seklindedir. Weyl konneksiyonu metrik bir konneksiyon olmadigindan Ricci tensorii
simetrik degildir. Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart w nin sifir
veya gradiyent vektor olmasidir. Ricci tensorii simetrik olmadigindan, Einstein-Weyl
manifoldlart1 Ricci tensoriiniin simetrik kismi metrik tensoriin bir kat1 olarak
tanimlanmistir. Daha sonra egrilik tensoriinlin 6zellikleri ile birlikte, ispatlarda
kullanilan Weyl manifoldunun konform egrilik tensoriine yer verilmistir.

Tezin besinci bolimiinde, C* smifindan diferansiyellenebilir W, (g, ) Weyl
manifoldu tizerinde m bir 1-form olmak tizere, burulmasi
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TX,Y)= (Y)X- m(X)Y

olan bir D yan simetrik konneksiyonu tanimlanarak, bu konneksiyonun varlig
ispatlanmistir. Yar1 simetrik Weyl konneksiyonu ve Weyl konneksiyonu arasinda
9(X,P)=m(X) olmak {iizere,

Dy Y=DyY+ m(Y)X-g(X,Y)P
bagintisinin mevcut oldugu ispatlanmigtir.

Ayrica yar1 simetrik Weyl konneksiyonun karisik egrilik tensorii, kovaryant egrilik
tensorii ve Ricci tensoriiniin tanimlarina yer verilmistir. Weyl konneksiyonunun
egrilik tensoriiniin Ozellikleri kullanilarak yari simetrik Weyl konneksiyonunun
egrilik tensoriiniin 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Son kisimda ise, yar1 simetrik konneksiyonlu Weyl manifoldunun egrilik tensorii
ozdes olarak sifir alinarak, yeni sonuclar elde edilmistir. Oncelikle W, (g,w, ) Weyl
manifoldunun egrilik tensorii sifir olmak tizere, W, (g, w), (n>2) nin konform egrilik
tensorlinlin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin, 7 nin sifir veya gradiyent vektor
olmasidir teoremi ispatlanmistir. Buna bagh olarak da W,,(g, w,m) manifoldunun
egrilik tensorii sifir olmak tizere, W, (g, w), (n>2) Weyl manifoldunun konform
egrilik tensoriiniin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin, W, (g, ™, w) nin yari
simetrik Riemann manifoldu olmasidir sonug¢ teoremi ispat edilmistir. Bununla
birlikte A, W,(9, w,r) manifoldunda skaler bir fonksiyon olmak iizere, Ricci
tensoriiniin simetrik kismi metrikle R(;jy= Ag;; seklinde orantili ise W;,(9, w, )
manifolduna yar1 simetrik Einstein-Weyl manifoldu denir. Son olarak da, W,,(9, w, )
manifoldunun egrilik tensori sifir olmak tizere, W, (g, w) nin Einstein-Weyl olmasi
igin gerek ve yeter sart elde edilmistir.

Tezin son boliimiinde ise, kisaca elde edilen sonuglar ve bu sonuglardan yola
cikilarak yapilabilecek yeni ¢aligmalara yonelik onerilere yer verilmistir.
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WEYL MANIFOLDS WITH SEMI-SYMMETRIC CONNECTION
SUMMARY

In this work, we have studied Weyl manifolds with semi-symmetric connection and
proved some theorems about it.

A differentiable n-dimensional manifold having a conformal metric tensor and a
symmetric connection D satisfying the compatibility condition given by the equation

Dg=2(w®g)

is called a Weyl space, which is denoted by W, (g, w), where w denotes a covariant
vector field (1-form).

This work consists of six chapters. In the first chapter, we give a historical overview
of the development of Weyl manifolds and semi-symmetric connections.

In the second chapter, some basic definitions concerning Riemannian Geometry such
as affine connection, torsion tensor, Riemannian metric, Riemannian connection,
Riemannian curvature tensor, Ricci tensor and conformal curvature tensor are given
and also the fundamental theorem of Riemannian geometry is proved.

In the third chapter, some basic definitions and theorems of semi-symmetric metric
connections on a Riemannian manifold are examined. The idea of semi-symmetric
linear connection on a differentiable manifold was introduced by Friedmann and
Schouten in 1924. In 1932, Hayden introduced the idea of metric connection with
torsion in a Riemannian manifold and this was further developed by Yano and Imai.
In 1970, Yano studied some properties of semi-symmetric metric connections in a
Riemannian manifold.

Let M be an n-dimensional manifold with a linear connection V. If the torsion tensor
T of the connection V is of the form

T(X,Y) = m(Y)X - m(X)Y
for a 1-form m, then the connection V is said to be semi-symmetric. If there exists a
Riemannian metric g such that
Vg=0
then V is said to be metric.

In this chapter, after giving the definition of the Riemannian manifold with semi-
symmetric metric connection, the relation

7 Y=V, Y+ 1(Y)X-g(X,Y)P
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between the semi-symmetric metric connection V and the Riemannian connection V
is obtained, where g(X,P)= m(X). Furthermore, the definitions and the properties of
the curvature tensor, the Ricci tensor and scalar curvature of the semi-symmetric
metric connection are given. Later, the following Yano’s theorem is proved.

Theorem: In order that a Riemannian metric admits a semi-symmetric metric
connection whose curvature tensor vanishes, it is necessary and sufficient that the
Riemannian metric is conformally flat.

On the other hand, since the Ricci tensor of Riemannian manifold with semi-
symmetric metric connection is not symmetric, an Einstein manifold with semi-
symmetric connection can be defined if the symmetric part of the Ricci tensor is
proportional to the metric tensor g.

In the fourth chapter, a symmetric Weyl connection D with conformal metric g is
defined and some properties of Weyl connections are examined.

Under the conformal re-scaling (renormalisation) g=c2g (o > 0) of the metric g, a
quantity A is called a satellite of g with weight {p}, if it admits a transformation of
the form A=c"A. The prolonged (extended) derivative and the prolonged covariant
derivative of a satellite A of weight {p} is defined by, respectively,

A= 0A-p(w® A),
DA=DA-p(w®A4),

Clearly, the prolonged covariant derivative of the metric tensor is zero. This leads us
to use prolonged covariant derivative instead of the usual covariant derivative.
Moreover, if w is zero or gradient vector, the Weyl connection reduces to a
Riemannian connection. It is also noted that the prolonged covariant differentiation
preserves the weights of the satellites of g.

The curvature tensor and Ricci tensor of W, (g, w) are defined by, respectively,

R(X,Y)Z: V[X’Y]Z+VyVXZ'VvaZ
and
RX,Y)=9(R(E;, X)Ep)Y,
where X, Y, Z are vector fields and {E;, E,, ... E,,} are orthonormal vector fields.
Since the Weyl connection is not metric, the Ricci tensor is not symmetric. The anti-
symmetric part of the Ricci tensor vanishes if and only if w is zero or locally a

gradient. So, a Weyl manifold is called an Einstein-Weyl manifold if the symmetric
part of its Ricci tensor is proportional to the metric g.

At the end of this chapter, the properties of the curvature tensor and conformal
curvature tensor of Weyl manifold are given.

In the fifth chapter, the definition of the semi-symmetric connection on Weyl
manifold is given and the existence of it is proved.

A linear Weyl connection D on M is said to be semi-symmetric if the torsion tensor
T of D satisfies

TX,Y)= m(Y)X- m(X)Y
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for a 1-form m, which is denoted by W,,(g, w, ).
By using the properties of the connection, the relation

D 4 Y=Dy Y+ 1(Y)X-g(X,Y)P

between D and the Weyl connection D is obtained, where g(X,P)=r(X).

And also, the definitions and the properties of the curvature tensor, the Ricci tensor
and the scalar curvature of Weyl manifold with semi-symmetric connection are
given. Further, the first and the second Bianchi identities associated with the semi-
symmetric Weyl connection are given.

At the end of this chapter, the following theorem about the flat Weyl manifold, for
n>2 with semi-symmetric connection is proved.

Theorem: In order that a conformally flat Weyl manifold admits a semi-symmetric
metric connection whose curvature tensor vanishes, it is necessary and sufficient that
m is zero or locally a gradient .

From the above theorem it can be concluded that, in order that a conformally flat
Weyl manifold admits a semi-symmetric metric connection whose curvature tensor
vanishes, it is necessary and sufficient that W,,(g, w, ) is locally Riemannian.

In addition, a Weyl manifold with semi-symmetric connection is said to be Einstein-
Weyl manifold if the symmetric part of the Ricci tensor is proportional to the metric.

The following necessarry and sufficient condition for an Einstein-Weyl manifold
having semi-symmetric metric connection is obtained.

Theorem: Let W, be a flat Weyl manifold with a semi-symmetric connection. W, is
an Einstein-Weyl manifold if and only if

Tap=HIaj,
1 1
where ﬂ(ij):Djni_ﬂinj_ Eg(ij)ﬂ'mﬂ'm and u= n (}\ + glkT[lk).

At the end, the brief results and discussions are given.
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1. GIRIS

1918 de H. Weyl, Fizikteki birlestirilmis alan teorisini formiile etmek i¢in Riemann
geometrisini genellestirerek konform metrik ve simetrik konneksiyona sahip Weyl
manifoldlarim1 tanimlamistir[1]. Bu ¢alismalarin ardindan Weyl manifoldlar1 bir ¢cok
matematikcinin ilgisini ¢cekmistir. 1943 de E. Cartan Einstein-Weyl manifoldlarini
tanimlayarak {i¢ boyutlu Einstein-Weyl uzaylarin1 incelemistir[2]. 1985 de P.E.
Jones ve K.P.Tod, Einstein Weyl uzaylarini incelemisler, daha sonra bu konuda
cok sayida caligmalar yapmiglardir[3]. Weyl’in teorisi fizikte cok ilgi gormemesine
ragmen matematik¢ilerin ilgisini ¢ekmis ve bu konuda giiniimiize dek c¢alismalar
yapilmistir.  Yar1 simetrik lineer konneksiyonlar ilk defa Friedmann ve Schouten
tarafindan tanimlanmistir[4]. Daha sonra Hayden Riemann manifoldlar iizerinde
yart simetrik metrik konneksiyonu tanimlamig ve 1970 yilinda Yano tarafindan bu
konu gelistirilmistir[5]. Yano, bu ¢alismasinda yar1 simetrik Riemann manifoldlarinin
egrilik tensoriiniin 6zdes olarak sifir olmast i¢in gerek ve yeter sartin Riemann
konneksiyonunun konform egrilik tensoriiniin 6zdes olarak sifir olmasidir teoremini
ispatlamistir. Daha sonra, 1975 yilinda K. Yano ve Imai kompleks manifoldlar
tizerinde yar1 simetrik metrik konneksiyonlar1 tanimlamislardir[6]. Bu ¢alismanin
ardindan bu konu ile igili bir cok ¢caligsmalar yapilmistir [7,8]. Ayrica, 1992 yilinda N.S.
Agashe ve M.R. Chafle yar1 simetrik metrik olmayan konneksiyonlar1 tanimlayarak
yeni caligmalarin oniinii agmiglardir[9].

Bu tezde, yar1 simetrik konneksiyonlu Weyl manifoldlar1 tanimlanarak, konneksiyonun
varlig1 ispatlanmig, bu konneksiyona ait egrilik tensoriiniin ve Weyl konform egrilik

tensoriiniin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.






2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamim 2.1 M, n-boyutlu C* smifindan bir manifold ve x',(i = 1,2,...,n), U C R"
acik alt kiimesi iizerinde bir koordinat sistemi olsun. M iizerindeki C* sinifindan
vektor alanlarinin uzayr 2 (M) ve M’den R" ye C* simifindan fonksiyonlarin uzay1

C*(M,R") olmak iizere,
g ZMyx Z(M)— R"
seklinde tamimli, simetrik, 2-lineer i¢ carpima Riemann metrigi veya metrik tensor

denir.

Bir M manifoldu iizerinde bir Riemann metrigi tanimlanmis ise, bu manifolda

Riemann manifoldu denir ve (M, g) ile gosterilir.

M’ nin (U, x') komsulugunda herhangi bir p noktasinda teget uzayimin baz vektorleri

0 . .
0; = pe X ve Y vektor alanlarinin lokal bilesenleri sirasiyla X' ve Y/ olmak iizere,
xl

gX,Y) = g(X'8,Y'0;) = g(8,,0)X'Y = g, XY/, (i,j=1,---,n)

dir. Burada Einstein toplam sembolii kullanilmaktadir. g pozitif tanimli oldugundan,

g’ nin lokal bilesenleri g;;’ler daima pozitiftir.

&’ Kronecker deltasi olmak iizere, g;;¢" = 6" dir. g, g nin kontravaryant bilesenleri,
g i kovaryant bilesenleri adini alir.

Tanim 2.2 M, C* sinifindan n-boyutlu manifold ve V : (X,Y) — VxY bir lineer



operator olmak iizere f € C*(M,R") icin

Lo Ve ax)Y =V Y + Ve Y + .+ Vi Y
2. Vx(Y1+ Yo+ ...+Y,)=VxY; + VyxYs + ... + VyY,
3. Vx(fY) = (XNHY + fVxY

4. Vny = fVXY

sartlarim1  gercekleyen V operatoriine, M manifoldu iizerinde tanimli bir afin
konneksiyon ve Vyx’ e, X vektor alanina gore kovaryant tiirev denir.

Tanmm 2.3 M’nin U komsulugunda
Vy,0; = T0, 2.1)

denklemi ile tanimlanan C* smifindan Fi?l. fonksiyonlarina konneksiyon katsayilari

denir.

X ve Y vektor alanlar1 olmak iizere Y nin X e gore kovaryant tiirevi VxY

VY 1 X'V Y = XI(0,Y" + YY) (2.2)
dir.
w bir 1-form olmak iizere w’nin X e gore kovaryant tiirevi

(Vxw)(¥) = Vx(w(Y)) — w(VxY) (2.3)

dir.

(2.3) lokal koordinatlar cinsinden
VXa) . XjVja)[ = X"'((?jwi - Flf-ljwh) (2.4)

seklinde yazilabilir.

Burada w, ve X’ sirasiyla w ve X’in lokal bilesenleridir.



Tanim 2.4 M, n-boyutlu diferansiyellenebilen bir manifold, V, M’de bir afin

konneksiyon, X ve Y M’de herhangi iki vektor alan1 olmak {iizere,
T(X,Y)=VxY-VyX-[X,Y] (2.5)

seklindeki tensore burulma tensorii denir.
Tanim 2.5 M, n-boyutlu diferansiyellenebilen bir manifold, V M’de tanimh bir afin

konneksiyon, g bir Riemann metrigi olmak tizere, VX, Y € 2 (M) igin
TX,Y)=VxY -V X-[X,Y]=0 (2.6)

Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (2.7)

sartlarini saglayan V konneksiyonuna Riemann konneksiyonu denir.

Teorem 2.1 [10] Bir Riemann manifoldu iizerinde bir ve yalniz bir Riemann

konneksiyonu vardir.

Ispat. V, M’de bir Riemann konneksiyonu, g bir Riemann metrigi, X, ¥ ve Z M’de

vektor alanlar1 olmak iizere, (2.7) denkleminin lokal koordinatlardaki ifadesi

0g ji
= = Ui + T (2.8)

dir.

i, j ve k’ya sirali permiitasyon uygulanirsa

98

= = Tagnj + Tigin (2.9)
dg; ,
o = Tligue + g (2.10)

elde edilir.

(2.10) denklemi (2.8) ve (2.9) denklemlerinin toplamindan cikarilirsa

g 08y Ogi
4l - ai L =Tl 2.11)

bulunur.



(2.11) denklemi g/ ile garpilir ve j iizerine toplam alinirsa
m 1 jm
L = 78 (0igjx + Okgij — 0,8i) (2.12)

olarak elde edilir.

I“f’j konneksiyon katsayilart g metrigi ile tek bir sekilde belirlenir ve Fffj konneksiyon
katsayilarina Levi-Civita konneksiyonu denir. O
Tanmm 2.6 (M, g) bir Riemann manifoldu, V M {izerinde bir Levi-Civita konneksiyonu
olsun.

K:ZMXZM)x Z (M) — Z (M)
K(X, Y)Z = V[X’Y]Z - VxVyZ +VyVxZ (2.13)
ile tanimlanan K fonksiyonu M {iizerinde bir (1, 3) tensor alanidir ve M nin Riemann

egrilik tensorii olarak adlandirilir.

Riemann egrilik tensoriiniin lokal koordinatlardaki ifadesi

Kp; = =0, + 0,0, — T} Lh, + T (2.14)

kj= mi ki™ mj

seklindedir. K, her X, Y, Zve W € (M), f € C* i¢in asagidaki ozelliklere sahiptir:

KX, Y)Z+K(Y,X)Z=0 (2.15)

K(X,Y)Z+ K(Y,2)X + K(Z,X)Y = 0 (2.16)
VxK(Y, Z)W + VyK(Z, X)W + VKX, Y)W = 0 (2.17)
FKX,Y)Z = K(fX,Y)Z = KX, fY)Z = KX, Y)fZ (2.18)

Tanim 2.7 K egrilik tensorii 6zdes olarak sifir ise, M manifolduna diiz uzay denir.
Tanim 2.8 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {E, E,, ..., E,} ortonormal
vektor alanlar1 olsun.

Ric: X (M)x 2 (M) — R"

(X,Y) —> Ric(X,Y) = Z ¢(K(E, X)E,,Y) (2.19)



seklinde tanimlanan (0, 2) tipindeki Ric(X,Y) tensor alanina Ricci egrilik tensorii

denir.

Lokal koordinatlardaki ifadesi
K,’ j = K s

ijs

(2.20)

seklindedir[11].

Ricci egrilik tensorii simetrik bir tensordiir.

Tamim 2.9 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y € 2" (M) igin,
Ric(X,Y) = 1g(X,Y) (2.21)

olacak bicimde M iizerinde bir A : M — R" fonksiyonu tanimli ise, M’ye bir Einstein
manifoldu adi1 verilir.
Tanmm 2.10 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {Ei, E,,---,E,} lokal
ortonormal vektor alanlar1 olmak iizere,
r= > Ric(E;,Ej) (2.22)
ij=1

fonksiyonuna M’nin skaler egrilik fonksiyonu ad1 verilir.

(2.21) den
A=—- (2.23)

n

olarak belirlenir. Boylece Einstein manifoldunun bir karakterizasyonu

;
K;; = ;lgij (2.24)

olarak elde edilir.

Tanim 2.11 §;; = [gi_,-r —-2(n - I)Ki.,-] , (n > 2) olmak iizere Riemann

2(n—1)(n-2)
manifoldunun konform doniisiimii altinda invaryant kalan

Wiy = Ky + 6/ i — %S + 8% ginS 1 — 8™ gnS ji, (n > 2) (2.25)

ile tanimlanan W;l‘l.l tensoriine konform egrilik tensorii denir[11].
Tanim 2.12 Konform egrilik tensorii 6zdes olarak sifir ise, Riemann uzayina konform

diiz uzay denir.






3. YARI SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONLU MANIFOLDLAR

M, C* smifindan differansiyellenebilen n-boyutlu bir manifold ve V bir afin
konneksiyon olmak {izere, v konneksiyonunun 7'(X, Y) burulma tensorii, V X,Y €

Z (M) vektorleri ve herhangi bir 7 1-formu igin
TX,Y)=nY)X-nX)Y 3.1)

sartin1 sagliyorsa V’ya yar1 simetrik konneksiyon denir[5].

(3.1) in lokal koordinatlardaki ifadesi
T}, = & — &m; 3.2)

seklindedir.

M manifoldu iizerinde verilen bir g metrigi ile V konneksiyonu icin
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) 3.3)

sart1 saglamyorsa V konneksiyonuna metrik konneksiyon denir.

(3.1) ve (3.3) sartlarin1 saglayan manifoldlara yar1 simetrik metrik konneksiyonlu

manifold denir[5].

Teorem 3.1 [5] Yar: simetrik metrik konneksiyona sahip bir M manifoldunun
konneksiyon katsayilari
l:;.k = F;k + 0L — gjkmgil (3.4)
olarak belirlenir.
Ispat. V, yari simetrik metrik konneksiyonunu ve V, Riemann konneksiyonunu

gostermek iizere,

VY =VyY +UXX,Y) (3.5)



olsun.

Boylece I_“;k yar1 simetrik metrik konneksiyonun katsayilari
L =T + Ul (3.6)
seklinde yazilabilir. V ve V metrik konneksiyon oldugundan, (3.3) ve (3.6) den
Ulign+ Uligin = 0 3.7)
elde edilir. (3.7) denkleminde, i,j ve k’ya sirali permiitasyon uygulanirsa
Ulgu + Ujignj = 0 (3.8)
Uliljghi +U ,‘hjgkh =0 3.9

denklemleri elde edilir. (3.9) denklemi, (3.7) ve (3.8) denklemlerinin toplamindan
cikarilirsa

~(U}; = Uidgn + (U + Udgn = (U = Ul)gm = 0 (3.10)

bulunur. Ayrica, V simetrik bir konneksiyon oldugundan
T = Ul - U}, (3.11)
olarak bulunur. (3.11) denklemi (3.10) da yerine yazilirsa
(Us + Uidgin = Thigm + T} 8 (3.12)
elde edilir. (3.12) denklemi g/ ile carpilir ve j iizerine toplam alinirsa
(Ufk + U,’a-) = 5,’;1,- + 5f7rk - 2gk,-7rl,~g-"l (3.13)

bulunur.

Oy T T
2 2
metrik konneksiyonun katsayilari

I_“;k = olarak yazilabildiginden, (3.6) ve (3.12) den, yar1 simetrik

l:‘;'k = rle + 5;;7Tj - gjkﬂ'lgﬂ (3.14)
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olarak elde edilmis olur. O

Tamm 3.1
KX, Y)Z = VixyZ — VxVyZ + VyVxZ (3.15)

tensoriine yar1 simetrik metrik konneksiyonun egrilik tensorii denir.

(3.14) ve (3.15) kullanilarak,

I_{ch = Kgcj + 5?7Tik — &pmij + gug 'y — i Mk (3.16)

olarak bulunur. Burada

1
i = Vir; — iy, + Eg,-kﬂ’"ﬂm 3.17)

olarak tanimlanmigtir. (3.16) denklemi g ile carpilirsa yari simetrik metrik

konneksiyonun egrilik tensorii
I_{likj = Kiikj + gjimtix — &utij + &ikT1j — &ij ik (3.18)

seklinde elde edilir. Kj; ;. egrilik tensorii asagidaki ozellikleri saglar[4,5].

I_(hijk = —Khikj (3.19)
Khijk + thij + I_(hjki =2g jhv[kﬂ' i+ nghv[ i+ 2gihv[kﬂ' fi| (3.20)
ViK', + VK, + VK], = 2mRY, + 2mR) + 27 RY, (3.21)

K;;, Riemann konneksiyonunun Ricci tensorii ve r, Riemann konneksiyonunun skaler
egriligi olmak iizere, yar1 simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensorii K;; ve skaler
egriligi 7, sirasiyla

I_<ji = Kji + (I’l - 2)7Tji + ﬂklgklgji (3.22)
F=r+2n- Dmg” (3.23)

olarak elde edilir.

(3.22) den agikga goriildiigii gibi K;; simetrik bir tensor degildir.

11



K;; nin simetrik kismi

Ry = St Ki e oo u 3.24
ij) = 5 = Kij + (n = 2)mij) + mug" &ij (3.24)
ve anti-simetrik kismi

K[ij] = T = (I’l - 2)7'([,']'] = (l’l - 2)V[i7'l'j] (3.25)

olarak bulunur.

Buradan goriildiigii gibi K;; nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart, 7 = 0 veya

7’nin bir gradiyent vektor olmasidir.

Teorem 3.2 [5] Riemann metrigine sahip bir manifoldun yari simetrik konneksiyona
gore egrilik tensoriiniin sifir olmasi icin gerek ve yeter sart, Riemann konneksiyonuna

gore konform egrilik tensoriiniin sifir olmasidur.
Ispat. W,(g, 7) nin egrilik tensorii K f}q. nin dzdes olarak sifir oldugunu kabul edelim.

(3.16) dan

Kgcj = _5?7% + 5Z7Tij - gikglhﬂlj + gijglhﬂzk, (n>2) (3.26)

bulunur.
Buradan 4 ve [ lizerine daraltma yapilirsa

Ky = 2 —n)my — gag"nu, (n>2) (3.27)

elde edilir. (3.27) den
K =2(1 — n)g"my (3.28)

olarak bulunur.

1
Ayrlca S’J = m I:gl]K - 2(1’1 - 1)Klj]9 (n>2)
ve
Wl]:il = Kll:il + (ﬂcs hi — 55‘(5 hl Tt gjkgithl - gjkgth ji (3.29)

12



Riemann konneksiyonuna ait konform egrilik tensorii olmak iizere, (3.26), (3.27) ve

(3.28), (3.29) kullanilirsa W}]:il = 0 sonucu elde edilmis olur. O
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4. WEYL MANIFOLDLARI

Tanim 4.1 Burulmasiz bir konneksiyona sahip n-boyutlu bir M manifoldunda, g

metrik tensorii ile D konneksiyonu arasinda
Digij — 2gijwr =0 4.1)

uygunluk kosulu varsa, M manifolduna bir Weyl uzayr denir ve W,(g;;, wy) ile
gosterilir[12]. Burada w bir kovaryant vektor alan1 olup Weyl uzayinin komplemanter

vektori adin alir.

o pozitif skaler bir fonksiyon olmak iizere, W,(g;;, wx) uzayinda metrik tensoriin
8ij = 0'281']' (4.2)
seklindeki bir konform doniisiimii altinda, w kovaryant vektor alani
®; = w; +0;Ino 4.3)

seklinde degisir.

L;.k Weyl konneksiyon katsayilarin1 gostermek iizere, (4.1) denklemi
Or8ij — gniLly — gLy — 2wigi; = 0 (4.4)
seklinde yazilir. L}, konneksiyon katsayilari (4.4) den
L, =T}, — 8™ (gmkwi + &miwk — uwn) 4.5)

olarak elde edilir[12]. Eger w sifir veya bir gradiyent vektor ise, Weyl manifoldu
Riemann manifolduna indirgenir. Buna gore (4.1) bagintisin1 saglayan w kovaryant

vektorii ve g metrik tensorii varsa, (4.5) simetrik bir konneksiyon tanimlar.
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g metrik tensorii ve w komplemanter vektorii (4.1)’i saghyorsa, (4.2) ve (4.3)
bagintilari ile verilen g metrik tensorii ve @ komplemanter vektorii de ayni1 bagintiy1
saglar. (4.2) ve (4.3) ile verilen bu doniisiime Gauge doniisiimii ad1 verilir[12].
Tamim 4.2 g tensoriiniin § = og seklindeki bir konform déniisiimii altinda bir A
biiyiikliigii

A=0rA (4.6)

seklinde degisiyorsa, A’ya g tensoriiniin {p} agirlikli bir uydusu denir.

Tanim 4.3 A, g ’nin {p} agirlikl1 bir uydusu olmak iizere

A = A — pwiA 4.7)
seklinde tammlanan ;A ifadesine A’nin genellestirilmis tiirevi denir.

DA = DA — pwiA 4.8)

seklinde tanimlanan DA biiyiikliigiine, A’nin genellestirilmis kovaryant tiirevi denir.

Burada DA alisilmig kovaryant tiirevdir[12].
Genellestirilmis tiirev ve genellestirilmis kovaryant tiirev bir uydunun agirligini korur.

Riemann geometrisinde metrik tensoriin kovaryant tiirevinin sifir olmasina karsilik,

Weyl geometrisinde metrik tensoriin genellestirilmis kovaryant tiirevi sifirdir.

Bilindigi gibi Riemann geometrisinde konneksiyon katsayilari, metrik tensor ve

bilesenlerinin kismi tiirevleri cinsinden ifade edilmektedir.
hgij = Or&ij — 2wigij 4.9)

oldugu g6z oOniine alinirsa, L;.k Weyl konneksiyon katsayilart metrik tensor ve onun

genellestirilmis tiirevleri cinsinden
i 1 il ¢ . .
Ly = 28 (Orgji + 081 — 018 ) (4.10)

olarak yazilabilir[12].
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W, Weyl uzayinin karisik egrilik tensorii ve kovaryant egrilik tensori, sirasiyla

aLj'l aL;k i rh i Th
+ — — Lhijl + Lh,ij (4.11)

lekl T Toxk T o

ijkl = gmiR;k[ (4'12)
olarak tanimlanir. W, nin Ricci egrilik tensorii ve skaler egriligi ise, sirasiyla,
Ric = " Rujua (4.13)

R=g"Rj (4.14)

olarak tanimlanir. Weyl konneksiyonu metrik olmadigindan, R;; Ricci tensorii simetrik

degildir. R;;, simetrik ve anti-simetrik kisimlarinin toplami olarak
Rij = R[ij] + R(ij) (4.15)

olarak yazilabilir.
Tanim 4.4 A, W, (g, w) de bir skaler fonksiyon olmak iizere, Ricci tensoriiniin simetrik
kismi1 metrik tensor ile

R(ij) = /lg,] (4.16)

seklinde orantili ise, W, (g, w) manifolduna Einstein-Weyl manifoldu denir[3].

Weyl uzayinin egrilik tensorii Rf’jk asagidaki ozellikleri saglar[12].

Riju + Rijie = 0 (4.17)
Rijii + Rjiy = 28ij(Dywy, — Dywy) (4.18)
Ry = —2Ryjy = —2nVjwy 4.19)
Rl + Rl + Rl =0 (4.20)
ViRl + ViR + VIR =0 (4.21)

Tanmim 4.5

Lij=- ! R + 2 R + ! Rgij, (n>12)
n—2 n(n—2) 2n—1Dn-2)
ve

LZ =8 thlk
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olmak iizere, W,(g, w) Weyl manifoldunun konform doniisiimii altinda invaryant kalan

cf?jk =R"

ik T SiLij - 5?Lik +Ljgi; — L?gik — 26" Lijn (4.22)

tensoriine Weyl manifoldunun konform egrilik tensorii denir[13].
Tanim 4.6 Konform egrilik tensorii 6zdes olarak sifir olan Weyl manifoldlarina

konform diiz Weyl manifoldu denir.
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5. YARI SIMETRIK KONNEKSIiYONLU WEYL MANIFOLDLARI

M, n-boyutlu diferansiyellenebilen bir Weyl manifoldu olsun. 7 1-form olmak iizere,

M’de lineer konneksiyon olan D’nin burulma tensorii 7
Th =L - L} = 6in; - &m (5.1)

ve metrik tensorii g

Dygij = 2wigi) (5.2)

kosulunu saghiyorsa, M manifolduna yar1 simetrik konneksiyonlu Weyl manifoldu

denir ve W,(g, w, ) ile gosterilir[14].

A, (1,2) tipinde tensor alan1 olmak {izere
DyxY = DxY + A(X,Y) (5.3
olsun. Ej.k yar1 simetrik Weyl konneksiyonunun katsayilar
L= L, + A, (54)
seklinde yazilabilir. Burada
L, =Ty — 8™ (8mwi + gk — uwn) (5.5)

Weyl konneksiyon katsayilaridir.

Teorem 5.1 [14] Weyl manifoldu iizerinde bir ve yalniz bir yari simetrik lineer

konneksiyon vardir.

Ispat. (5.2) ve (5.3) den
Align; + A?kgih =0 (5.6)
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elde edilir. Yukaridaki denklemde i, j ve k’ya sirali permiitasyon uygulanirsa
Algn+ Algin =0 (5.7)

Al i8ni + Aligin = 0 (5.8)

denklemleri elde edilir. (5.8) denklemi, (5.6) ve (5.7) nin toplamindan ¢ikarilirsa
—(AL; = Al)gn + (A + Al)gn — (A, = Al)gu = 0 (5.9)
bulunur. Bunun yani sira L;.k simetrik oldugundan
T = Al - A", (5.10)
olarak elde edilir. Boylece (5.1), (5.4) ve (5.10) dan
AL+ AL = 6y + 07 — 2gumig”” (5.11)
elde edilir.
I:;k + I:;'cj = 2L;.k + A;.k + A;'cj ve I:;.k - E;;j = T;.k oldugundan, (5.1) ve (5.11) den
l:j.k = Lj.k + 87 — gimig" (5.12)

olarak elde edilmis olur. O

Yar1 simetrik Weyl konneksiyonunun karisik egrilik tensorii, kovaryant egrilik tensorii

R; i ve Ricci tensorii R;;, sirastyla,

RY, = 0Ll + oL, - L) Ly + L L)y (5.13)
Ri kil = R?klgih (5.14)
Rﬂ = RI;-Ik = gmkij[k (5.15)

olarak tammlanir. R;;, D Weyl konneksiyonunun kovaryant egrilik tensorii ve
7y = Dy — iy + Eg,-kﬂmﬂm (5.16)
olmak iizere, (5.13) denklemi (5.14) de kullanilirsa

Riixj = Rij + &Mtk — &umtij + &uTlj — &ijTlik (8.17)
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olarak elde edilir.

Weyl konneksiyonunun egrilik tensorii olan Ry min Ozellikleri kullanilarak
W, (g, w, ) nin egrilik tensoriiniin ve kovaryant egrilik tensoriiniin asagidaki ozellikleri

sagladig1 kolayca goriilebilir:

Rijy +Riju =0 (5.18)

Riju + Rjiy = 28:i/(Diwy — Dyw)) (5.19)

R =Rl = 2R (5.20)

Rhijk + thij + thki = 28th[k7Ti] + nghD[jﬂi] + 2gihD[k7Tj] (5.21)

Ayrica (5.14) ve (5.16) dan W, (g, w, m) nin Ricci tensorii
Rij=Rij+ (n—2)m;; + gijﬂ'lkglk (5.22)

olarak elde edilir.
(5.22) den acikga goriildiigii gibi D konneksiyonunun Ricci tensorii simetrik degildir.

Ricci tensoriiniin simetrik ve anti-simetrik kisimlari, sirasiyla,
R(ij) = Rgjp + (n—2mij + gijﬂ'lkglk (5.23)
Riiji = Riijy + (n = 2)Dyjmy (5.24)
bulunur. (4.18) kullanilarak (5.24)
Rjijj = nDpwj + (n — 2)Dyjr; (5.25)
seklinde yazilabilir.
(5.24) den acikc¢a goriildiigii gibi, n=2 i¢in
Ryj = Ry = nDyw)
dir. Bunun sonucu olarak iki boyutlu yar1 simetrik konneksiyona sahip Weyl

manifoldunun Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart, W,(g, w, )
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nin Riemann manifoldu olmasidir.
Tanmm 5.1 A, W, (g, w, ) de skaler fonksiyon olmak iizere, Ricci tensoriiniin simetrik
kismi, metrik tensor ile

Rij) = Agi (5.26)
seklinde orantili ise, W, (g, w, r) manifolduna yar1 simetrik Einstein-Weyl manifoldu
denir[14].
Aciklama 5.1 n=2 i¢in, (5.23) den

D lk
Rij = Raj) + 8ij7ug

elde edilir. Bunun sonucu olarak eger W,(g,w) 2-boyutlu Einstein-Weyl manifoldu

ise, W, (g, w, ) de Einstein-Weyl manifoldu olur.

Teorem 5.2 W,(g,w,n), (n>2) manifoldunun egrilik tensorii sifir olmak iizere,
W, (g, w) nin konform egrilik tensoriiniin sifir olmasi icin gerek ve yeter sart, n’nin

stfir veya bir gradiyent vektor olmasidir.

Ispat. W,(g, w,7) nin egrilik tensorii Ry ; nin 6zdes olarak sifir oldugunu kabul

edelim.

(5.17) den
Riixj = —gjumix + umij — &ik1j + &i itk (8.27)

bulunur. (5.15) ve (5.27) den
Rij = 2 - mm;j - gij8" g, (n>2) (5.28)
olarak elde edilir. Ayrica (5.28) den
R =2(1 — n)g*ny (5.29)
olarak bulunur. (5.24) den goriildiigii gibi
Rijy = (2 = n)Dymy, (n>2) (5.30)

oldugundan

L. — Rij 2 Rgij

R L I Y v (5.31)

22



Ve

L= Lyg" (5.32)

olmak {iizere, (5.28), (5.29) ve (5.30) , (5.31) de yerine yazilirsa
2
Lij =Tj— ZD[jﬂi] (5.33)
olarak elde edilmis olur. (5.33) den
2
L[ij] = TDU?T,'], (l’l > 2) (5.34)

olarak bulunur.

Weyl manifoldu W, nin, konform egrilik tensorii

ch =R"

ijk ijk + 6ZLij - 6?Lik + ngij — L?gik - 26?14[]'](] (5.35)

olmak uizere

Ciijk = gth?jk olarak tanimlanirsa
Ciijk = Riije + gulLij — gjLix + Ligij — Lij&ix — 28uLyju (5.36)
elde edilir. (5.36) da (5.27), (5.33)ve (5.34) kullanilarak

2
Ciijk = — (gkzD[ﬂTi] — gDy + gDy — guDyjmy + (n — 2)gilD[k7Tj]) , (n>2)
(58.37)

bulunur.

Buradan agikga goriildiigii gibi Cjx = 0 olmast icin gerek ve yeter sart, 7 = 0 veya

7’nin bir gradiyent vektor olmasidir. m|

Sonu¢ Teorem 5.1 W, (g, w, n), (n>2) manifoldunun egrilik tensorii sifir olmak tizere,
W, (g, w) Weyl manifoldunun konform egrilik tensoriiniin sifir olmast icin gerek ve

veter sart, W,(g,w, ) nin yart simetrik Riemann manifoldu olmasidir.
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ispat. Rijix = 0 oldugunu kabul edersek, (5.25) den

n
D[jﬂ'i] = mDUU)i], (n> 2) (5.38)

elde edilir. Teorem 5.2 ve (5.38) den n’nin sifir form veya gradiyent vektor olmasi
icin gerek ve yeter sart, w’nin sifir form veya gradiyent vektor olmasidir. Buradan,
W,(g, w, ) manifoldunun yar1 simetrik Riemann manifoldu olmasidir sonucu elde

edilir. O

Sonu¢ Teorem 5.2 W, (g, w, ), (n>2) nin egrilik tensorii sifir olmak tizere, W,(g, w)

nin Einstein-Weyl olmasi icin gerek ve yeter sart, n;j = ugij olmasidr.

ispat. (5.28) den
Ruj = (2 = mmgj) = 88" mus (n>2) (5.39)

olarak elde edilir
Eger W,(g, w) Einstein-Weyl manifoldu ise (4.16) dan

Rij = Agij (5.40)
dir. (5.39) ve (5.40) dan, u = ;Tn(/l + g*my), (n > 2) olmak iizere

Tij) = M&ij (5.41)

olarak elde edilir. O
Aciklama 5.2 (5.39) dan acik¢a goriildiigii gibi n=2 icin, Weyl konneksiyonuna ait

Ricci tensoriiniin simetrik kismi, metrik tensoriin bir kat1 olarak elde edilir.

Buradan n=2 i¢in, W, (g, w, ) nin egrilik tensorii sifir ise, W,(g, w) Einstein-Weyl

uzayidir sonucu elde edilir.

24



6. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada yar1 simetrik konneksiyona sahip Weyl manifoldlar1 incelenmistir.

Yar1 simetrik konneksiyonun Weyl manifoldu iizerinde varlig ispatlanmistir.

Yar1 simetrik konneksiyona sahip Weyl manifoldunun egrilik tensérii sifir olmak
iizere, Weyl manifoldunun konform egrilik tensoriiniin sifir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart elde edilmistir.

Calismada elde edilen sonuglardan yola ¢ikilarak, yar1 simetrik konneksiyona sahip
Weyl manifoldu igin Einstein-Weyl uzaylari incelenebilir ve Einstein-Weyl

uzaylarina 6rnekler bulunabilir.
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