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ABSTRACT

An analytical model is developed to estimate the transient elastic response of a two-layer solid
cylinder with fixed ends placed in a hot rigid casing. The cylinder contains two layers that are
in perfect contact and it gains energy from its surface by thermal contact with the rigid casing.
As the heating takes place slowly the problem is amenable the use of uncoupled theory of
elasticity. Under these conditions and presuppositions the distributions of temperature and
stresses are estimated as a function of time and put into view in graphical forms. It is found
that the axially and radially constrained boundaries create very large stresses in the assembly
but the corresponding stress state is far away from yielding.

OZET

Sicak rijit bir kilif i¢ine yerlestirilmis ve uclar1 sabitlenmis iki katmanli dolu bir silindirin
zamana bagli termoelastik davraniginin incelenmesi i¢in analitik bir model gelistirilmistir.
Silindir aralarinda miikemmel bir temas saglanan iki katmandan olusmakta ve termal temasla
dis yiizeyinden enerji kazanmaktadir. Sicaklik artist uzun bir siirecte yavasca
gerceklestiginden kuplajsiz elastisite teorisinin kullanilmasi miimkiin olmustur. Bu kosullar
ve varsayimlar dogrultusunda zamana bagl sicaklik ve gerilme dagilimlan elde edilmis ve
grafikleri cizilmistir. Kompozit silindirin eksenel ve radyal yonde kisitlanmasi biiyiik
gerilmeler olusturmasina ragmen gerilme durumunun silindirde akmaya yol agmadigi
bulunmustur.

GIRIS

Silindir, tiip, saft, disk, kiiresel kabuk ve plaka gibi temel elemanlarin imalat sektoriinde
kullanimi oldukga yaygindir. Ozellikle makine, havacilik ve otomotiv sanayinde kullanilan bu
elemanlarin mekanik analizi ve tasarimi, amaca yonelik iiretim agisindan onem arz eden
konular arasinda yer almaktadir. Kompozit malzemelerden yapilan tiirlerinin de bulundugu
s0z konusu elemanlarin farkli yiikkleme ve siir kosulu durumlarindaki gerilme ve yer
degistirme dagilimlarinin belirlenmesi bir¢cok farkli miithendislik uygulamasi i¢in 6nemlidir.
Tim bunlarin yani sira, bu elemanlarin 6zellikle sicaklik etkisi altindaki davraniglarinin
belirlenmesi uygulamali mekanikteki temel problemler arasinda yer almaktadir.

Sicaklik etkisi altindaki silindirlerin zamana bagli elastik davranigi problemi daha 6nce birgok
calismada incelenmistir [1-4]. Bu ¢alismalarin yani sira kompozit sistemlerin zamana bagl
sicaklik degisimleri de farkli metotlar kullanilarak ele alinmistir. Bunlar arasinda en yaygin
olarak kullanilan analitik metotlar Green Fonksiyonlari, Ortagonal Ac¢ilimlar ve Laplace
Dontistimiidiir. Bu tekniklerin uygulanmasi ve baska diger yontemlerin kullanimi Monte [5],
Sun ve Wichman [6] ve Lu ve digerleri [7] nin ¢aligmalarinda yer almaktadir. Bu ¢alismalarin
yaninda iki farkli malzemeden olusan sonsuz uzunluktaki i¢i bos dairesel silindirlerin zaman
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bagli elastik davraniglar1 birgok farkli arastirmaci tarafindan incelenmistir [8-12]. Tim
bunlarin yani sira, ele alinan konu ile yakindandan ilgili bir ¢alismada Pardo ve digerleri [13]
iki katmanli kompozit dolu silindirlerin zamana bagl termoelastik davranisim Ozisik [14] ve
Boley ve Weiner [2] in c¢alismalarinda yer alan sirasiyla zamana bagli 1s1 transferi ve
termoelastik yaklasimlar1 kullanarak incelemistir. Bu ¢alismada s6z konusu problem igin daha
once incelenmemis ¢ok farkli bir sinir kosulu igin, gergek miihendislik malzemelerinin
fiziksel ozelliklerinin kullanildigi modern bir ¢dziim yontemiyle analitik ¢oziim elde
edilmistir. Bu baglamda sicak rijit bir kilif i¢ine yerlestirilmis ve uclar1 sabitlenmis iki
katmanli dolu bir silindir ele alinmistir. Silindirin iki katmaninin arasinda miikemmel bir
temas saglandig1 ve silindir ile rijit kilif arasindaki birlesme yiizeyi stirtiinmesiz oldugu kabul
edilmigstir. Rijit kiliftan dolayr radyal yonde hareketi kisitlanan kompozit sistemin ilk
sicakliginin T, oldugu ve T, sicakligindaki rijit kiliftan kazandigi enerji ile zamanla

sicakliginin arttig1 (1sindigr) varsayilmistir. S6z konusu sicaklik artisi uzun bir siiregte yavasca
gerceklestiginden kuplajsiz elastisite teorisinin kullanilmasi miimkiin olmustur.

Arayliz yarigapt a, dis yaricapt b olan iki katmanli silindirde zamana bagli sicaklik
dagilimini elde etmek i¢in degiskenlerin ayrilmasi metodu kullamilmistir. Her iki katman igin
de ayni 6zdegerlerin kullanilmasini saglayan birlesik bir formiilasyon sonunda elde edilen
0zdeger denklemi sayisal olarak c¢oziilmiis ve sonrasinda katmanlarin sicaklik dagilimi
ifadeleri bulunmustur. Daha sonra termoelastik ¢oziime gecilmistir. Bulunan sicaklik
dagilimlar1 kullanilarak her iki tabaka i¢in ayr1 ayr1 olmak tizere 1sil gerilme ve radyal
yondeki yer degistirme ifadeleri elde edilmis ve grafikleri ¢izilmistir.

SICAKLIK DAGILIMI

Ele alinan problem i¢in kullanilan koordinat sistemi ve iki katmanli uzun silindirin boyutlari
Sekil 1°de gosterilmektedir. Sekilde goriildiigii gibi kompozit sistem i¢ silindir (0<r<a) ve
dig silindir (a <r <b) olmak tizere iki katmandan olusmaktadir.
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Sekil 1. Silindirik koordinat sistemi ve uzun silindirin boyutlari.

Baslangigta (t =0 zamaninda) her iki silindir de T, >0 sicakligina sahiptir. Daha sonra
kompozit silindir sicaklign T, >T, olan rijit bir kilifa yerlestirilmistir. t>0 dan itibaren

XX. Ulusal Mekanik Kongresi 737



Eraslan! ve Akis?

silindir dis yiizeyinden enerji kazanmaya baslamaktadir. I¢ ve dis katmandaki sicaklik
dagilimlarini veren 1s1 transferi denklemleri asagidaki gibidir [14]:

@:@Fn s

P o o } 0 <r <a araliginda ve t > 0 degerleri icin (1)
r r r

ot r

2
o, _ag[oT, T,
or or?

} a<r<b araliginda ve t > 0 degerleri igin (2)

Yukaridaki denklemlerde T,(r,t) ve T,(r,t) swrasiyla i¢ ve dis katmanlardaki sicaklik
dagilimlar, o, Ve a5, yine i¢ ve disg katmanlarin 1s1l yayilma katsayilaridir. Problemin smir
ve arayiiz kosullari ise

T,(0,t) = sonlu (3)
T,(b,t) =T (4)
T,(a,t) =T,(a,t) (%)
K, aTla(?,t) K, 8Tza(f,t) 6)
seklinde ifade edilir. Son olarak, problem baslangic kosullar

T,(r0)=T,, 0<r<a (7)
T,(r,0)=T,, a<r<b 8)

seklindedir. Bu asamada asagida yer alan yeni bagimli degiskenler tanimlanmustir:
g (r)=T,(r,)-Tc (9)
@, (r,t) =T,(r,t) T, (10)

Yukaridaki iki denklemde yer alan ifadeler (1) ve (2) nolu denklemlerde yerlerine
konuldugunda

B 2

%:% %+ r%} 0<r<a araliginda, t >0 (11)
r
r 2

a;tz _ % a@¢2 +r aa (éz} a<r<b araliginda, t>0 (12)
r r r

ifadeleri bulunur. Sinir, arayiiz ve baslangi¢ kosullar1 da yeni bagimli degiskenler cinsinden
benzer yontemle elde edilir. Coziim degiskenlerin ayrilmast metodu kullanilarak bulunur.
Bunun igin

¢1(r’t) = Ql(t)Rl(l’) (13)
¢2 (r,t)= 92 (t)Rz (r) (14)

tanimlar1 yapilmistir. Yukaridaki ifadeler (11) ve (12) nolu denklemlerde yerlerine
kondugunda
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2
i de]_n — aTl den +r d Filn = —ﬂi (15)
6, dt R,r| dr dr

2
idHZn — U1y dRZn +rd R22n =_/1§ (16)
6,, dt R, r| dr dr

ifadeleri elde edilir. Bu denklemlerde yer alan A, (n=1,2,...) sistemin o6zdegerleridir.
Yukaridaki denklemler

2 2
aé, +A6,=0 ve 1 dRy, +r d R21” + A R,=0 17)
dt r{ dr dr oy
2 2
46p +A26,, =0 ve 1] AR, +r d RZZ” + A R,, =0 (18)
dt ri dr dr o
seklinde ayrilirlar. Ayrilmis denklemlerin ¢6ziimii agagidaki gibi bulunur:
eln = Clneilﬁt ' 92n = CZneiﬂﬁt (19)
Ar Ar
Rln = Ain‘]o(— + A2nY0 ] (20)
U1y Oy

R2n = Bln‘]O i + anYo ﬂnr (21)
Vs 22y

Yukaridaki denklemlerde J,(r) ve Y,(r)ifadeleri sirasiyla birinci tiirden-sifirinci dereceden

ve ikinci tiirden-sifirinci dereceden Bessel fonksiyonlaridir. Burada A,, =0 olur ve
A, =1olarak alindiginda, sinir ve arayiiz kosullarinin uygulanmasiyla elde edilen ii¢ homojen

denklemin katsayilarinin determinantinin alinip sifira esitlenmesi ile asagidaki ozdeger
denklemi bulunur:

Yo(nﬁ’n)[K‘]O(j//ln)‘]l(ﬁzn) - Jo(ﬂﬂ‘n)‘ll(yﬂ‘n)]
— 362 )[KIL (B (72,) = 3o (B2, (74,)]= 0

Yukaridaki denklemin sayisal ¢ozimii ile elde edilen kokler sistemin &zdegerlerini verir.
Genel ¢oziim

(22)

4(r.t) =3 Ce R, (r) (23)
4(r) = Ce R, (1) (24)

olarak ifade edilir. Son olarak baslangi¢ kosullar1 ve ortagonalite 6zelligi kullanilarak bulunan
@ (r,t) ve ¢,(r,t)ifadeleri asagidaki denklemlere konularak her iki katman igin sicaklik
dagilimlart elde edilir:

T1(r1t) :¢1(r’t)+Tc (25)
Tz(r1t) :¢2 (rlt)"'Tc (26)
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ELASTIK COZUM

Daha oOnce belirtildigi gibi, silindirdeki sicaklik artistnin uzun bir siiregte yavasca
gerceklesmesi kuplajsiz elastisite teorisinin kullanilmasina imkan saglamistir. Genellestirilmis
Hooke denklemleri, birim sekil degistirme-yer degistirme ifadeleri ve radyal yondeki denge
denklemi her iki katman i¢in de elde edilen elastik ¢Oziimiin temel denklemlerini
olusturmaktadir. Elastik ¢oziim elde edilirken boyutsuz veya normalize edilmis degiskenler
kullanilmigtir. Bunlar arasinda 7 =r/b boyutsuz radyal koordinat, = ca.,t/b boyutsuz
zaman, 'FJ =T,/T, boyutsuz sicaklik, &; =¢;E /o, normalize edilmis birim sekil
degistirme bileseni, &; =0 /0o, boyutsuz gerilme bileseni, U =E,u/(c,b) boyutsuz yer
degistirme, a; = E,a T, /0, boyutsuz isil genlesme katsayisi olarak tanimlanmustir. Ayrica

E = E, /E, elastisite modiilii orani, v, Poisson oram ve o, de eksenel akma limitidir.

Sekil degistirme durumunda eksenel yondeki sekil degistirme bileseni sifirdir (g, =0). Bu
durumda eksenel gerilme o, =v(o, +o,)—Ea(T —T,) seklinde bulunur. i¢ katman igin

genellestirilmis Hooke kanunu ve birim sekil degistirme-yer degistirme bagintilar
kullanilarak yukarida verilen eksenel gerilme ifadesinin yerine yazilmasi ile yer degistirme
cinsinden radyal ve tegetsel gerilme ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:

_ 1 v o do] &(h-1)
o-r_(1+vl)(l—2vl){?+(l Vl)dr} =2, @0
_ 1 Q-v)u  du] &(T-1)
"6‘(1+V1)(1_2V1){ rot ldr} =2, (48)

Yukaridaki gerilme ifadeleri radyal yondeki denge denkleminde yerlerine yazildiginda i¢
katman i¢in asagidaki diferansiyel denklem elde edilir:
_zd2 du 1+v, __,dT,

—U=—tgr?—L 29
ar? ' dr 1—1/1(]1 dr (29)

Bu denklemin genel ¢oziimii

U(r,7) =Cf+-2 C, a1(1+vl) F(r,7)

30
r 1-v, r (30)

seklindedir. Burada C, ve C, integral sabitleridir. Ayrica

l (g =Tor, 3o [ (%ﬂ (31)

olarak tanimlanir. Silindirin merkezinde gerilmelerin tanimli olabilmesi ve radyal yondeki yer
degistirmenin sifir olabilmesi i¢cin C, =0 olmalidir. Boylece i¢ katman i¢in gerilme ve yer

degistirme ifadeleri asagidaki sekilde yazilabilir:
a,(1+v,) F(F,7)

a(r,7) =CF+ — (32)
1-v, r
s G _a[Fro Feo] afieo-] 33)
T A+v)-2v) I F(A-v) 1-2v, 1-2v,
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S~ W/ {F(r_,f)+V1F'(F,T):|_5l[fl(r,’[)—l] (34)
Q+v)A-2v)) r@l-v,) r 1-2v, 1-2v,
sroy-_ 2 @nFrn Z[T(r,0) 1] (35)

1+v)A-2v,) T(A-v)A-2v,) 1-2v,

Yukaridaki denklemlerde gegcen F'(F,z)=rT,(F,7)olarak ifade edilebilir. Benzer bir
yontemle dis silindir katmani igin gerilme ifadeleri agagidaki gibi elde edilebilir:

5 (r)-— G G _g_z{_e(r,r) _G'(F,r)}_&zﬁ;(r,r)—l] (36)
EQ+v,)1-2v,) Er<@+v, Er|r@-v,) 1-2v, E(l-2v,)
S - +§_2{_G(F,r) L VG }aZLT‘Z(r,T)-ﬂ

EQ+v,)1-2v,) Er“@+v, Er|ir@-v,) 1-v,)1-2v,) El-2v,)
37)
5.(7\7) = 2C,v, N a,v,G'(T,7) _672[172(?,1)—1] (38)

~ E@+v,)A-2v,) Er(l-v,)1-2v,) E(@-2v,)

Burada C, ve C, integral sabitleri olup

N =C.
G(r,7) = [{T,(¢,1)d¢ = Jar, 3 e (39)
: S rv( M} av(ﬂ‘“g)
2n | 1 | | 1
Vo2 Vo
tamimu yapilmustir. Ayrica G'(F,7) = FT,(F,7) olarak ifade edilebilir. Probleme ait integral
sabitleri (C,, C, ve C,) asagidaki arayiiz ve sinir kosullari ile bulunabilir:

ud'(@r)=0"@r), o'(ar)=c"@sr), 0"7)=0 (40)
Burada | ve Il st indisleri i¢ ve dis silindir katmanlarini gostermektedir.
SAYISAL SONUCLAR

Yapilan hesaplamalarda aliminyum (AL) ve piring (PR) malzemelerinin fiziksel 6zellikleri
kullanilmigtir. Bu 6zellikler Cizelge 1°de verilmektedir. Ornek olarak igi aliiminyum, disi
piring olan bir kompozit silindir ele almmustir. Silindirin ilk sicakligmm T, =50°C, rijit

kilifin sabit sicakliginin ise T, =100°C oldugu varsayilmus, arayiiz yarigapt da a =0.4

olarak alinmistir. Bu degerler kullanilarak o; =0.805ve &, =0.7315 olarak hesaplanmistir.

Kompozit silindirin zaman bagl sicaklik dagilim Sekil 2’de yer almaktadir. Grafikte
goriildiigii gibi sistemin sicakligi dis yiizeyinden yavas bir sekilde artmakta ve 7=06.1
boyutsuz zamaninda sabit sicakliga erismektedir. Bu sicaklik dagilimina ait radyal, tegetsel ve
eksenel yondeki gerilmeler Sekil 3,4 ve 5°te verilmistir. Grafiklerde gorildiigi gibi
a =0.4"de radyal gerilme arayiiz kosulundan dolay: siireklidir ancak tegetsel ve eksenel
gerilmeler bu koordinatta siirekli degildir. Bununla birlikte kompozit silindir radyal ve
eksenel yonde genisleyemediginden dolay1 gerilme bilesenlerinin degerleri akma gerilmesine
gore oldukca biiyiik, isaretleri de negatiftir. Gerilme bilesenlerinin degerleri biiyiik olmasina
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ragmen, Sekil 6’daki von Mises gerilme dagilimlarinda da goriildiigii gibi, silindirde herhangi
bir plastiklesme olmamuistir. Bu grafikteki von Mises degerleri i¢ katman igin

7 = 216 -5, F 46,5, F +(, 5] @)

dis katman i¢in ise

7| 22|\ 3lo - (e -0 (e, -arY] @)
Oy )V 2
bagintilartyla hesaplanmistir. Bilindigi gibi kompozit silindirde plastiklesmenin baslamasi i¢in

O,u =lolmas: gerekmektedir.

Cizelge 1. Kullanilan malzemelerin fiziksel 6zellikleri

Fiziksel Ozellik Sembol  Birim Aliiminyum (AL) Pirin¢ (PR)
Isil Yayilma Katsayist o m2/s 9.5x107° 3.4x107°
Is1l iletim Katsayisi K W /(m.°K) 230 110
Elastisite Modiilii E GPa 70 105
Poisson Orani 1% - 0.35 0.35
Is1l Genlesme Katsayisi a 1/°C 23.0x10° 20.9%10°
Eksenel Akma Gerilmesi o, MPa 100 410
22 ,
|
L 1=6.1 !
20 | :
=10 |
Lo i =05
16 | | =01
N |
§14L AL | PR
|
12 | i
C | 7=0.03
10 F :
i |
o8 | 1a=04
|
[ |
06 b

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

radyal koordinat

Sekil 2. Radyal ve eksenel yonde sabitlenmis aluminyum (AL) - piring (PR) katmanli
silindirde farkli zamanlardaki boyutsuz sicaklik dagilimi (a =0.4).
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0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0

radyal gerilme

-2.5

-3.0

-3.5

40 L

Sekil 3. Radyal ve eksenel yonde sabitlenmis aliiminyum (AL) - piring (PR) katmanli
silindirde farkli zamanlardaki boyutsuz radyal gerilme dagilimi (& =0.4).

05

0.0

05 F

1.0 F

tegetsel gerilme

30 |
35 |
-40 |

45 L

Sekil 4. Radyal ve eksenel yonde sabitlenmis aliiminyum (AL) - piring (PR) katmanl
silindirde farkli zamanlardaki boyutsuz tegetsel gerilme dagilimi (a =0.4).

15 |
20 |

25 |

PR

|

|
F o 1=61 |
]
: |

'a =04

....... T RS R

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

radyal koordinat

AL PR

7=0.03

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8

radyal koordinat
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eksenel gerilme

a5 | 7=6.1
; |
40 ¢ :
: i a=04
B e e S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

radyal koordinat

Sekil 5. Radyal ve eksenel yonde sabitlenmis aliiminyum (AL) - piring (PR) katmanli
silindirde farkli zamanlardaki boyutsuz eksenel gerilme dagilimi (a =0.4).

040 [
0.35
0.30
0.25

020 |

015 f

von Mises gerilmesi

0.10

0.05 |

0.00

005 |

010 L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

radyal koordinat

Sekil 6. Radyal ve eksenel yonde sabitlenmis aliiminyum (AL) - piring (PR) katmanl
silindirde farkli zamanlardaki boyutsuz von Mises gerilme dagilimi (& =0.4).
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SONUC

Elde edilen sonugclar incelendiginde eksenel ve radyal yonde kisitlanmis iki tabakali silindirde
her yonde yiiksek gerilme degerleri elde edilmesine ragmen zamana bagli von Mises gerilme
degiskeninin akma limit gerilmesinden olduke¢a diisiikk degerlere sahip oldugu gozlenmistir.
Bu ilging sonucun en 6nemli sebebi gerilme dagilimlarinin hepsinin negatif degerlere sahip
olmasi ve birbirlerine yakin biiytikliiklerde olmasidir.
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