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ONSOzZ

Bu tez g¢aliymasinda, dogada bir¢gok problemde karsilasilan, tek serbestlik dereceli,
lineer olmayan salimicilarin yaklagik simetrileri ve ilk integralleri hesaplanmigtir.
Konuya ilgi duymami saglayan, tez c¢aligmam siiresince yardimlarimi benden
esirgemeyen ve Ozellikle akademik yasantiyla tamsmamda bilyiik katkilarn olan tez
damgmamim Saymm Hocam Do¢. Dr. Gazanfer Unal’ a tegekkiirii bir bor¢ bilirim.
Ayrica kargilagtifim tiim giigliiklerde bana her tiirli destegi veren aileme ve
arkadaglarima da sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.

Haziran, 1999 Mat. Miih. Ahmet KIRIS
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TEK SERBESTLIK DERECELI LINEER OLMAYAN SALINICILARIN

YAKLASIK SIMETRILERI VE iLK INTEGRALLERIi

OZET

Bu ¢ahgmada, tek serbestlik dereceli, zorlamali-séniimlii, asagidaki yapidaki dinamik
sistemle modellenebilen salimcilarin yaklasik ilk integralleri hesaplanmgtir.

dz, T T

— =T =g

d(itg (1)
7y =9 = —I1 —em’l‘+e2('ycoswt—6a:2), 0<e<<«l.

Burada, v ve w sirasiyla kuvvetin genligi (zorlama katsayis1) ve aqisal frekansi, 6
ise sonlim parametresidir. Bu analiz n € Z*,(Z2* = Z1*/{0,1}) oldugu durumlar
icin yapilmigtir. (1) dinamik sistemiyle, n’ nin farkh degerleri igin dogadaki birgok
problemde karsilagilmaktadir. (")meéin n = 2 degeri igin kulak zar1 ve Helmholtz
salimcis1 olarak bilinen gemi devrilme problemlerinde kullamilir. (1) denklemi ayrica
n = 3 i¢in, elektronik salimicilarin modellenmesinde de kullamilir. Bu Duffing salinicisi
olarak da bilinir.

Diferansiyel denklemlerin yaklagik simetri analizi, Baikov, Gazizov ve Ibragimov
tarafindan geligtirilmistir. Yazarlar, diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢6ziimlerinin
yaklagik simetri analiziyle hesaplanmasinda da yeni bir yaklagim geligtirmiglerdir.
Burada kullamlacak olan yéntem temel olarak bu yaklagimin modifiye bir versiyonudur.
Bu nedenle burada kisaca deginilecektir.

Incelenen dinamik sistem
AjE:ij—fg(x,t)—eff(x,t)—e2fg(x,t) =0 (2)

yapisinda olsun. Burada, j = 1,...,n, x € R" ve (') ise t’ ye gore tiirevi
gostermektedir ve fJ(x,t) lineerdir. (2) denklemine uygulanabilecek, bir 2. mertebe
yaklagik simetri vektor alani,

2 8
X = 7;) ™k (x, t)d_a:k 3)
olarak segilsin. Bu durumda segilen vektor alam1 X, yaklasik ylizey kriterini;
XA | 5o = 09(e?) @)
saglamalidir. Burada, X’ in birinci uzatmasi;
2
X=X+ emn(x, t)a% (5)
m=0
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olarak tammlanmigtir.  Buradan itibaren toplama kurali tekrarlanan indislere
uygulanacak ve parantez i¢indeki indislere ise uygulanmayacaktir. (2) ile verilen
A’ ye, X’ in 1. uzatmasi uygulanarak ve A7’ nin bu vektér alam altinda invaryant
kalmasi kosullar1 gézoniine ahinarak,

ﬂg,t + f(;sﬂ(];,k - n(’ff&k + E("’{,t + f(f’l{,k -t g,k + ff’lg,k - Ugff,k)
+ (R, + S — M5S0 5 ~ M6 S3 4 + F3Mop = LS + FE 1) + O(e®) = O(e®)
(6)
elde edilir. Burada ”,” z; koordinatina gore tiirevi gostermektedir. (6)’ dan agagidaki
kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi bulunur.

"lzn,t + f(;cﬂfn,k - Ufnfg,k = V#:z (m=0,1,2). (7
Burada
V§=0 V= ﬂ(’)cf{,k - flkng,ka Vi = 77§fg,k - ffﬂg,k +7I{cf1j,k - f1k77{,k (8)

olarak tammlanmigtir. C“)npe bu kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi m = 0 icin
goziilmelidir. Bu ¢oziim V{’ de yerine yazildiginda, V{’ de tiim biiyiikliikler bilinir. (7)
kismi tiirevli diferansiyel denklem takimimin m = 1 igin ¢oziilmesinden 17{ elde edilir.
7;{ > nin m = 2 igin KTD takiminda yerine yazilmasiyla da 1]% bulunur. Boylelikle
2. mertebe yaklagik simetri vektor alanlan elde edilir. Bu simetrilerin gergekten 2.
mertebe genellestirilmig yaklagik simetriler (Lie-Bécklund) olduguna dikkat edilmelidir.
Burada asil amag, (7) denklemini ¢ozmektir. Bunun igin éncelikle degisken doniigiimii,

z; = Sﬂzl (9)

tamtilarak (1) dinamik sistemine uygulanirsa,
. Aj 2 Aj . iw —1
zj = Aj)2() + 6—21(21 + 29)" + 62—2’— [61(21 —2z9) — —’21(6z tte “’t)] (10)

elde edilir. (9) denkleminde, S doniigiim matrisi (1) dinamik sisteminin lineer kisminin
ozdegerlerine kars1 gelen Gzvektorlerden elde edilebilir. Bu doniigiim matrisi ve tersi;

o[ 2] sl w

(7)’ ye uygulandigainda,
o + My 2o — A3y = Ui, (12)
elde edilir. Burada,
Ui =0, U =mpf7 - Rinl), Vi =i, - Awl, + A, - Bm,  (13)
olarak tammlanmistir. (12) denklemi m = 0 i¢in karakteristikler yontemiyle ¢oziilebilir;

b = MR (Ch, Cp) = eMPFy (216711, zge72Y),
173 = e>‘2tF2(C1,C2) = e'\thg(zle_’\lt,zge_’\zt).

(14)

Bu ¢oziim (13),’ de yazilarak m = 1 igin (12) denklemi ¢oziiliirse,

"_’% = el\lt (F3(zle_,\lt1 Z26_'\”) + K, (t’ 21, 22)) )
iy = e (Fy(z1e™, z0672%%) + Ka(t, 21, 22))

(15)
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bulunur. Burada, K; = [, e~ H;(r)dr, Hi(t) ve Ha(t), (12) denkleminin m = 1 i¢in
sag taraflaridir. Buradan ¢oziimiin keyfi fonksiyonlarla ifade edilebildigi dolayisiyla,
ilk integrallerin de keyfi fonksiyonlarla ifade edilebilecegi gériilmektedir. Bu nedenle

Cet2P 2] (16)

geklinde bir ¢6ziim onerildiginde bu tip ¢oziimlerin lineer kombinasyonu;

7—’6 = Col (l)e)‘(l)t + Cg(l) A(l) Z(l) + Cg(l)Z([) + Cg(l) Z (e(Ag —Aj)tzl)
7o
I=1,
(17)
+ Z Co‘gl . Alt(zl)SI (22)".

A=A~ (s1A1+32X2)
s1+8222, 81,8220

elde edilir. (17) ye ters déniigiimiin uygulanmasiyla da (3) yardimiyla lineer kismin
genellestirilmis simetrileri bulunur. '(12)’ nin m = 0 igin ¢oziimiinden, 7} belirlenir ve
bu ¢oziim (13),’ de kullamlarak U7 bulunur. Fakat burada rezonans durumu ortaya
gikmaktadir. Bu nedenle X vektor alanina kars: gelen simetrilerden bazilan kirihr. (1)
dinamik sisteminin 1. ve 2. mertebe simetri analizi i¢in hesaplanan rezonans kogullari
ve simetri kinlmasimmin tamm 2. Bolim’ de ver11mi§tir. U}’ e rezonans kogullarimn
uygulanmasindan sonra, C3!, C3!, C#' ve Cos1 s, rup parametrelerine karsi gelen
simetrilerin, n’ nin tek ta.msayl degerlerinde kinldiklan, ¢ift degerlerinde ise
kirlmadiklar1 gozlenir. C?! grup parametresine karsi gelen simetri ise iki durumda
da kinlmamaktadir. ] kinlmayan terimlerden elde edildikten sonra, benzer iglemlerle
U3}’ de hesaplanir ve buradan da resonans kogullarina dikkat edilirse, n parametresinin
iki durumunda da sadece CZ!’ e kargi gelen 2. mertebe yaklasik simetrinin kirilmadig
gozlenir. Bu 2. mertebe yaklasik simetri vektor alani ise agagidaki gibi bulunur; n tek
tamsay1 icin,

C = X = Xg + X1 +€2X,

= (:1:2 +€( 52_‘(-'___:) (= l+.11:2) =7t 3:2) -+ 2(2(na1(a:¥+zg)”_lx2

6 ¥ ) o0
+ (1 — n)agz?(z? + m2)Ta;1x2) + -z — mwsmwt)))

4 Bz,

+ (—ml +€(§£F(+—:-) (z% + zQ)Ta;l - :z:{‘)

+ 62( 2(a1 (2% + 23)" 'nz) — agaP(2? + xz)-—((n + 1)z2 + 2nz?)

) 04 a
+ 172 + mcoswt))) .

elde edilir. Burada

(18)

r1+n»)r2+mn)
l"(%ﬂ)422+2'n )
['(1+n)

I“(3_-5ﬂ)222+n

a) =

as =
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olarak tanimlanmigtir ve n ¢ift tamsay: ise yaklagik simetri,
CH = X =X+ eX; + 2X,

0 . o]
= (.'1:2 + €2 (2(Z$1 —_ 5-(--“)2’7f1)o.)smwt)))-8?1 (19)
é o
+(—.’D1_6:1:’1‘—|—e2(_.2( $2+§z—:_—1)COSwt)))a—m2

olarak bulunur. 2. mertebe yaklagik simetrilerden (18-19) ise yaklagik ilk integraller
agagidaki gibi elde edilir.
n serbestlik dereceli bir Hamilton sistemi diigliniildiigiinde,
OH oH
.i:_) .i=— 3 izl,... 'Il, 20

burada, H = Ho(p,q) + ...+ ¢ H(1y(p, q) Hamilton fonksiyonu, p ve q momentum
ve konumdur. Eger bir X yakla§1k simetri vektor alam;

—7h (paq) 77?(p’q)%’ (l = 1,...,7?.), (21)
LyQ2=0 (22)

denkligini saglarsa, yerel olarak Hamilton simetri vektor alanidir denir. Burada, £ Lie
tirevi, ve @ = dp; A dgq;, A dig ¢arpim olarak tammlanmistir. Eger (21) ile verilen
vektor alani,

Ly H = O(c*t), (23)
denklemini saglarsa, yaklasik Noether simetri vektor alamdir denir. Boyle bir vektor
alamna kars) gelen ilk integral vardir ve

X 1Q = dI + O(e*+1) (24)

denkleminden bulunabilir. Burada I, k. dereceden yaklagik ilk integral, ve _I ise i¢
carpimdir. Bu yontem otonom olmayan Hamiltoniyen sistemler i¢inde gegerlidir. (24)
denkleminden, 2. mertebe yaklagik simetriler kullanilarak yaklasik ilk integraller; n
tek tamsay igin,

_ 1 2 2 I-}+n 2a3 _+_1
I—§(m1+$2)+6(1+n 1+n( 1t )
+ €2 (w27— 1 (z1 coswt — zawsinwt) + a, (a:f + 22)" — 2021 T (22 + z2)T)
(25)
bulunur. Burada
r(l+3%)
Ay = —————
° T 2/ar(3E)
olarak tan1mlanm1§t1r. 1 tek icinse,
:1:1+" v
(:z:1 +22) +e T — €2 =1 (z1 coswt — zowsin wt) (26)

elde edilir.

Bu ilk integrallerin diizey egrileri Mathematica kullamlarak gizdirilmigtir. Bu diizey
egrilerinin yapis), n degerinin tek veya c¢ift olmasina gore degigsmektedir. n degerinin
biiylikligiiniin bu degisimde ¢ok fazla bir etkisi yoktur. Eger n tek ise, (25)
denkleminin diizey egrileri, periyodik ¢oziimlerin es merkezli cemberlerini kapsayan bir
heteroklinik manifoldun varligim gostermektedir. 7 ’nin ¢ift tamsay1 olma durumunda
ise, (26) yaklagik ilk integralinin diizey egrilerinde, periyodik ¢oziimlerin es merkezli
cemberlerini kapsayan homoklinik bir manifoldla karsilagilmaktadir.
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APPROXIMATE SYMMETRIES AND THE FIRST INTEGRALS OF

THE NONLINEAR OSCILLATORS WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

SUMMARY

In this work, the approximate first integrals of the one degree of freedom, forced and
damped oscillators that can be modelled with the dynamical system below, are inves-
tigated

dzy z z

— =T =12

d(fil:tg (1)
7y = &g = —21 — €z + €2(7y coswt — bz3), 0<e<<l.

Here, -y and w, respectively, are the amplitude of the force (the force coefficient) and the
angular frequency and 6 is the damping parameter. The analysis is done for the cases
that n € Z*,(Z* = Z* /{0,1}). Many problems of the nature can be modelled with the
dynamical system (1) with different values of n. For instance when n = 2, it models
the motion of ear drums and ship capsizing phenomenon and it is called Helmholtz
oscillator. It also arises in modelling of the electronic oscillators when n = 3, and it is
called Dufling oscillator .

Approximate symmetry analysis of the differential equations has been developed by
Baikov, Gazizov and Ibragimov. They also introduced a new approach to study
the approximate solutions of the differential equations by employing approximate
symmetries. The method which will be discussed here is basically a modified version
of this approach. Therefore, it deserves to be mentioned briefly here.

We consider the dynamical system in the form below,
Aj E:i:j—fg(x,t)——ef{(x,t)—e2fg(x,t) =01 (2)

where j = 1,...,n, x € R™ and (") stands for the derivative with respect to ¢t and
fi(x,t) is a linear function. In order for a vector field,

2
]
X = mak (x, 1) —, 3
m§=0ﬁ €™ 1 (X, t) By (3)

to be a second-order approximate symmetry VF admitted by (2). This vector field X
must satisfy the surface criteria;

XA | ps—o = OU(€%). (4)
Here, X is the first prolongation of X, i.e.,
2 \ P
X=X+ ;)emsm(x, et (5)
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Here, comma stands for the derivative with respect to the coordinate z;. Summation
convention applies to the repeated indices and it drops for the indices in the parentheses
here after. After acting the first prolongation of X on the frame defined by A7 given
in (2) and using approximate surface criterion given by (4) we obtain

T+ f(f?lg,k - 7lgfg,k +e(ml, + f(?’l{,k - "I{cfg,k + fllc77(];,k —n6fiL)
+ (B + [ — 153 — 0635 + FEMp — S+ S0 1) + O(B) = O(E).
(6)
(6) leads to the following set of partial differential equations (PDEs):

Mot + FEM, 1 — M fd = VA (m=0,1,2), (7)

where
Vi =0, V1j=77(’ff1j,k_f1k77{;,k’ V2j:77(l)cfg,k_f§77(];,k+77{cflj,k_ lk"{k (8)

Notice that one must first solve the set of PDEs for m = 0. Then its solution 778 must
be substituted into Vlj . Therefore all the quantities in Vlj are determined. Solving
the set of PDEs for mn = 1 yields 7. Substituting nJ into sz we determine the
right hand side (RHS) of the set of PDEs for m = 2. Solution of the latter yields
n3. Hence, one finds the second-order approximate symmetry VF admitted by the DS
given in (2). Notice that these symmetries are, indeed, the second-order generalized
(or Lie-Backlund) approximate symmetries due to the VFs considered in (3).

Our main objective here is to solve the set of PDEs (7) for the DS given by (1). To
achieve this goal we first introduce the change of variables;

T = Sji2 9)

to (1) to obtain,

2 = AG)2G) + e%i(zl +2)" + 62% [62'(21 - 29) — %(ei“’t + e_i“’t)} ) (10)

In (9), the matrix S has been obtained from the eigenvectors corresponding to the

eigenvalues Ay = 7 and Ay = —1 of the linear part. The transformation matrix composed
by the eigenvectors corresponding to those eigenvalues, and its inverse become,
|11 Ca-1 11—
s-[11] . wesol[t 7] )

of this transformation is applied to (7),
M.+ Ay 2T — Ayl = Ui, (12)
where
Ui =0, Uf =asf3) - Riaf), Vs =t Fi, - Aol + mfy - A (13)
Equation (12) for m = 0 can be solved by the method of characteristics to obtain;

=1 At At =1t —Aat
flp = € F1(Ch,Co) = e Fi (21671, 297 7%%),

s = e’ Fy(Ch, Ca) = e*** Fy(ze™ MY, z9e722t),

(14)
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We first substitute (14) into (13), to determine the RHS of (12) for m = 1, and then
we solve it to get

i} = et (F3(z1e7™, 20672 + Ki (L, 21, 22))

77% = 6’\2t (F4(Z16_'\1t,226_'\2t) + Kg(t, 21, 22)) .

(15)

Here,
t
Kz':/ B_AirHi(T)dT
0

in which Hy(tf) and Hz(t) are the RHSs of (12) for m = 1. Notice that the
infinitesimals found hitherto involve arbitrary functions. Proceeding in this manner
will lead to the infinitesimals of the second-order approximate symmetries involving
arbitrary functions, this, in turn, will yield approximate first integrals with arbitrary
functions. For this reason when a solution like

Ce™ 2P ) (16)

is suggested, the combination of this type of linear independent solutions can be given
as’

77(!] — (/v(}(l)eA([)t + ("g(l) A(l) Z(l) + ("g(l)z(l) + ("(l)l(l) Z (e(z\l—z\j)tzt)
Eiy?
=1
. (17)
+ > s € (21) (22)
A== (s1A1+s222)
s1+s8222, 81,3220

of the inverse transformation is applied to the solution (17) and by using equation
(3) we obtain generalized symmetries of linear part of (1). From (12) for m = 0,
7g is obtained. And when this is used in (13),, we determine UJ. Now, the RHS
of the (12) for m = 1 is obtained and we can solve it to determine #}. But the
resonance phenomena arises in these operations. For this reason, some approximate
symmetries corresponding to the vector field X are broken. The resonance condi-
tion is obtained for first and second order approximate symmetry analysis for the
DS (1) and the symmetry breaking is defined in the Chapter 2. After applying
resonance condition to U], it can be seen that the symmetries of the linear part
corresponding to the parameters 1, C3!, 41 and C! s, are broken when n is odd
in (1). Symmetry corresponding to the parameter c{%l is not broken. When the
solution #{, obtained from the unbroken terms, is placed in (9) for m = 2, considering
also the resonance conditions, by the similar procedures, 73 also can be obtained. After
the second-order approximate symmetry analysis, it can be checked that all second-
order approximate symmetries are broken except the one corresponding to the group
parameter CZ!.

The approximate symmetries are obtained by the application of the inverse
transformations;



C3 = X = Xg + X + €2X,

r(i+3%) n1 _
= (a:2 +E<_ _\/%(—F(_:%%—ﬁs(x% +$§) 2 xz) +62(2(na1($% +:1:§)" 1zq

- n(g? 4 22\ %50 2 — o ——wsi i
+ (1 = n)aza (o} + 03) T 2122) + g 2(w2_1)“’8m‘”t)))8:c1

raa+ 2 "o
i (‘””‘ +o( el e - 1)
2

+ €2 ( - 2(a1 (2% + 22)" " 'nzy — aga(2? + azg)"%g((n + 1)z2 + 2nz?)

) ¥ 0
+ ZIII2 + mco&ut))) %

for odd values of n. Here,

(18)
A +n)l'(24n)
a = l"(?_‘%ﬂ)422+2n ’

'l +n)
az = r(Ez)2g2+n

and

CH = X = Xo 4 €X; + X,

) ¥ . 0
= 2 py — e -
= (mz—l—e (2(4z1 2(w? l)wsulwt)))axl (19)

6 0% 0
— — 7l 2 — — ——————— —
+ < I —exy +¢€ ( 2(4$2+2(w2_1)coswt)))6m2

for even values of n. Now the approximate first integrals can be found from these
approximate second-order symmetries (18-19).

Let us now consider a Hamiltonian system with n degrees of freedom

. _8H .  8H o
9 = 7 pi = 6(]7,, (z~1,...,n). (20)

Here, H = Ho(p,q)+... +e(’”')H(k) (p, q) is the Hamiltonian function, and p and q are
the canonical momenta and position, respectively. If an approximate symmetry VF of
(20) of the form

X=ﬂf’(p,q)% +n2’(p,q)6—é;7 (1=1,...,n) (21)

satisfies
LyQ=0 (22)

is said to be a locally Hamiltonian approximate symmetry VF. In (22), £ stands for
the Lie derivative, and €2 = dp; A dq; where A is the wedge product. Furthermore, if
the VF in (21) enjoys the property

Ly H = O(e**1), (23)

xi



it is called the approximate Noether symmetry VF of order k. For such an approximate
symmetry VF there corresponds to an approximate first integral (the approximate
version of Noether’s theorem), and it can be found from

X 1Q =dI + O(e**) (24)

where I is an approximate first integral of order k, and _ is the interior
product. This can be extended to the nonautonomous Hamiltonian systems. It can be
easily shown that the second-order approximate symmetry VFs given in (18-19) are the
approximate Noether symmetry VFs provided that 6§ = 0. Approximate first integrals
corresponding to these symmetries have been obtained by employing (24). The second-
order approximate first integrals corresponding to the symmetry VFs given in (18-19)
are;

1 +n 2(13

I == e
(:z:1+a:2)+ (1+n 1+n( +23) )
+ (—:2(“)2’)_1_ ] (71 coswt — Tawsinwt) + a1 (22 + 22)" — 20221t (22 + = )25—1)
(25)
for odd values of n where a3z = 5_—(‘;(?— and
z1+n ¥
(a:l +a2) + “Ttn —€? =1 (1 coswt — zow sin wt) (26)

for even values of n.

The contour lines for the approximate first integrals given in (25-26) have been plotted
by using Mathematica. The pattern in the contour lines depends on the parity of n
given in (1), but not on the value of n. When n is even in (1), the contour lines
of (26) point out that there exists a homoclinic manifold surrounding the concentric
cylinders of periodic solutions. When 7 is odd, the contour lines of (25) pinpoint the
existence of a heteroclinic manifold which surrounds the concentric cylinders of the
periodic solutions.
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1. GIRiS

Bu calismada, tek serbestlik dereceli, zorlamah-soniimlii, asagida verilen yapidaki

dinamik sistemle modellenebilen salinicilarin yaklagik ilk integralleri hesaplanmistir.

dz, T T

T T a1 = X2

d<it (1.1)
d_t2 = @y = —x1 — ez} + €2(ycoswt — bxy), 0<e<<.

Burada, v ve w sirasiyla kuvvetin genligi (zorlama katsayis1) ve agisal frekansidir. 6
ise séniim parametresidir. Analiz n € Z*(Z* = Z%/{0,1}) oldugu durumlar igin
yapimistir.

(1.1) denklemi 7’ nin farkh degerleri icin birgok fizik, biyoloji ve miihendislik
problemine uygulanabilir. 6rne§in n = 2 degeri i¢in kulak zar hareketinin [1] ve
Helmholtz salimas1 [2,3] olarak isimlendirilen gemi devrilme probleminin
incelenmesinde kullanibr. (1.1) denklemi ayrica n = 3 igin, elektronik sahnicilarin

modellenmesinde de kullanilmaktadir. Bu Duffing sahnicisi [4] olarak da bilinir.

Diferansiyel denklemlerin yaklagik simetri analizi Baikov, Gagzizov ve Ibragimov
tarafindan gelistirilmistir [5]. Yazarlar, diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢éziimlerinin
yaklasik simetri analiziyle hesaplanmasinda da yeni bir yaklasim gelistirmiglerdir [6].
Burada tartisilacak olan yontem, temel olarak 5] te verilen yéntemin modifiye edilmig
versiyonudur [7,8]. Dolayisiyla, bu konu iizerinde burada kisaca durulacaktir. Bu
galismada, (€2) ile stmirlandirilmig dinamik sistemler ele alinacagindan sadece bu durum

i¢in kisa bir tamitim yapilacak ve daha sonra da (1.1) dinamik sistemi incelenecektir.

Incelenen dinamik sistem,
A =37 — fi(x,t) —efi(x,t) — f(x,1) =0 (1.2)

yapisinda olsun. Burada, j =1,...,n, x € R" ve ("), t’ ye gore tiirevi gostermektedir
ve ff(x,t) lineer bir fonksiyondur. (1.2) denklemine uygulanabilecek bir 2. mertebe

yaklagik simetri vektor alani,
2 8
X =) e np(x,t)5— :
3 e (1.9

1



olarak segilsin. Bu durumda segilen vektér alam X, yaklagik yiizey kriterini,
XA |pizg = O (e?) (1.4)

saglamahdir [5]. Burada, X’in birinci uzatmast;

2
. 0
X=X+ Z emf,’l;l(x, t)%;a (15)

m=0
k _ .k . ok
&m - nm,t + wl"m,l

olarak tammlanmigtir ve ”,” z, koordinatina gére tiirevi gostermektedir. Bundan
sonra, toplama kurali tekrarlanan indislere uygulanacak, parantez icindeki indislerde
ise uygulanmayacaktir. AJ ile tammlanan ifadeye, X’ in 1. uzatmasimn

uygulanmasindan sonra,

"(]),t - 77(’ch5,k + j:k"’{),k + E(’ﬂ,t + ik"{,k - 7]gfi7,k - 77{75,1»-)

. . . . . (1.6)
+é ("%,t + ﬂ’”‘"é,k - TIffé,k — 7l(l>‘f§,k < "l{&ff,k) las=o = 0(63)

elde edilir. A7’ nin X vektér alan altinda invaryant kalmas) istendiginden, bu kosul
(1.6) denkleminde kullanildiginda ise,

ﬂg,t + fé"ﬂg,k - U(I)cfg,k 1 5(77{,t + f(;c"{,k - "ﬁf({,k + flk"]g,k - 7I(Ilcf1j,k)

+ € (B, + S8 g~ 08 f3p — b f e+ Fh s — 1 5+ Fl L) + O(&) = O()
(1.7)

bulunur. (1.7) denklemi asagidaki kismi tiirevli diferansiyel denklem takimin (KTDs)

verir,
Tt + S5 — M f3n = V4, (m=10,1,2). (1.8)
Burada
Vi = ) Vlj ="I(,)cf1j,k_f1k"l(])',k7 V2j=7k'ff§,k—f2"'71$,k +"Iff1j,k_ lk"{’k. (1.9)

Coziim igin, (1.8) kismi tiirevli diferansiyel denklem takiminin ardisik olarak ¢oziilmesi
gerektigine dikkat edilmelidir. Yani, (1.8) KTDs énce m = 0 icin ¢oziilerek, Vlj
belirlenmelidir. Bdylece m = 1 degeri icin KTDs’ nin sag tarafi belirlenmis olur.
Bu ifadenin ¢oziimiinden ise ¥ elde edilir. Bulunan n¥ ¢bziimii ve birinci asamada
elde edilen n¢ ¢oziimii, m = 2 icin V2j yi belirler, dolayisiyla (1.8) KTDs, bu durum
icinde yazilmig olur. Bu denk]erﬁin gbziimiinden ise, #§ bulunur. Tiim bu 5%, ¥,k

¢oziimlerinden ise, (1.2) denklemini saglayan yaklagik simetri vektor alam,

X =Xo+eX; + Xy (1.10)

2



olarak bulunabilir. Burada,

X; =7 0z; (1.11)
geklinde tammlanmigtir. Yani X lineer kismin simetrileri, X; ve X, ise, sirasiyla,
1. ve 2. mertebe yaklagik simetrilerdir. Bu simetrilerin gergekten (1.3)’ te diigiintilen

vektor alamim saglayan 2. mertebe genellestirilmis yaklagik simetriler (Lie-Backlund

[9]) olduguna dikkat edilmelidir.

1. ve 2. mertebe simetrilerin hesaplanabilmesi i¢in, 6ncelikle (1.1) denkleminin

tedirgenmemis lineer kisminin gergek simetrileri hesaplanmalidir.
F = Fg + F; + €2F,. (1.12)

Burada, F; = fi(x,t)6z!, (i = 0,1,2) olarak tammlanmstir. (1.1) ve (1.12)

denklemlerinden,
Fo = fi(x,t)0z" = 290z, — x,022,

F; = fli(x, )02 = -2}z, (1.13)
Fy = fi(x,t)02 = —(6z9 — ycoswt)dzy
bulunur. (1.13) denkleminden Fy’ in lineer oldugu goriiliir yani (1.1) ile verilen dinamik

sistemin tedirgenmemis kismm asagidaki sekilde yazilabilir;

. 0 1
z =1L x, L= [_1 0] . (1.14)
Buradan, L matrisinin 6zdegerlerine (A\; = ¢ ve Ay = —i) kars1 gelen 6zvektorlerden

olusan S matrisi ve tersi ise,

1 —¢
e a9
olarak elde edilir.

Ty = Sﬂzl (116)

doniiglimii (1.14) denklemine uygulandiginda,
,éj = A(j)Z(j) (117)
bulunur. Bu déniigim (1.11) denklemine uygulandiginda ise,

S 7}

oldugu goriiliir. (1.18) ile verilen bir vektor alanimin (1.17) denkleminin bir simetri
vektor alam olabilmesi i¢in, sonsuz kiigiik 7§ biiyiikliigiiniin asagidaki kismi tiirevli

diferansiyel denklem takimim (hatirlatma (1.8)) m = 0 igin saglamasi gerekir.

6} + Mozwiich — M) = 0. (1.19)

3



(1.15) doniisiimii kullamlarak |7,8],
7 =SF(S7Ix,t)  ve i =Syl (Sz,t),

23 | 651 — 23) — (et 4 emiet) (1.20)

. Aj
z; = /\(j)z(j) + e?](zl -+ Zz)n +e€ 2

bulunur. Bu déniigiimiin m = 1,2 igin (1.8) kismi tiirevli diferansiyel denklem takimina

uygulanmasiyla da asagidaki denklemler elde edilir;

T+ A2 — Nayi = Ui, (1.21)

M+ )‘(l)z(l)nzz - '\(1)77( 7 = (1.22)

Burada

Ulj_ﬂof(J) f1l77(()]t) ve Ui=uifi, -1, i, - i, (1.23)

olarak tanimlanmigtir.

1.1. KTD Takimunin Karakteristiklerle Coziimu

(1.19,21) kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi karakteristikler yontemiyle
¢oziilebilir. (1.19) kismi tiirevli diferansiyel denklemi daha agik yazildiginda,

0770

on ]0 d1]
Bt + Aoz

=1
oz, 250 10 =0

+ Mz ——

elde edilir. Buradan karakteristikler yéntemiyle

ﬂ_ dzy  dzg an}
1 h )\121 - A222 o Alﬁ(ll

bulunur. Bu adi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinden ise,

dt d

&_o& =dy =Mzndt =z = CheMt = ¢ = zle")“t,
1 /\1 21

dit d

& o2 = dzg = Apzpdl = 29 = /'26'\2t = Oy = 226_)‘”,
1 A2 29

dt dig

— = 779 = dijy = Mijpdt = ) = Caze™*

1 M7

elde edilir. Buradan ¢oziim,
fip = eM'F(Ch,Cp) = eMPFy (21672, zge™2) (1.24)
elde edilir ve benzer sekilde,

it = e Fy(Ch, Ca) = €' Fy(z167 21, z9e732) (1.25)

4



bulunur. (1.24) ve (1.25) ¢oziimlerinin (1.19) kismi tiirevli diferansiyel denklemini
sagladifi kolayca goriilebilir. Bulunan 7§ (1.24) ve %2 (1.25), (1.21) kismi tiirevli

diferansiyel denkleminde yerine konulursa,

on on 1
877tl + A\ z 6]1 + g 2227’— - \iji =—,\1(z1 + 20)" (MR + €Mt E)
(Z] + z2)" F 3F1 (Al Az)t
3 Mg trpge )
on o2 2
6171,1 + Mz 16 L 2231]_ - /\11]] = /\2(21 +z2)"_l(e)‘1tF1 + 6)‘2tF2)
(z1+22)" \ OFs (5, OF,
- A 2—A1)t —Z
5 Npe,° +h e,
(1 26)
elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri ise,
771 = el\lt (F3(Zle—)\lt1 Z2e_’\2t) + Kl (ta 21, 22)) )
(1.27)

] = e (F4(zle t, e 22t + Ky(t, 21, 22))
geklindedir. Burada .
K; =A e~ N H;(r)dr
olarak tammlanmustir.  H;(t), Ho(t) ise, (1.26) denklemlerinin sag taraflaridir.
Gergekten de,

ﬁll,t :/\16'\‘tF3+ Altg(,a( /\1)21 -Alt-}- Aztd 3( /\2)226 '\2t+/\ ekltKl
4—13’\“————66}1l
OF: K
=1 A]t 3 —Alt Alt 1
771 17 601 te (921
ﬁ%’2 :exlt_g_(_{;%e—Agt + eAlt(;IZ{;
degerleri (1.26)’ de yerine yazilirsa,
0K, 0K, 0K
A Aozog—— ) = Hy(1
(dt+1zld+22d) 1(t)

bulunur. Buradan da K; ¢6zlimiiniin elde edilecegi goriilmektedir. Benzer ¢ozim K5

icin de gegerlidir. Buradan yaklagik Noether teoremi geregince [7,8], ilk integral,
dl = Gidzy + Gadze
o= (T el +En3)  ve  Ga =1 + el + €
olarak yazlabilir. Eger bu ifade tam ise integre edilebilecegi i¢in, tambhk testi

uygulanirsa, bu ifadenin tam olmasi igin ¢éziimde goriinen keyfi fonksiyonlarin iizerine

bazi kisitlamalarin gelecegi aciktir. € icin,

06y _oay | _om _om
Oz Oz dzg Oz



bulunur. Buradan da tamlk i¢in birinci kogul olarak
_OFR, _ ok
aCy — aC

elde edilir. €! icin ise,
_ont _ om

dzg Oz’
kogulu bulunur. Bu ifadenin sonucundan,
_OF: _oF,
8Cy,  8Cy’
822 621

kogullan elde edilir. Goriildiigi gibi karakteristikler yontemiyle ¢tziime ulagilabilmekte
ama bu ¢oziim keyfi fonksiyonlarla ifade edilebilmektedir, tamlik sart1 uygulanarak bu
keyfilik sinirlandirlabilmekte ancak tiim keyfilikler belirlenememektedir.

1.2. Lineer Kismin Genellegtirilmis Simetrileri

(1.19) denkleminin
Ce™2P 2] (1.28)

geklinde bir ¢oziimii aranirsa, siiperposizyon ilkesi geregince buradan ¢oéziim bu tip
lineer bagimsiz ¢oziimlerin kombinasyonu olarak asagidaki sekilde yazilabilir {7,8];

i = GO0t 1 G0N 2y + G302 + 2O ¥ (e(»\z—)\j)tzl)

7
= (1.29)

+ > Cotane™i(21)" (22)™.

Ai=X2—(s1 M1 +s2)2)
s1t+8222, 81,3220

(1.29) ¢oziimiine, (1.15), ters doniiglimii uygulanarak da, lineer kismin genellegtrilmig
yaklagik simetrileri (1.3) yardimiyla elde edilebilir. Burada Cé(l), 03(‘),03(‘), Cg Oye
COs s; 8TUp parametreleri olarak isimlendirilir. (1.29) c¢6ziimiiniin (1.24-25)
¢oziimlerinin bir alt kiimesi oldugu agiktir. Yani incelenen ¢6ziim yontemiyle, tiim
keyfi polinomlar uzay1 olan ¢6ziim kiimesi bir anlamda kisitlanmakta, bu uzaym igin
de belki de gergekte hi¢ var olmayan ¢oziimler safdigi edilmektedir. Simdi, oncelikle

(1.1) sisteminin lineer kisminmin genellestirilmis simetrileri bulunacaktir.

(1.29) denklemi (1.1)’ de verilen dinamik sistem i¢in agik olarak yazilirsa,

=Gyl +iCHl a1 + CHla + O™+ Y. Cp 621257 (1.30)

81438222
i=ik1 +81 i—sgi



bulunur. Bu problem i¢in (1.20), déniigimiiniin
1 _ 1 2 _ 1 .
1o = 2Re(ily), ng = —2Im(ij) (1.31)

oldugu kolayca goériilebilir. Buradan da (1.1) dinamik sisteminin lineer kisminin

genellegtirilmis simetrileri, yani 0. mertebe simetriler su sekilde elde edilir:
C¥ = X0 = nldz, +120z,. (1.32)

Ornek : (1.1) denkleminin tedirgenmemis kisminin 2 < s + s < 4 igin
genellestirilmis simetrileri

C3' = X? = 2cos tdz; — 2sin tdzy,

Cgl = Xg = 22021 — 210z,

C3 = X? = 2101 + 22072,

C3! = X9 = (z1 cos2t — z25in2t)0z1 + (—x1 sin 2t — x5 cos 2t)dzo,

geklindedir.

Boliim 2’ de, (1.1) dinamik sistemini saglayan 1. ve 2. mertebe genellestirilmig yaklagik
simetri vektor alanlarinin analizi yapilacaktir. Boliim 3’ te, yaklasik Noether Teoremi
tartigilarak yaklagik ilk integraller elde edilecektir. Son olarak Bolim 4’ te ise bu ilk

integraller faz uzay lizerinde tartisilacaktir.



2. 1. ve 2. MERTEBE YAKLASIK SIMETRIiLER

Bu boliimde, 1. ve 2. mertebe genellestirilmis yaklagik simetriler belirlenecektir. (1.21)
ve (1.22) KTDs’ nin g¢ozillerek, bu c¢oziimlere (1.15), ters doniiglimiiniin
uygulanmasiyla, sirasiyla, 1. ve 2. mertebe genellestirilmis yaklagik simetriler elde
edilir. (1.22, 23) denklemlerinden de agikca goriilecegi gibi 2. mertebe analiz,
1. mertebe analiz sonucunda elde edilecek simetrilere baghdir. Dolayisiyla, 6ncelikle

1. mertebe genellegtirilmis yaklasik simetriler hesaplanmaldar.

2.1. 1. Mertebe Yaklagik Simetrilerin Analizi

Yukarida da bahsedildigi gibi 1. mertebe simetrileri bulmak i¢in ilk adim, (1.21)
KTD’ nin ¢oziilmesidir. Bu denklemin sag tarafinda goriinen U}, (1.23) denkleminden
hesaplanmahdir.  Ancak (1.23) denkleminden U}’ in hesaplanmasi icin, 72 de

belirlenmelidir. (1.20)1’2 denklemlerinden elde edilen;
i = ()" (21)
denklemi ve C}! = C}§2, C2! = C2?, C3' = C§2, C§' = C§? esitlikleri kullanilarak,

e =Cle ™™ —iC¥2 + C3 29 + Cgle 2 + _;_ C§2 et 252 (2.2)
8149222
—i=iko+81i—389i

olarak hesaplamr. Simdi, (1.23) denkleminden U] su sekilde hesaplanabilir;



(]]l — (111 it + (121 iz + (vgl 2 + (valleZitzz + Z (vk] eiklt(zl)-‘i] (22)32

031 82
ik1=i—i(s1—s2)

+Cile " — ('glzz2 + ('glzg + Cgle'?“zl

+ Z C§2 5,6 (21)" (22)72 | (21 + 22)™ !

ik2=—"—i—‘i(81 —82)

- %(zl + 29)" |iC2! + C3' + Z C'Osl € s (zl)sl_l(zg)‘”}

iky=i—i(s1—s2)

i )
+ 5(11 + 22)71 Cvgl e2zt _I_ Z ('(l]‘:glls.z zkltSQ(Zl )31(22)32_1:| )

L iky=i—i(s1—382)

(2.3)
Cé L8 = '(',“323 , esitligi dikkate alinarak asagida hesaplanan,
ko zk2t 81 .82 _ vk 'Lkzt 87 32
Z 03132 2y 2" = Z ('03231 2 2y
ikg=—i—i(s1—82) tko=—1i—i(s) —32)

— E : 1k zkgt 39
- (03182 zl Z2

tho=—i—i(s0—a)

_ail vk zkzt 83 91
= E C 2122,

08182
ik2=—i+i(81 —82)

_ 1k zkgt 82

- § : (03132 2 Z2
tkg=—(i—i(s1—s2))

i } : vkq zkzt 32 81

- (03132 29
iko=—iky

- 1k —zklt 82 81

- § : (’031 89 21729

iklzi—i(sl—sg)

ifadesi (2.3) denkleminde kullanilir ve sonug basitlestirilirse,

+cg {ﬁﬁﬁl—_ﬁ ((1 —n)z + (1 + n)zg)]

2

+f it —it
Ul =ci [”__’(e__ﬂ_l(zl + 25y .

+C§ [é(n ~1)(= + Zz)ﬂ] + ! [% (e_%’lzl (21 + 22)" 7" + (21 + 22)"

81,892

(z1+<1+n)zz))} ty X G [e"’“’t(zwz) (B2 syl

2] Z9
ik1=i—i(s1—32) +

sg—1 —ikt 1 3
+ spz71 252" ) + e iz + 2)"” zfzzzl}

(2.4)
elde edilir. U] bulunduguna gére artik (1.21) denklemi 7} igin ¢éziilebilir. Ancak nce

bazi grup parametrelerinin sifirlanmasina yol agan rezonanslar belirlenmelidir.



2.1.1. 1. Mertebe Rezonans Kogullarinin Incelenmesi

(2.4) denklemi (1.21)’ de yerlestirildiginde, (1.21)’ in sag tarafimn en genel halde
D, e™ 2725 yapisinda oldugu goriilmektedir. O halde

_ _ ; o 15]
P?]ll — /\17)11 = Dlemltz{’zg, P= a + )\(k)z(k)gz; (2.5)

seklinde bir denklem ele alimirsa bunun bir 6zel ¢oziimiiniin Dee™*2025 yapisinda
olacag agiktir. Bu ¢oziim, (2.5) denkleminde kullanilarak,

. ; . i -1 . ;i —_ . i
Damie™ 2025 4 izy Dape™ 20 29 — i29 Doe™r2l 251 — iDoe™ 2P 2y = Dye™ b 2]

(2.6)
bulunur. (2.6) nin basitlestirilmesinden
(im +ip —ir —i)Dy = D,
D, (2.7)
- (im +ip —ir — i)
elde edilir. (2.7), denkleminden goriildiigii gibi eger im + ip — ir — i = 0 ise rezonans

ortaya gikmaktadir. Dolayisiyla rezonans durumunda, (1.21) denkleminde rezonans
kogulunu saglayan grup parametresi C” ler sifir alinmalidir. Buradan da, bu grup
parametrelerine karsi gelen simetrilerin sifir olacag yani kirilacag: sonucu ortaya ¢ikar.
(2.5) denkleminden anlagilacag: lizere, rezonans kogullarinin kontrol edilebilmesi igin,
(1.21) denkleminin sag tarafinda yani U] deki her bagimsiz terim, z; ve z2 nin iistleri
bigiminde yazilmaldir. (1.21)’ de C3! ve C3! parametreleri icin sonug agiktir, diger

parametreler iginse,
C3! icin, katsayis1 K§' olmak iizere;

1 -
K = 5o+ 22" (1= )+ (14 n)a)

2 i (WE—T::%T ((1 n)zl + (1 + 7l)z2)szn—— —j

l n— P _1 ; . _J n—1
= [Z (n(—ll— )'J'(l—n) 25! +Z——————(n(_l_3)' '(1+n)zlz }

N

_1 nej L N 1)! iy

= §LJZ; y '(3—1) ( —n)zl 2} +Z(—n——1—_7)'—'(l+n)z }
_1 = (n—1)! 1—n 140\ j a0y n m
_2_Z(n—1—j)!(j—1)!(n—j+ i )z{zz T+ n)zlJ
1 rn—1 (n—1)! n{n—25+1) n—j n 3

"3 L GG -1 ( o)A e J

[ e et -]
(2.8)
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elde edilir. C§!"in katsayis1 K§' = e~2 K§! + e¥* K3} ahnarak, burada birbirinden
bagimsiz iki terim oldugundan bu terimlerin katsayilar ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

= (n—1)! j+1 j
- © il n—1—j
=n E CE oo % , (2.9)

n—1 n—l i
K3 = Z (n—l 3))1 '(zl + (1 +n)z)zd 2y~

n—1 (n—l)' 1 n_ _ n~—1 i
= Z(n—l G 'z’ +Z(n (1+n)z1z2 ]

3=0

n—1

[ '"'—1 n—_1 n—7j
- E(n— G- *Zm il ]

[n—1
('n - 1)' 1 1 +n i n—j r
= Z(n ]—1 l(]_l)l n__j+ .7 2%y +Z1’+(1+n)23

[ n—1
_ (n-—l)! n(n—j +1) n—j Z n)z
= Z —j=D)G - 1)!( (n—34)j )z{ T+ (14n) 2}

(2.10)

_1—1

[n—1
= -+ DA 2+ (14 n)z
(n - )' !

elde edilir. (,03 sp 1GID;
k1 _ 7747: tk Zklt 81 .,92 n—1
K08182 r 7 Z (’03132 21 2% (zl + 22)

tk1=i—i(s1—s2)

ni k —zk t_s2.93 n—1
+ D) 2 : Cosysn€ " F21° 25" (21 + 22)

ik1=i—i(s1—s2)

_r kbt s1—1_s2 n
5 Coa o, €7 81277 23° (21 + 22)
tky=i—i(s1—s2)
i Z ko ikt -1
+ -2- ('0;132 e 822";] z;2 (21 + 22)71’

’lk]Zi—i(sl —-32)
31 .82

ke ot ikt n] 21 2y s1—1 sg—1
Kos, s —5[ 2 : Colran (e (21 + 22) [—21 n 5127071252 + 927t 25

iky=i—1i(s1—s2)

+ne—zk1t 82 31(z1+z2)n 1)]

bulunur. Bu ifade
K03132 = —“Ht K0.91.921 + e“nt K031 892 (211)

yapisindadir. Burada,

('n‘—l)' j+82 n—j—1+s
031821 nZ(n——g—l 'j'zJ 22 Jj= 1
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K031.922 (zl + 22)" 1 [nzisl zgz _ slziglzz 312‘191 —1 32+1 + 59 Z81+l 32 —1 + s2zflz;2:|
-1 81~1 s +1 s1+1 -1
= (21 + )"~ [(n — 51+ 82)27 232 — s127' T 22T sz 2327 ]

n—1
(n—1)! j n—1—j -1 1 1_sy—1
= E T T (R — 81 4 82)2 252 — 5120 T 252 o sp2t T 252

& -1- 5!

=_ (- 1) ‘ |
[Z (n —1-—3) l(n s+ 32)2{*‘3123—1_”_82

J=

— ("-1)' -1 i ("—1) 1 -2
Z(n_1 L 517" "”H”JFZ(n—l—J)—u ysaz] LTI ]

n—] »
[Z (’Il—j '(] _ 1)|("’ s1 + q2) J+s1— lz;; G+32

n—1 n—1
_ (n - 1)' j+s1—1 n—]+sg (n — 1)' j+81—1_n—j+ss
DY ey g i P m G

olarak tammlanmstir. Simdi (1.21) denkleminde goriilen U], her grup parametresinin

katsayisi, z; ve 2z’ nin kuvvetleri cinsinden olacak sekilde agsagidaki gibi yazilabilir;
ni (n—1)! —1— = (n=1) el
] it n—1—j —it J_n—1—j
C [ ( Z(,,_J_lll 142 te Z(R_J_luzz )}
'1 n—1
21 v—j .
+ Cy (Z = ])' '(n 25 +1)2i2577 + (1 +n)25 + (1 n)z?)]
31 L7
+Cj —(n—-l Z(n U, 2 J

+ C41 —21,t S (’Il - 1 z]+l n—1—j
0 (m—1—7)5!

Zzt(nz—: o ])'J'(n GV 42+ (1 +n)z ))}

. n—1
¢ k —ikyt (n - 1)' F+so n—j—1+s,
D a e e

ik] —i--z'(sl —82)

+ezk1t ni (n_l)! A (n-7 s 92) jts1— 1Z7L—J+32
(n—j = DIG =1 ?

£ (n(1 =) +52) 20 27 4 (01 + 52) — 1) TN 2 — a2t

+ S2zn+31 z;g 1)] .
(2.12)

Burada A;(n, j,s1,82) = ((%—_;)1(-;221)) - j(;ll) + o5 +“'12)(n_j)) olarak tammlanmgtir,

(2.12) ifadesi, (1.21)’ de yerlestirildiginde, sonucun (2.5) ile aym yapida oldugu goriiliir.
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Artik (2.7), denklemi ile verilen rezonans kogullarm kontrol ederek 7] ¢oziimiinii elde
etmek miimkiindiir. Asagdaki tabloda, (2.12) ifadesindeki her grup

parametresinin her terimi i¢in rezonans kogullar gosterilmigtir.

Tablo.2.1 1. mertebe analiz igin rezonans kogullan

Grup parametresi Terim No. Rezonans Kogulu
ci! 1 (2j+1-n)i=0
2 (2j—1-n)i=0
cg! 1 (2j—1-n)i=0

2 (n+1)3i=0

3 (n—-1)i =0
c3 1 (2j—1-n)i=0
ci 1 (2j—1-n)i=0
2 (2j+1—n)i=0

3 (n+1)i=0

4 (n—1) =0
C s 1 (2 —1-n)i=0
2 (2 —1—-n)i=0

3 (n—1) =0

4 (n—13=0

5 (n+1)i=0

6 (n+1)i=0

Tablo.2.1 incelendiginde, her grup parametresinin sifirlanmas1 i¢in, herhangi bir
terimin rezonans kosulunu (2.7), saglamasinn yeterli oldugu goriiliir. Ancak (1.1)
dinamik sistemi, n > 2 durumunda incelendigi icin Tablo.2.1’ deki rezonans
kogullarindan bir kisminin kesinlikle saglanmadigr goriilmektedir, rezonans kosulunu
sagladig g'o'riileﬁ terimlerde ise dikkatli bir inceleme yapilmaldir. Ciinkii rezonans
kosullarindan elde edilen j degerleri o terimi sifirlayabilir, bu durumda da rezonans
kogulunun bir anlami kalmamaktadir. Bu kontrol yapidiginda sadece C§' grup
parametresi i¢in rezonans kosulunu saglayan j = Mzi degerinin o terimin katsayisim
sifirladiga goriiliir.  Yani C?!’ e karst gelen simetri, n degeri ne olursa olsun
kirilmamaktadir. Diger grup parametrelerine karsi gelen simetrilerin ise, j bir

tamsay1 olmak zorunda oldugu i¢in, n’ in tek degerlerinde kirildiklan, ¢ift degerlerinde
ise kirllmadiklar: sGylenebilir.
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2.1.2. 1. mertebe yaklagik simetriler

Simdi (2.7), gozoniinde tutularak (1.21) lineer KTDD’ in ¢6ziimii, (2.12)’ ye rezonans
kosullan uygulanarak asagidaki gibi bulunur;

n—1
1 ,
— — it ZJ —~1—j3
[ ( Z(n J—l)'J'2J—n+1 172

n—1
1 : )
e—it o n—1—j
2(71—]—1'3'23—71—1 1%2 )}

ne
+(121 —3 ”il z’z 1—j +Z +Z"
9 ( )' - 2 1
L j=1 J ] neg
(i#£252),,,

(n—1) ; nj
+ G5’ 2Z(n _7']' 2'7—71.-12{22
L ng
1 n-l n! 1 . s
C41 - —2it z,’l+1 n—1l—j
+Co 2(6 Z(n—-l-—j)!j!2j—n—l 1 %2

n—1

Q2it ! n—j+1 i 1 s 1+n ,n]
[Z(n— Wil 25 —n+1 sz~ n+1 1 —nz2
ng

n—1
vkl —ikyt 1 j+82 n—j—14+31
2 108132[ 1 Z(n—]—l)'J' 2J—n—1z{ “2

ik =i—i(s1—s2)

n—1
ikt (n - 1)! 1 g Lts1=1,n—jts;
e (Z(n—y—l G- =1 2 s sz

+

BN ==

1 8 N~ 8 1 7 81— S
+ (n(1 — s1) +52)1 lzl‘zz o2 4 (n(1 + s2) — 1) — el

31 s1—1 n+32 n+sy ,82—1
- z +——z """z
n+171 7 + 1 2

"¢

(2.13)
Burada Az(n, j, s1,s2) = ((1”:_;;(;“_1) 7 (;ll) + 7 +"12)(n_j)) olarak tanimlanmusgtir.
(2.1) denkleminden de 7? su sekilde elde edilir;

n-l 1 . A
52 111 —zt P n—1—j
g [ ( Z(?l~j—1']'2j—7l+121

n—1
1 .
zt ZJ n~1—j
te Z(n——_y—l)']' 2j—n~1 251 )]

1 ng (2.14)
. n—
1
+C§! [“ 5 2 (——7)“.;252" 7 +Z?+z§‘}
j=1 neg
(#241),,
+ 77121,
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7"_1) 11—_7
[ Z(n _7']'2]-—71 1 ZJ
ng
n—1 1
141 2it n—1-j3_3+1
[ ( E(n—l—y'y'?y—n—lzl %

n—1

—2it i n—j+1 "_’z’ 1 I4+n
[Z(n Nt 25— 'n,+1l + +12+1 nzl]

ne
n—1

1 ; n! 1 —ieq .
+35 Z 008182 |: —ikat Z s 13 s Zn J=14a Z‘7+82
—_F = | —_— 1 2
2 ik1=i—i(31—32) j=0 (”l J 1)'.7' 2] n 1
n--1
ikot (n—=1)! 1 A ) n—j+sz jts1—1
te (Z 'fl—]—l)'(]—2)! 2j—7l—1 2(’!1,],81,32)21 2
1
+ (77.(1 — 81) + 92) n—1+82 1 + (n(l + 32) - 31)7 zi‘izzg+31—1
l -—
$1 8 -1 52 sp—1_1
_ n+lzn+ 22;1 + — ]2 z2z+81):|

ng

Dolayisiyla artik 1. mertebe genellestirilmis yaklagik simetriler, (1.18) yardimiyla 0.
mertebe genellestirilmis simetrilerle birlikte, (2.13) ve (2.14) denklemleri de
kullanularak kompleks diizlemde hesaplanabilir, ve daha sonra ise (1.20), déniisiimiiyle
de reel diizleme gegilebilir. Ancak burada asil amag 2. mertebe analiz uygulamak

oldugu igin, 1. mertebe genellestirilmig yaklasik simetri vektor alanlar,
X = X() + 65(1

kompleks diizlemde ve sadece agagidaki grup parametreleri i¢in verilmistir.

n—1
1 )
it Z‘T n—1—3
( Z(n—g—l Wil 25 —n 4171 %2
n—1
1 P —1—j 0
—zt P P 1—j
Z(n—g—l)'g'2y—n—1 2 )} )821
ng

n—1
1
—zt - —it n— -j
+(e [ ( Z("—1—1)'1' G —nt11 &

n—1 1 o
it 'n—- —ng v
te Z(n 3—1'1'23—71—1 “ ) )6z2
7\§
n—1

2 x| 4 nigmig 9
Cy =>X—(zzl+e[§ Z = )'J'zlz2 +z2‘+z;z] )3z1

i=1 t
(j¢n:2i-l )nt ¢
. n—1
) i n! 7]
(_””6[_5 ; =5 z]“‘””} )E
(5#2£1),, *
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(v31 = X =z + 1i n! (’Il - 1) i_n—j 0
0 “\ e 2 (n = )15 2j Tn—11%2 921
= v

1 — n! (n—1) i o
+(z2+e 21,_20(71—_7')!]’! 2j—n—lz1 2 07y
= ng

Burada n,.ng Ve n,¢ alt indisleri sirasiyla n =tek, ¢ift ve her iki durumda da o ifadenin

gegerliligini  koruyacaginmi gostermektedir. Daha once de belirtildigi gibi,
kompleks diizlemdeki bu genellestirilmis yaklagik simetrilere (1.20), doniigiimii
uygulanarak, simetriler reel diizlemde de hesaplanabilirler. Ancak, bu iglem 2. mertebe

analiz sonucunda sadece kirilmayan simetriler igin yapilacaktir.

2.2. 2. Mertebe Yaklasik Simetrilerin Analizi

1. mertebe analiz sonucunda kirilmayan simetriler yardimiyla, 2. mertebe analiz
yapilir. 2. mertebe analiz igin 7j3 elde edilmelidir. Bunun igin ise (1.22) denkleminin
goziilmesi gerekir. O halde &ncelikle, (1.22) denkleminin sag tarafi, U, belirlenmelidir.

U3’ i belirlemek igin (1.30)’ dan 7}, (2.2)’ den 73, (2.13)’ den i}, (2.14)’ den 7? ve

) i
fi= 5(21 + z3)", fi= —‘2‘(21 + 22)",

3= —-;— (%(eiw‘ + e~ — §i(z — zz)) ,
fi= 5 (g(e“"t + &7 — 6i(z — 22)) ,
i _ ) n—
fli= 5"(21 + z)", fla= 5"(21 +29)"7

degerleri, (1.23),’ nin agik sekli,
Uy =i fiy+iifla = Ay — Bl +iiofan + S22 — 2700 ~ Fio 2

ifadesinde kullamlarak, U} asagidaki yapida elde edilir;
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1 n—1 n' 1 .
) 9! it j. n—1-=j3
=(C
U2 0 [2(2(71_1_‘7)']' 2]—7l+le 2129

n—1

n! 1 e o\ _
+Z ; . - e ‘Ltz{z;z 1 ]) 5"(21 +Z2)n 1

g n—g-1)lt 2 —n—1

1
- 1 —it n—1—3 _j
+2(Z("—1"J)'J' %—ntic A %2

n—1

n! 1 it . n—1—j3 n—1
+§(n—j—1)!ﬂ T L sn(z1 + 22)

; n—1
2 n 1
4(21 -|—22) (Z(n_]“‘l)'j' 2_7'—7l-|-1]6
n—1 ' 1

ztz]-l n—1—j

e~ -1 _n—1—
ztz,17 zg _7)

n—1
1
" _ it J 'n —2—3
+ - (zl+22) (E:("—J—I)U'Q.ﬂ—n+l( —1—j)ez

n—1

nt ’ ) )

= j —it J n—2 -3y _ it? —it0

Z("_J—l)'.?'%—n (n je ) ) "5 te 2]
ng

. n—1
(1#24),,
_ f( nil —n! P RPN z”) zn(z + z)™ !
AN D e A Pl
(1#£241),,
1 nl n!
+7(= +22)“( JZI mﬂl 'z Ay l)
(#24),,
1 e, n!
— Z(ZI + 22)"( Z m(n DAL 4 nzg_l)
(#j"—zti),.t

6 6 i . '
rch-eg G-

neg

131

n—1 ;i .5\ -
(z (n— )']' 2j—n— 12 1%2 )Z”(Zl + z2)
Z — 1 220 zn(z + 25)"!
«(n— .7)'.7' 2.7 —n—12%  Jymsar T2
S n n—1 4
(zl+22) (Z (n— 7 57— -id %
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n n—1 1—j—1
+ - (Z]‘I‘ZQ) (Z(n ]‘]' 2]_,”_-1( )sz )
o 6 LY (it —iwt .
“‘( 5)“"’(5)*5(5(6 Fe) = bils — z)
ng
1 _2tn—-1 n 1 1 melej
i 27 J
2( Z(n—l—y)']'QJ—n—l 1 %2

21,1. Zl n! n—j+1 z] n——]+ 1 n+1+nzn _z_n(z +z2)n—1
(n—4 25 —n4+17" “2 nt1t T1op% )"

+Cg!

n—1 1
2it n—1-j _j+1
[ Z(n—l— )ig! 2]—77.—121 %

n—1

= 2it ! n—j+1 i 1 T+n ,\|% n—1
(Z(n_ 5+ nri2 F1o,A ) gt =)

Vit 2j—n+1 %1

1 .
_ 2 —2it 'n—l—.‘l
(Z]+z2 (( Z(Tl_l‘—‘])']' 2] (-7+1 zl

= n—j+1 n
21.t * i zJ n—j n—l)
(Z(n—])ljl 23—7z+1 2 +n+1z1 ))
+ 2 4 ) e-wni ! L 1 j)dtre
g2 j=0(n—1—-j)!j! 2j —n—1 Y

n—1

21.t ! n-— .7+1 g n—i—1 n(1+n) P
(Z(n j']'2]—n+1(n EE2 T—n 2 )

. iwt —iwt
__I_ ezitZQ( —_ é) + e_2itz1é — 1 Z(C;—I_e—) —_ 6i(zl - 22))62“}

2
¢

1 vk] —zkltn_ 1 j+s2 _n—1—j+s
+ [2 2 IO"”[ E < (n— J-—l)'J' 2J—n—lzf “2

ikl —i-—i(sl —82)

n—1
ikt (’I’L — 1) 1 . ito1—1 _n—jts
+ et (Z ]__1 '(]—2)' 2]_,” A2(na.7,31,32)2‘17 1 25 2

8 'Il— 8 1 1181 — 8
+ (1= s1) +82) 2" T2 4 (n(1 + 82) — s1) — 2T 2

1

S1 s1—1 n+32 n+sy s2—1 i n—1
+ 2T + ——=21""z —n({z; + z
7 + 1 2 2 ( ! 2)

n+171
N n—1 n! 1
e -—-kgt ! n—1—j+s1 _j+s2
2, ol ; (m—j-D5 2 —n-1" &

ikg:—i—i(sl —32)

ikot n_l 1 n j+s2 +31—1

_I_

N | =

+(n(l1—s1)+ s2) "“+32z31 + (1 + 82) — 1)~ lzfz Zytel
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S — S2 -1 i n—
+ rt IZ;H-”Z;] 1 + -k 1ZT2 zg.+31)j| En(zl + ZZ) 1
i n—1 . j+ 82
- —(21 + 22)11 Z 03;132 lr ikt Z 151
4 Zk1=1—z(81 —'82) (n j - l J 2.7 —n— 1
j+32—1 Mm1-its
)
n—1 .
ikt (n - 1)' J+s — J+8 -2 ’IL——J+82
re (Z(n—y—l )G —2)! 25 ~n— 1A2("’7’31’S2) Ca
1
+ (71(1 _ 91) + 32) 31—1 n—1+82 + (n(l + 52) _ 31)n+s+1z?+”_2z52
(o = D (s 1252_1) — 2@ +2)"

i — ! n—1—j+4s —2—
C ikt n ZJ+32 n J+31
> Oa18 [ J:Z;) m—j—1j 2j—n—1

ikl =i—i(81 —32)

n—1

, n—1)! n—j+32 -1 n—

+e"“‘( ( = Az(n, Gy 51, 82)2] T T 25T
Z < (n—j—1I(G-2)! 2~ ( A

1+ £
+ (n(] — 91) + 32)____—_?Zi91z;—2+32 + (n(l + s9) — 31)_q2_1 ;l+81 lzgz
81~—1 n+32 -1 52 _ n+s1 32—2
+—n+1(n+s’2)z +n+1(32 1)z 25 )jl

o ()
_ E : 'Lk t 31 32 E : ko zkgt 32,31
603132 9 ! 2y + (03132 ) 21729

ik1=i—i(s1—s2) ike=—1i—1i(s1—s2)

iy, —i S o -1
+ _2_ <_2_(ezwt +e zwt) i 61(21 . z2)) Z (’0.91132 zkltslzf1 ZSQ

ikl =‘i-—i(81 —82)

N .

Y, —i . 1k k -1
ne

ik1=i—i(s1—32)

(2.15)

U3, elde edildikten sonra 1. mertebe analize benzer adimlar takip edilerek 2. mertebe

genellestirilmis yaklasik simetriler belirlenir. Dolayisiyla 6ncelikle rezonans kogullar

incelenmelidir.

2.2.1. 2. Mertebe Rezonans Kogullarinin Incelenmesi

U} ifadesi de, 1. mertebe analizde hesaplanan U} (2.12) denklemine benzer olarak,

Dye™*2P 2% yapisindadir, yani rezonans kogulu yine (2. 7), denklemine benzer olarak

e"™ 272} gibi bir ifade igin,

bulunur.

im+ip—ir—i=0

Ancak U] ifadesinde rezonans kosullarinin incelenebilmesi igin bu ifade yine z; ve zp’
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nin kuvvetleri olarak yazilmahdir. Fakat bu kez ifade oldukga uzun oldugundan, U3’ i
bu halde yazmak yerine, her grup parametresinin katsayisi yazlacak ve
rezonans kogullar bu grup parametreleri icin tek tek incelenecektir. Herhangi bir grup
parametresine kargi gelen 2. mertebe yaklagik simetrinin kinldigim gostermek icin U}
(2.15) ifadesinde bu parametrenin katsayisinda, sadelesme yapilamayacak herhangi bir

terimin, rezonans kogulunu (2.7), sagladigim gostermek yeterlidir.

2.2.1.1. C}! igin Rezonans Kogullar:

C}! grup parametresinin katsayisinda,

teriminin rezonans kogulunu sagladig agiktir. Dolayisiyla C3! grup paremetresine kars:

gelen 2. mertebe yaklagik simetri 7’ nin degerine bagh olmaksizin kirilmaktadir.

2.2.1.2. C?! icin Rezonans Kosullar

C?! igin (3!’ deki gibi dogrudan rezonans kogulunu yazmak miimkiin olmamaktadir,
giinkii C2?!’ in katsayisinda rezonans kosulunu acikca sagladigy goriilen ifadeler
sadelegmekte ve kalan terimlerdende rezonans kogulunu ¢ikarmak ilk bakigta miimkiin
goriinmemektedir. Bu nedenle C2!’ in katsayisi rezonans kosullarinin uygulanabilecegi

yapiya getirilmelidir, yani bu katsay: z; ve 22’ nin kuvvetlerine gore toparlanabilmelidir.

C3"’ in katsayis1 K3' olmak iizere,

n—1 ! . .
2K31 = _% l:( Z = !z{z;l_]) + 23 + Z? (zl + z2)n—l

j=1 (n - -7)!.7
(#552),,,
n n-l n! .
1 K D j)!j!z?ﬂzg’) Het zi’l} (s +22)™
(#J"%l‘)m
1 n - = n! . j—1_n—j n—1 (216)
+ Z(Zl + 23) ( ; mJZI 2y ) + nzy
(AR,
1 [ n—1 nl
N n N — Nd-1, n—j-1 n—1
3t ta) ( ; I ) e }
(3#24%),,,
- 5621 - 5522 - -}(ezwt + e + %521 - %522,
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(2.16) ifadesinde gerekli sadelestirmeler yapilarak,

1 B n—1 _ .
2Kgl = _Zn(‘zl + 22)n ! ( Z (n _ | |(Z€z3 - z;l JZ‘%))
i=1 )t
(5#252)

ne

n—1 nl
( > -——W(le ‘257 — (n— j)alay I ‘)) (2.17)

=
. s 41
(375—7'),.,

1
+ Z(Zl + 22)"'

+ (!t - zg_l)] — izg — %(ei‘"‘ + e~%t)

elde edilir. Bu ifadede ki, toplamlar j’ nin tamsayr olma kosulu dikkate ahnarak
aclldiginda ise,
K3 = K8+ K8 + K&, (2.18)

bulunur. Burada,

n—1
K2l — ——'Il P 25) 1 Z z’z" 7 _z]zn——g
201 (21 + 22) n— )|J(l2 221 ")
n—

+_}I(Zl +22)n l:(z (n 'J'(JZJ -1 n J —(n—g)zlz"_’ 1))

+ n(z"_ zé‘_l)] ,
(2.19)

1 n—1 n— 7n
K5 = Zn(zl + 29) ((n )']'(z’z S Jz%))
(=25

(n— .7)']'

—%(zl+zz)”( (7 — (n =) "—H)) ,
(-24)

K03 = —6izp — %(ei“’t + ety

olarak tanmmlanmigtir. (2.19) ifadesinde yine j sartlarina dikkat edilmelidir. Ciinkii
j’ nin tamsayr olma kosulundan dolayi bazi n’ ler i¢in (2.19) ifadesinin baz
terimleri hi¢ var olmamaktadir. 21(3;% teriminde rezonans kosullarini kolayca kontrol
etmek miimkiindiir, ancak, diger terimler i¢in su anda rezonans kogulunu agik olarak

gormek miimkiin olmadigindan bu terimler ayn ayr incelenmelidir.
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'n 1
2]{311 = (Zl +22 (Z (n J 'J ( ’ILZ‘17 J_I_,nzn JZ%—}-(Z] +Z2)(]Z‘7 -1 n—J

—n2l 2y 4 i )] +n(z + 22) (277 — zg"l))

n—1 | , .
- 5 +22) (Z (n—3)Y |( "'2122 = + nzy'” JZ] +.721Z"—] +jz{_lz;_j+l
—'ILZ{-Hzg—j_l nz]z _J+JZ]+1 n—j— 1_|_sz n ])
(e} — 2 2y — zg))

(zl +22)n_ l:z (n_])ljl [2(] ) l—j +"zl JZJ _l_]zJ— n—j+1

+ (- n)z{“z;”_J_l] +nz} —nzzy "+ nat Tl — nzé‘} ,

(_Zl_.i.zin; "’Z_: (2 7l)Z n J+ni z]Zn—J
(n— J)'J' R (n— 1)'3'

E " |zf 2 e —nz 2T b gty —nad
5 (n—3)(G—-1)

(Zl+2«'2 n 1 3! 2j_n l 1 »_;
[E:(n—j—lvu—l)(ar-ﬂj+j"n—j)4%

! |
n: n n. n—1_1

+ (n— 1)!z2 (- 1)'Zl #2
n!

. n! n—1 7
( (n—-l)'zlz2 +(n—1)!zl)

+n2t —nznzy " na T g — nzé‘}

-1 [n—1 . o
_(atz=)"! s n! 2j—n+n—j—j i
1 = -DIG-DI\ (=g )%
+nzf —nz} otz —nel el —nz2f T 4 na T s — nz;‘}

=0.

, K3l ifadesi sifir oldugundan dolayr KZ' = (ngé) + (2K3§) olur. K&}
nyg neg

incelendiginde ise,
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1 n! .
21 __ n—1 -
e =g+ ) ((n s -4 ng))J

s _n+1
=

1 nl
- = n ZJIRJ_ _ z_')'n—gl
4(z1+z2) ((n ])'J'(J (n—75)2z ) -
n! ool n-1 nil
m(zl +z)"! [nzl_;— —nzy® 2y°
n+1 n-1 n-1 n—1 nt1 n-3
—(Zl-i-zz)( 5 22 2,7 — 5 Z;Tzz—r)}
n! _ n+1 n—1\ o na
= qa=tyarr (a1 +22)" 1[(n— 7+ )zl_’_z;r
2 "2
1. n=1 n41 —1 2t3 =n-3
g e )
n—1
(n—1)! g il no1l 341
4"1—“_4;!2(“_1_]')!‘7-!2{22 TNn—1)z7 2,7 -
n—1 nts -z
+ 21?2 2z

ni: (n—Dlin—1) spoft 4 onp2
(n—1-4)4! " 2

4n—1 |n+l| [

(n—1)! 3n+1 jpazl —itsno
—Z(n—l—j)ljl 2 i 29 :
= 15!

+Z (“’_1)! n—1 ]++ ]+3'n 5:|

_ n! (n—-1Y(n-1) ]_I_n _jyinct
- 4nglingl [Z -G -ni’t 7

— nz_:l (n - 1)! 3’"' + lzj+”2;lz_j+3n2—1
(n-1-gy 2 7
j=0

n+1
Z (n—-1)! l_lzf“LTzz jdnsl
(m+1-=7G -2 2

n! % (n—-1)! As(n j)z“ - Z_J+3n
= An=1|n U/ 3N,
auztiedll] & (n—1 - 5)i(j - 2)! 2

+(n-1)1-

Sntl) mps smce 3ndl ap %—1]

bulunur. Burada

N n-—1 _ In+1 n—1
Az(n,j) = ((n— G —1) 2(j-—l)j+2(n+1_j)(n_j))
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olarak tammmlanmistir. Sonug olarak CZ! grup parametresinin katsayisi,

21 = (n—1)! jHogl —jeingd .
2K0 = 4n—l|_+_| Z (’I”L— 1 _J)'(] __2)!21 23 AS(na])
e n 3n-3 ¥ n—1 3n-—
+(n—1)(l - 371’;_1)21_#27 ————371;127%_*_1 (2.21)

+ [_ 6i22 _ %(eiwt + e—iwt)]
nig

olarak bulunur.

(2.21) ifadesinde C3' grup parametresi i¢in rezonans kosullari artik kontrol edilebilir.

Burada 2. terim rezonans kosulunu kesin olarak saglamamaktadir. Ancak, diger

terimler (1,3,4) i¢in rezonans kosullan, sirasiyla, j = "—'2*'—1, w=1vew= -1 dir
Rezonans kogullarindan goriildiigii gibi j = 2! tamsay: degerleri igin yani n’ nin
J 2

tek tamsay) degerlerinde kosul saglanir. Ancak 1. Mertebe analizde oldugu gibi
burada da bu j degeri i¢in B(n,j) = 0 olur. Sonug olarak, 2. Mertebede de C?! grup
parametresine karsi gelen simetri, n’ nin tek veya gift tamsayr degerlerinde

kirilmamaktadir. Sadece w = F1 durumlarinda bu parametreye karsi gelen simetri

kinhr.

2.2.1.3. C3! igin Rezonans Kogullar:
C3"V’ in katsayis: asagidaki gibidir.
K3 = K31 + K3

Burada,

. l n—1 j.n—j n—1
_( nz(n__ 71 25— = 1A% )(z1 + z3)

(' Z (n J 'J' 2Jn_1 1 ;l_JzJ)(zl +z2)n_1

n -1 -1 n—
j+) (Z(n— i A7)

n—1 "o—
t1 (Zl+z2)n(z(n— Mgt 25 —n— 1(7 iaAz" 1)’

K3} = 623 +i (™! +e7)

olarak tammlanmgtir. K3l ifadesinin rezonans kosullarim saglamadign agiktir.
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O halde sadece ng'll ifadesinin analizi yeterli olacaktir.

K8 — n(n — =i ! n(n —1)
Kor (Z (n— gt 2]—71. +Z(n— Yiln—25— 1z 1%~
n! (n — 1) n-—j n! (" — 1) -1 _n—j+1
Z (n—9NHY'2j—n— ]2122 Z (n -yt 2j—n— lJ 17

n! —~1 3 71,—_7
Z(n 7)4! 2.7(7171-—)1(” L A

n—1 —J3 i n—1
Z (n ] |]| 2] (n j)le )4(21 +Z2)

= 2n—j) , m—j j ' nmi
_ n—j
B [Z (n—j )Ul(" (2j—-n—l + (n—25—1) + (2j-—n—3))z{z2

n(n — 1) n(n —1) n nn-—1) n(n —1)
i zy +nzy +nzy — YT 2y —mnzl — FyTe zy + _( —3)! 2y
( 1) n n—1
n+1 (z +22)

n—

-(z1 + 2z2)"” 1[2 e ']|(n 1)As(n, §)2 2577 +

+ 4n
nt 12|

Burada

nn-1)
(n—-3)(n+ l)z1

. 2(7l_j) 27l_j j
A4('Il,.7)_(2j—n—l+'n—2j—-1 n—27+3

olarak tanimlanmistir. Buradan da bir takim basitlestirmelerle,

n—1n-—1
: e n—
=7 [Z Z (n(— 1 — I)c)!k! - J), '(n 1) Aa(n, )2+ 22 2n—(j+k+1)

k=0 j=0
n(n—1) A (n -1 Tk o1k
ne 3)(n+ pa Z o - k)'k' 2tk (2.22)
n—1

n— 1)' k_2n—-1—k
n+1 Z (n—1— KK
elde edilir.

(2.22) denkleminde rezonans kogullar incelendiginde, 1. 2. ve 3. terimlerden, sirasiyla,
j+k =mnk =0vek = n sartlan elde edilir. Ancak 3. terimden elde edilen

k = n sart:1 toplamanin indisinin {ist limiti (n — 1)’ e kadar oldugu icin gegersizdir.
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1. ve 2. terimlerde ise kosgullar saglanmir. Simdi simetriyi kiran terimlerin katsayilar

(,K3%) incelenmelidir.

[ 4n(n -1) el (n—-1) =nl(n-1) ) R
Hor = | Gmam e T (Z 2 G 1= R G- ) |

0 5=1

_ [ dn(n —1) et nl(n —1)! o
B _(n—3)(n+1) +Jz___; G —D(n—7) ,2],(n 1)A4(n, 5) }2122 !

(2.23)
Bu katsaymin sifira esit olmadig) bu gahismada analitik olarak gosterilememistir. Ancak
yapilan bilgisayar uygulamalar: ardigik iki terim arasindaki farkin baglangigta negatif
oldugunu ve monoton azalarak kiiglildiigiinii, yani sifir olamayacagim gostermistir

[Ek.1].

2.2.1.4. C§! icin Rezonans Kosullar
C§'’ in katsayisi

) é . & o ; B
K41 - K41 —2it + Kal;emt + Zlie—%t _ z1§e2zt _ i%(ezwt + e—zwt)

geklindedir. Bu terimlerden herhangi birinin rezonans kosulunu sagladigimi gostermek

yeterli olacaktir. Kg! terimi incelenirse,

n—1 i+1 'n,—l —3 n—1
—2it 0 n! = _ nz12
Kol =e z{—71(/Z1+22" (Z(n—-l—g)'g' 2]—'!7.—1 p—— )
—n(z 29y nii (! n—j+1 iy i 4 1 2= n+1 g
12 (m=—NY'2j—n+1 “ n+1°2 n—1°

— 1 S j+1 jp—1-j __ T n—l
4(z1+z2 (Z(’Il—l—]'j' 2_7—71—1zz nt1°2
n-—1 .
! n—1—37 11 noo—y n(n-—1) _2
z]+ n J_ D\ n
+ (z1+22 (Z(n—l—]'j! 2j —n—1"1 %2 n+1 “1%2
(2.24)
elde edilir. Bu ifade ortak carpanlarina gore parantezlenerek basitlestirilirdiginde

aga@idaki sonuca ulagilir.
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—2ztl: (z1 +22

n

n?
—n zlz? +Z(n ]ijln_

n—1

n ](

-1

n—1

n

J+1 n— —3

Z(n—l—-g Y25 —n—

ji+1 i n_ ., nn+l) ,
2_7+1an LTS & A
1 1 z’“z"" =34 21207}
n+1 1°2

Z(n—l—_y)'g' 2]—77,—1(‘7+

n—1

1

Z (n—l —J)'J

— 0+

1)2 23

z
1 1 %2

’ll

125 — +1
nl (n -1 —.7) i+2 71—2—-] "(n — 1) 2. n—2
+Z(n_1_1)|]| 2_7—71,—1[1 n+1 172

n—1 '

(’Il— 1 —J)ZJ-H n—1-j

+Z(?l—1;1)'1

it 2j—n—1

"(n - 1) n—1
n+1 #1%2

. n
=2t 1 n—1 n! n j._n—j
=e gt =) (Z(n—j)!(j—-l)! 2% —n—3 17
n-—1

— n n—1 -7 +1 'll—] n 7 n(l +n) n

n+lzlz2 +Z(n— Yitn—25+1 ZJ + n+172 n—1

i .7 n—J + n zlzn—l

12(71, ]'(j-—l)'2j-—n 312 n+1'72

-1
- L n! (G+1)22 2y

H-1-g)t 2 —n—1 2 +1

n+1 |

n. n—j+1 .7 n—J ’Il(’ll—l) 2_n—2

+j_§(n—]+1)'(j—2'2j—n—-5 n+1 “1%2

n

n! (’Il - .7) n—) n(n - 1) n—1
+Z(n ]'(_7-—-1)' 2]—’[7,—-312 n+1 “1%2 ’
n—1 nl ) ) 2

2

In2

B 7:— 1 25+ n—1" z;"l + n:l- 123 B "Ellj'l") i nn—ZSZ?
n j_ 17} ! 2717(:1_—11)Z1 21 4 ni lzlj N nE:z_l:-ll) 2,2
et )|
Burada,

(2n -

NG+

G-1)

As(n, j) = (

olarak tanimlanmsgtir.

j(n—

2]+1)

(n—25+5)
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2n2 In? 2n
A ={ — 2
() ( n+l+n—1+n—|—1+ n)

nn+1) n(n—1)
n—1 + n—5"
2n
n+1

Aq(n) =

As ('Il) =

tammlamalar ile birlikte K su sekilde yazilabilir.

n—1

K01 _ ,—2it —(Zl +2)™ 1(2 o '(.J D A5(n,j)z{z;‘““j +A6(n)zlz§“1

+ Ag('n. 2y + A7(n)2}

_ ozt ] "z_f"z-i (n—1)! n! As(n, )2 e 20—+
DR A o a1 = N Ry [ Rt ) M
+ Z 'k'AG(n)zk-H 2n—2 k + Z (n k)'k'As(n)zl z2n—1 —k
+Z ),k,A7(" 'n.+k n—l k
(2.25)

(2.25) de rezonans kosullan incelendiginde, 1., 2., 3. ve 4. terimlerden, sirasiyla,
k=n+1—j, k=n,k=n+4+1ve k =1 gartlan elde edilir. 2. ve 3. terimlerde bu

sartlan saglayan k bulunamaz, dolayisiyla simetriyi kiran diger iki terimin toplam ise,

Kth=7 [(n—l)A7(n)+ii(n b GG )A"’(”’J)} )

k=0 j=2
(2.26)
bulunur. Burada, £ = n + 1 — j kullanmilirsa,
= 2t -1 Ar(m) +nfj s  As(n, )| iy
Ko = 2 G=2n+1=5)! (n =G -1
(2.27)

elde edilir. (2.27) ifadesinin, U} (2.15)’ de C§' grup parametresinin katsayisimin
birbirinden bagimsiz terimlerinden birinin, rezonans kogulunu saglayan kism olduguna,
dikkat edilmelidir. Eger (2.27) ifadesinin katsays1 sifir degilse C§! grup parametresine
kars1 gelen simetri kirilmaktadir. Bu katsayin da sifira egit olmadigh analitik olarak
gosterilememistir. Fakat, sayisal olarak burada da ardisik iki terim arasindaki fark
baglangigta negatiftir ve monoton azalarak kiigiilmektedir. Dolayisiyla (2.27) ifadesi
sifir olmamaktadir [Ek.2].
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2.2.1.5. Cé‘;m icin Rezonans Kosgullar

Burada éncelikle, U3 (2.15) ifadesinde ki C '6‘; s, Nin katsayilarinda gériilen et*2t" 1i terim

e*1t yapisinda yazilmalidir;

k2
031 82

ik2=—i—i(81 —32)

zkgt ni (n - 1 A2(7l,j, 81, 32)zn—]+822]+81—1
s (n—j-DG-2)! 2j-n-1 !

1 1
— (n(1 — s1) + s2) 2128 4 (n(1 4 89) — 81) 22yl
n—1 n—1
n—1 .
— k1 zkgt n - 1 A2("’.7731732)zn——j+32 zj+31—1
ik2=—’§81—32) Doz (Z (’ll - ] - 1 '(-7 - 2)' 2] —n—1 ! 2
1 - S 9 1 8 n+81—
—(n(1—31)+32) 12:1‘ 12, 1+(n(1+32)—31)n__1z122 tai-l
S1 ntsg  sy3—1 52 sp—1 _n+tsg
+———-n+lzl 25 +———n+1zl 2 )]
n—1
_ 1k1 ikot (’Il N l)‘ Ag(’ll, Ja 81, 32) z11—3+31 z.1+82 -1
m__i_zi(s]_”) ‘08182 [ (Z n—7-DG-2)! 2j-n-1 "1

-1
zi‘h z;z+sz

e 1
— (n(1 — s2) +sl) PALALP” 2+(n(1-l—sl)—.sz)n__1

n+1 2 n+1

_ Z vk] szt ni ("‘ _ 1 A9(7l1j131a32) Zn—-j—}-sl zj+.92—1
N Cosra ('Il—]—l'(]— 2 2j-n—-1 "1 2

tho=—i+i(s1—s52)

52 - $1 -
+ z'{z+sxzsz l_l_ ziel 1Z£L+82):|

381 . ntsa—1
Zl 22

1 e 1
—(n(1 —32)+31)n_1z{’ 4o 452 +(n(1+sl)—sz)n__1

n+1
E : ch [ zk2t<"— (n—=1)! Ag(n, j, s1, s2) AT
03 82 E (7 =9 —— 1
ihg=—ik) ' (n—j-1) (] 2! 2j—-n-—1

1
— (1= 92) + 1) —

S92 - 81 -
+ z{”" 252 Ty 27 lz;""”)}

2182 4 (014 5y) — 32) 1 21y tea]

n+1 2 n4171

n—1
— k1 —ikyt (n - 1) AQ('"' -7’ 31’32) n—j+s, zj-l—sg—l
Z 03“’2[ (z(’n—]—l'(j—Q) 2j—n-1 “

iky=i—~i(s3—332)

$2 - 1 -
+ Z'1n+slzsg 1+ Z31 123-}—82):,

1
—~1+s 1 +sa—1
Z;l 1 32 l (774( I 91 32) Zi’l Z2”l s

— (a1~ 52) + 1) —=

52 n+s sg9—1 $ s1—1_n+s
+ IZ 2 + z 1 z 2 .
n+1 2 n+11 2

(2.28)
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Burada Ag(n,j,s1,s2) = Aa(n,j, s2,s1) olmaktadir. (2.15) de, 003132 grup
i1t o o—ikit

parametresinin katsayisinda, e yapisinda ifadeler vardir. Bu ifadelerden

—ikyt

herhangi birinin simetriyi kirdigimi1 gostermek yeterli olacaktir. e iceren terimler

segilirse,

k et n—1 z{+3223—1—j+31
Koslsgl 2 0;132 ! (Z (n _7 —1)',7' 2_7-71—1 )

ik1=i—i(a; —s2)

n—1
ikot (n - 1 1 . n—j+sy jt+s1—1
+ 03132! " (E -j—1) l(] -2 2§ —n— A2(na]131,32)zl 22% !

= (01 = 1) + 32) 27715 4 (01 + ) — 1) gt

S1 n s1—1 82 so—1_mn 2 n— i 1
+n+1 1+s2221 +n+1 P 122+81)j|)z7l(21+z2) 1_Z(zl+z2)7

n-1 .
Cck —ikqt J+ 52 z]+32—1 n—1—j+s1
( Z 0’1”[ Z (n—g—l)'(]— 22 —n—171 #2

iky =i—'i(81 —s32)

n—1 .
—ikyt n=1—-J+81 j1sp n—2-jta
. Z C‘”’”l Z(H—J~1)'J' % -—n—1 1
ik1=1i—i(s1—32)
(2.29)
bulunur. (2.29)’ de, e**2*’ i ifadenin yerine (2.28)’ de elde edilen sonug yazilarak baz

basitlegtirmeler yapilirsa,

n—1 n

_Z 1k —ikyt nl n
Konen =7 D C";l”[ 1((“"2 (2(71—1—1)'3'2]—71—1

ikl =i—i(31 —82)

j+s2 n—1—j+s1
7 Pz

n—1
n—1)! n e
> (n —j(— 1)'()1' oy 37— o1 A2 s s2) 2 e pfteat
s s 1 s -
— (n?(1 - s2) + s1)—2' 257 + (021 + 1) = 52)— lzllzg‘*’2 !
ns2 -1 nsi -1 4
_+Tz1 +31 2-292 + | fl Z2L+82
n—1
- i j+s2 n—1—j+s;
Z(n—g—lljl 2 — 1(-7"‘32)2{ )
n—1 i

(]+32)ZJ+82—1 ;l—a+<u

_Z(n-—]—l gt 25 —

n—1

—-1- _7 + 8 )z{+32+lz;z—2—j+31

1
Z (n—] - 25 —n— l(n

n—1

1 . . s
Z (n ] — 1)'.7' 2.7 —_n— 1(71— 1 "‘] +sl)z.l7+82zg ! J+81))]

(2.30)
elde edilir.
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(2.30) ifadesinde de birtakim iglemlerle,

_ i k1 —ikyt n—11|_32 31
K08182] - Z Z 003182 [ ! (Zl + 22) z] Z2

ik] =i—i(81 —82)

-1 n—1 .
n n—1—j J+ 82 n—1—j
12(71—]—1']'2]—71,—112 Z(n ]—1']'2j—n—lzjz
Zi j+82 J—l n—J_nE_: n—1—j+s
(n— _7——1)'_7‘2]—71 (n J—l'j' 2j—n-—1
n-—1

i+1 n— - 1 n—1—j4
4 ’ Z(n J—l)']' 2j—n— (n L-j+se)ads J))

n—1
— 1)1 !
31 32 (n 1) n. n—j_j5—1
z E A n, , 51, 82)2
1 _ -
— (n?(1 — sp) + sl) 1z{‘ 1,52 4 (n2(1 4 1) — 92) 1 251z el
ns2 'n,-l—q sg—1 "‘31 2° 1 _n+s
+ ]Z 2 + 1= 2 2
% C b
=7 (1;;132 [ L (zl + 22)” 1[2:22-291
zkl—z—z(sl-—sz)

-1 _n—j

Z(n j'(j—1'2j——7l+3 2

= n! 1 §=1,m—j
—Z(n— NG -1 25 —n— (J+92 Lz

n—1

1 _
Z (n_J_l),], 27— — (i L

n+1
_ n! 1 ( +1 +s ) -1 n_]
Z,_ m—F DG =202 —n=35 "~ 14

1 n
Z(n J'(J—l)' T (n—]+sl)z1 1z2 .7)
n—1

o s (n—1)! n . n—j g1
+z1‘z22(2 (n—]~l)'(]— 2! 2j_n_1A2(7l,],-5‘1,$2)21 23

+(n%(1 - s2) + sl) ”_I'H"z“’2 +(M2(148) - 32) 251 el

nss _ nsi _
+ z{"“" z;z 1 + 21-91 lzg"'”] )}

n+1 n+1
(2.31)
bulunur.
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(2.31) ifadesindeki sonugta, toplamlar ve iistler agilip birtakim basitlestirmelerle,

n—1

i ¥ — S
KOslsgl = Z Z C(’)‘:”z [ zklt((zl + z2 n I(Zig222l Z (n ] — 1 '(J — 2)'

ikl =i—i(81 —82)

n—1

-1 . —_F e
Ag(n, j,s1,52)2 125 77) + 28 252 Z (n—j—-l)'(j Az(n,J,Sl,sz)z? 37Y)

s n—1 n —_ n -
+ 27%23" (Alg(n,.sl,32)z2 + Au(n $1,82)2] n n 75271 1.0 — — 3z{‘z2 1)
— 27257 (n®(1 — s52) + 81) 274 (21 4+ s) - 32) ! PR 152 2Pz}
172 n— -1 n+1 2
nsy _1
+ n+ lz1 zé’)])]
. n—1n-1
_2 o —ikat (n-1)! n!
Py 0[ (ZZ (= 1= B =7 DIG =)
ik1=i—1(s1—s2)
Ag(’n, j’sl’32)z{c+32+j—1Zg,—l—k+sl+'n—-j
+ nil nZ_:l (n ™ 1)' n! A2(’Il .7 51 92)Zk+81 +'n—jz;1,—1—-k+32+.‘i—l
Le e (n—1-k)k! (n—j—1)i(j - 2)! Sy 4
-1
e (’Il— 1)' A k+s9o n—l — k481 +n—1
+Zm 10(n, 81, 82)21 " 22
k=0 ’
n—1
(’ﬂ - 1)' k+so+n—1 n—l k+s
+ l;) (Tl'—m—"Au(’n 81,32)Z1 2 29 1
-1
+ nz (’Il — 1) nsy k+ 39—1 z:n—l k+s1+n
k_o(n——l—k)'k' nti 2
—1
_ nX: (’ll - 1) nsy z{»+32+nz;z—1—k+sl—]
— 1 = Vil py —
P (n—1—-k)kln-3
n—1
('I’L — 1)' (n2(1 - 32) + 31) k+s1t+n—1_n—1—k+so
+Z(n—1—k)'k' T-n 4 2
(n2(l +31) — 32) k+sy,  n—1—k+sy4n—1 NS2 ptsi4n n—1—k -1
n p— e p=i—ketarts + s Zltertn nt—kto—
4 —t ns, k+s; -1 n—l —k+s+n
nt1l “2 '
2.32)
Burada,
7l2
Ao(n,s1,52) = — ——(n+s1)+n(l+s2)
n+ 1 7 + 1
n? nn—1)(s; +1)
A“(n’sl’SZ):(n—:}_n— (n+s2—851—1)— m—5 )

olarak tanmimlanmigtir. Simdi (2.32) ifadesinde rezonans kogullarina bakilirsa,
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. terimde = —k; +k+so+j—-1-(n—-1—-k+s1+n—3j)—1=0=k=n—j+1,
. terimde = —k) +k+s1+n—j—-(n—-1—-k+s3+j—1)—1=0=k =59 — 81 + 3,
. terimde = —k1 +k+s2—(n—1—k+s+n—-1)—-1=0=k = n,

. terimde = —k; +k+ss+n—1—-(n—1—-k+s)—-1=0=k=1,

. terimde = —k; +k+s2—1—-(n—1—-k+s14+n)—1=0=>k=n+1,
~1=0=k=0,

terimde = -k +k+s1+n—1—-(n—1—-k+s)—-1=0=k =5y —5, +1,

)
)
)
terimde = —k; +k+s2a+n—(n—-1—k+s —1)
)
)

terimde = —k; +k+s1—(n—1—k+s24+n—-1)—-1=0=>k=n+sy — 51,

© NS ;A W N

. terimde = —k; +k+s1+n—(n—-1—k+s0—1)—1=0=k =35 — 51,
10. terimde = —k1 +k+s1—1—(n—1—k+s2+n)—1=0=>k=n+s3—s +1

bulunur. Eger k mn alabilecegi degerlere dikkat edilirse, 3. ve 5. terimlerde bu

sarti saglayan k degerlerinin olmadig goriiliir. Rezonans kosullarimi saglayan terimler

toplanirsa,
of (n —1)! n!
— n+82 'n,+31— . .
Kﬂslng &l (Z (‘7 _ '(’Il —ji+ 1)' (n — - 1)'(j 2)!A9(n1.7y31132)
n—1
(n—1)! n! )
+ . . o o -A 1 Jy
D e ) ) ey ey KU
ns; (n—1)! n?(1 — s3) + 51
+ (=1 An(n s, 52) + n— (n—s2+s1 —2)(sg —s1 +1)! 1—-n
(n—=1) n2(1+ s1) —
(n+32—91 '(—sz+sl—1) n—1
(n—1)! nsz_ (n—1)! nsy
m—seg+s1—Dsa—s1)!n+1 (-so+s1—-2!(n+s2—s;,+DIn+1
(2.33)
elde edilir. Bu ifade sifirdan farkh ise C '{,‘; s, @ karsi gelen simetri kinlir, aksi halde

kinnlmaz. Bu durumda bu grup parametresine karsi gelen simetri de elde edilebilir.
Ancak burada C?! grup parametresine karsi gelen simetrinin kesinlikle kirilmadig
bilindigi icin bu parametreye karsi gelen simetriden yaklagik ilk integral elde
edilebileceginden, (2.32) ifadesinin sifirdan farkh olup olmadigim kontrol etmeye gerek
duyuLFna,m1§t1r.

Sonug olarak, 2. mertebe analizde, C3' grup parametresine kars: gelen simetri n degeri
ne olursa olsun kirllmamakta, diger grup parametrelerine karsi gelen simetriler ise
1. mertebe analizde sadece n’in tek degerlerinde kirihrken, 2. mertebede n’ in ¢ift

degerlerinde de kirilmaktadir.
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2.3. 1. Mertebe Yaklagik Simetriler

Yukanda yapilan analiz sonucunda artik CZ! grup parametresine kars: gelen 1. ve 2.
mertebe genellestirilmis yaklagik simetri bulunabilir. 1. mertebe simetriyi bulmak igin,

'21

1. mertebe analizde elde edilen 77; (2.13)’ de goriilen, grup parametre51mn katsayisi

. n—1
21 __Z "—' -3 n n
Ko ~2( Z (n—j )'J'z{zZ t2 +zl) (2.34)

Jj=1
(G#2),,
olarak bulunur. Simdi n tamsayisinin durumuna goére bu parametreye karsi gelen 1.

mertebe simetri hesaplanmahdir.

2.3.1. n =tek tamsay1 i¢in 1. mertebe simetri

(2.34) denkleminde n’ in tek tamsay degerlerinde (j # -";—l)m kogulu gegerli oldugu
icin, 5 = 1,...,n — 1’ e kadar olan toplamdan bu deger g.lkartlhr ve bir takim
basitlegtirmeler yapilirsa,
4 1 I'(1+n) S5 %j-_
— s 2.35
m= 2( F(—'JL—)F(—"'—) + (Z] + 22) ( )
elde edilir. (2.35) denkleminde ise ters doniigiim formiilleri (1.20), uygulanarak gerekli

sadelegtirmeler yapilirsa, n = tek igin,

. ra+3%)

2 2\ -1
M= ——=g (@ +23) 7 zp
N C T »
o (4%

=1
Tz — 2]

m= —\/——@(ﬁ +23)*
bulunur. Dolayisiyla n = tek igin 1. Mertebe simetri,
C3 = X = Xg + X,
I'(+3) d
- (””2 ve( = Zarqemm DT ))6_:::7 (2.37)
1"(1 + 'Il a
— —r -t —_
+ ( o1 +6(fr(;t_)( +ag) T m m‘)) dzo
olarak elde edilir.

2.3.2. n = gift tamsay i¢in 1. mertebe simetrinin hesaplanmasi

Bu kez (2.34) denkleminde goriilen (j # %)M kosulu zaten gegerli degildir,

dolayisiyla, (2.34) denkleminin diger terimleri basitlestirilirse;
1
M= 50 +2)" (2.38)
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bulunur ve bu ifadeye de ters déniigiim (1.20), uygulanarak, n = cift icin,

7’} =0,
. (2.39)
W =l
bulunur. (2.39) ve (1.33) kullanilarak da n = ¢ift tamsay1 igin simetri
Ce' = X =Xo + X4
(2.40)

= i_}_(_z _Ezn)i
N 28:111 ! 1 3272

olarak elde edilir.

2.4. 2. Mertebe Yaklagik Simetrinin Hesaplanmasi

C3! grup parametresine karsi gelen 1. mertebe genellestirilmis yaklagik simetriler
bulunduktan sonra benzer iglemler 7}’ e uygulanarak 2. mertebe simetrilerde elde
edilebilir. Dolayisiyla, oncelikle daha oOnce ¢ok uzun bir ifade oldugundan
hesaplanmayan 7}, sadece C3' grup parametresinin katsayisi igin, (2.21) denklemine

rezonans kosullan uygulanarak hesaplanmahdir. Bu iglemler sonucunda,

n+1 b

" n! (n=1)! ! 5

My = ——7—— . A g A3 n’])

2 47121!11:{:21![ J=Z2 (71—1—])!(]—2)! (71—2]"‘1) (
(#254),,

g n—=1 _ ., 3n—1 1..._3 ) n4l 3n-3
AR L oG .

Snt+l i =3 ;) . X (iwt 4 —iwt
— — 6 - 2w w
5 (1+n)z1 E } +[ izg 4(6 + e7*)
ne nee
elde edilir. Burada As(n,j) daha 6nce tammlannust (2.20). (2.41) ifadesi
basitlestirildiginde,

1

) 3 Lo
g = —%_m (2 al(1 + )2+ n)2 2y~ = T(1 + n)F(——+ n)zzf( 1+n)
16T( ) ) 9

(1 n ;_1)1zz2%-(-1+n)((—-] +n)z; + 29+ 37!22)>:|
2

ny

_|_

— izg — %(eiwt + e—iwt)jl
neg

(2.42)
elde edilir. Artik n tamsayisinin durumuna gore, C3! grup parametresine karsi gelen

2. mertebe genellegtirilmig yaklagik simetri elde edilebilir.
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2.4.1. n= tek tamsayi i¢in 2. mertebe simetrinin hesaplanmasi
(2.42) denklemine (1.20), ters doniiglimiiniin uygulanmasi sonucu, n = tek igin,

n— )
g = 2("‘11(93? +22)" 2p + (1 — n)azrz2a} (22 + 23) T + 75

2 .
- t
g _qywsinw ),
2w* = 1) (2.43)
n-3
75 = —2 (n a1 (2} + 23)" o — aga (2} + 23) 7 ((n+ 1)af + 2nad) + 1%
8
+ 22 —1) coswt)
bulunur. Burada,
_ (1 +n)'(2+n)
@1 = NEDREIN
. I(1+4mn)
@2 = REDEZE
olarak tanimlanmistir. Buradan 2. mertebe genellestirilmis yaklasik simetri,
C2 = X = X + X +2X,
F(l + 2) n-=1 -
. n=3 ] ¥ ) o]
+ (1 — n)agz] (21% + :c%) T I129) + Z.’El = é(w—z_—ﬁwsmwt))) e
L1+ %) gy A=l %
(oo Gorcel e b P

+ ¢ ( - 2(a1 (2 + 23)"~Tnzy — aga(2? + 23) T ((n + 1)23 + 2na?)

) y o
(2.44)
olarak bulunur.

2.4.2. n= ¢ift tamsay i¢in 2. mertebe simetrinin hesaplanmasi

(2.42) denklemine (1.20); ters doéniigiimiiniin uygulanmas) sonucu n = ¢ift tamsay

icin,
1 == — — ——————. 1
12 _2( %1 o2 l)wsmwt),

) y
2_ 9 Zpp 4+ —1
75 2<4a:2 + (@2 = 1) coswt)

elde edilir. Buradan 2. mertebe genellestirilmis yaklagik simetri,

(2.45)
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CH = X =Xp+eX; + Xy

- ( ve(2(fe - m%ﬂwsi“”t))) oo (246)

) ¥ o
—pr —er? 2 —9of —_ —
+ ( TG —€ex] + € ( 2(4:1:2 + 22 = 1) coswt))) Bg

bulunur. 3. Bolim’ de, (2.44) ve (2.46) denklemleri ile verilen, sirasiyla, n = tek
ve cift tamsayilar icin elde edilen®2. mertebe genellestirilmis yaklagik simetrilerden

yararlanarak, Yaklagik Noether teoremi uyarinca yaklasik ilk integraller elde edilecektir.
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3. YAKLASIK NOETHER TEOREMI VE iLK iNTEGRALLER

Bu boliimde, 2. Béliimde elde edilen 2. mertebe yaklasik simetrilere karsi gelen ilk
integraller bulunacaktir. Ancak, 6nce bazi teorem ve tammlamalan vermekte fayda

vardir.

3.1. Yaklasik Noether Teoremi

Yaklagik Noether Simetri Grubu

Hareket denklemlerini yaklasik olarak invaryant birakan bir doniisim grubu:
t=t+a(m +er'), G=qt+al&+e€)), j=1,...,n (3.1)

olarak tanmlansin. Burada 7° = 7°(t,q), 7! = 71(t,q), & = €2(¢,q), €° = £2(¢,q),
a grup parametresi, € kiigiik bir parametre ve q konumdur. Eger bu déniigiim grubu

altinda etki integrali de yaklagik olarak invaryant kahyorsa, yani:

f1 _ B ty t1 dG
/ L(t,q,q;¢)dl = / L(t,q,q;e)dt + / —d—t—dt + O(e) (3.2)
1 t

0 0 to
ise, (3.1) denklemiyle verilen doniigiim grubuna yaklagik Noether simetri grubu denir
[10]. Burada L = L(t,q,q) Lagrange fonksiyonu, G’ = a(g + €g!) Ayar fonksiyonudur

ve (') = 3‘%, ()= % olarak tanmmlanmiglardir.

3.1.1. Lagrange Sistemleri igin Yaklagik Noether Teoremi
Her yaklagik Noether simetri grubuna karsi gelen bir yaklagik ilk integral vardir ve
0 1 0 1 0 1 . (0 1] 8L ;
I=g"+eg — |(7" +er' )L+ [(Ej +e6;) — (T +er )]:9? , i=1,...n (3.3)
j

olarak bulunabilir [6,10].
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Ispat: Yaklagik Noether simetri grubu tamminda (3.2), (3.1) ile verilen déniisiim
kullanildiginda,

t1 t1
[ L, 8, q’; ) dE = / L(t +a(r® + ), q + a(€® + 1), ¢ +a(€” + e ); )dt

to to
+/ La—(T +er!)dt
° (3.4)
elde edilir. (3.4) denkleminin sag tarafindaki Lagrange fonksiyonu grup parametresi
(a)’ ya gore Taylor serisine agildiginda,

tl ’ ’
/ Lt +a(r’ +er'),q+a(€® +e€'),q +a(€” +e€" );e)dt
t

(]

131 oF;
=[ [L+a(%|a=o(7'0 + €7 ) d—'la_O(EJ + € 6_1) + 65 aq; |a_ )] dt (3.5)

t1
+ / La(7% 4 ei1)dt

to

oy v e 87’ . . .
elde edilir. Burada goriilen —2|,_¢ ifadesi, yani;
g Ja yani;

oF; 0 10q; d ,0g; ot
Ba lo=0 = 60,( ot )l"— =5 ot at)l“ 0
d7,. : 1 . .
— 5—[;[(%» +a(€® +e€M))(1 —a(7'°+61'1))] (3.6)
ar. . ,. ] : :
= [qj - qja(T0 +erl) + a(f;-’ + e{}) + O(a2)]
= (E;) + 6&; — ¢ (7 + er')) + O(a),
(3.5) denkleminde yerine yazildiginda,
t t oL oL
/ L(t,q,q;€)dt = / {L+a((70+671)5+(§2+e§;)—a——'
to to q;
: : . .1,] OL
+ [(5}’ + €€}) —qj(r°+e¢‘)] 5+ (0 + et )L)}dt (3.7)
g5
t1
[ @+ e
to
bulunur. Buradan, ”Killing” denklemi [11]:
oL oL . . oL
O er)— + (€9 + e€)) e + (€9 +€€}) — ¢;(7° + )| =
+({#F + )L =3 + e
elde edilir. (3.8) ifadesi diizenlenerek yazildiginda,
oL d /oL
0 1_ (.0 nyj|oL e
(EJ +E§] q](T +er )) [3% dt (d%)} (3 9)

d 0 1y, 9L 7.0 1_ + (.0 Y 1
+dt L(7° + er )+6qj (Ej +e6; — (T +er )) —dt(g +eg')
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bulunur. Lagrange hareket denkleminden, (3.9) ifadesindeki ilk terim sifirlamur, diger

terimler yeniden diizenlendiginde ise,

gt—[go +eg! — ((7’0 +er)L + (({;’ + ef}) - tjj(To + e‘rl)) %)] = O(e?) (3.10)

elde edilir. (3.10) denkleminde parantez i¢indeki ifadenin ise (3.3) ile verilen ilk integral

oldugu goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanir.

3.1.2. Hamilton Sistemleri igin Yaklasik Noether Teoremi

Yaklagik Noether teoremini Hamilton sistemleri igin yazarken doniigiim gruplarinin
iireteclerinden yararlanilacaktir {7].

Yerel Olarak Hamilton Vektor Alam

" Eger bir vektor alam, X = f'(p, q)g% + 77 (p, q)a—{;l—,

L=0 (3.11)

denkligini saglarsa yerel olarak Hamilton vektor alanidir [12]. Burada £ Lie tiirevi [12],

Q = dp; A dg; (p momentum, q konum), A dig garpim ve l =1,...,n dir.
Yaklagik Noether Simetri Vektor Alam

Hamilton denklemlerini;

_ 9H . 9H
# op;’ i g’

H = Ho(p,a) +... +€P Hyy(p,a), (i=1,...,n) (3.12)

yaklagik olarak invaryant birakan bir yaklasik Hamilton simetri vektér alam X, eger

Hamilton fonksiyonunu da invaryant birakiyorsa, yani;

Ly H = O(e**1) (3.13)
ise, bu vektor alanina Yaklagik Noether simetri vektor alam denir [7].
2. Bolim’ de bulunan yaklasik simetri vektor alanlarinn, (3.13) denklemini § = 0 igin

sagladigh gosterilebilir. (3.13) agik olarak yazilirsa,

OH OH
(6 + e + €2n3)m— + (15 + enf + €*F) 5— = O(&’) (3.14)
(91121 d:l:z

elde edilir. (1.1) dinamik sistemi i¢in Hamilton fonksiyonu ise,

mn+1

_1 2 2
- 2($1+$2)+6n+1 1

bulunur. Buradan n’ nin tek veya cift tamsayr durumlarinda (3.14) denkleminin

saglandig1 agiktir.
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Hamilton sistemleri igin Yaklagik Noether Teoremi

Her yaklagik Noether simetri vektor alammna karsilik gelen bir yaklagik ilk integral
I(p, g; €*) vardir ve
X AQ=dl+0(" (3.15)

denkleminden bulunabilir [7]. Burada  ig carpimi [12] gostermektedir.

Otonom olmayan Hamilton dinamik sistemleri icinde benzer bir yaklagim geligtirilebilir.

Bu durumda X €’ nin bir-formunun tam olmas: yeterli olacaktir. Yani;

L"xH = f(p7 q,1).

Bu konu [7] de incelenmektedir. Dolayisiyla, &ncelikle, (3.15) ifadesinin tamhg kontrol
edilmelidir. Burada,

Fi=—(+eai+end) ve  Fy=n}+enl +en) (3.16)
ifadesi agik yazilarak,
Fi =z, + e( — 2a3(2? + :c%)l?_'la:] + m?)
+ €2 (2 nay(2? + 23)" 1z, — 2002} (22 + zg)”T_a((n +1)z3 +2n2?)  (3.17)
+ uﬂL—l cos wt) )

ve
Fy =z9 + e( - 2a3(a:f + a:%)z"ﬁ__]m)

¢2 (2 nay (22 + 23)" ag + 20027 (2? + 22) =5 (1 —=n)zzo (3.18)
Y .
— wz——lw sin wt)
elde edilir. Burada,
n
az = ———F(l *3)
NGYED)
olarak tammlanmistir. Buradan, (3.15)’in § = 0 igin tam oldugu agikca gériilmektedir.
Dolayisiyla, bu yaklagik simetrilere karsi gelen bir yaklagik ilk integral (3.15) denklemi

aracihigiyla elde edilebilir [7].
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3.2. Yaklagik ilk integral

Simdi 2. mertebe yaklagik simetri analizi sonucunda kirlmayan C3' grup
parametresine karsi gelen yaklasik simetri vektor alanmi igin yaklasik ilk integral
hesaplanacaktir. (3.15) denkleminden,

I =/Fld~’1¥1,
Ij-—-j[(F'-—-gll dzg,

I=hL+1

elde edilir. Buradan n = tek igin,

1 7 n—1
I =§fv¥ + 6(1 n n(a:” Y= 2a3(z? + 23)(2? +22)77)
62(w27 7 Z1 €08 wt +a; (22 + 23)" 7 (22 4 23) — 2027t (22 + x%)"T—l))’
_ gywsinwi 1 4
= oy T

bulunur ve buradan da ilk integral,

14n
= T 203 2 ayep
I—— (-’131+$2)+ (1—|—'n. 1+n(:cl+:1:2) )
te (w211($1 COSUJt—iEzwsinwt)-I—al(:lzf—{—a:z) _202$1+n(x1 +$2) ;1)

(3.19)
olarak elde edilir. (3.19) ile elde edilen ilk integralin diizey egrileri Mathematica 3.01
[13] kullanilarak gizdirilmistir (Sekil.3.1-2).
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Z (,,;'“'

-1.5%+0.500.511.5

X1

e £

Sekil.3.1 mn= tek tamsay1 igin yaklagtk ilk integralin diizey egrileri,
w=+v2,7=5€e=01 a.n=3,t=0, b.n=3,t=m, c.n=>5 t=0,d. n =25,
t=me.n=71t=0,f.n="7t=nm
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t%%x\ 7 -1.5 Z b
~0.50 0.5 1 1.5 ~1.5-1-0.50 0.5 1 1.5

e f
Sekil.3.2 mn= tek tamsayr igin yaklasik ilk integralin diizey egrileri,
vy=1€e=03t=ma.n=3, w=17b.n=3, w=v2,¢c. n=5, w=07d. n=5,
w=v2,een=7w=07f.n=7 w=+2

-1.5 '
-1.5-1
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n = ¢ift igin ise yaklagik ilk integral,

— -_— € M 5 i t .
2(z1 + z3) + Ton € i (z1 coswt — zow sin wt) (3.20)

olarak kolayca hesaplanabilmektedir. n = c¢ift tamsay: igin elde edilen yaklagik ilk
integralin (3.20) diizey egrileride gizdirilmigtir (Sekil.3.3-4).

5 1™
B A\
OD
—0.5;\
—2.5—2—1.5—1(—10.50 0.51
-2-1.5-1-0.50 0.5 1

£

Sekil.3.3 n= ¢ift tamsayr i¢in yaklasitk ilk integralin diizey egrileri,
w=v2, v=5¢e¢=0la.n=21t=0, b.n=2t=x, c.n=4,t=0, d. n=4,
t=m,e.n=06,i{=0,f.n=6,t=7x
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-0.5 -0.5
-3 -2 -1 0o 171t -2 -1 o 17t
a b
Xy X2

-1.5-1-0.5 0 0.5 1
£

X1

X

Sekil.3.4 n= ¢ift tamsayr igin yaklagmk ilk integralin diizey egrileri,
vy=1,€e=01,t=7 a. n=2, w=v2, b. n=2, w=17, c. n=4, w=+72,
don=4 w=17en=6 w=v2f.n=6 w=17

Sekil.3.1-4’ de gorllen periyodik yoriingeler, ¢oziimlerinde periyodik oldugunu
gostermektedir. Burada ilk goze ¢arpan, diizey egrilerinin yapisimin, n degerinin tek
veya cift olmasina gore degigsmesidir. n degerinin biiyiikligiiniin bu degisimde cok
fazla bir etkisi yoktur. Eger n tek ise, (3.19) denkleminin diizey egrileri, periyodik
¢ozlimlerin eg merkezli gemberlerini kapsayan bir heteroklinik manifoldun {4] varhgim
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gostermektedir (Sekil.3.1-2). n ’in ¢ift tamsay1 olma durumunda ise, (3.20) yaklagik ilk
integralinin diizey egrilerinde, periyodik ¢bziimlerin es merkezli gemberlerini kapsayan
homoklinik bir manifoldla [4] kargilagilmaktadir (Sekil.3.3-4). n degerinin biiytikligii
ise, her iki durumda da yani n tek veya ¢ift tamsay1 olmasi durumunda, bu homoklinik
ve heteroklinik yoriingelerin daha kii¢iik bir bolgede goriilmesini saglamaktadir. Biiyik
n degerlerinde, eger (saddle) noktalar1 orijine biraz daha yaklagmaktadir.
¢ parametresinde ki artimda benzer etkiye neden olmaktadir. Ancak burada diizey

egrilerinin dogasindan dolay1 bu eger noktalar tam olarak gorillememektedir.

3.2.1. Karakteristikler Yontemiyle Elde Edilen C6ziim i¢in 1S integralin
Bulunmasi

1. Bolinm’ de elde edilen, keyfi fonksiyonlar igeren (1.24-27) ¢6zlimlerinden de ilk

integrali elde etmek mimkindiir. Bu ¢oziimler agagidaki denklemde kullamihrsa,
dl = Gidzy + Gadzg

G =—(T + &} + E€¥75)  ve G =1 +eij + €7

I, = /G’ldzl =e* ((35? Z2 =it 3?2 zzzle"'\zt>

+ 6(3—222 Mty g—(F,;zzz =Mt +/e’\2tK2dzl))

elde edilir. Yine 1. Boliim’ de hesaplanan tamhk kosulundan elde edilen kisitlamalar

(3.21) denkleminde kullamldiginda,

al OFy — Aot OF, —Aat A1 Ky
—_— = —eM .22
o e (602 + ¢ 5Cs —2z1€ € (3 2 )

(3.21)

bulunur. Buradan,

_ d] /\lt 8F1 -t aFl 2 _—Aat
’2“/ (Ga = 7, e = ((aC' a1%2e Tt 5o, 2

(3.23)
+ e(g—lj”z'm zge Mt 4 3?3 ; _’\”))
bulunur. Ik integral ise,
I=h+I= e"‘?*"l)tgng + e('\l‘*ﬂ)‘g—gz§+
(3.24)

OF; 4 (,\Q-A.)t OF3 , (A1=2A2)t
+e€ (d(‘ z] 6(’ z3€

2
olarak elde edilir. Goriildiigi gibi yaklagik ilk integral karakteristikler yontemiyle
bulunan ¢ozlimlerle ifade edildiginde, keyfi fonksiyonlara bagh olarak elde
edilebilmektedir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, tek serbestlik dereceli, zorlamah, soniimli asagdaki dinamik sistemle;

dfl)l — =g

dx

d_t2 =19 = —1 —e$’1’+62('ycoswt—6mg), O<exk1
modellenebilen salimclara, 2. mertebe yaklagik simetri analizi uygulanarak,

incelenen dinamik sistemin yaklasik ilk integralleri elde edilmistir. 2. mertebe yaklagik
simetrilerin hesaplanmasinda kullamilan yéntem, Baikov, Gazizov ve Ibragimov’ un,
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin yaklasik simetri analizi ile bulunmasi
icin geligtirdikleri yontemin [5] modifiye edilmig bir versiyonudur [7]. Yaklagik ilk
integraller, 2. mertebe yaklasik simetrilerden, Hamilton sistemleri igin yaklagik Noether
Teoremi kullanilarak [7] elde edilmistir. Hesaplanan bu yaklagik ilk integrallerin diizey
egrileri Mathematica.3.01’ de c¢izdirilerek sonuglar tartigilnugtir. Bu diizey egrileri
incelenen dinamik sistemin periyodik ¢oéziimlerinin oldugunu gostermektedir. Ayrnca,
bu diizey egrilerinin yapisinin, ozellikle n parametresinin tek veya cift tamsay:
degerlerine gore degistigi gozlenmigtir. Eger n tek tamsay: ise, dinamik sistemin
diizey egrileri, periyodik ¢6ziimlerin es merkezli gemberlerini kapsayan bir heteroklinik
manifoldun [4] varhigim gostermektedir. n ’in ¢ift tamsay olma durumunda ise, yaklagik
ilk integralin diizey egrilerinde, periyodik ¢ozlimlerin es merkezli gemberlerini kapsayan
homoklinik bir manifoldla [4] karsilagilmaktadir. n degerinin ve € parametresinin biiyiik
degerlerinde ise, bu homoklinik ve heteroklinik yoriingeler daha kiiciik bir bolgede
goriilmektedirler yani biiyiikk n ve ¢ degerlerinde, eger (saddle) noktalar orijine biraz
daha yaklagmaktadir. Ancak diizey egrilerinin 6zelliginden dolay:1 bu eger noktalarn

gekillerde goriilememektedir.

Burada incelenen dinamik sistem diger perturbasyon yontemleriyle de sayisal olarak

goziilerek sonuglar karsilagtirlabilir.
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C IN KATSAYISININ INCELENMESI
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