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ABSTRACT

In this study, Pasternak foundation model is used to analyse the behaviour of dental implants
in bone and the variation of the total potential energy of the system is written to formulate the
problem which yielded the required field equations with the boundary conditions. The
assumed model is validated with photoelastic experiments,

OZET

Bu galismada implantin ¢ene kemigi igindeki davranisini belirlemek iizere Pasternak zemin
modeli kabul edilmis ve formulasyon igin sistemin IT toplam potansiyel enerjisi yazilip bu
ifadenin degisimi (varyasyonu) alinarak gerekli alan denkiemleri ve smir kosullari elde
edilmistir. Segilen modelin dogrulugu, fotoelastik deneylerle test edilmistir.

Anahtar kelimeler: Implantlar, Pasternak zemini, degisim (varyasyon) yontemi, fotoelastik
yontem, integral denklem, Galarkin yontemi

1.Giris

Dis hekimliginde implant uygulamalari olduk¢a yayginlagmistir. Bilindigi gibi implant ¢ene
kemigi igine yapay bir kok olarak yerlestirilmekte ve iizerine sonradan dis monte
edilmektedir. Eger agizda ¢ok sayida dis eksigi varsa gene igine araliklarla yerlestirilen birkag
kok tizerine yerlestirilen tagiyici bir sistem kullanilarak eksik disler tamamlanabilmektedir.
Implant uygulamasmi zorlastiran konulardan birisi de implantin uygulanacagi bélgede
sinirlerin olmasidir. Bu durumda implant uygulamas sinirlerin 6zel bir operasyonla bslgeden
uzaklagtirilmasini  gerektirmektedir. Ust g¢enenin 6n ortasindaki dar bir sinirsiz bolge
bulunmaktadir. Bu bélgeye ikisi egik olmak iizere dért implant yerlestirilebilmektedir. Ancak
egik implantlara gelen gigneme kuvvetleri eksenel olmadiklari igin moment yaratmaktadir. Bu
da gene kemigine alisilmisin diginda bir zorlama yaratacaktir. Implant sisteminin iizerine
kurulacak sitemin tasarimi igin dncelikle egik kuvvet etkisi altinda bir gubugun elastik bir
zemin igindeki davranigi incelenmelidir.
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Problemi incelemek icin akla gelen ¢&ziim yollarindan birisi {i¢ boyutlu sonlu eleman
yonteminin kullanilmasidir. Bu y&ntemin giigliigii bir yana sayisal sonuglarin giivenirligi
tartigmalidur.

Bu calismada, implant elastik gubuk ortam ise Pasternak zemini olarak modellenmigtir
(Sekil.1). Alan denklemleri ve sinir kosullari enerji ve degisim (varyasyon) ydntemleri
kullanilarak elde edilmis, parametreler sonuglarda agtk¢a goriilecek sekilde kapali olarak
¢oziimler elde edilmistir. Pasternak zemininin en dnemli 6zelligi implantin ortama girdigi
noktada olusan kesme kuvvetindeki siireksizliktir. Bu siireksizlik sadece Pasternak zemininde
s6z konusudur. Bu siireksizlik kosulu da degisim ydntemi ile kolayca elde edilebilir [2,3].
Aym problem Winkler zemini igin de ¢dziilmiistiir. Biitiin sonuglar Pasternak zemini igin elde
edilen sonuglarla miihendislik amaglari i¢in birbirinin aynisidir. Ancak bu problemde en
onemli nokta implantin zemine girdigi noktadaki kesme kuvvet siireksizligi Winkler
zemininde gériilmedigi igin sonuglar Winkler zeminine ait sonuglar tartigma disi birakilmigtir,
Calismada iki konu 8ne g¢ikmaktadir. Birincisi Pasternak modelinin bu problem igin
gecerliligi, digeri de k ve G sabitlerinin bulunmasidir. Matematik modelin ve ¢oziimlerin
gegerliligi fotoelastik deneylerle gergeklestirilecektir.

2. Pasternak Zemini

Bu béliimde, sonsuz diizleme L uzunlugu boyunca gémiilii kirisin, P yanal yiiklemesi
altindaki davranisi, iki parametreli Pasternak zemin modeli kullanilarak incelenmistir
(Sekil.1).

P
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Sekil 1. Problemin geometrisi ve Pasternak zemin modeli

Kirige ait toplam potansiyel enerji I, kesme kuvvetinin etkisi ihmal edilip, sadece egilme
momenti hesaba katilarak asagidaki gibi yazilabilir.
i

H=f%£(y7”)3di- W(n)+f§('v'92dz+ j [g(v‘}z-l-;vz]rlz &)
¢ 4 a

Buraga El kirigin egilme rijitligidir. Pasternak zeminin birinci parametresi olan k nm birimi
[K/L), ikinci parametresi olan G nin birimi ise [K] dir. Toplam potansiyel enerjinin
varyasyonu agagidaki gibi yazilabilir.

¥ L L
3= f EI ¥'3%"dz —P §¥(0)+ f El v"3v"dz+ [ {Gv'3v' +kvdv)dz

¢ 7 0

Gerekli kismi entegrasyonlar uygulandiktan sonra agagidaki (2) ifadesi elde edilebilir.
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Z —u, & — @ birlesim noktasinda stireklilik nedeniyle

F(a) = v() } d%(a) = dv(M= 0
#(a) = v'(0) &% (a) = &/ ()20

yazilr.

V3 =0 0cEca
GV —zne + 20 dv =0 G<z<i
Burada,

3
7&-‘ ==

B
e =
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olarak tanimlanmigtir.

(2)
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(5a)

(5k)

[—EI0"(0))8%(8) + [E17*(0) — P13T(0) + [EW"(L)]6v'CL) + [EIT“ (a) — Elv" (0)18v'(0)

+[Gv'(L) = Eiv"' (L)]&¥(L) + [BI" (0} — BI¥'“(a) — G¥*(D)]dv(0)= ¢

Varyasyonlar hesabinin temel teoremi geregi ¢arpanlar sifir olmalidir [1]. Yanti bélgede,

W =0 0<ica
yVooanght 1 v =0 o<z =L
Sinirlarda ise,

o)=0

it - E
YO =g
ia) = v¥(0)
G
\I”FCO)_ — af"(ﬂ) — EY((O} = 0
¥i(LY=0

%v'(&) -V =¢
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sinir kogullart elde edilir. (7a) ve (7b) diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerini bulmak igin
ayrica ¢6kme ve donmenin stirekliligini ifade eden kosullarim da probleme eklemek gerekir.

¥(a) = v(0) (8g)
¥(a) = v\(0) (8h)
(7a-7b) olmak tizere iki adet diferansiyel denklem ve (8a-8h) olmak {izere sekiz adet kosul ile
problem ortaya konmus olur. 8« T a arahiindaki (7a) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
agsagida verilmistir.

oo L

¥T) =38, +6,2+ _G;_E,Iza )]
Burada 8, ve 8, P nin uygulandigr Z = © baglangig noktasindaki ¢skme ve dénmedir. (7b)

nolu diferansiyel denklemin ¢éziimii igin v — ™ Gnerildiginde karakteristik denklemin
koklerinin durumuna gére asagidaki iig farkli hal olabilir,

I.LHAL: 1 = X oldugu ge¢is durumu igin ¢8ziim asagidaki gibi bulunabilir.

¥(z) = €™ + Coze™® + Cge ™™ 4 C,ze7 (10)
Il HAL: n > A durumu igin ¢6ziim asagidaki gibi yazilabilir.
v(z) = Dy e + Dy0™% + e 4 ye~b? (11)
Burada,
a“=‘l12+‘1'r|*—?." ¥ P

A

b = nz . }nq_ 74 P
1

olarak tamimlanmstir.

Sekil 2

HLHAL: n < A hali igin karakteristik denklem
P =1t —1)
p? = .ﬂzvfa o b (12)
halini alir. Burada,
=12 ¢-1

1!
b= (13)
olarak tammlanmigtir. Karakteristik denklem Sekil.2’de tanimlanan © agisi kullanilarak,
P =tA(cos@ tisin®) = t7 &%  k=1234 (14)
bulunur,
a = Z.cosd (15a)
p = %sing (158}
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tanimlarint yapalim. Yukanda tammlanmis katsayilar arasinda islemleri 6nemli Slgiide

kolaylastiracak asagidaki iliskiler mevcuttur.
o +p2 =17
qz. - ﬁz = nz
2«p = 2isin24
3a® - pi—2n? = 1*
3 -+ =20
(7b) diferansiyel denkleminin ¢dziimii agagidaki gibi bulunur.
v(z) = (A +C)K114 (B + D)K12+ (A - C)K21 4+ (B - DIK22
Bu ¢6ziimiin simir kosullarint uygulamak igin tiirevlerini hazirlayalim.
vi(z) = (& + Q)[xK21 — BK12Z] + (& — C)[xK11 — PK22]
+(B + D)[xK2Z+ pK11) + (B - D}[aK12 + pKZ1]

vi(z) = (A+ O[M*K11 = kK2Z] 4+ (A - C)[n?K21 - kK12]
+(B+ D)[n*K12 4 xK21] + (B— D)[n*K22 + xK11)

V(1) = (A + C)[uF1K21 - pF2K12] + (& — €)[aF1K11 — fF2K22]
+(B+ D}[«F1K22Z + pFZK11] + (B~ D}[aF1K12 4 jF2K21)

Burada, KIJ ler asagida verildigi gibi z nin fonksiyonlaridir.

Kil = ch(uz} cos(pz)

K12 = ch(uz) sin(fx}

K21 = sh(az) cos(pz)

K22 = sh(uz) sin(pz)

Ayrica,
Fl= 2'[21 _?hs
Fz=2n%+2*

(16)

(17a)

(17b)

(17c)

(17d)

(18)

(1%)

olarak tanimlanmistir. (8c), (8d), (8g) ve (8h) sinir kosullari ile §, ve 6, cinsinden elde edilen
v(2) ¢bziimii (8e) ve (8f) simir kosullarinda yerine konarak &, ve 0, degiskenlerine gore iki

bilinmeyenli iki denklem elde edilir.
[Aill AL {50} - {‘Bl}
Azl Azzilg, BZ
Burada,
ZMS
All=M1- n_s:—

212 = M1+m an’M3 M4
= Za x 2g
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. m*Mse
A21 = MA — ——
K

M5 an*Ma8 M7

422 = aMé+ 2 = Z_ﬁ

e T(R M MR MMM ME, M)
EI\ 6 2?72 4@ ax 6% 4p * 2patnt

* faM m? M5

Burada,

M1 = ¥ R11 — kK32

Mz = nK21 —kK12

W3 = nlK22 + kK11

M4 = NP K12 + kK31

MS = aK11 + pK22

M6 = aK21+ pK12

M7 = aRK22 - BK11

M6 = aK12 — PR21 (22)

olarak tanimlanmistir. Burada KIJ ler (18) ifadeleri ile verilen fonksiyonlarimin z =L deki
degerleri olan sabit sayilardir. Bu denklem takimi ¢oziilerek 8, ve 6, bulunur. Béylece,
cubuga ait ¢6kme, donme, moment ve kesme kuvveti ifadeleri hesaplanmis olur.

2. Malzeme Sabitleri

Bu boliimde, P tekil yiikii altinda yar1 sonsuz diizlemin yer degigtirmesi problemi ele alinarak
malzeme sabitleri olarak Pasternak zemin parametrelerinin belirlenmesi amaglanmstir
(Sekil.3).

Sekil 3. Tekil yiik deneyi

Sisteme ait toplam potansiyel enerji I asagidaki gibi yazilabilir.
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n-—2z f (g-('v‘}“ + %v‘) Uz — Pv(0) (23)

Burada v(0), P tekil ytikiiniin altinda meydana gelen Sekil.3 deki v, ¢okmesidir. Toplam
potansiyel enerjinin varyasyonu ise agagidaki gibidir.

&N =2 f (GViav* + levdv) s — Pau(N) (24)
U]

Kismi entegrasyon uygulandiktan sonra diizenlenirse agagidaki ifade elde edilir.
on — 2}( (kv — Gv'¥0vids + 2Gv*(wo}dv (oo} — (2Qv'(0) + FrOv(0) (25)
o

elde edilir. Varyasyonlar hesabinin temel teoremi geregi ¢arpanlar sifir olmalidir [1]. Yani
bolgede,

W—glv=0 graw (26)
Burada @® =kfG dir. Sinirlarda ise,
P
= - — =
v 26 z (2%a)
¥=0 I=o (27L)

yazilabilir. Yukaridaki diferansiyel denkleminin ¢dziimii sinir kosullar1 uygulandiktan sonra
agagidaki gibi bulunur.

P
v(z) = Yo g e (28}

Sekil.6 da goriilen == & ve z = a noktalarindaki ¢6kme degerleri v, ve v, olarak &l¢iilmiis
olsun. Yukarida (28) denkleminde yerlerine yerlestirilerek bu iki ifadeden k ve G sabitleri
agagidaki gibi elde edilir.

- F lufvofva}

v, a (2%a)
P a
== Elu(vc_)'v‘j (295)

Burada, belirli bir P yiikiiniin altindaki v, ¢8kmesi biliniyor ise, = v, /¥, olacak sekilde v,
¢6kmesinin olugtugu a, mesafesi tespit edilerek, (29) bagmtilari agagidaki gibi yazilabilir.

F

k=
2v.a, (309)
Pa

G=—* :
7, (30b)
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3. Self Kalibrasyon ve Deneysel Ger¢ekleme

Kurulan matematik modelin ve ¢oziimiin dogrulugunu kontro! etmek igin fotoelastik deneye
bagvurulmustur. Ortam ve implanti temsil etmek iizere @.5em kalinhiginda plastik
kullamlmistir. Cubugun yiiksekligi b = 2em, boyu ise 16cm olarak segilmistir. L = éem lik
gubuk zemin igine goémiilmiis ve zeminin diginda a; = 3em, a; = 6cm ve 3, =9cm
uzakhktan F =39N cubuga dik kuvvet uygulanmistir. Yapilan 6n deneyde kullamilan
malzemenin elastisite modiilii E = 270kN/cus, optik sabiti ise f = 134N /cm/fringe olarak
dletilmiistiir.

U¢ ayri noktadan yapilan yiiklemeler igin elde edilen deney fotograflari Sekil.4’te
goriilmektedir. Bu sekiller incelendigi zaman asagidaki karakteristik sonuglar net olarak
belirlenebilir:

* Kuvvet sinira yaklastikga izotropik nokta olarak adlandirdigimiz siyah nokta sinirdan iceri
dogru hareket etmektedir. a = Scm igin izotropik nokta tam sinirdadir. Bu da sinir noktasimda
gubuk kesme kuvvetinde P kadar bir atlama oldugu ve bu nedenle T = © olmasi gerektigini
belirler. Oyleyse G sabiti bu noktada kesme kuvvetini sifir yapacak sekilde belirlenmelidir,
Bu 6zellikler P nin biiyiikliigiine bagh degildir. .

* En ug noktada a = %cm igin ¢6kme yaklagik 2mm olarak Slgiilmistiir. Oyleyse ortanun k
ve G degerleri bu iki sonucu saglayacak sekilde belirlenmelidir.

Problemin ¢dziimii igin bir Mathematica programi yazilmistir. Yukanda anlatifan yol
izlenerek goziimler iizerinde k ve G ye degisik degerler verilerek a = %cm lik cubuk icin
asagidaki sonuglar elde edilmistir (Sekil.5).

Sekil 4. P = 39N, L = 6cm igin yapilan deneyler, (a) a = 3cm, (b) a = écm, (c) a = %om.
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v (am)

0.2
0.15
0.1
0.05
z (am)
4 6 -4 =2 2 4
M (Nam | T (M)
8 -6 4 2 4 2 (em)
8 - -2
50 80
100 60 - ¢
-150 10
-200 20 .
-250 i 2 (am)
8 -6 -4 -2 2 4 6
~300 -20
-350 —40
Sckil 5.

P =39N, L =6am, %= 0.577cm"%, 1= 0.14%em™, k = 10kN/cm?, G = 4kN, a=
9em, &, = 0.208cm, 8, = —0.0275, 3= 0.0135cm, 0 = —0.0099, T, = G.876N.

Buradan elde edilen k= 10kN/em?, G = 4kN degerleri kullanilarak a = e, @ = 6em ve
a = 3cm uzakliklardan yiik uygulandiginda elde edilen M ve T kesit tesir diyagramlar
Sekil.6’da gortilmektedir.

M (Nam} T (N)
Z (am) ~ =
8 6 4 -2 2 4 6 80 a=dem
-50
a=6cem
-100. 60
) =3 cm

N - 4 a
\\-150 i a=3cm 0

- 20

200\\ a=b cm

-250 ° © oz (am)

m 8 -6 4 -2 2 4 6
300 assEm -20
=350 "~ =40

Sekil 6. P = 38N, L = 6cm, 4 = 0.577em™%, 1 = 0.14%em™?, k = 10kN femn?®, G = 4kN,
a= 9cm (8, = 0.208cm, 0, = —0.0275,8 = 0.0135cm, & = —0.0099, T, = 0.BF6N),

a= 6em (3, = 0.083em. 8, = —0.0148,3 = 0.0100cm, & = —0.0070, T, = —18.86N),

a = 3em (3, = 0.023cm. 0, = —0.0060.3 = 0.0060cm, & = —0.0040, T, = —ZZ.59N).
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Bu grafikler incelendiginde T ve M diyagramlarinda hesaplanmis ve deneysel sonuglar
bakimindan asagida belirlenen 6zelliklerin saglandig1 net olarak goriilmektedir.

» a kiigiildikge momentin en bliyiik degeri ¢ubugun i¢ bolgesine yavas bir kayma yaptig
a = Gem i¢in momentin en bilylik degerinin tam sinirda oldugyu,

» f¢ bolgedeki kesme degerlerinde ise a kiigiildiikge bir diisiis oldugu net bir bigimde
sOylenebilir. a = éem i¢in ¢ubugun i¢ ve dig bdlgelerinde yaklastk olarak bir esitlik vardir.
a = 3em igin i¢ bolgelerdeki T degerleri P den belirgin bir bi¢imde kiigtiktiir.

Ayrica Sekil.7 de zeminden ¢ubuga gelen yayili zemin tepkisi olan g(z. fonksiyonlari

¢izilmistir. Bu fonksiyonlar kesme kuvveti ifadelerinin tiirevleri almarak elde edilmistir.
Cubugun serbest cisim diyagraminda q{z) fonksiyonuna ek olarak £ =& ve z = L’deki tekil

kuvvetleri de yerlestirmek gerekir.

q (N/am)
120 .
a=9cm
00
2 &0 a=6cm
o
a=3cm
40
20
Z (am)
1 2 3 4 5 6
=20

Sekil 7. (a) a = 3cm, (b) a = 6em, (¢) a = Pem igin g{z) zemin tepkisi fonksiyonlar.

4.Sonuglar

Bu ¢alismada implantlarin lateral yiik altinda ¢ene kemigine yaptigi etkileri bulmak igin
ortamim.kendisini incelemek yerine incelenmesi daha kolay olan ¢ubuk incelenmistir. Elastik
ortam Pasternak zemini olarak kabul edilmistir,

= oAlan denklemleri ve sinir kosullari sistemin toplam potansiyeli {izerinde degisim
(varyasyon) alinarak elde edilmistir. Bu yontem smir kosullarim elde etmek igin gok
onemlidir. Aym zamanda alan denklemleri de kolayca bulunabilmektedir.

* G ve k sabitleri ile EI rijitlik degerlerine bagh olarak ii¢ farkh ¢bziim ayr1 ayr
bulunmustur.  Ancak uygulamada kargimiza ¢ikan malzemeler igin Ill. Bslgedeki ¢6ziim
integral sabitleri sinir kogullar kullanilarak elde edilmistir.

= Bu incelemede dikkati geken 6nemli 6zellik gubugun ortama girdigi noktada ¢ubuk kesme
kuvvetindeki siireksizliktir. Eger ortam Winkler zemini olarak alinsa idi kesme kuvvetinde bu
stireksizlik elde edilememektedir. Deneylerde ise kesme kuvvetindeki bu . siireksizlik son
derece net bir bicimde goriilmektedir. Gergek uygulamada ortaya gikan sorunlarin gercek
nedeni de budur.

= Ortam igin k ve G Pasternak katsayilar self kalibrasyonla elde edilmistir.
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= Gergek gene kemiginde buradaki olanak olmadig1 igin Pasternak katsayilarint bulmak tizere
P tekil yiiklemesine ait ¢kme fonksiyonu elde edilmistir. Bu ¢oziim kullanilarak k ve G
degerinin basitge elde edilmesi gosterilmistir. Ancak hassas olgiimler igin deney diizenegi
olmadigindan bu yéntem bu ¢aligmada denenmenmistir.

= Bundan 6nceki boliimde ayrintili olarak anlatildig: gibi matematik modelleme ve buradan
elde edilen kapali ¢oziimlerle deneysel ¢oziimler arasindaki mitkemmel diyebilecegimiz
uyusma burada nerilen basit modellemenin gegerligini kanitlamaktadr.

= Deney ve teorinin birlikte uygulanmasinin yarattig1 avantaj bu galisma nedeniyle bir kez
daha vurgulanabilir.

= Bir eleman zemin iliskisi ¢6ziildiikten sonra iist yap1 hesabi ve daha karmagik iist yap
problemi teorik olarak ¢oziilebilir. Ancak bir kez daha vurgulamak gerekir ki gene kemiginin
k ve G Pasternak katsayilari elde edilmelidir.

Kaynaklar

[1] M.M.Frocht, Photoelasticity, Vol.I, John Wiley&Sons Inc., 1941.

[2] ILM.Gelfand ve S.V.Fomin, Calculus of Variations Prentice-Hall Inc.,1963

(3] A.D.Kerr, On the derivation of well posed boundary value problems in structural
mechanics, Int.J.Solids Structures 12, 1-11, 1976.

[4] J.E.Bowles, Analytical and Computer Methods in Foundation Eng., Mc Graw-Hill,,
1974.

[5] M.Cehreli, J.Duyck, M.De Cooman, R.Puers, I.Naert, Implant design and interface
force transfer. A photoelastic and strain-gauge analysis, Clin. Orl. Impl. Res. 15, 249-
257, 2004.

(6] S.C.Dutta, R.Roy, A critical review on idealization and modeling for interaction among
soil-foundation—structure system, Computers and Structures 80, 1579-1594, 2002.

[7]1 G.Celik ve B.Uludag, Photoelastic stress analysis of various retention mechanisms on 3-
implant retained mandibular overdentures, The Journal of Prosthetic Dentistry 97 (4)
229-235, April 2007.

153



154



