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SUMMARY

In this study, the buckling delamination problem of a sandwich plate-strip with
piezoelectric face and elastic core layers, which is containing cracks between the face and
core layers is investigated under uniformly distributed compressive forces acting along the
cracks. It is assumed that the plate-strip is simply supported and grounded along its two
parallel ends. Moreover, it is supposed that the upper and the lower free face-planes and, also
cracks’ surfaces of the plate are traction free of both mechanical or electrical forces and
unelectroded with vanishing normal electric displacement and also non-permittivity
conditions are satisfied in the cracks’ regions. It is also supposed that before the plate-strip is
loaded (i.e. in the natural state), the surfaces of these cracks have insignificant initial
imperfections. Due to compressive forces acting along the cracks the critical parameters are
determined from the criteria of which considered insignificant initial imperfections of the
cracks’ surfaces grow indefinitely. Mathematical modeling of the considered problem is
formulated within the scope of the exact nonlinear equations of electro-elasticity in the
framework of the piecewise homogeneous body model in the plane-strain state and solved
numerically by employing the finite elements method. Numerical results showing the
influence of various geometrical and material parameters as well as the coupling of the
electrical and mechanical fields on the values of the critical parameters of the delamination-
buckling of the considered sandwich plate are presented and analyzed.

OZET

Bu calismada, alt ve iist katmanlar1 piezoelektrik malzemeden, orta katmani elastik
malzemeden yapilmis ve katmanlar1 arasinda catlak oldugu kabul edilen sandvig plak-serit’in,
karsilikli iki kenarindan cgatlaklar dogrultusunda etkiyen diizgiin yayili dis basing kuvveti
altinda delaminasyon-burkulma problemi incelenmistir. Plak-geritin karsilikli iki kenarindan
basit mesnetli ve aym ylizeyde elektrik potansiyelin sifir oldugu kabul edilmektedir. Ayrica,
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plagn alt ve iist serbest yiizeyleri ile gatlak yiizeyinde herhangi bir mekaniksel ve elektriksel
yiikiin olmadigi, belirtilen yilizeylerin dig ortam ile elektriksel iletiminin bulunmadigi kabul
edilmis ve catlak bolgesinin elektriksel gegirgenligi ihmal edilmistir. Yiikleme yapilmadan
once (yani, baslangic durumunda) catlak yiizeylerinin ¢ok kiiclik 6n egintilere sahip oldugu
kabul edilmektedir. Catlaklar dogrultusunda etkiyen dis basing kuvvetinin etkisiyle, bu
egintilerin biiyiliyerek sonsuza gitmesi kriterinden kritik parametreler belirlenecektir. Ele
alinan sinirdeger problemi, diizlem sekil degistirme durumunda, elektro-elastisite teorisinin
lineer olmayan kesin denklemleri ve parcali homojen cisim modeli ¢er¢evesinde matematiksel
olarak modellenmis ve sonlu elemanlar yontemi yardimiyla sayisal olarak c¢oziilmiistiir.
Sayisal incelemelerde, cesitli malzeme ve geometrik parametreler ile mekaniksel ve
elektriksel alanin karsilikli etkisinin, ele alinan sandvi¢ plak-seritin delaminasyon burkulma
degerlerine etkisi aragtirilmigtir.

1. GIRIS
Gilinimiizde pek ¢ok miihendislik uygulamalarinda 6rnegin, elektrik enerjisini mekanik
enerjisine (veya tersine) doniistliren transistorlerde (transducers), frekans kontroliinde veya
telekomiinikasyonda kullanilan ses yansiticilarinda (resonators), hassas zaman ve ses
senkronizasyon ayarlayicilarda, sicaklik veya basing degisimlerinin belirlenmesi (sensorler)
gibi pek cok aygitta (elektro-mekanik arag-gereglerde) piezoelektrik malzemelerin kullanimi
hizla artmaktadir. Bu malzemelerin uygulama alanlarinin g¢esitlenmesi, uygulamalarda

karsilagilan problemler ve bunlara ¢6ziim arayisi, bu malzemeler iizerine yapilan teorik ve
deneysel bilimsel ¢aligmalarin da artmasina neden olmaktadir.

Uygulamada ¢ogunlukla piezolektrik malzemeden yapilmis kisimlar, temel yapiy1 veya
makine pargasini olusturan ana bilesene tutturulan levha formundaki bilesenler olarak
bulunmaktadir. Dolayisiyla farkli malzemelerden olusturulmus ¢okkatli bir kompozit yap1
ortaya c¢ikmaktadir. Cok katli kompozit malzemelerin 6nemli problemlerinden biri de
katmanlar arasinda olusabilecek bosluk/catlaklarin, bunlar dogrultusunda etkiyen dis basing
kuvveti altinda bu yapilarda siklikla karsilagilan delaminasyon burkulma problemleridir.

Elastisite ve viskoelastisite teorisinin kesin denklemleri ¢ercevesinde, ¢ok katli kompozit
plaklara ait gesitli 2 ve 3 boyutlu delaminasyon-burkulma problemleri elastik ve viskoelastik
kompozit malzemeden yapilmig yapi elemanlar1 i¢in son yillarda Akbarov ve 6grencileri
tarafindan calisilmistir [1,2,3]. Akbarov ve Ogrencileri tarafindan yapilan bu alandaki tiim
caligmalar [4] kaynaginda toparlanmistir. Piezoelektrik malzemeden yapilmis yap1
elemanlarina ait delaminasyon-burkulma problemlerine ait bazi ¢alismalar [5,6,7,8] olarak
verilebilir. Ancak bu arastirmalarda yaklasik plak ve serit teorileri kullanilmistir.

Ele alman c¢alismada dis katmanlar1 piezoelektrik, orta katmani elastik malzemeden
yapilmis ve katmanlar1 arasinda gatlak iceren sandvi¢ plagin, catlaklar dogrultusunda etki
eden dis basing kuvveti etkisinde yapisinda olusan delaminasyon-burkulma problemi, elektro-
elastisite teorisinin lineer olmayan kesin denklemleri ¢ergevesinde incelenmistir. Bu ¢alisma
[9] kaynagindaki ¢alismalarin bir kismini igermektedir.

2. PROBLEMIN MATEMATIKSEL MODELI

Ele alinan piezoelektrik sandvi¢ plak-seritin geometrik verileri ve ylikleme durumu
Sekil 1’de verilmistir. Buna gore serit plak, kalmligt hg olan dis piezoelektrik katmanlar ile

kalinligi he olan elastik orta katmandan olusmakta ve katmanlar arasinda /g uzunlugunda

catlak oldugu kabul edilmektedir. Ayrica, ele alinan plak-seritin, X =0 ve x =/
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diizlemlerinden basit mesnetli ve elektriksel potansiyelin sifir oldugu, alt ve {ist serbest yiizeyi
ile gatlak ylizeylerinden elektriksel ve mekaniksel herhangi bir yiikiin etki etmedigi ve sadece
X =0 ve X =/yiizeylerinden catlaklar dogrultusunda, yayili yiik siddeti p olan, diizgiin

yay1li normal basing yiikiiniin etki ettigi kabul edilmektedir (Sekil 1).
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Sekil 1. Coziim bolgesi ve yiikleme durumu

Matematiksel temsil kolayligi acisindan her katman numaralandirilmis, iist, orta ve alt
katmanlara ait bilyiikliikler sirasiyla {ist indis “(rq)”, “(r,)” ve “(rz)” ile gosterilmistir.

Eger alt ve iist katmanlarin ayni piezoelektrik malzemeden yapildigi kabul edilirse, diger bir
isaretleme olarak dis katmanlara (orta katmana) ait biiyiikliikler iist indis “(2)” (“(1)”) ile
gosterilecektir. Dolayistyla bu durum ig¢in rq{=r;=2 ve r, =1 olur. Yiiklemeden &nceki

durumda Ox; X, koordinatlar1 Sekil 1 de gosterildigi gibi alinmis ve matematiksel modelleme
Lagrange koordinatlar1 kullanilarak yazilmistir.

Verilenlere gore ele alinan sinirdeger probleminin ¢oziim bolgesi,
Q= Q(rl) UQ(VZ) UQ(r?’) (1)
burada,

QB —0<x <r,0<x<het QD —{0<x <t he <xp<hg+hc!

Q(rl)={OSX1S€,h|:+hCSXZSZhF-ic} (2)
dir. Ayrica, sandvi¢ plak-geritin katmanlar1 arasinda oldugu kabul edilen catlaklarin konumu
Ty ={(¢—1)/2<x <(0+00)/2, % =hg} ve

F2:{(f—éo)/ZSX1S(€+€O)/2,X2:h|: +hc} (3)

dir. Burada /¢ catlagin Oxjekseni dogrultusundaki uzunlu olup, ¢atlaklarm X, =h/2 ve

X; =/¢/2 diizlemlerine gore simetrik oldugu ve baslangigta (kuvvet etkimeden once) catlak
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yilizeylerinin ¢ok kiiciik egintilere sahip oldugu kabul edilmektedir. Buna gore c¢atlak
yiizeylerinin denklemi,

X; =he +ef5(x), (£—0g)/2<x <(0+/g)/2 (alt gatlak),

X; =hg +he +ef7 (%), (£—¢g)/2<x <(0+0g)/2 (iist catlak) (4)
ile verilebilir. (4) de & (& <<1) catlak yiizeyinde oldugu kabul edilen baslangigtaki egintilerin
derecesini gosteren boyutsuz kiiciik bir parametreyi, f(¥) catlak yiizeylerindeki egintilerin
formunu temsil eden fonksiyonu ve {ist indis “+” (“—"") ele alinan ¢atlagin st (alt) ylizeyini
temsil etmektedir. Burada f(x) fonksiyonunun asagidaki esitlikleri sagladigi kabul
edilmektedir:

Fr0)=—F"(x), F5((t—10)/2)=fF((t+£0)/2)=0,

of * (%) _a* (%) 0 (5)
0%

x=((—(0)/2 x1=((1+(10)/2

Boylece, catlaklar dogrultusunda etki eden yayili yiik yogunlugu p olan diizdiin yayili dig
basing kuvveti etkisinde ¢atlak yiizeylerindeki c¢ok kiigiik egintilerin biiyliyerek sonsuza
gitmesi (kiigiik eginti kriteri) kriterinden, yap1 elemanina ait Kkritik parametreler
belirlenecektir. Aragtirmalar diizlem sekil degistirme ¢ergevesinde elektro-elastisite teorisinin
geometrik linecer olmayan kesin denklemleri yardimiyla pargali-homojen cisim modeli
cercevesinde yapilmistir. Buna gore ¢oziim bolgesi Q (1)’da saglanan alan denklemleri:

Alan denklemleri

(fh) () (M)
8Kj,n _0. 8DJ n 0. K(:’n) =T(krn) 5ik +aui_n +M([n) (6)
OXj J J OXy J

j OX;

Biinye denklemleri
Tij(rn) _ CI(jLnI)SIE:‘n) _ elgjn)EIErn) 1 Di(rn) — el(li'{])slgn) + gi(krn) E|Ern) ’
r mMe(h) 1 oh)e(h) o (r) a¢(rn)
M Ein) = 50[Ei( n)Eg n) _E EIE n)EIE n)é‘ilj , Ek n) — _ an ’ (7)
Kinematik bagintilar:
1 aui™m N ou(™ . ou™ au{™)
2 8x| an 8X| ka 1

(r) _
S =

(8)
dir. (6)-(8) ‘de 1i; j;k=12, n=12,3 ayrica, Tj(kr”), S|E|r”)51ras1yla gerilme tansorii ile Green
sekil degistirme tansorii bilesenlerini, M Eir”) Maxwell gerilme tansorii bilesenlerini, u|£r”) ve
Di(r”) sirastyla mekanik yerdegistirme ve elektriksel yerdegistirme vektorii bilesenlerini,

Eﬁr”)elektriksel alan vektorii bilesenlerini, ¢(r“)elektrik potansiyeli, Ci(jrknl)’ eg}‘)ve
()

;" sirastyla elastik, piezoelektrik ve dielektrik malzeme sabitlerini gostermektedir.
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Ele alinan probleme ait sinir kosullari;

X =0ve X =l yiizeyleri igin

(f) _ym) _ (") — 4(h) _

u =u =0, ¢'" =g'" =0,

2 X2=0 2 X2=€ ¢ X2=0 ¢ X2=€

K| =K =p, ©
X = X =
Xo =0Vve Xy =hyiizeyleri igin

K§P =0, k{P| =0, ki=12,
Xp=h Xp=0

D{¥| =0,D{| =0, (10)
X2=0 X2—h
Catlak yiizeyleri igin

KE:’]') ot n—ji_u =0, KE[Z) - nj_U =0, Dgrl) st n_jFU =0, Dng) o nj_ =0,
U U U U

K@ ni=0, k{®| nj =0, D{?| ni =0, D" nj =0 (11)
SL SL SL SL

saglandig1 kabul edilmektedir. (11) de SS and Sf strastyla iist ve alt ¢atlak yiizeylerini, n}—ru

(n]—rl_) ist (alt) catlak (SLJjr (Sf)) yiizeyine ait dig birim normal vektorii bilesenlerini

gostermektedir. Ayrica katmanlar arasinda ideal temas kosullarini saglandigi kabul
edilmektedir yani,

, ui(r3)

— ui(rz)
X2=h,:

(r3) _k(n)
K3 = K2 i
X2—h|:

X2=h|:

X2=h,:

Q) _ %)
X2=h|:

- Dgz)
X2:h|:

, D(r?,)
2 X2:h|:

X2=hF

u.(rZ)

’ = U(rl)
X2=h,: +hC

X2=h|: +hc

— D(rl)

K (") _ k()
2i Xo=he +he 2i
¢(r2) ) D(rz)
Xo=hg +he Xp=hg +he Xo=h +he
vex; €(0,(0—2g)2) U ((¢+1g)]2,0) dir.
Yukarida (1)-(13) ile matematiksel modeli verilen sinirdeger problemi; katmanlari
arasinda catlak bulunan piezoelektrik malzemeden yapilmis sandvi¢ plagm, karsilikli iki

kenarindan ¢atlaklar dogrultusunda etkiyen diizgiin yayili basing yiikii etkisinde delaminasyon
burkulmasini temsil etmektedir.

Xo=he +he

(12)

X2=h|: +hC
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3. PROBLEMIN COZUMU

Ele alinan (1)-(12) lineer olmayan siirdeger probleminin ¢6ziimii, [4,9]’da verilen seri-
sinirdeger problemlerinin  ¢6ziimiine indirgenerek ¢oziiliir. Buna gore, Kisim 2’de
matematiksel modeli verilen lineer olmayan smirdeger probleminde yer alan biiytikliikler,
catlak ylizeylerinin ¢ok kii¢lik 6n egintisinin derecesini gdsteren boyutsuz kiiciik parametre &
‘na gore seri formda
{Ki(jrn);'ri](rn); Mi(jrn)si(jrn).ui(rn); Di(rn); Ei(jrn)-¢(rn)} —

e 0]
Y {Kigrn),q;TiJ(rn),q; Mi(jrn),q;Si(jrn),q.ui(rn),q; Di(rn),q; Ei(jrn).q;¢(rn),q} (13)
q=0

temsil edilir, (6)-(12) denklem ve bagmtilarinda yerine yazilir ve kiigiik parametrenin
derecesine gore gruplandirilirsa, & ‘nun derecesine gore seri-sinir deger problemleri elde
edilir. Bu sinir deger problemlerinin her biri, ¢ ‘nun derecesine gore isimlendirilirse; sifirinct
siirdeger problemi, birinci sinirdeger problemi (yaklagim) vb. elde edilir. Bunlardan bazilari,

i) Sifirincr yaklagim,

().0 0
" o DM 00 _ )0 () ()0
oo Tk kij “ko
50 _ () ()0 ()0 c(m)o__ gm0
P TSk K Tk Bk Rk T
k
n),0 m),0
(mo_1[a™? af®™
K 2| ox x|
(14)
Sinir ve temas kosullari,
0 WO g, gm0 gm0 o,
X1=0 X1=£ X1=0 X1=€
()0 _1(m)0 _
" ‘ =T =q,
% =0 X =t
TS0 o, 10 —0, Kki=12,
X2=h X2=0
Dy —o, WO —o.
X,=0 X,=h
-|-2(ir3),0 _1(2),0 , ui(r3)’0 _{2).0 ’
X2=h|: X2=hF X2=h|: X2:h|:
(r3),0 _ 4(),0 (r3).0 _ ()0
X2=h|: X2=h|: X2=h|: X2=h|:
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1.(r2).0 _1(”).0 ulr2).0 _ ()0 |
2 X2=h|: +hC X2=h|: +hC X2=h|: +hC X2=h|: +hC
¢(r2)10 :¢(r1)!0 , D(r2)a0 _ D(rl),O (15)
X2=h|: +hC X2=h|: +hC X2:h|:+hc X2=h|: +f'b
ii- Birinci Yaklasim,
ok )t
— B _o, 1 -0
8Xj ' 8Xj ’
(m).1 ()l
() _ (f) OUm () ()L )L _ (m) i () ()L
Kjln _Gjlﬂm an _ijnl Emn ) Dkn —Rkjp T'F ijn EJn ) (16)
burada
() _ () (m).0em () _ ()
Giikm =Cjikm T ik 9+ Ly =ag"
f f M),0.j m),0 -k n),0 Kk
RﬁjP)=e§j?)+go(E|£”) 51 - E{nOsk () 5im5j). (17)
Sinir ve temas kosullari,
u(rn):l :u(rn)’l -0, ¢(I’n),1‘ :¢("n)11‘ =0,
X]_:O X1=f X1=0 X1=€
Kﬂ”)’l‘ kWl o, Kgl)’l‘ =0, K —0,ki=12,n=123
X1=0 Xl=€ X2=h X2=0
Dt o, DIV —0icin x (0,0) (18)
X2=0 X2:h
()1 _ 1m0 df ™ st k() __pmodf P
2 X2 =h|: +hc +0 X]_ 2 X2 =h|: +hc—0 11 dX]_
NG __p®odit (m) __podt”
2 lp=hpthet0 T dxq Xo=hg +he—0 1 dx

K(rz)’l

+
5i ——T(r2)'0$5i 1 K(r?’)’l

=Ty -_T (I’3),0$5_1
Xp=hg +0 dxg

1
X2=h|: -0 11 Xm

__pm@odf Sm)1

2 1 d
Xp=hg +0 X1

_ —D(r3)’0 df__

X2 =h|: -0 - ! Xm
icinXg € (¢ —0g)/2,({+10g)]2) (19)
seklinde verilebilir. Diger yaklasimlar (13) yardimiyla, (16)-(19) denklem sistemine benzer

sekilde elde edilebilir. (14)-(19) denklem ve bagintilarinda iist indir “,0” ve 17 ilgili
biiyiikliiklerin sirasiyla sifirinci ve birinci yaklasima ait olduklarii ayrica, denklem (17)’de
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T j({”)’o degerleri sifirinct yaklagima ait biyiikliikleri gostermektedir. Dolayisiyla (16)-(19)
birinci yaklagimin ¢oziilebilmesi ic¢in sifirinci yaklagimin ((14),(15)) oncelikle ¢oziilmesi
gereklidir.

Belirtelim ki, [3,4,9] ve diger calismalara gore, ele alinan serit-plagin delaminasyon
burkulmasina sebep olan kritik dig basing kuvvetinin belirlenmesi i¢in sifirincit ve birinci
yaklasimi ¢ozmek yeterlidir. Diger yaklagimlarin ¢oziilmesi, kritik parametre degerlerini
etkilemediginden burada ele alinmayacaktir.

iii- Stfirinct ve birinci yaklasimin ¢oziimii

Sirinc1 yaklasim ((14),(15)) , karsilikli iki kenarindan diizgiin yayili dis basing kuvveti
etkisinde olan sandvi¢ plak-serit problemini temsil etmektedir. [3,4,9] vb. calismalarina gore
catlaklar dogrultusunda etki eden dis basing kuvveti altinda yapida olusan gerilme durumuna,
serit-plagin yapisindaki catlaklar herhangi bir etki gostermediginden, sifirinct yaklagimin
¢Oziimii, katmanlar arasindaki catlaklar ihmal edilerek belirlenmistir. Buna gore, ele alinan
siir kosullar1 ve yiikleme durumu altinda, piezoelektrik sandwi¢ plagin yapisinda olusan
gerilme yayilimi,

(n).0 _+(13),0 _ h (r2).0 _ A(r) ,(1).0 / A(r2)
T {80 _ T 20 2 A1) 5 ()0 [ a(2)
11 11 e AT /A o 1L we/
gW0—0, pfk0-0, k=123 (20)
burada,
(100 __ st (100 _ %) (100
2 érzk) (fk) S22

(n ) (%)
0 e 0 e 0
Dl(rk) _ eﬂk) 1(£|<) %rlk) s‘ﬂk) + el(gk) 1(£|<) %Ek) g'2|<) 1

(100 __A(07(000 (100 _ (0100

S11

A (fk)+(e(fk))2/ (rc)
( rk)+(e(fk))2/g£r2k))(c(fk)+(e(fk))2/g§g<) "k)+e(rk) (fk) ggg())z

50 _ cl(rk)+e(r") (fk)/ (rc) -
( rk)+(e(rk))2/82r2k))(c(rk)+(e(rk))2/82r2k)) (c! "k)+e(rk) (fk) ggg())z

olarak verilebilir. Belirtelim ki, Cy, ((7), (14), (17) ve (19) da verilen) katsayilari kolaylik
olsun diye C,ile yer degistirilmistir. Buna gore ij ve Kkl (ij;kl =11,22,33,23,13,12) ikilileri
sirastyla n ve m (n;m=12,3,4,5,6) ile temsil edilmistir. Ayn1 isaretleme €kij sabiti i¢in
uygulanmis ve bu sabit e, (k=1,2,3) ile yer degistirilmistir. Not edelim ki, (20)’de verilen

gerilme yayilimi sandvi¢ plak-serit mesnetlerine yakin civarinda gegerli degildir. Bununla
beraber katmanlar arasi ¢atlak iceren sandvi¢ plagin delaminasyon burkulmasi catlak bolgesi
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yani, mesnetlerinden yeterince uzak olan bolgede gerceklestiginden sifirinct yaklasim igin
(19) ¢6ziimiiniin kullanilmasi sakinca dogurmaz.

Ikinci yaklasima ((16)-(19)) ait smirdeger probleminin ¢dziimii ancak sayisal olarak

(sonlu elemanlar yardimiyla) belirlenecektir. Sonlu elemanlar modellemesi i¢in asagidaki
fonksiyonel kullanilmistir [4,9,10]:

()1 A ()1
1 0 0
ul(rn),l’ugn)'l,(p(rn),l) z J.J. _GI(JLri) ux. uax +
_1Q(rn) J |

go(rn),l gugrn)vl 1 () aqo(rn),l (%D(rn)yl

+R(rn) ——g\n dQ(rn)_
ko ooy 20 o ox

(£+Lg)/2 (£+(g)/2
o0 () 1‘ dq- | o0y v, -

(t—L0)/2 Xe=he=0  (y_j0)2 Xp=hg +0
(£+09)/2 (£+L9)/2

oo - | oPOul®H dx; -
(6—(0)/2 Xp=hg+hc -0 (g_go)/z Xo=hg +hc +0
((+09)/2 (t+0g)/2

I Dl(r3)’0 ¢(r3),1 i — I Dl(rz),O ¢(rz),1 dg —
(f—go)/z Xp=hg -0 (e_go)/z Xo=hg +0
(t+Lg)/2 (0+09)/2

i p{12)0 4(r2) | / p{10 4(1).0 dq.  (22)

1 1 1 1

(f—@o)/z Xo=hg +hc -0 (é_go)/z Xo=hg +hc+0

Belirtelim ki, (22) fonksiyonelinin birinci varyasyonelinin sifira esitliginden(16)-(19)
sinirdeger problemine ait alan denklemleri ile gerilmelere gore sinir ve temas kosullart elde
edilmektedir.

Sonlu elemanlar yontemi geregi, ¢oziim bolgesi sonlu eleman adi verilen alt bolgelere
ayrilir ve her alt bolgede aranan fonksiyonlar (u("”)l (r”)l,¢(r”)1) polinom olarak kabul

edilir. Bu polinom ifadeler, her bir aranan biiyiiklik i¢in, sonlu elemanlarmn diiglim
noktalarinda (nod) tanimli sekil fonksiyonlar: ile aranan biiyiikliiglin noddaki bilinmeyen
degerinin ¢arpimi seklinde alinir ve fonksiyonelde yerine yazilarak Ritz teknigi yardimiyla
problemin ¢6zlimii, lineer cebirsek denklemlerin ¢oziimiine indirgenir. Bu cebirsel
denklemlerin ¢oziilmesiyle nodlarda aranan biiyiikliikler, dolayisiyla her sonlu elemanda
polinom fonksiyonlar ve bunlarin uygun birlesimi ile biitiin bolgede aranan yerdegistirme ve
elektriksel potansiyel fonksiyonlar1 belirlenir [11].

Kritik burkulma yiikiiniin belirlenmesinde,
)l )l
p — pcr 1(;11'1 U( 1) X2=h[:+f“b+0 = Ug 3) X2=h —
X1=€/2 X1=€ 2

den yararlanilir (baslangi¢ eginti kriteri). (20) tanimlamasindan

0> ® (23)
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(2),0 /~(2) _ h
Xer _Tll cr /C = Per he A(2)/A(1) +2he (24)

degerleri kritik parametre olarak sayisal sonuglarda verilmistir.

4. SAYISAL SONUCLAR

Ele alinan delaminasyon burkulma problemi i¢in sayisal hesaplamalarda sandvi¢ plagin
dis katmanlarinin PZT-4 piezoelektrik malzemesinden, orta katmaninin aluminyum
(E=67GPa,G =27GPa,v =0.3 [8]) malzemesinden yapildigi kabul edilmektedir. PZT-4

malzemesinin mekanik, piezoelektrik ve dielektirik sabitleri Tablo 1 de verilmistir [10].
Bilindigi gibi, piezoelektrik malzemeler 6zel malzemeler olup, mekanik yiikleme altinda
yapisinda kutuplanma veya elektriksel alan icerisine konuldugunda mekanik yerdegistirme
yababilme 0zelligine sahiptirler ve yiikleme altinda transversal izotrop malzeme 6zellikleri
gostermektedirler. Bu ¢alismada ele alinan sandvi¢ plak-seritin dis katmanlarin1 olusturan
PZT-4 malzemesinin hem Ox hem de Ox,dogrultusunda kutuplanma ekseni olmasi
durumlari ayr1 ayri incelenmistir. Kutuplanma ekseni ayni zamanda transversal izotropi ekseni

olup, biinye denklemlerinde yer alan malzeme sabitlerinin uygun yerlesimi ile gz Oniine
alinabilmektedir. ilaveten, elektriksel ve mekaniksel alanlarin karsilikli etkilerinin

aragtirtlmasi i¢in iki durumda incelemeler yapilmistir. Bunlar, e(r”) O,gi(jr”) =0(Durum 1) ve

el 20,4 =0 (Durum 2) dir. Belirtelim ki, e™ ({™), (r,)0=1.2.3) dis katmanlar

olusturan plezoelektrik malzemeye ait piezoelektrik (dielektrik) sabitleri gdstermektedir.
Durum 1 ve Durum 2’ye ait sayisal sonucglarin karsilastirilmast piezolektrik ve dielektrik
sabitlerin kritik parametrelere etkisini yani, elektriksel ve mekaniksel alanlarin karsilikli
etkisini gosterecektir. Ayrica, (4) ve (5) denklemlerinde verilen ve catlak ylizeylerinde
yiiklemeden 6nce bulundugu kabul edilen 6n egintilerin formunu gosteren f(x) fonksiyonu,

f(x1)=iAsin2€£(x1—€_2£0j (25)
0

seklinde segilmistir. (25)’de, Asabitve ATl ¢dir. (4) ve (13)’de verilen & = A// alinmustr.
Cozimii 6ngoriilen smirdeger problemi ve ¢oziim bolgesi X =//2 ve Xx,=h/2
(h=he +2hg) diizlemlerine gore simetrik oldugundan sonlu eleman modellemesi g¢eyrek

bolgede yapilmistir. Bu bolge, X; ekseni dogrultusunda 40, X,ekseni dogrultusunda 12

standart dokuz nodlu dikdortgen sonlu elemanlara ayrilmistir. Buna gore ceyrek bolgeye ait
sonlu eleman agi, toplam 480 sonlu eleman, 2065 nod ve 4704 serbestlik derecesine sahiptir.
Belirtelim ki, ele alinan problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan biitiin sonlu eleman algoritma ve
programlar tarafimizdan yapilmistir.

Oncelikle, tarafimizca yapilan algoritma ve programlardan elde edilen sayisal sonuglar,
literatiirde bilinen uygun sayisal sonuclarla test edilmistir. Buna gore Giannapoulos vd. [§]
tarafindan catlak icermeyen piezoelektrik sandvi¢ plak (PZT/Aluminyum/PZT) i¢in elde
edilen kritik burkulma degeri ile tarafimizdan yapilan algoritma ve programlarla elde edilen
uygun sayisal deger Tablo 2’de verilmistir. Tablo 2’de verilen sayisal sonuclarin birbirine
yeterince yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica, elde edilen pek ¢ok sayisal sonuclarin fiziksel
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ve mekaniksel bakis acilarmma uygunluguna dayanarak tarafimizdan yapilan algoritma ve

programlara giiven saglanmistir.

Tablo 1. PZT-4 malzemesine ait malzeme sabitleri [10]

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
Cf” | G | &3 | Ca3 | Caa’ | Cee | €3 | €3 | 5 | ar | &3
139 | 7,78 | 740 | 115 | 256 | 3,06 | -52 | 151 | 12,7 | 0,646 | 0,562
x101° N /m? c/m? x1078Cc/vm
Tablo 2. Kritik burkulma yikii (e{™ =0,£{ =0,)
Giannapulos vd [8] 5.13
Bu ¢alisma 5.1270
Xy 00666 /4 0666 er
: - == e'=0,e-0 y oo el P
0.20 - E:il';—‘n. a[f';tl) 0.20 = h}{:'U'US .:Jl|¢” _:.Ilr_#n
o Joos . PZT-4/AIPZT-4 - R
i x-kutup ekseni q PZT-4/AVPZT-4
) xy-kutup ekseni
] /=020 i +
. 0333 hiE=0.20
J he=h-2hg 4 ho=h-2}
0.10 0333° 0.10 — v X e
i Catlaks: z : 0.0166
Sandvig Plak b ' Catlaks: z
| - Sandvi¢ Plak
0.00 T
LA N B B I S B B R L B R B I {_“ { 0.00 — LI B B I B B R I B B B N B fn 'IE
0.00 0.20 0.40 0.60 0.00 0.20 0.40 0.60
Sekil 2. Farkli hg igin X, ’in /¢ ye gore Sekil 3. Farkli hg igin X, ’in £y/¢ ye gore
grafikleri (x; ekseni kutup eksenti). grafikleri (x, ekseni kutup eksent).

Sekil 2-4’de X, (24) parametresinin, bazi parametre degerlerinde yapida bulunan

catlak uzunluguna (/y) baglh grafikleri verilmistir. Ayn1 zamanda her bir grafikte ayn
parametre degerleri icin c¢atlak icermeyen sandvig¢ plak-serite ait kritik X, degerleri de
verilmistir. Burada X, kritik dis basing kuvvetinin siddetini veya kritik basing

sekildegistirmesini temsil etmektedir. Buna gore, Sekil 2 (Sekil 3)’de sandvi¢ plak-seritin dis
katmanlarini olusturan PZT-4 piezoelektrik malzemesinin kutuplanma ekseni Ox; (Ox,)

ekseni olmast durumunda, farkli dis katman kalinliklart (hg) ile Durum 1
(eigz) :O,gigz) =0)ve Durum 2 (eigZ) 7&0,862) #0)i¢in X 'nin catlak uzunlugundan

bagimhigimi gosteren grafikler verilmistir. Buna gore dis katmanlarin (piezoelektrik
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malzemenin) kalinlig arttikga X, degeri artmaktadir. Durum 2 i¢in elde edilen degerler her
zaman Durum 1 i¢in elde edilen degerlerden biiyiik kalmaktadir. Ayrica belirli bir ¢atlak
uzunlugundan (6rnegin, bu belirli degeri KB ile gosterelim) kiiciik catlak uzunluklari i¢in elde

edilen X, degerleri, ¢atlak icermeyen uygun sandvig plak i¢in elde edilen X, degerlerinden
bilyiik kalmaktadir, her hg degeri igin EB catlak uzunlugu farklidir ve hg arttikca bu deger

artmaktadir. Bu durum, [6 ’dan kiiciik catlak uzunluklar i¢in ¢atlak i¢cermeyen tiim plak-

seritin stabilite kaybinin, catlak igeren plak-seritin delaminasyon burkulmasindan Once
gerceklesmektedir, seklinde agiklanabilir.

Kutuplanma ekseni degisiminin X, degerine etkisi Sekil 4’de verilmistir. Buna gore
Ox, kutup ekseni olmasi durumunda elde edilen X, degerlerinin, Ox;kutup ekseni olmasi
durumunda elde edilen X, degerlerinden her zaman biiyiik oldugu goriilmektedir.

0.25 . X
] Bl f=0.05 PZT-4/AlPZT-4
] I'II = - :? ¥ »
0.20 ] d e 20, &1 %0
] 0.05 Y - - -Xj-kutup ekseni
] ) " . xa-kutup ekseni
0.15 — A =
] u M /=020
40,0333\ ¥/ ~ h.=h-2h,
0.10 - |00
1001667 "y )
_ ) ) Catlaks: z
0.05 _: \ e . Sandvig Plak
1 | NS T e T
0-0{} L] L L T I Ll L
0.00 0.20 0.40 oo b0t

Sekil 4. Farkli hg ve kutup ekseni i¢in X, ’in £q/¢ ye gore grafikleri.
5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu c¢alismada, dis katmanlari piezoelektrik malzemeden, orta katmani elastik
malzemeden yapilmis ve katmanlar arasinda c¢atlak igeren piezolektrik sandvi¢ plagn,
karsiliklh iki kenarindan catlaklar dogrultusunda etki eden normal basing kuvveti etkisinde
delaminasyon-burkulmasi incelenmistir. Yik etki etmeden Once catlak yiizeylerinin gok
kiiglik 6n egintilere sahip oldugu kabul edilmis ve dis basing kuvveti etkisinde bu egintilerin
biiyliyerek sonsuza gitmesi kriterinden (baslangi¢ eginti kriteri), kritik parametreler
belirlenmistir. Ele alinan problemin matematiksel modeli par¢ali homojen cisim modeli ve
elektro-elastisite teorisinin lineer olmayan kesin denklemleri ¢ergevesinde yapilmistir. Lineer
olmayan sinirdeger probleminin ¢6ziimii, sinir formu pertiirbasyon yontemi yardimiyla seri-
sinirdeger problemlerinin ¢ozlimiine indirgenmis, bu seri sinirdeger problemlerinden sifirinci
ve birinci yaklasim, sirastyla analitik ve sonlu elemanlar yontemi yardimiyla ¢oziilerek kritik
dis basing kuvveti belirlenmistir. Aragtirma sonucunda asagidaki bulgulara ulasilmistir;

1. D1s katmanlarin piezolektrik olmasi kritik dis kuvvetin degerini artirmaktadir,
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2.Kutuplanma ekseninin dis yiiklerin dogrultusuna dik olmasi kritik kuvvetin degerini
biiyiitmektedir,

3.Piezoelektirik dis katman kalinliklarinin  artmasi, kritik kuvvetin = degerini
biiyiitmektedir,

4.Piezolektrik ve dielektirik sabitlerin g6z Online almmasi (yani Durum

2:e(?) # 0,57 0) kritik kuvvetin degerini bityiitmektedir.
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