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Bu calismada ortotrop malzemeden yapilmis ince dikddrtgen plak-
larin diizlem ic¢i dinamik kenar yiikleri etkisindeki davranigi
incelenmistir. Problemin niteligi geredi ¢dzlim sayisal hesap-
larla elde edildidinden genel bir bilgisayar programi geligti-
rilmisﬁir. Buna ait akig diyagrami tezin sonunda verilmistir.
Bu bilgisayar programi yardimiyla levha titresimleri, plagin
‘statik burkulmasi, burkulma sonrasinda plak davranigi, statik
kenar ylikleri etkisinde plak titresimleri, titregim modlari ve
frekanslarinin genlikle dedigimi, dinamik kenar yiikleri etki-
sinde Onsehimli ve &nsehimsiz plaklarin davraniga incelenebil-
mektedir. Problemde diizlem ig¢i atalet kuvvetleri de g&zdniine

alinabilmektedir.

Von-Kdrmdn plak varsayimlarinin esas alindidi bu calismada bi-
rinci bdéllimde konu ile ilgili yayinlar verilmis ve caligmanin

amaci belirtilmistir.

“itkinci bdlimde elastodinamikteki temel denklemler verilmis olup
bunlardan virtiliel is badintisi plak i¢in yazilarak plak denklem-
leri ve sinir kosullari elde edilmigtir.

ticlincli bdliimde koordinatlar, yer deJistirmeler ve gefilmeler
degisken doniislimii yapilarak boyutsuz hale getirilmiStir. Daha
sonra boyutsuz yer dedistirmeler icin iki dogrultuda Fourier
serileri secgilerek Lagrange c¢arpanlari Y6ntemi‘uygulanm1$t1r.
Bbylece sadece zamana badli adi diferansiyel denklem sistemi
elde edilmigtir. Bu b§liimlin sonunda levhalarain diizlem ic¢i tit-
resimleri ele alinmis olup bununla ilgili ¢esitli sonuglar

verilmistir,
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Uglincli bsliimde elde edilmis bulunan adi diferansiyel denklem
sisteminin ¢Oziimi dordlinci bSliimde yapilmigtir. Burada
Kirchhoff plagi hali igin burkulma ylikleri ve titregim frekans-
lar: arasindaki iligki agiklanmigstir. Von Karman plaginda bur-
kulma sonrasi yiikk-yer dedistirme edrisinin elde edilebilmesi
igin bir iterasyon verilmigtir. Statik veya dinamik kenar yilik-
leri etkisinde bulunan plééln davranigi seg¢ilen baslangi¢ ko-
sullara altinda bir baslangi¢ defer problemi olarak ele alinmig
olup Newmark ydntemi kullanilarak adim adim integrasyon uygu-
lanmigtir. Cesitli yliklemeler igin sayisal sonuglar elde
edilmigtir.

Begsinci b&limde ise bu ¢aligmada elde edilen sonug¢glarla ilgili
bir deJerlendirme sunulmustur.



IN-PLANE AND OUT-OF-PLANE VIBRATIONS OF RECTANGULAR
ORTHOTROPIC PLATES UNDER THE EFFECT OF IN-PLANE .
LOADING

SUMMARY

The determination of natural frequencies is fundamentally
important in the design of many structural elements. Thin
rectangular plates are such commonly used elements. Therefore,
there has been a considerable amount of work done on the
vibrations of rectangular plates. If a plate is subjected to
pulsating in-plane loads, the plate will generally experience
forced in-plane vibrations and for certain frequencies of the
pulses, in-plane resonance will take place. However, a
completely different type of fesonance will occur, when there is a
certain relationship between the natural freqﬁency of the out-
of—plane,vibratioh, the frequency of the pulses and their
magnitudes. This problem is called the dynamic stability of
plates. When the in-plane forces are static then we have theF“
problem of plate sﬁébility which has been the subject of many
investigators (References from 33 to 54 ). The most recent
work dealing with dynamic in-plane forces are given in Ref.

15,55 through 69 ' . In some of these in-plane inertia forces
are included wiith certain limitations Ref. 15,37,38,40,41,50,
59,61,62,68 .

e

In this thesis, thin recﬁangular orthotropic plates are
investigated under the action of in-plane forces. Assumptions
for von Karmdn's plate théory are used and the in-plane inertia
forces are included in the analysis. Therefore, at first the
in-plane vibrations of thin plates are studied and later the
general case of simultaneous in-plane and out-of-plane vibrations
are considered. Thus the interaction between the in-plane and
out-of~plane vibrations are studied.

VII
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In the first chapter of the thesis, the subject of the thesis
and a literature survey are given and the object of the study

is explained.

In the second chapter, the basic equations of elastodynamics are
given and the assumptions used in the study are explained. In
the analysis the following support conditions are considered

i) clamped on four sides ii) simply supported on four sides
iii) clamped on two opposite sides and simply supported on the
remaining sides. In all these cases, sides can move freely in
the plane of the plate as shown in Figure 2.3. Rigid body motion
of the plate in its own plane is also taken into account as
shown in Figure 2.8. The inertia forces due to this rigid body
motion are included in the differential equations. Initially
the 'plate is considered to be under the action of the static
in-plane forces along the edges. Then the dynamic in-plane

' forces are added to the static equilibrium configuration (see
Equations 2.4, 2.5 through 2.7). The dynamic edge loads are
chosen of the following types a) step function, b) impulsive,
c) increasing linearly and d) harmonic as shown in Figure 2.5.
The loading along the edges are chosen to be uniform normal
loading, trapezoidal normal loading or uniform sheér loading or
any linear combination of these. In this chapter, the virtual
work equation (Eq. 2.38) and the equations of motion of the
plate (Eg. 2.41) and the boundary conditions (Equations 2.42
through 2.50) are obtained making use of the basic equations and

the assumptions.

In the third chapter, by changing the variables dimensionless
quantities for the coordinatées, stresses and displacements are
defined. The in-plane and out-of-plane disblacements are

expanded into two-dimensional Fourier series as shown in Equations
3.25 and 3.39. The force boundary conditions given by Eq . 2.50
put certain constraints on the coefficients (or the generalized
coordinates) of the Fourier series as seen in Eq . 3.46. These

constraints are independent of time when static buckling is
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. investigated. In order to determine the generalized coordinates
Lagrange multipliers are used in the analysis. As a result of
this approach, a set of differential equations is obtained. This
set consists of the differential equations given by Equations
3.54 through 3.56 which will yield the generalized coordinates
for in-plane forced vibrations and the differential equation :
given by Eq . 3.57 which contains the generalized coordinates
for parametrically excited out-of-plane vibrations. In the case
of von Kdrmdn plate there is a nonlinear interaction between
these tﬁo sets of equations. These equations are written in
matrix form and dimensions of the matrices are reduced by
eliminating the Lagrange's multipliers. At the end of the third
chapter, the in-plane vibrations of the plate is investigated
and some of the results are given.

In the fourth chapter the solution is obtained for the set of
ordinary differential equations derived in the third chapter.
Here, the relationship between the buckling loads and the
frequencies of the Kirchhoff's plate is explained. An iteration
scheme is given for obtaining the load-displacement curve for
the post-buckling behaviour of von K4drmin's plate. Newmark's
method of stepwise integration is applied to study the behavior
of the plate under static and dynamic edge loadings by considering
the plate as an initial value problem under the chosen initial
conditions. Numeri¢a1 examples are presented. The summary of
the results are given below.

Case of In-Plane Vibrations :

~ If the in-plane inertia forces are neglected, the displacements
of the plate are expressed in terms of ag and op given by
Eg .3.39. Otherwise, the terms containing the coefficients
uij(t) and Vij(t) defined by the linear combination of the
free vibration modes (Eq .3.89) should be added to these
displacements,



- The edge loadings are zero in the case of free vibration modes.
The vibration modes can be grouped into four by considering‘
the symmetry and anti-symmetry of these modes and the
calculations are carried out according to these groups.

- The convergence of the frequencies of the free vibrations is
very fast depending on the number of terms in the series.

~ In any type of symmetry, the first frequency of the free
vibrations increases with the material parameters « and

decreases with v.

Case of out-of-plane vibrations :

- Under the assumptions of Kirchhoff's plate, the in-plane
displacements witl be the same as above

- In the case of von Karman's plate when the in-plane inertia
forces are neglected and even for the static case, there are
terms containingrthe coefficients uij and vij in Eq . 3.39,
The large deflections involve quadratic terms in the
differential equations for the in-plane displacements and
stresses are expected. In this study, these expressions are
expressed in terms of the series given by Eg .3.32 utilizing

() in Eq. 3.33. These series simplify

the coefficients hij
the application of the variational method used and the
satisfaction of the in-plane boundary conditions.

- Parallel to the previous studies, the convergence rates for
the static buckling loads and the frequencies of the out-of-
plane free vibrations are very fast.

- The iteration technique used for determining the post-
buckling displacements also shows good convergence rate. The
number of terms used in the case of in-plane series effects
the rate of convergence. The norm given by Eq .4.17 increases
by 6 % if the number N in Equ. 3.39 changes from 4 to 6 and
by 2 % if N changes from 6 to 8. Thus the convergence rate for
the out-of-plane displacements is accelerated.

- The frecuencies of the out-of-plane free vibrations are varied

by the increase of the edge loadings as expected. This
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variation obtained for the material and the geometric
properties of the plate given in Eq . 3.85 are presented in
Fig.4.5.

The variation of a free vibration mode and its frequency as

a function of the amplitudes are obtained by giving an initial
out-of-plane velocity consistent with that mode as shown in
Fig.4.6. Usihg a stepwise integration method initial value
problem is solved. There exists a relationship between the given
initial velocity and the maximum value of the norm given by

Eq . 4.37 in the case of Kirchhoff's plate while no such
relationship exists in the case of von Kirman's plate. The
values of the term —ﬁ%— max |f| obtained both for Kirchhoff's
and von;-KArman's assumptions are compared for the same initial
velocity. For various initial velocities the results are 0.001
and 0.001 ; 0.1 and 0.09853 ; 2.0 and 1.037 ; 50.0 and 5.924
for the Kirchhoff's and von Kirmin's plates respectively. In
other words, Kirchhoff's assumptions yield results quite
different than von Kdrmén's assumptions as the initial veldcities
increase.

The results obtained for the edge loadings increasing linearly
with time are quite similar to the ones given in Ref.67. In
this thesis, in an example the results are effected by 2 % if
the in-plane inertia fofces are included. In this case, since
the step-wise integration method is used the time increments
should be selected according to the period of vibrations. If
the time increments are not taken small, then the instability
of the integration appears.

The results obtained for the edge loadings varying harmonically
with time are similar to the ones giveh in Ref. 63. Since a
perturbation analysis is used in that study, the magnitude of
the harmonic loading should be selected to be small in
comparison to the buckling load. Otherwise many terms should-
be considered in the perturbation series. In this thesis there
is no limitation for the magnitude of the harmonic loading and
the out-of-plane vibrations can be investigated considering
multimodes.
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BOLUM 1

GIRIS: KONUNUN TANITILMASI VE AMAC

Teknikte kullanilan cubuk, plak, levha, kabuk gibi yapi elemanlari
birer siirekli ortam olarak gdz Oniine alinabilir. Siirekli ortamlar-
da yer dedistirme, sekil de§istirme ve gerilme gibi alan bliyiliklik-
leri ve malzeme &zellikleri noktadan noktaya siirekli veya parga n
parga slrekli olarak degigir. Siirekli ortamvmekaniQi, siirekli or-
tamin cegitli i¢ ve dis etkiler altinda davranisini incelemekte-
dir [1, 2]. Yani malzemeye ait bilinye bagintilarini ve alan bilyik-
liikleri arasainda yazilan di@er bagintilari kullanarak, siirekli
ortama gelen etkilerin ortaya koydudu sinir ve baslangi¢ kosulla-
r1i altinda siirekli ortamdaki alan biiylikliklerini belirlemektedir.
Zamana bajli i¢ ve dis etkiler halinde alan biiylkliikleri zamanla
dedisken olur. Bunlar arasinda titresimler 6nemli bir yer tutar.
Fizik ve teknigin hemen her alanini kapsayan titresimlerle pekcdk
arastirici ilgilenmekte ve bu konudaki yayinlar hizla artmakta-
dir [3]. Bu calismada plaklar ele alinmistir. Plaklar, bir boyutu
diger iki boyutuna oranla kiiciik olan dﬁzlem yapi elemanlaridar

{4 - 8]. Kiigiik boyuta kalinlik denir. Plak kalinlidinin orta nok-
talarlnln‘geometrik yeri, ortalama ylizey diye adlandirilar. 1deal
bir plakta bu ylizey bir diizlemdir. Dbgabilecek qesifli vapim ku-
surlarindan dolay:r diizlemligi Saéianamamlssa bdyle plaéayénsehim—
1i plak adi verilir. o o

" Dis yiikler plak diizlemine dik ve plak diizlemi icinde olmak fiizere
iki bilegene ayrllabilir. Plak noktaiarlnln yer dedistirme vektdr-
leri de ayni sekilde‘iki bilesene ayrilabilir. Diizlem dls; yer
degistirme bilesenine sehim denir. Bu calismada diizlem disi yiik
bilegeni 51f;r alinmis; ve diizlem ici yﬁkler; plqk kenarlarindan
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zamanla dedisken olarak etkitilmistir. Bu tiir yiikler etkisinde
Snsehimsiz bir plakta sehimler ortaya ¢ikmayabilir. Sadece diiz-
lem igi'yﬁklér etkisinde kalan ve diizlem ig¢i yer degistirmeler
yapan élak, levha adini alir [8- 11]. Levhanin dinamik kenar.
yiikleri etkisinde yapacadi zorlanmisg titreSimler, elastodinami-
gin iki boyutlu bir problemidir [11].

Diizlem ig¢i ve diizlem disi yer deJistirmelerin sonsuz kiigiik ol-
dudunun varsayildigi Kirchhoff pladinda, plagin dizlem ig¢i yer
degistirmelerinin saglayacadi diferansiyel denklemler, diizlem
‘disi yer dedistirmelerden baimsiz olup levhanin diferansiyel
denklemleri ile aynidir. Bir bagka deyisle Kirchhoff plaginda
diizlem ici yer deJistirmeler sehimlerden ve énsehimden bagimsiz
olarak levhaya ait diferansiyel denklemler yardimiyla cﬁzﬁlebi—
lir [2-8].

Diizlem igi yer degistirmelerin sonsuz kiigilik; fakat diizlem disa
yer dedJistirmelerin sonlu oldufunun varsayildidi von Kérmdn
plaginda ise sehimler ve sehimlerin tilirevleri diizlem ig¢i yer
degistirmelerin ve gerilmelerin sadlayacadi diferansiyel denk-
lemlere kuadratik ifadeler seklinde girmektedir [2-8]. Yani
bu diferansiyel denklemlerin ¢dziimii sehimlere bagli olmaktadar.

DlUzlem i¢i dinamik kenar yilikleri etkisindeki Onsehimsiz bir
plagin diizlem konumunu koruyup koruyamayacadi, incelenmesi ge-
reken diger bir problemdir. Bu problem plak stabilitesi diye
adlandirilir [12-16]. Diizlem disi bozucu bir etki verildiginde
ortaya ¢ikan sehimler, diizlem konumun civarinda kalan bir tit-
resim haréketi seklindeyse s&zii edilen dinamik kenar yiikleri
etkisinde pladin diizlem konumunun kararli (stabil) oldudu sdy-
lenir. Sehimler, diizlemden farkli diger bir denge konumu civa-
rindaki titresim hareketine gecerse, pladin diizlem konumu ka-

rarsizdir.

Statik kenar yilikleri etkisinde bulunan bir pladain diizlemden
farkli diger bir denge konumunun kararliligi da ayni sekilde
arastirilabilir. B&yle bir denge konumunu bozucu bir etki ve-

rildiginde ortaya ¢ikan titresimler bu denge konumu civarinda
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kaliyorsa kararli, dedilse kararsizdar [17]. Hiz-yer dedistirme
dlizleminde (faz diizlemi) bu denge konumlarina karsilik olan nok-
talar Snemli olup cgesitli titresimlere ait faz‘eQrileri arasinda
bu noktalar birtakim &zelliklere sahiptirler [3].

Plagin stabilitesinin yani dizlem konumunun»kararllllglnin bo-
zulmasina pladin burkulmasi denir. Plagin burkulmasi, kenar yik-
lerinin statik veya dinamik olmasina gdre statik burkulma ya da ’
dinamik burkulma adini alir.

Bu konudaki calismalarda plak kenarlarinin diizlem ici yer degis-
tirmelerﬁnin biiylik yeri vardir. Bilindigi gibi diizlem ici kenar
ylikleri etkisinde bulunan plaklarda yer deéistirmelerin ortaya
¢ikabilmesi ig¢in plak cevresinde az da olsa yikld bir kenar par-
casinin diizlem igi yer dedistirme yapabilmesi gerekir. Aksi hal-
de kenar yliklerinden plak etkilenmez. Bazi gallsmalarda plak
kenarlarinin diizlem ic¢i rijit yer degistirme (Stelenme ve doénme)
yaptigir gdz Sntine alinmistir. Bu durumda bir kenarin rijit &te-
lenme ve donmesinin bﬁyﬁklﬁéﬁ o kenara etkiyen ytiklerin bileske-
sine ve yerine béqll olup bu bagintilar gdz Oniine alinan kenarda
diizlem ic¢i sinir kosullaraini belirtir. Bu halde kenar boyunca
yik dagilisi Snemli dedildir. Bazi calismalarda ise plak kenar-
larinin diizlem ici yer dedistirmeleri rijit olarak sinairlanma-
mis bu calismada oldudu gibi tamamen serbest blraklimlstlr. Bu
durumda kenarain her noktasinda gerilme kenar yikiinlin oradaki
deJerine esittir. Bu ise gerilmeler cinsinden yazilan diizlem

igi sinir kosullaradar.

Plaklarin statik burkulma probleminin en eski ¢&ziimiiniin 1891 de
Bryan* tarafindan verildigini kaynaklardan 6§reniyorﬁz'[12,14L
Bryan Kirchhoff plak varsayimlarini kullanmistir. Izotrop mal-
zemeden yapilmisg ddrt kenarindan serbestcge oturan ince dikddrt-
gen bir plagin karsgilikli iki kenaraindan dizgiin yayila basing
yiikleri etkisindeki burkulmasini incelemistir. Yayili yiikiin

~* Bryan, G.H.,

"On the Stability of a Plane Plate under Thrusts in Its Own
Plane with Application of the Buckling of the Sides of a Shlp
Proc. London Math. Soc., Vol.22, (1891) §.54-67.
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siddetinin bazi degerleri icin diizlem kon;m kararsizdir. Bu de-
gerlere burkulma yiikleri, bunlara karsilik gelen diizlemden fark-
11 denge konumlarina ise burkulma modlari denir. Yik-sehim di-
yagrami, bu kritik ylik degerlerinde c¢okdeferli ¢ozimlerin olmasi
nedeniyle dallanma g&sterir.

Degisik kenar yiikleri etkisinde bulunan plaklarin statik burkul-
masi simdiye kadar pek cok arastiraci tarafindan incelenmigtir.
Bazilari [7, 12, 14] in kaynaklar kismindan elde edilebilir.
[18 - 30] ise yakin yillara ait bu konudaki bazi calismalardir.
Bunlardan [18] de izotrop plaklar, [19-22] de ortotrop plaklar
Kirchhoff varsayimlarina gdre incelenmiglerdir. [23-25] de
izotrop plaklar, [26 - 28] de ortotrop plaklar von K4rmin varsa-
yimlarina gdre incelenmislerdir. [29, 30] da ise kalin plakla-
tin burkulmasi ele alinmigtir. Bu calismalarda de§isik kenar
yiiklerive mesnet bicimleri icin statik burkulma yikleri, dallan-
ma noktalari (bifurcation), burkulma yﬁkﬁnden daha biliylik yiikle-
meler igin yilik-sehim iliskisi (postbuckling) incelenmigtir.Diiz-
lem igi sainir kosullari cgesitli gekillerde gdz ®niine alinmistir.

Dlizlem igi yer dedistirmelerin hesaplanmasinda kullanilan geril-
me fonksiyonunun saflayacadi diferansiyel denklemin von Kdrmdn
plagi halinde sehimlére bagli olacadi yukarida belirtilmisti.
Sehimler igin genellikle seri geklinde c¢oziimler secilmekte ve
herhangi bir varyasyon y&nteminin [6,31,32] uygulanmasi sonucun—
da genellestirilmis koordinatlar denilen, seﬁilen serideki kat-
sayilarin saflayacag:r bir denklem sistemi elde edilmektedir.
Statik burkulma halinde cebrik olan bu denklem sistemi ¢&ziilerek
burkulma incelenmektedir. ' 4

Statik kenar yilikleri etkisinde bulunan plaklarin titresimleri
simdiye kadar pek ¢cok aragtirici tarafindan incelenmistir (Ba-
kiniz [3,7]). Bu konuda son yillarda yapilan bazi caligsmalar
[33-54] den elde edilebilir. Bunlarain bir kisminda diizlem igi
gerilmeler‘ve yer dedistirmeler bir gerilme fonksiyonu yardimiy-
la elde edilmektedir. Gerilme fonksiyonunun saglayacagi diferan-
siyel denklemin elde edilmesinde [2] ise diizlem ici atalet kuv-
vetleri ihmal edildigi ig¢in bdyle calismalarda diizlem ic¢i atalet
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kuvvetleri géz dniine alinmamistir. Bu kuvvetlerin géz Oniine
alindigdi calismalarda dizlem ic¢i yer defistirmeler ve gerilme-

" ler hareket denklemleri yardimiyla elde edilmektedir [37 38,40,
41,50].

Markus ve Ndndsi, kalin plak teorisini kullanmis ve cesitli
mesnetlenme bigimleri icin daifesel plaklarin titresimlerine
diizlem ici atalet kuvvetlerinin etkilerini incelemistir [37].
Aksu, sonlu farklar ydntemini kullanarak kirislerle takviye
edilmis plaklarin titresimlerini incelemistir [38].,Bu calisma-
sinda plak kenarlarinin rijit Stelenebildigi hali ele almistir.
Raju, I.S., Rao, G.V. ve kaju, K.K., 'kenarlari diizlem ici yer
degigtirmeyen dikddrtgen plakta diizlem disi tek mod almis ve
titresim frekansina diizlem ici atalet kuvvetlerinin etkisini
incelemistir [40]. Ayrica bu etkinin, von Kdrmin plajinda biiyiik
sehimlerin etkisini azaltici y6nde oldudunu plak kalinligaina
bagdli olarak arttidini ve ihmal edilebilecek kadar az -oldujunu
gbstermigtir. Diizlem ig¢i yer dedistirme bilegsenlerinin herbiri
igin diizlem dlslAtitregimdeki ayni ® agisal frekansi ile titre-
sim yapan tek mod almis ve Rayleigh-Ritz y®ntemini kullanmigtair.
Bu calisma ile ilgili bir yorum Prathap tarafindan verilmistir

[41].

Vendhan, diizlem i¢i yer degistirmeler igin kuvvet serileri,diiz-
lem disi yer defistirme igin tek mod secerek dikddrtgen, daire-
sel, eliptik ve iicgen plaklarin titresim frekanslarini von Kdrmdn
plak varsayimlarina gdre incelemistir [50]. Ayni calismasinda
kuvvet serilerindeki terim sayisina bagli olarak Galerkin ve
Rayleigh~Ritz y®ntemleri ile elde ettidi sonuclari karsilastir-
mistir. Burada Rayleigh-Ritz y®ntemini plajin varyasyon ilkele-
rinden elde edilmis bulunan hareket denklemlerine uygularken
Galerkin yo6ntemini ilk iki hareket denkleminin tiglinclide yerine
konulmas;yla elde edilen degistirilmis plak denklemlerine uygu-
lamigtir. Terim sayisi arttirildikca Galerkin ydntemiyle bulunan
diizlem daisi titresim frékan51 alttan,. Réyleigh—Ritz yontemiyle
bulunan ise {istten gercek deéere yaklasmaktadir. Bu durumu terim
sayisina ba§ll olarak iki ayri varyasyon ybnteminden elde edilen
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sonuclarin birbirine yakinsamasi olarak nitelendirmistir. Halbu-
ki dedistirilmis hareket denklemleri ancak gergek yer deJistirme
bilegenleri i¢in esas hareket denklemlerine egdeder olur. Cilinkd
yaklasik gézﬁm yerine konuldujunda ilk iki hareket denklemine
ait esitliklef kabaca dogru olup gergek esitlik olmayis:i dedis-
tirilmis denklemlerden ve esas denklemlerden bulunacak titresim
frekanslarainin farkli olmasina yol acacaktir.Vendhan'in g¢aligma-
sinda [50]'iki ayri varyasyon ydntemi ile bulunan titresim fre-
kanslarinin birinin alttan diderinin listten gergek‘degere yakin-
samasinin bu yontemlerin &zelliklerine dedil de ¢Oziimde kullani-
lan farkl:i denklemlere badlanmasi daha dodru bir ag¢iklama olur.
Clinkli enerji y6ntemlerinde yakinsama daima lstten olup Galerkin
ve Rayleigh-Ritz ydntemleri, [50] de belirtildigi kadar farkla
yéntemlér de§ildir [32]. Vendhan bu galigmasinda plak kenarlari-
nin dizlem i¢i yer dedistirmelerinin a) sifair, b) serbest, c)
rijit Stelenme hallerini‘incelemistir. Kenar yiikleri olmadig:
icin b haiinde kenarlardaki‘gerilmeler 51£1r olmalidir. Bu si-
nir kosulu yaklasik olarak kenarlardaki ortalama gerilmenin
si1fir olmasi seklinde sa§latllmlst1r. Diizlem ig¢i atalet kuvvet-
lerinin titregim frekansa ﬁzerine dogrusal oimayan etkisinin
yumusayan yay biciminde oldudunu ve sehimlerin cok biiylik olma-
digi hallerde ihmal edilebilecedini géstermiStir.

Diizlem ici atalet kuvvetlerinin ihmal edildigi calismalar ara-
sinda [34,42-44,47 - 49,51,52] plak kenarlarinin diizlem igi yer
degistirmeleri bakimindan ilgi cekici olanlardir. [39] ise biiyiik
sehimlerin titresimler ﬁzeriné etkisinin incelendigi ilk c¢alisma

olmasi bakimindan Onem tasair.

Dinamik kenar yiikleri etkisindeki dikdértgen plaklarin davranisi
ile ilgili yakin yillara ait elde edilebilen calismalar [55-69]
da verilmistir. Bunlardan [61-69] da diizlem disi sonlu yer de-

gistirmeler esas alinmigtar.

Zajaczkowski ve Yamada, Karsilikla iki kenari mafsalli diger ke=-
narlarindan biri serbest digeri ankastre olan izotrop dikdértgen
plakta serbest ve ankastre kenarlarin birbirinden uzaklidinin
harmonik olarak dedismesi halinde plagin kararliligaini incele-
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mistir [56]. Mortimer, Chou ve Rodini levhanin bir kenarina diiz--
lem ig¢i dodrultuda bir darbenin etki etmesi halini incelemisgtir
[59]. Darbe, diger bir dikdértgen levhanin bir kenarinin carp-
masi ile uygulanmig olup darbenin zamanla defisimi dikdﬁrtgen
olarak alinmistir. Yer degistirmelerin sadece yiik dodrultusunda
oldugu dislinlilmistiir; ve problem tek dogrultuda dalga denklemine
indirgenmigtir. Tylikowski, zamanla defigken basing¢ gerilmeleri
etkisindeki plakta Liapunov teorisine [17] gére kararliligi in-
celemistir [66]. Ekstrom, kenarlari kayici mafsalla olarak mes-
netlenmis &nsehimli ortotrop dikddrtgen pladin bir dogrultuda
zamanla ‘dojrusal olarak artan basing ylikleri etkisindeki davra-
nisini incelemistir [67]. Benveniste ve Aboudi, sonsuz uzun

plak seritlerinin yan yana yapigstirilmasiyla elde edilen taba-
kali ortamda seritlerin dlizlem ici dogrultuda kenarlarina dik.
olarak uygulanan diizgin yayili darbe etkisindeki davranisaini in-
celemistir [68]. Murthy ve Alwar, dnsehimli sandvig¢ plakta diiz-
lem disx dﬁzgﬁnxyaylll basing¢ yiiklerinin statik ve dinamik olma-
s1 hallerini karsilastirmistir. Diizlem ici kenar yliklerinden ha-
reket edilmedigi icgin bu‘gailsma bizim ele aldigimiz aniamdaki
dinamik burkulma de§ildir.

Kaynaklardé verilen dinamik kenar ylikleri etkisindeki plaklar
konusundaki dider calismalarda kenar yiikleri zamanla harmonik
olarak de@ismektédir. Boyle ylikler etkisinde plaklarln'kararll— -
1151 konusunda ilk calismalarin 1935 lerde yapildigini [15] den
s8reniyoruz®. Von Kdrmdn plaginda ayni calismalarin baslamasi

ise [39] un yayinlandig: yil olan 1956 y1 beklemistir [15].

% Einaudi, R
Sulle Configurazioni di Equilibrio Instabile di una Piastra
Sollecitata da Sforzi Tangenziali Pulsanti, Atti Accad.
Gioenia 1, 1935-1936, Memoria XX, 1-5.

Bodner, V.A. :

The Stability of Plates Subjected to Longitudinal Periodic
Forces Prikl. Mat. i Mekhan. (N.S.), 1938, 2, 87-104.
Khalilov,‘Z.I. ' »

The Dynamic Stability of a Plate under the Action of Periodic
Longitudinal Forces, Tr. Azerb. Gos. Univ., Ser, Mar.,1942,1,28-32.
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‘Plak kenarlarinin rijit &telenebildigi hal ig¢in von ‘K4rmin plagi-
nin kararliligy [15,61,62] de incelenmistir. Kisliakov, dért ke-
naril kayici olarak mafsallanmis plakta zamanla harmonik olarak
dedisen diizglin yayili basing yliklerinin siddetini, burkulma yl-
kiine gore g¢ok kiicliik almig ve pertiirbasyon ydntemini kullanmis-
tir [63]. Bu ¢dzlm ydnteminin biiyiik sehimler halinde ortaya ¢i-
kan vurularin (beat) varliginin arastirilabilmesi gibi bazi lis-
tiinliiklerinin oldudu belirtilmigtir., Bolotin, bu yontemi kiiclik
parametre ydntemi diye adlandirmaktadar [15]. Pertiirbasyon y&n-
teminin uygulandigi diger bir galisma Shivamoggi tarafindan ya-
pilmistir [64]. Yazar calismasinda dért kenari mafsalli plakta
bir dodrultuda diizgiin yay:ili kenar yiiklerini g&z Oniine almistar.
Burada Kirchhoff plada haline ait titresim modlarini kullanmig
olup von Kédrmdn plagi halinde orthya gikan modlar arasindaki et-
kilegimi ihmal etmistir. Bu calisma ile ilgili yorum Rajappa ta-
rafindan verilmistir [65].

Dinamik kenar yiikleri etkisindeki plaklarda dlizlem i¢i atalet
kuvvetlerinin gdz Oniine alindidi calismalar [15,59,61,62,68]
dir. Bunlardan Somerset ve Evan-Iwanowski [61,62] ile Bolotin
[15], plak kiitlesinin diizlem ig¢i atalet kuvvetlerinin degil,
'plaqln bir kenarinda bulunan ve diizlem ig¢i kenar yiiklerinin uy-
gulanmasina yarayan rijit yilikleme kirisinin hareketi sirasinda
dogan atalet kuvvetlerinin etkisini incelemiglerdir.

Bu calismada ortotropi eksenleri kenarlara paralel olan ince
ortotrop dikdértgen plaklaran dﬁzlem igi dinamik kenar yiikleri
etkisindeki davranisi incelenmistir. Plagin ddrt kenari ankastre,
dort kenari mafsalli ve karsilikli iki kenari ankastre diger iki
kenari mafsallil olmasi halleri gdz Online alinmis olup plak kenar-
lari diizlem igi dodrultularda serbestce kayabilmektedir. Plagin
sekil degistirmeksizin bu dogrultularda rijit hareket yapabilece-
Ji de dikkate alinmigtair. Bu rijit harekete ait atalet kuvvetle-
ri diferansiyel denklemlere girmektedir. Plak baslangigta statik
kenar yiikleri etkisinde bulunmaktadir. Bu halde denge konumunda
iken {lizerine dinamik kenar yilikleri eklenmektedir. Dinamik kenar
yiiklerinin zamanla deﬁisimi i¢in a) basamak, b) darbe, c)rampa,
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d) harmonik fonksiyonlari g&z Sniine alinmistir. Kenarlar boyun-
ca yiik dagilimi ig¢in diizglin yayili normal gerilmeler, diizgiin
yayili kayma gerilmeleri, bir dodrultuda trapez yayila normal
gerilmeler veya bunlarin herhangi bir dogrusal toplami diisiiniil-
miistiir. o

Diizlem i¢i ve diizlem disi yer deJistirmeler iciniki dodrultuda
Fourier serileri secilmektedir (statik burkulmanin incelendidi
statik kenar yilikleri halinde bu serilerdeki katsayilar zamandah
bagimsiz dedismezlerdir) [70]. Gerilmeler cinsinden yazilan si-.
nir kosullarinin sadlatilmasi sirasinda Fourier serilerindeki
katsayilar (genellestirilmis koordinatlar) iizerine bazi kisit-
lamalar gelmektedir (bu kisitlayici denklemler statik burkulma-
nin incelenmesinde zamandan bagimsizdir). Bu galigmada varyasyon
ydntemlerinden biri olan Lagrange carpanlari y&ntemi [32] kulla~-
nilmis olup buhun sonucu olarak zamana badli bir diferansiyel
denklem sistemi elde edilmistir (bu diferansiyel denklem sistemi
statik burkulmanin inceienmesi halinde zamandan bagimsiz cebrik
bir denklem sistemi halini alir). Bu diferansiyel denklem siste-
mi von K4rm&n pladi halinde diizlem disi genellestirilmis koordi-
natlara dogrusal olmayan terimlerle de baglidir. Bu diferansiyel
denklem sistemi, dﬁzlem}ici genellestirilmis koordinatlarin he-
saplanacagi zorlanmis titresim diferansiyel denklem sisﬁemi ve
diizlem disi genellestirilmis koordinatlarin saflayacadi plagain
parametrik olarak uyarilmis diferansiyel denklem sisteminden
olusmaktadir. Aralarinda etkilesim bulunan bu iki diferansiyel
denklem sisteminin probleme ait baslangi¢ kosullara altinda
birlikte ¢&ziilmesi sonucunda pladain dinamik davranisi incelen-
mis olup dﬁzlem‘igi atalet kuvvetleri de g6z oniine alinmigtar.
Bir baslangic¢ deger problemi,olah bu problemin ¢dziimiinde adim
adim integrasyon y&ntemlerinden olan Newmark yéntemi kullanil- -
‘mistir [71-77]. ‘

Bilindigi gibi burkulma yiliklerinin ve titresim frekanslarainin
hesaplanmasi bir Szdeder problemine indirgenmektedir. Bunlarain
hesaplanmasinda [78] deki bilgisayar programlarindan faydalanil-
migtir. ‘
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vProblemin niteligi geregi ¢dzlim Sayléalrhesaplarla elde edii-
diginden genis bir bilgisayar programi gelistirilmistir..Buna
ait akig diyagrami tezin sonunda verilmistir. Bu bilgisayar
programi yardimiyla levha titresimleri, pladin statik burkulma-
s1, burkulma sonrasinda plak davranlsi, statik kenar yukleri
etkisinde plak titresimleri, titresim modlari ve frekanslarin
genlikle degigimi, dinamik kenar ylikleri etkisinde 6nsehimli

ve Onsehimsiz plaklarin davranisl amaglanmistar.



BOLUM 2

GENEL DENKLEMLER VE VON KARMAN PLAK TEOR1ST

2.1. PROBLEMIN TANIMI

2.1.1. Koordinat Takimi ve iIgsaret Kurali

‘Bu ¢alismada ortotrop dikddrgen malzemeden yapilmis ince dikddrt-
gen plaklar incelenmistir. Sekil 2.1 de gdsterildidi gibi plagain
kenar uzunluklari a ve b dir. Kalinliga h dir. Plak kalinlaiginan
orta noktalarinin geometrik yeri olan ortalama ylizey cesitli ku-
surlardan dolayi dizlem olmayabilir. Plak gerilmesiz iken ortala-~

ma ylizeyin

W, = Wo(x1,x2) ~{2.1)
~ denklemi plaktaki &nsehimi (dn yer dedistirme) gdsterir. Plak
geometrisini belirlemek igin bu yiizey esas alinirsa bir P nokta-

sinin t=0 aninda koordinatlari

Yo ¥y) = X2 Mo,a%3 7 Y3 (xp) = Wtxy (2‘2),
seklinde ifade edilir®(Sekil 2.2). Burada X3, P nin ortalama yili-
zeyden Olgiilen uzakligidir. Plak denklemleri edrisel olan Xy
koordinatlaraina gdre ifade edilecektir. Xy lar maddesel (veya

Lagrange ) koordinatlardair.

* 1) aksi séylenmedikce Grek indisleri 1 ve 2 de§erlerini, Romen
indisleri 1,2,3 de§erlerini alirlar.
2)|Wo 0"|<<'l varsayilmigtir.

r .
3)( ) k=3( )/Bxk gésterimi kullanilmistir.
’

11
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Sekil 2.1: Plak bbyutlarl ve pladin baslangi¢ konumu

-

. sekil de§igtirdikten
i3, sonra ortalama ylizey
’

X +V

Sekil 2.2: Plagin bir P noktasinin yer dedistirmeden &nceki
ve sonraki konumu
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2.1.2, Yer De§istirmeler

Pladin bir P noktasinin yer defigtirme vektdrii, ik lar karteziyen
baz vektdrleri géstermek izere

u = uk(xm,t)lk , : (2.3)
seklinde ifade edilir® . Ortalama ylizeydeki bir noktanin yer de-
istirme vektdSrld bilesenleri,

4)

U(xa,t) = u1(x1, Xy 0, t)
v é,V(xa,t) = u2(x1,‘x2, 0, t) : i (2.4)
W—W0 = W(xa’t)_wo(xa) = u3(x1, Xy O,‘t)
sadece X1 Xy ve t nin fonksiyonudur. U, V diizlem i¢i yer degig-
tirme bilegenleri, W—W0 ise diizlem disi dogrultudaki yer degis-
tirme bilesenidir. Her hangi bir t anindaki W sehiminden WO on-

'sehimi ¢ikarailarak elde edilir. Yani diizlem disi W yer degistir—‘
mesi iginde Wo Sn yer’deﬁistirmesi de vardar.

2.1.3. Varsayimlar

Bu calismada von Kdrmdn plak teorisi esas alinmistir. Bu teori
asagidaki ilk bes varsayima dayanir [2].
V.1. Plak incedir. h kalinliga tipik plak boyutundan c¢ok kiiciik-
tiir. Yani h<<a,b dir.
V.2. Diizlem i¢i U,V yer degistirmeleri sonsuz kiiciik, diizlem disa
W sehimi ise h kalinligi ile ayni mertebededir:
lul,|vl<<h ; [W| = o(h) ; |wW|<<a,b
v.3. W  edimleri her yerde kiigiiktiir: |w a|<<1
r
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V.4. Biitliin sekil dedistirme bilesenleri kii¢cliktiir, Hooke kuralla-
‘ r1 gecerlidir.

V.5. Kirchhoff varsayimlari gecerlidir. Yani baglangigta plak
ortalama ylizeyine dik bir c¢izgi {izerinde bulﬁnan noktalar,

*1) Bir terim iginde tekrarlanan indis tizerinde toplama uylasimi
kullanilmigtir. . .
2) Kalin yazilmis harfler vektérel blyiikliikleri gdsterir.



V.6.

v.7.

V.8.

V.9.

v.10.
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sekil degisiminden sonra da bu ylizeyin yeni konumuna dik bir
¢izgi {izerinde kalirlar. Ve ortalama ylizeye paralel ylizey-
lerde gerilmeler ihmal edilir.

h plak kalinligi sabittir.

Plak ortotrop malzemeden yapilmistir. Ortotropi eksenleri
plak kenarlarina paraleldir.

Kitle kuvvetleri yoktur.

Plak yiikleri x,==h/2 ve x3=+h/2 alt ve list ylizeylerinde si-

3 ,
firdir. Plak kenarlarinda moment yiiklemesi yoktur.

Plak kenarlarinda Wo 6nsehimi ve diizlem disi W yer degistir-
mesi safirdar. '

2.1.4. Plak Mesnetleri

Sekil 2.3 de bu calismada incelenen dedisik mesnet bigimleri gb&s-

terilmistir. Plak kenari etrafinda plagin serbestce donebildigi

mesnetiere mafsalli mesnet denir. Ankastre mesnette plak bu kenar

etrafinda dbnemeyecek sekilde mesnetlendirilmistir. Sekil 2.3 de

gdsterilen mesnetler diizlem i¢i yer dedistirmelere gdre kayica

mesnetlerdir. Yani, plak kenarinin diizlem ic¢i yer .dedistirmeleri

genel tutulmugstur. EJer sifir alinirsa sabit kenarlar durumu el-

de edilir. Bu calismada;

a) dort kenari kayici ankastre,

b) dbdrt kenari kayaici mafsalla,

c) karsilikli iki kenara kayica ankastre'diger iki kenara kayica

mafsalli olarak mesnetlenmis plaklar gdzoniine alinmigtar.

lxz

’ (a) >

(b) (c)

Sekil 2.3: Plak mesnetleri
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'2.1.5. Dinamik Kenar vitkleri

V.9. varsayimindan anlagilacadi iizere bu caligmada g&zdniine ali-~
nan yiikler, ortalama dilizleme gdre simetrik olarak plak kenarla-
rindan etkiyen yliklerdir. Bu yiikler, Sekil 2.4 deki kenar yikle-
melerinin (Fi, i=a,b,c,d) herhangi bir do§ruéal tqplaml olarak

diiglinlilmiigtiir. Ve

F= [ag s;+a;(6)d,]F, (2.5)
x2 X2
EEEREEDS
b ,
= ’ a I o= X,
(a) _ ‘ I ‘ ‘
X2 e (b)
!
UL e _
[ R=h ‘:N=h(1—gx2)
k=h '
. ;‘ x1 X1
K=h - (@)

(c)

Sekil-2.4. Plak kenar yiikleri, yukarida gdriilen ddrt ayra
ylklemenin (2.5) ifadeleri ile hesaplanan dogrusal
bir toplamidir.

0('D T=27/0

to/2kto v
(a) (b) (c) , (@)
Sekil-2.5, aD(t) fonksiyonu: a) Basamak, b)Darbe, c) Rahpa,
d) Harmonik fonksiyon. Burada darbe fonksiyonu
(0,to) araliginda ap(t)=(308/ty) [(1-t/to) t/ty] 2

olarak secilmistir.
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bigiminde secilmis olup statik ve dinamik iki kisma ayralabilmek-
tedir. Bdylece kenar yiiklerinin statik ve dinamik kisimlari igin
(s) _ (D) _ ‘
Folo=syFyp 0w FO0 =4 Fy (2.6)

seklinde iki ayri dogdrusal toplam diislinlilmiistiir?*. Sy di katsayi-
lari ve Sekil 2.4 de gbsterilen yiiklemeler zamana bagli dedildir.
aD(t) fonksiyonu zamana baglidir (Sekil 2.5). (2.6) tanimlari kul-

lanll;rsa (2.5) ifadesi
F=a_ Fq (0) FIP) | | (2.7)

yazilabilir. Burada ilk terim statik yiiki, ikincisi dinamik yiikl
gbsterir, ' :

Daha sonra F kenar kuvveti kenara tedet ve dik iki bilesene ayri-
larak teget olan K ile dik olani N ile gdsterilecektir (Sekil 2.6
ve 2.7 ya bakinaiz). )

s

2.2. VIRTUEL 1§ ILKESt
2.2.1. Plagin Sekil Dedistirmis Konumu

Plagin yer degistirdikten sonraki koordinatlari, von Rarman plak

‘'varsayimlari sunucu

2y (X 8] = X 40-W x4 |
zz(xk,t) = x2+V—W’2x3 . (2.8)
z3(xk,t) = w+x3 ) .

seklinde ifade edilebilir (Sekil 2.2). (2.8) ifadeleri, 2z, Ve X,

arasinda bir ddniisiimdiir. Von Kidrmdn plak varsayimlari nedeni ile
birebirdir. EJrisel 2z koordinatlarlnda'sonsuz'kﬁgﬁk dz artim

vektdriinlin ds uzunludu x, lar cinsinden asadidaki gibi hesaplanair:

k

2 _ =
(ds)” = dz.dz = 95 5 dx, dxj - (2.9)

935 = 95°95 ¢ 9x T2y T o by (2.10)

Burada g, kovariant 8lciim tansdrii bilesenleridir [1]. plakta
(2.8), (2.9) ve (2.10) dan 9i5 bilegenleri

*Bir terimin kuvvetleri ile karigmamasi ig¢in lst indisler parantez
i¢inde yazilmaktadir.
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- 2—
947 = 1+2U+W'1 2W'11x3

- 2 -
Gpp = THVHWZ,-2W Lo, (2.11)
912 = 9pq = U, 2%V W W 520 40%3

olarak hesaplanir. Von Kdrmdn plak varsayimlari nedeniyle bu bi-

lesenler

g (2.12)

13 % %13
olarak allnabilif. Burada Gij Kronecker deltasidir. Yani i=j igin
birdir. i#j igin saifirdir. (2.12) badintilari, vektdr ve tansdrle-
rin, kovariant, kontravariant ve fiziksel bilesenlerinin ¢ok fark-

etmedigini, ayni alinabilecedini gbsterir.

2.2.2. Potansiyel ve Kinetik Enerji

Dis yiikler etkisinde bulunan elastik bir cisimde bir U potansiyel
enerjisi ve cismin hareketi nedeniyle de bir T kinetik enerjisi
vardir. U ve T, '

_1 ‘ . .

u = 5 fiftij eij dv o . (2.13)
1 el _1 N .

T = 3 fif_pz-z dv = 5 fif P2y 2 dv (2.14)

olarak ifade edilirler*. Burada dv cismin hacim elemanini,p kiitle
yogunlugunuy, tijgerilme tansorii bilegenlerini, €y sekil degistir-
me tansdril bilesenlerini g¥stermektedir. eijler maddesel koordij

natlarda ’
_1 } ey
eij(xk,t) = 3 [gij(xk,t) gij(xk,O)] , (2.15)
seklindedir [1]. (2.11), (2.15) de konulursa plak ig¢in
= w2 - 1lw2 - ~
€11 = U v 3 W 3 95,17 W 197, 190 %;3
- 1w 212 -
€y =V otz WiHy= 5 Wg o= (W 5=Wy, 22)%3
: ' (2.16)
12 = ©p1 = U ¥V W (W Wy W, p=2(W-Wg) 4ox5]
= e = e = 0 -

€13 T ©31 23 ~ %32
sekil degistirme yer defistirme badintilari elde edilir.

* (*)y=3(") /Bﬁ gSsterimi kullanilmistir.
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tij gerilme bilesenleri, eij lgrin fonksiyonudur. Lineer elastik
malzemelerde aijmn sabitleri kullanilirsa
ti5° 2i5mn®m ' ; (2.17)

seklinde elde edilir. En genel halde 21 tanesi badamsiz olan
aijmn sabitleri, malzemenin ortotrop olmasi halinde; eksen takimi
ortotropi eksenleriyle g¢akigtiralirsa 9 bagimsiz sabit kalir. Bu
¢alismada Kirchhoff plak varsayimlari gecerli oldudu ig¢in bu 9

sabitten asagidaki

v
L 12 -
811 E11 E11 0 t11
. ' v
21 1 ,
e, |=|-=2L =1 0 t (2.18)
22 |77 E,, E,, 22
e..|f © 0 — . t
S12] | 56,1 [ F12]
Viz Bap T Va1 Eyg

gerilme gekil degigtirme badintilarinda gecen dért bagimsiz sabit
kullanilmaktadir [ 4]. '

2.2.3. Virtiiel Yer DeJistirmeler

Cismin geometrik sinir kosullaraina uygun sonsuz kiigiik herhangi
yer degistirmelerine virttiel yer de§istirmeler denir. Plaéln or-
talama yiizeyinin 8U, 8V, 6W ile gdsterilen virtiiel yef deéistir--
melerden dolayi herhangi bir noktasinda (2.8) ifadelerinden

6u1 = 521 GU—x35W'1

Guz 622 GV—x36W’2 (2.19)

5u3 = 623 = W

olarak hesaplanabilen virtiliel yer degistirmeler meydana gelir.

EJer cismin [ta, tb] zaman araligindaki davranisi incelenmekte
ise virtiiel yer degigtirmeler, ta ve tb anlarainda

Suk(xm,ta) = Guk(xm,tb) =0 (2.20)
seklindedir.,
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2.2.4, virtiiel 1s iflkesi

Cismin hareketi esnasinda bir t anindaki yer de§istirmis konumun-
da atalet kuvvetleri de katilmak lizere lizerine etkiyen i¢ ve dis
kuvvetler denge halindedir. Virtiiel yer dedistirmelerde bu kuvvet-
lerin yapacaklari igler egittir. Bdylece tanimlanan virtiiel ig il-
kesi dinamik problemlerde

tp .

[ 6T-8U+SSff PS2zdv+ [/F-82dA]dt = 0 (2.21)
ta v A

bagintisi ile ifade edilir[6].Burada §Tve 8U, sirayla kinetik ve
potansivel enerjilerdeki dedigimleri gdsterir. A cismin yiizey
alanidir. P, birim hacma etkiyen kiitle kuvveti bu calismada si-
fir alinmaktadir (V.8 varsayimi). F, cismin ylizeyinde birim alana

etkiyen ylizey kuvvetidir.

2,3. PLAK DENKLEMLERI
2.3.1. Bilegke Gerilme ve Momentler

(2.18) bagintilarindan gerilmeler

t11 I 4 €11
= 1 2.22
t22 E ) Y 0 e,y ( )
t12 0 0 2« e12.
olarak elde edilir. Burada v,Y,E, K
. E11 I iy R P (2.23)
ViV v YT - 2 E .23
1=-v
seklinde tanlmlanmlstlr. oB ger11meler1 ve x3 ile garpimlar:i h

plak kalinlaigz boyunca integre edilirse sirayla N af membran kuv-
vetleri ve MaB plak edilme momentleri elde edilir:

+h/2
NaB(xa't)~= i£/2 taB(Xk't)dx3

+h/2
MaB(xa't) = [ X4

(2.24)

-n/2 3 ap s 183
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Bu biiylikliikler X3 koordinatindan bagimsizdirlar.

(2.16) ve (2.22) bagintilari kullanilirsa

) 1,2 212 2 2
Ny =ER[Y (U | 4507 = 5 W )40V o450 =5 Wy )]
2

~ 1.2 1.2 1.2 _1 )
llzz-Eh[\)(U,1+2W'1 3 0’1)+ (V43953 %,2 ] (2.25)
Ny p=ERK(U 5 #V 440 4 W 5= %,1%,2)
M. .= - Eh‘j’[y(w W )+v(w -W )]
11 0,11 22" %, 22

3

My,= - Eh [v(w Wy 11)+ (W 22-w0,22)] (2.26)

_ _En3
Mip= = T < 42-W, 45)

olarak elde edilir. (2.22) de verilen taB gerilmeleri bu biiylik-
liikler cinsinden

12

taB(xk't) ;3 X MaB(x ) : (2.27)

g
" h NaB(xa’t)+

seklinde ifade edilebilir.

2.3.2, Virtiel 1g itlkesinin Plakta Uygulanmasi

(2.21) virtiel is ilkesi plakta uygulanarak plak denklemleri elde
edilecektir. Virtiliel yer defistirmeler esnasinda kinetik enerji-

deki 6T degisiminin [ta,tb} zaman aralidi boyunca integrali; (2.8),
(2.19) ve (2.20) de kullanilar ve parca parca integrasyon uygula-

nirsa
tb tb1 . .
S 8Tdt = [ -2—.Ufp6(zkzk) dv dt
ta tg Vv
tpy tp .
= fff pz dv[ - /I fpZ, 8z, dv dt (2.28)
Zx RS S St
a a :
_/b v . . h2 . ‘ .
= S fon [USU+VSV+WSH+ = (W . 8W . +W , 6W )] ddt
M 12,11 "N, 2 %2
a

olarak hesaplanir [6]. Bu g¢alismada Q bblgesi
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Q

2
{(x1,x2)l 0<x,<a , 0<x2<b}cR (2.29)

aa = dx,‘dx2

seklinde dikd&rtgen bir bdlgedir (Sekil 2.6).

" Bu bdlgenin 30 sinirainin birim dis normal vektdrd ve birim teget

vektdri sirayla

i ‘8= =n_i, +n,i

2172 (2.30)

n= 1‘\1 |1+n212 ’

dir (Sekil 2.6 b ). Burada n,
n1; her kenar icin asagidaki gibidir.

ve n, bilegenleri ve ds ¢izgi elema-

n, = -1 n, = 0 ds = dx2 cee X, 0= 0 kenari

n, = 0 n2 =-1 ds = dx1 cee Xy < 0 kenari (2.31)
n1 = +1 n2 =0 ds =~dx2 R T a kenar:i :

n1 = 0 n, =+1 ds = dx1 ) ces Xy = b kenara

Normal ve tedet dodrultularina gdre tiirevler

() =n () +n,()
, 1 12 .2 (2.32)

o )'s,=—n2( )’1+n1( )’2
seklindedir. (2.16) ve (2.27) ifadeleri (2.13) de yerine konulur
ve virtiiel yer dedistirmeler esnasinda ic kuvvetlerin yaptidi ig

hesaplanirsa

su ='ﬁtftq66easdv

=/r Ny, [60, 1 sw’1] N, [6V'2 W, 6w'2J | :
Q (2.33)

Ny, [6U’2 +8V 4 4W o SW , +W oW 4 1

-(Mn aw’” +2M126W'12 mzz 6w'22 ) }aQ

elde edilir.

’2

Plagin alt ve list ylizeyleri ylikslizdiir. Kenar yiizeylerine. ise
+h/2
F=F_i S x,F dx, = 0 (2.34)
k'k ' “h/2 370773 | :

ylikleri etkidigi kabul edilmistir (V.9 varsayimi).
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g

(a) *1 (b) x

Sekil-2.6. a) £ bdlgesi ve 3 siniri
: b)3Q sinirinda ds ¢izgi elemani, birim dis
normal ve tedet vektdrleri, kenar yiki
bilegenleri.

N4(x1,t)

[ o R &0

X2 |
7 | ;
30,
Q
Paa 20
1 3
98, ™ Xq
y4 _ .
N1(x2,t) K1(x2,t) K3(x2,t) N3(x2,t)
L K, (x,,t)
2 ¥qr
] Nz(xz,t)

sekil-2.7. Kenar yilikleri zamanla dediskendir.
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Nna’ Mna ’ V3 ; bu kuvvetlerin bilesenlerinin
o
N, = F dx., ,
ne o @ 3
o2 |
M .= X, F, dx, = 0 , 2B, (2.35)
no -y 378 3
_ +h/2
v = [ F, dx
3 -h/2 3 3
seklindeki integralleri olarak tanimlanirsa dis kuvvetlerin vir-
tiel isi ‘
fZ{F-Ssz= 3{2 (Nn1<SU+Nn26V+V36W+M 15W'1+M 26W'2)ds (2.36)

olarak elde edilir. Burada ds; 9 siniri boyunca ¢izgi elemani-
dir. ﬁna,‘kallnllk boyunca bileske kenar yilikiiniin nxyﬁnﬁndeki bi-

lesenidir. Bunlar plagin 992 kenarlarindaki ﬁk’ X, (k=1,2,3,4) lar

k
cinsinden.
N, =-N, N ,=-K ..00 de
ﬁm = -R‘Z ﬁn2= —ﬁz ...030, de
551 = +N, N ,= +K;  ...00, de (2.37)
N, = *K, N = +N, ...30, de

olarak ifade edilebilir (Sekil 2.6 ve 2.7).

(2.21) virtiiel is bagintisinda yer alan terimler, (2.28),(2.33)
ve (2.36) da heséplanmlstlr. ! bblgesinde hesaplanacak bu integ-
rallerde goriilen &U o 6V Gwla ; OW L aB lar ; parca parga

- integrasyonlar yardlmlyla 6U, §v, 6W. hallne getirilebilir. Sonug

olarak {(2.21) virtllel ig badintisi

f { I [L (U,V,W) 8U+L, (U,V,W) §V+L, (U, V,W) . sW]aQ
ty @

+ f[B1 (U,V,W) 8U+B,, (U,V,W) 8V+B, (U,V,W) §W . (2.38)
0

+By (W) 6W n]qs}dt =0
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seklini alir. Burada gecgen Lk; (k=1,2,3) ve Bk; (k=1,2,3,4) dife-

ransiyel operatérleri

LﬂUﬂhm =NHJ+M2J—MN
LZ(U,V,W) N12,1+N22'2-0hv

L3 (U, VW) = Myg q#2M5 10%My5 o)

NG, 12N W ¥ N W o)
NG g )W g+ (N ¥, D)W, (2.39)
2
. .o h .o .
-oh [ W 13 (w'11+w'22)]
B,(U,V,W) =N ,-N_
By (U/V,W) = Npp=Npp
BB(U'V'W) . v3+Nn'1w,1+N‘2W 2+Mns,sfv3-Mns,s-w,n
B, (W) = Mn™Mnn
olarak tanlmlénmlstlr. NaB , MaB ’ V3 ’Nna_' Mna’ (2;25),(2.27)
ve (2.35) de ifade edilmistir. Nna r Mo Mnn’ Mns’ Mns ise
Npjp = nq Nygt oy Ny
Np2 = g Nypt my Nyy
2 2
Man = Pq Mqq * 2mnoMooenoM,,
- oo (2.40)
Mnn n1 Mn1+n2Mn2
M =-n,n, (M, -M )+(n2—n2)M
ns 1727711 722 1 2°7712
Mis =M M,

Vy = mq Mgy gty o) #mp My, #M55,2)

ifadelerini g&stermektedir.

2.3.2.1. Hareket Denklemleri

Virtliel yer dedistirmeler, cismin geometrik sainir kosullaraina
uygun sonsuz kiiclik herhangi yer dedistirmeler olarak tanimlan-
misti. Bu nedenle (2.38) esitlidi her 8U,8V,8W virtiiel vyer



25

defistirmeleri igin dodru olmalidir. Bundan &tiiri @ b&lgesinde
ve 3R 51nizlnda hesaplanacak integrallerin ayri ayri sifir ol-
masi gerekir. 1lk integralin sifir olmasi i¢in bu integralde
8U,8V,6W larin katsayilari ayri ayri sifir olmalidir. Bbylece

Lk(U,V,W) =0 k=1,2,3 : (2.41)

diferansiyel‘denklemleri elde edilir. Bunlara plagdin hareket
denklemleri denir.

2.3.2.2. Sinir Kogullari

(2.38) virtiiel is denkleminde 99 siniri boyunca hesaplanacak in-
tegralin sifir olmasi, problemin sinir kosullarini verir:Pladin
mesnetlenme bicimine bagli olarak plak kenarlarinda u,v,Ww igin
bazi kisitlamalar konulmugtur. Buna uygun olarék SU,GV,GW,GW'n
den bazilari 9Q sinirinin bu kisimlarinda sifirdir. Bunlarin si-
fir olmadiklari kisimlarda ise katsayilari sifira esitlenir. Se-
kil 2.3 de gdsterilen cesitli mesnet tipleri i¢in bu durum asa-
gida ayri ayri agiklanacaktar.

V.10 varsayimina gbre plak kenarlarinda
"W=0, SW=0 ...030da ' (2.42)
alinir. Bu, Sekil 2.3 deki her ii¢ mesnet tipi ig¢in gegerlidir.

a) Dort kenara ankastre plaklar: Ankastre kenara dik dogrultuda
W'n donmeleri sifirdir. Buna uygun olarak virtiiel yer dedistirme-
ler ankastre kenarda W =0 alinir. (2.30) ve (2.31) ifadeleri
kullanilarsa

1
(=]

W,1 0, ©&W 4 ees 3 ve 303 de . (2.43)

|
o

W,2 = o, GW'z = “e- 3y ve 3Q, de (2.44)

elde edilir.

b) Ddrt kenari mafsalli plaklar: Plak kenarinin W , ddnmesi icin
bir kisitlama yoktur. Mafsalli kenarda o

Mn ¥ =0 ‘ : ~(2.45)

olmaladir. V.9 vafsaylml, (2.26),(2.35) ve (2.40)'yard1m1yla bu?
- radan ’ ,
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.2 2. _ 2,12 o o _
(Yn1 + vnz)(w WO)'11+4Kn1n2(W Wo)'12+(vn1+yn2)(w w°%22 =0

(2.46)
elde edilir. (2.31) ifadeleri kullanilirsa
L PR AP c.. 30Qq ve 30y de , (2.47)
W,22 = Wo,22 cese 392 ve 394, de (2.48)

sinir kosullari elde edilir.

c) x1=0 ve x,=a kenarlari ankastre, x2=0 ve x2=b kenarlarl maf-
salla plaklar: Bu plaklarda (2.43) ve (2.48) sinir kosullara
gerceklenmelidir, ‘ '

Sadece diizlem disi W yer dedistirmesine badli olan (2.42)-(2.48)
sinir kosullari saglandigi takdirde (2.38) virtiiel is bagintisain-
da 3Q siniri boyunca hesaplanan integralde 8U ve &V nin bulundudu
terimler kalir.

a{z [B,(0,v,W) 38U + B,(U,V,W)ésV]ds = 0 ' (2.49)

seklinde sifir olmalidar.

-

Bu caligmada plak kenarlari kayici olarak mesnetlenmistir (Sekil
2.3). Kenarlaran U ve V yer dedistirmeleri icin hic¢ bir kisaitla-
ma yoktur. Bu halde sinir kosullari, 8U ve &8V lerin katsayilari
sifira egitlenirse (2.25),(2.31),(2.37) ve (2.40) yardimi ile 3@y

sinirainda

‘ N,
M g2 2 12 2 )
YU 4*W 5= grm3Y (W Wo, 1m0 Wy =W, 5 ) k=1,3
N . (2.50)
=k _1, w2 - LI AP S =
VU 4+ o= gr TV Wy W g )3 g5 =W, o) k=24
ik .
K(U'2+V,1)= EE-K(W,1W,2- Wo,1 Wo,Z) k=1,2,3,4

seklinde ifade edilir.

Yukarida elde edilen biitiin denklemler elastik bir cisim olan
plagin sekil de§istirmelerine bagli olarak elde edilmistir.kBu
calismada plak kenarlarimin diizlem ig¢i U,V yer de(jistirmeleririe hi¢ bir
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kisitlama konulmadidi icin Sekil 2.8 de gdsterllen ve plakta sge-

kil deélstlrmelere yol ac¢mayan
U = Uo - (xz-v 5)‘?

v

a
Vo * (x,- Dy | (2.51)

yer deJistirmeleriyle ifade edilen
rijit hareketin belirlenmesinde : o]

mekanigin temel ilkelerinden olan

cizgisel ve agisal momentum ilke- = ;”)

lerinden faydalanilmalidir. Bu ca- ”l’,
. ; | T

lismada pladin elastodinamik dav=- _+_ o

ranisil incelenmekte oldujundan se-

i

kil degistirmelere yol ac¢mayan

rijit hareket konu disi birakil- Sekll 2.8: Pladin dlizlem ici
dogrultularda rijit

migtar. yer de§istirmesi

2.3.3. Gerilme anksiyonu

+h/2 ; : ‘
£/a (€11,22 % 2,117 282,12 9x3 (2.52)
integrali (2.22) ve (2.24) bagintilari yardimiyla N o] lar cinsin-
den hesaplanir ve ayni integralin (2.16) dan. hesaplanacak ifade-
sine egitlenirse

(v ~-VN -VN, s 1IN 1-v2 )~—;L-—
Mo2,11 ™M, V2,22 Y Mir,22 7 T Tz, 02 Eh (1-v)
R 2 (2.53)
= W W W )W 4o 7,19 W, 22) |

diferansiyel denklemi elde edilir. N lar igin bir F gerilme

oB

fonksiyonundan

N,, = F,ZZ- Iphde

11 1

N,,= F ,, - fphVdx
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seklinde tiiretilebilen ifadeler sec¢ilirse bunlar (2.41) deki ilk
iki hareket denklemini saglarlar. (2.53) de yerlerine konulursa
'F gerilme fonksiyonunun saglayacaga

1-v2

—— = 2V)F

]
JRTET R J122 7 7 F2222

)= (w2

2. 0. 2
= Eh(1=97) [(W55 =W 1 W o0 )= (0] 5=, 42 W, 550 ]

, (2.55)
+ph[(-} s ijqx1—v I iz'dxz)"zz + (Y fiidxz-vffjdxﬂm]

diferansiyel denklemi elde edilir [ 2 ].



BOLUM 3
COzZUM YONTEMT

3.1. VARYASYON PROBLEM?

Ortotrop malzemeden yapilmis ince dikddrtgen plaklarain cesitli

diizlem ici dinamik yiikler etkisindeki davranisini incelemek lize-~
re gerekli diferansiyel denklemler &nceki b&limde bazi basitles-
tirici kabuller altinda elde edilmistir. Sekil 2.6 daki @ dik-

dértgen bdlgesinde (2.41) diferansiyel denklemlerini ve bu b&él-
genin 9§ sinirinda, plak mesnetlerine bagli olarak (2.42)-(2.50)
sinir kosullarini saglayan U,V,W fonksiyonlari hesaplanacaktir.

Bunlar plak ortalama yiizeyinin yer dedistirme vektdrii bilesenle-
ridir (Sekil 2.2).

Kesin cﬁzﬁmﬁ'yapllamayan problemlerde bagvurulan ¢dziim ySntemle-
rinden biri varyasyon yéntemleridir., Silirekli ortam mekaniginde
¢ok iyi sonucglar verdigi icin basariyla kullanilmaktadir. Clinkili
stirekli ortam mekanigindeki problemlerde birtakim fonksiyoneller
ekstremum olmaktadair. Uygun bir fonksiyoneli ekstremum kilan ve
verilen sinir kosullaraini saglayan fonksiyonlarain arénma51 bir
varyasyon problemidir. Plak ig¢in yazilan (2.38) v.iob;(virtﬁel
is ba§1ntlsi), bir potansiyelden tiiretilemeyen dis kuvvetler ha-
linde bdyle bir fonksiyonelih ekstremum olmasinin ifadesi olup,
genél bir ifadedir. Dis kuvvetlerin bir potansiyelden tiiretile-
bilmesi halinde bu fonksiyonel L =7 -U Lagrange fonksiyonudur

[6].

29
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Bu calismada Snce asagidaki boyutsuz de§iskenler tanimlanmistir
ve 2.Bdliimdeki biitiin denklemlere bu deéiskenvdﬁnﬁsﬁmﬁ uygulanmig-
tir. Sonra bir varyasyon yontemi olan Lagrange g¢arpanlari ydntemi
uygulanarak c¢oziime gidilmistir.

3.2, BOYUTSUZ DEGISKENLER VE DEGISKEN DONUSUMU

Bu calismada kullanilan boyutsuz dedigskenler; ¢ ve B dederleri

c=YyYab , B=vYa/b ) ‘ (3.1)
olmak lizere boyutsuz koordinatlar
il _om )
X=ZxX ,Y=g x2‘, . (3.2)
boyutsuz yer de§istirmeler ve plak Onsehimi,

™
(u,v,w,w ) =— (U,V,W,W. ) , _ ; (3.3)
" (o} =B [e}

boyutsuz gerilmeler ve kenar yﬁkléri
—_— - _ _1_ —
(OXX,GXY'OYY,Ok,Tk) -~ Eh(N11 IN12 IN22 INkIKk) (304)
Seklindedix. Dikddrtgen olan (2.29) daki Qbdlgesi, degisken do~-
niisiimiine gére ‘ : ' :

B ={(x,y)| 0<x<m, 0<y<1r}cR2 (3.5)

kare b&lgesine dodniislir (Sekil 3.1). x, y bajimsiz deiskenleri-
nin tanaim araliklara

0<x<m, O<y<nm (3.6)
olmaktadir. (3.1) ve (3.2) den 4y
T s
w1 3
L2 X
B

Sekil 3,1 B bdlgesi ve kenarlaranin
numaralandirilmasi
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_a _c
dx1 --_de = ;I-de
= b -c1
dx2 =7 dy = T B dy
_d() _4dx14() _¢
(),x— dx = dx dxq _'nB(),1
(V=53 ), o (3.7
1
(),1- R ( %x
' W
( )’2 =SB ),y

tliirev badintilari elde edilir. Bu dedisken ddniiglimi sonunda
(2.25) ve (2.26) ifadeleri

=X 1 (M, 1,.2,(2)

O 8 u,x+vBV}y+ > 82 h + ZvB h
2

_ v 1 1 v (1), 18" .(2)
cjyy'Eiu,x*ysv.y"LZBZ'h t2y

h, 1 (3) ; '
Oy = KBRy* gV o+ BT] & ’ (3.8)

2 —pah ST (wew 2
M, = -Ech “[Bz(w wO),xx +VB“ (w wo),yy]
= —EEhS[ﬁ’(w—w ) o+ 2 g wmwg) ]

My T 62 o xx " ¥ o', yy

- _pTnC _
M12 = EChF'ZK(w wo),xy

seklini alir. Burada h(1), h(z), h‘3) ve C
(1) _ = w2 2y _ 2 _ 2 (3)= -
h W’x v X’ h wl Wo'y b w'Xw,Y W°rxw°,Y !
2 o
- _h® @2
¢ =73 (=) (3.9)
ifadelerini gﬁstermekteair. e, h(x), h(y) ise

(3.10)



_ 32
nXVo X (W W

B3 ' X ,xx— JrkB(w W

\' -W w )
O,x O,xx X ,YY 9,x70O,yy

)

w

FOORKIBW S W vy "0,y Y0 xy

(3.11)
h(y)= Kw. w.__ -w. w ) + —Eww W -W. W ) '
B rY #XX Osy O,xx Y Y 1YY ©,Y Ouyy
(V) _
YR Mk Y sy Vo, x%o, xy!

olarak tanimlanir ve (3.1)=-(3.7) tanim ve baéint11ar1'(2.39) da
konulursa Lk(u,v,w) ifadeleri 4

- _ n 1 ‘ NS '_
L1(g,v,w) = Eh - E(BIOXX,X +Boxy,y) ety]
- Ty 2 ‘ Ax) .
= Eh = [82 u'xxﬂce u,yy+(\)+K)V,xy+h ei]
- (3.12)
—en Tl Y . |
L, (u,y,w) = Eh [(chy,x+80yy,y). e V]
: 2
- oK oo B8« (¥Y)_ .=
= Eh = [82 V’xx+ v V'yy+(\)+|<)u'xy+h vev]
L, {u,v,w) = Eh f—J-E[-Y-w +2(v+2{<)w’ +§:1-w ]
3 Ve c g4 Coxxxx 70 PXXYY Y L, YYYY
SiX 8
+,C[EZ' Vo, T2V 20 ey * T Yo,yyyy
+-l \"4 O, _+2w o +82w o]
g2 X XX T,y Ry YY VY
PR (10 +80 )+ Bw (—1-0 +80 )
B yx B xx,x " xy,y' ",y B XY,Xx TYY,y
~eiw + ec (= w__+8% w )} . ‘ (3.13)
g2 XX 1YY S

elde edilir. (2.42)~(2.50) sinir kosullarl sa§land1§} takdirde
(2.38) v.i.b. nda 9302 siniri boyunca hesaplanan integral sifar
olur. Bdylece bu denklem

T oW _
I s [L1(u,v,w)6u+L2(u,v,w)6v+L3(u,v,w)6w]dxéur=O " (3.14)
o o

seklini alir. (2.41) hareket denklemleri ise
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Lk(u,v,w)v= 0 k=1,2,3 (3.15)
olur. Bu denklemlerin ilk ikisinden k

1
BOxx,x

+8 =ei , +8 = eV (3.16)

=0 o}
Oxy .y 8%xy,x" Poyy,y
.esitlikleri yazilabilir. Bunlar (3.13) de yeriné konulursa
L3(u,v,w) ifadesi )
4
= AP it 88 B
L, (u,v,w) = Eh c{ cl v w,xxxx+2(v+2'<)w,xxyy =g ]

- ' gt
*c [84 wo,xxxx+2(V+2K)wb,xxyy+ Y O,YYYY]

2

+ : i .
PV, yy Oyy (3.17)

A w g _+2w o__+
B2 s XX XX P XY XY
1 - - 2..

+e[8 v o u+8w'yv W+e (Eim,xx+8 w,yy)']}' o
olarak elde edilir. Bu caligmada L3(u,v,w) ifadesinin (3.17) deki
degistirilmig sekli kullanilmigtir. .

Dedisken donilisimiinden dolaya problemin‘bilinmeyenleri bundan son?
ra u,v,w fonksiyonlaridir. Bunlar (3.5) deki B b8lgesinde tanim-
" lidar. 2= {u,v,w} seklinde tanimlanacak elemanlar

2= {u,v,wleT : (3.18)
seklinde bi T uzayini olustururlar. (3.12) ve (3.17) diferansiyel
operatdrleri birlegtirilmek lizere diferansiyel operatdrii

Ltz={Lyz, Lyz, Lyz}€D : , (3.19)

seklinde tanimlanirsa (3.15) plak denklemleri
Lz= 0 ... B bdlgesinde : (3.20)

olur. (3.19) da D uzayi L diferansiyel operatdriiniin defer bdlgesi-
dir. acT ve bCD elemanlari icin bilineer operatir
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T™T )
<a,b>= éc{ (a,b +a,b,+a b,)dx dy o
(3.21)

a= {a1132’a3} ’ b= {b1l bzl b3}
olarak tanimlansin. Bu durumda (3.14) v.i.b kisaca
<Lz, §62>=0 , - (3.22)

LzeD , 5z ={ 6u,év,6wteT

seklini alir.

Plagin sinir kosullarina uygun herhangi bir &8z virtiiel yer dedis-
tirmesi icin (3.22) v.i.b. nl‘saélayan z(x,y;t)={u,v,w}€?T bi-
. linmeyen fonksiyonunun belirlenmesi problemi, (3.20) diferansiyel
denkleminin (2.42)—(2.50) sinir kosullari altinda c¢Oziimline esde-
ger olan varyasyon problemidir [31,32]. ‘

Yine (3.1)-(3.7) degisken doniislimli sonunda (2.54) ifadeleri ve
(2.55) diferansiyel denklemi, F=F/Eh olmak iizere

2 .2 =

O = (5)° 8 F,yy- eBSudx
Oy * (g)2 E% Fox” % IV ay : : (3.23)
oxyy- —(g-)2 _;xy
2
t;{_‘lF,Xxxx”FKv - Zv)F,XxYY %_ 1YYYY B
- (1-v%) (& ) [<W Z'W,ﬁw,zz ‘WZ ,127%,11 %, 22"] (3.24)

3
+e (%,2 [ ‘%‘ J Gax-ve/idy) oo+ (§§ f vy~ -)é adx)

,xx]

seklini alir. Statik ylikler halinde 4 ve Vv . 11 terimler,
Kirchhoff pladi halinde ise (3.24) dekiwwe woll terimler atalair.
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3.3. KOORDINAT FONKS1YONLARI

Sekil 2.2 de g®sterilen plak ortalama yiizeyinin U,V,W yer dedis-
tirme vektdrii bilegenleri, (3.3) dedisken ddniisiimii sonunda u,v,w
olarak boyutsuz hale konulmustur®. Bunlar icgin ise seri c¢&ziimler
kullanilmistir. ‘ 7

, 3.3.1. Dd6rt Kenari Ankastre Plaklar

Dért kenari ankastre plaklarda w ve W, igin

»

k=0

M M
= £..(t) X, Y.
wix,y,t) 121 j;. 15 (€)X, (0 ¥ (y)
: (3.25)
10
j = .. X Y.
o (x,Y) 151 351 954 1 (x) J(y)
ifadeleri secilmistir. Burada Xi,(i=1,2,...,) dizisi;
X(x) = Z aicoslcx (3.26)

serisinin (2.42) ve (2.43) sinir kosullarini saflayan dogrusal
bagimsiz biitlin Xi(x) ¢bziimleridir, yani '

Xi(x) = [cos(i-1)x-cos(i+1)x]= ZSinxsinix:‘ (3.27)
i=1,2,3,...
fonksiyonlaridir. (2.42) ve (2.44) sinir kosullaraini sadlayan

Yj(y) fonksiyonlari benzer sgekilde

Yj(y) = [cos(j-1)y-cos(j+1)y] = 2sinysinjy (3.28)

olarak sec¢ilmistir. wo(x:y) dnsehiminin (3.25) serivaclllmindaki
gij katsayilari, bu ®nsehimin iki dodrultuda Fourier kosiniis se-
risine ag¢ilimindaki

* Bu bdélimde ve daha\sonraki bélimlerde, segilen ifadeler;'
2.Béliimdeki ifadelerde yerlerine konulurken (3.1)=(3.7)
dedisken dénigtimii gézdéniinde bulundurulmalidir.
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w (x,y) = § ) 9,. cosixcosjy
° i=o j=o i3 -
- (3.29)
Ei = 1% I r wo(x,y) cosixcosijy
J b o o
4 ... i%?o0., j#o
A =42 ... i=0 , j#o veya 1i#zo0 , j=o
1 ... i=j=0

katsayilarindan hesaplanabir. Bunun icin (3.27) ve (3.28)
ifadeleri (3.25) de yerlerine konulduktan sonra W, (3.25) ve
(3.29) seri acilamlari karsilastirilmalidir. Bunun sonucu olarak
m ve n indisleri ikiger artmak lizere gij sabitleri

i=1 3=1_ . V \ .
944 = g g Ion ‘ - (3.29)
m=0,2,4, ... i=tek ise

m=1,3,5, ... i=¢cift ise

n=0,2,4, ... j=tek ise

n=1,3,5, ... j=cift ise

seklinde hesaplanar.

Bu calismada von Karman plaginin ¢dzimiinde (3.25) serisinde doku-
zar terim alainmigtair. i .

£ £ f f £

£ 21+ faov

T
f=[£90 150 £43 230 F317 f327 f33]

. (3.31)
9= [9997 9927 I13 9217 I3 I3 9397 I330 I33]

Kirchhoff pladainda yani diizlem disi sonsuz kiigik yer dedistirme-
ler halinde ise terim sayisi artirilmistir.

(3.25) ifadeleri (3.9) ve (3.11) de yerlerine konulursa h(1),

2, W3 5O jrageters

h(1)=2 Y Y q}ﬁ) cosixcosjy
i=o j=0 J

n@-27 3 @éf) cosixcosjy
(3.32)
) ) Y hég) sinixsinjy

n (%) _ ) hé?’ sinixcosjy

A AT S h{?* cosixsinjy
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bigimini alir. Burada ifadeleri

nl)
ij .

(1 (1) (1)
h,. = (f_f -g g_ ) X . ¥ %
1] g % E g Pg rs “pg-rs pri gsj

(2) _ (2) . (2)
z DDA (qufrs gpqgrs) xpr1 quj

(3) - (3) (3) ,
hyy =L 1 1 b (foqfrs9pqTrs) Xpri Yqsj - (3.33)
(x)_ _ . (X (1) (2) (3) '
hl:I i | Es h +vB h )+BKh
(y) B ) niD, 6 (2)
lj B lj j A 8 lj h. 3 )
sekllnde £, 13 ve gi lerin kuadratik fonksxyonlarldlr. érl ve

Yés% ler Tablo 3.1 den pladin mesnet bigcimine gdre alinacak sa-
bitlerdir. Alt bdlim 3.5. deki (3 49) v.i.b. nda h;1) ve hii)
nin £ ke Y& gdre tlirevi ile karsilasilacaktir. Bunlar, X;;i ’
Yé;;, xéil, Yéi; sabitlerinin ilk iki indise gdre simetrik olma-

lari nedeniyle

i _ (1) (1)

If, p g é prq ¥pki Yq/l:i
. (3.33)

ahg%) (2) (2)

it s : ¢ (2)

of, p g 'g prq Xoki Yqt3

seklinde hesaplanair.

'3.3.2. Dért Kenari Mafsalli Plaklar

D6rt kenarli mafsalli plaklarda w ve W, igin (3.25) ifadeleri
secilmigtir. Burada Xi ve Yj i,j=1,2,..., dizileri

Xi(x)‘ sinix i=1,2,..

(3.34)

Yj(y) sinjy j=1,2,..

seklinde Fourier sinilis dizileridir. (3.25) ve (3.34) ifadeleri
(2.42),(2.47) ve (2.48) sinir kosullaraini saglar. gij katsayilara
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() ve Y( ) kétsayllarl

Tablo-3.1 Xpri asj
1) DURT KENARI ANKASTRE PLAKLAR

(M, (1)) (2, (2) 4(2) (1) L(3) _1(3) (3)_,(3)

Xprl pri qu qsg pr1 pr1 qsg qsj prl pri qSJ sqj

2) DORT KENARI MAFSALLI PLAKLAR

() _g (1) (1) _g(2) 4 (2)_5(2)  y(2) (1) (3) _p(3) 4(3)_(3)

Xpri pri “gsj "gsj “pri “pri qSJ gsj prl prl qSJ qu

+ 3) KARSILIKLI 1K! KENARI ANKASTRE DIGER 1Kl KENARI MAFSALLI PLAKLAR

(1) (1) (1) (2) (2) (2) (2) (1) X(3)=A(3) (3) B(3)
prl pri qu qsg pr1 pr1 qsn qs; pri “pri qs; sqj

5D {51 5D 3@ 5@ 52
(1] Bi2i | By3i p(1) 17231 | (| ] 2(2) Bi2i | Byt (2) By3i 5(2)
111 (1) B(1) 221 (1) 331 111 (2) (2) 221 (2) 331

1 211 31i . 321 211, 311 321
i=0] 0.25 0;00 0.00 |1.00 [0.00 |2.25 0.25} 0.00{0.00| 0.25| 0.00| 0.25
110.00/0.50 {0.00 {0.00 |1.50 | 0.00| 0.00{ 0.25/0.00| 0.00] 0.25| 0.00
210.25(0.00 |0.75 [0.00 0.00 |0.00 H -0.25| 0.00{0.25 | 0.00 0.06 0.00
31{0.00|0.50 {0.00 {0.00 |0.00 |{0.00 0.001~0.25/0.00 | 0.00| 0.00{ 0.00
410,0010.00 [0.75 {1.00 {0.00 |0.00 0.00} 0.00|-0.25}-0.25/ 0.00] 0.00
510.00(0,00 {0.00 [0.00 |1.50 {0.00 0.00) 0.00{0.00 { 0.00/|-0.25] 0.00
6 | 0.00(0.00 {0.00 |0.00 {0.00 |2.25 0.00| 0.00{0.00 | 0.00{ 0.00}-0.25

33 [5G | g3 g3 | f(3) | (3) | L(3) | (3) |.(3)
Biri {Bi2i | Brai| Bavi | Ba2i | B23i | Bari |Ba2i [Baai

i=0| 0.00 }0.00 | 0.00| 0.00 b.OO 0.00 | 0.00 }0.00 }0.00
110.00 {0.50 { 0.00/~1.00] 0.00 } 1.00 |0.00 {~1.50 {0.00
210.50 {0.00 | 0.50} 0.00} 0.00 }0.00 |=1.50}0.00 {0.00
310.00.{0.50 | 0.00} 1.00 | 0.00 {0.00 {0.00 [0.00 |0.00
410.00 |0.00 § 0.50]0.00]/1.00 |0.00 |1.50 |0.00 }0.00
5 [0.00 [0.00 | ©6.00|0.00]|0.00{1.00 |0.00 {1.50 |0.00

6 {0.00 |0.00 } 0.00)0.00}0.00 j0.00 }0.00 J]O.00 {1.50
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(1) (1) (1) (2) (2) (2)
(1) Af2i 131, A(1) Ayag (1) (2) 121 Afsi (2) 93 (2)
Al ROYIRO R INED Agai At @ ,@ il (@) | P31
211 | 2314 A3o% 314 | A314 Ajoi
i=0|1.00 |0.00 |~1.00| 2.50| 0.00{ 500 0.75| 0.00| 0.25| 0.50|0.00 | 0.50
110.00 | 1.00| 0.00} 0.00| 2.00| 0.00 0.00| 0.50] 0.00] 0.00]0.25| 0.00
210.00 {0.00| 2.00}-1.75] 0.00}~4.00 _1.00| 0.00] 0.25 }0.25/0.00 |-1.00
3 {0.00 |0.50] 0.00] 0.00|-1.50| 0.00 0.00}~0.75| 0.00 | 0.00{0.00 | 0.00
4 -1.00]0.00} 1.00]1.50] 0.00|-1.00 0.25 0.00-0.75 -0.50|0.00 | 0.25
5 10.00 .50 0.00{0.00]| 2.50| 0.00 0.00{ 0.25{ 0.00 | 0.00}0.50} 0.00
6 |0.00 {000 |-2.00|-2.25} 0.00} 4.00 0.00{ 0.00| 0.25 | 0.25{ 0.00}-0.50
7 lo.00 {0.00 | 0.00|0.00 |~3,00] 0.00 0.00| 0.00}0.00 {0.00} 0.25| 0.00
8 0.00 |0.00 ] 0.00]0.00] 0.00}-4.00 0.00| 0.00{ 0.00 | 0.00{ 0.00{ 0.25
(3) (3) A(3) (3) (3) (3) (3) A(3) (3)
111 121 131 211 221 231 311 321 331

i=0| 0.00 | 0.00{ 0.00| 0.00| 0.00| 0.00 | 0.00| 0.00| 0.00

1]0.00 | 2.00| 0.00{-3.00| 0.00| 3.50 | 0.00|-4.00| 0.00

2] 2.00| o0.00{ 1.00| 0.00} 0.50| 0.00 |-4.00{ 0.00| 1.00

3{0.00| 1.00{ 0.00| 3.50} 0.00}-1.,00 | 0.00} 1.00} 0.00

411.00 | 0.00| 1.00| 0.00| 2.00| 0.00 | 5.00| 0.00-1.00

510.00 {-1.00{ 0.00 |-1.50| 0.00| 2.00 | 0.00| 3.00{ 0.00

610.00| 0.00}1.00| 0,00|-1.50] 0.00 |-2.00! 0.00} 3.00}
7 |0.00} 0.00]| 0.00| 0.00| 0.00 }1.50 | 0.00}|-2.00]| 0.00
8 |0.00 | 0.00|0.00}0.00{ 0.00] 0.00 | 0.00| 0.00}-2.00
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gij =’;%-ffwo(x,y) sinixsinjy i,j=1,2,.. (3.35)

seklinde iki dogrultuda Fourier siniis serisine acilimindaki kat-
sayilardar.

Bu calismada von Karmdn pladi hali incelenirken i,j indisleri
icin 3 sainiri konulmustur. (3.25) ve (3.34) ifadeleri (3.9) ve
(3.11) de yerlerine konulursa h{1?, n(®), nG) &) R 4eq
deleri yine (3.32) deki bicimde elde edilir. D&ért kenari mafsal-
11 plaklar igin de héj) katsayilari (3.33) de gdriildiigu tzere

fkt ve ng'le? cinsinden kuadratik ifadelerdir.

. 3.3.3. Karsilikla tki Kenari Ankastre Diger 1ki

Kenara Mafsalla Plaklar

Bu'plaklarda W ove W, igin (3.25) deki ifadeleri sécilmistir.
Xi(x) ler (3.27), Yj(y) ler (3.34) deki gibi

cos(i-1)x-cos(i+1)x = 2 sinx sin ix

xi(X)
(3.36)

Yj(y) sin jy i=1,2,..

seklinde sec¢ilmistir. (3.25) ve (3.36) ifadeleri,'(2.42),(2.43)
(2.48) sinir kosullarini saglar. gij katsayilari, plak dnsehimi-
nin iki dogrultuda asaqldaki, '

w (x,y) = § 1 3. cosixsinxy

© izo 331
- A T (3.37)
g9;s = 5 5 wo(x,y)cosixcosjy

31 o o
A =

Fourier serisi ag¢ilimindaki Eij katsayilaraindan (3.30) dakine
benzer diisiinlisle

i=-1 _ ' i :
g.. = g m=0,2,4, ... i=tek ise (3.38)

13 m ™ m=1,3,5, ... i=¢ift ise

seklinde hesaplanair.



41

Bu caligsmada von Karman plagi hali incelenirken i,j indisleri
igin 3 sinairi konulmustur. (3.25) ve (3.36) ifadeleri (3.9) ve
(3.11) de yerlerine konulursa h(1),h(2),h(3),h(X),h(y) ifadele-
ri yine (3.32) deki bigimde elde edilir. Bu plaklarda da h;j)
katsayilari (3.33) de goriildiigii lizere sz ve gy, ler cinsinden
kuadratik ifadelerdir. :

3.3.4. Diizlem I¢i Yer Degigtirmeler

Dﬁziem ici u ve v yer degigtirmeleri asagidaki gibi
u(x,y,t) = 7§ 2 u;4(t) sinix cosjy
o i=1 J—o
m
+r ()= 1 rD(t) (y- 5)

+a U (x,y) + aD(t) UD(X:Y!

S8 (3.39)

N N , '
vix,y,t) = v, . (t) cosix sinjy

1§Q jz1 1] ,

+xy(6) 4B (£) (x= 0

+aSVS(x,y) + aD(t) VD(x,y)

segilmistir. Burada uij ve vij 1li terimler birer Fourier serisi-
g’ Ty Ve Ip i plagin Sekil 2.8 deki rijit hareketini be-
lirtir. o, ve on (t) altbdliim 2.1.5 deki gibi tanimlanmistir. Di-

S (s)
namik kenar yukleri~ F

‘ile F(D) gibi diger bir sabit kenar yliklemesinin on (t) katlnln
toplami olarak alinmistir. o

dir. r
gibi sabit kenar yiiklemesinin 0g kata

g Ve op ve yiiklemenin siddet;nl be-

lirten birer sayi olarak bakllabilir. o yiikiin sabit kisminain

SI

.o, ise defisken kisminin bilylikluglini g&sterir.

D
(3.4) boyutsuz degiskenleri kullanilirsa (2.6) ve (2.7) ifade-
leri, bilesenleri cinsinden ‘

E(S) = z s, E(i)

=(s) _ =(4) : ‘ ;
T = g 8; T : (3.40)
i }
-'F(D) - X di -_—l_-(i) )
i
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ve
- —(8) —=(D)
g =0, 0 + o (t) o
S D (3.41)
T = ag ?(S) + oy (t) 7!

D)

yazilir. Sekil 2.4 deki yiikleme tipleri, yukaridaki toplam iga-
retlerinde i indisiyle yer alar. Statik halde Kirchhoff plaginda

bu ylikleme tipleri ig¢in (2.50) sinir kosullarini saglayan u(i)
ve v(l) yer defistirmelerinin hesaplanmasinda
=12 =1 42 =
a) F = 5 Xy b) F = 5 X c) F = X X, ;
(3.42)
=1 2013
d F=3%"3%%

gerilme fonksiyonlarindan faydalanilabilir [ 9].'Bu fonksiyonlar
(3.24) diferansiyel denkleminin homogen kismini ve bunlardan
(3.23) ile tliretilen gerilmeler (2.50) sinir kosullarini sadlar-
lar. Bu yilklemeler igin yer dedistirme ve gerilmeler

(a) B 4 ™ (a) v T
a) E u 2 — (X~ %), EV = - — (Y - 5)
vy (1=v%) Z Bl1-v3) = 2
gold=q, gl@l.g, @)
XX Xy Yy
(b) VB m (b) Y
b) Eu''=- x=3), Ev s —— (y-3)
1=v2 2y B(1-v7)
(b) _ (b) _ -(b) _
Oyx 0, Xy 0, E ny = 1
(c)_ 1 T (), B (T :
c) Eu = -2—-K-B-(y 2) . E v = ZK(X 2) (3.43)
(c) e) _ (c)_
O vx 0, E Oxy 1, oyy 0
(d) -2 8 T T
d) Eu''= (x=5) (y - 3)
Y(1-v2)n 2 2
3
(@), 1 B =Ty Yy -T2
E v = m[Y (x 2)+ B(Y 2) ]

@, .2 @ _ @ _
EO)(_X_1TTY' ny'oloyy”o

olarak hesaplahlr. Daha sonra (3.40) dekilere benzer toplamlarla
S S S S S D D D D D
wl8), g1 G8) G181 (81, B) ) D) ), oD

fonksiyonlara
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(3.43)"

i

)
i
i
olarak hesaplanabilir.

'3.4. KISITLAYICI DENKLEMLER

(3.32),(3.39) ve (3Q43) ifadeleri (3.8) de yerlerine konulursa bu

ifadeler
‘N N
= Y, _1_ (1) (2)
gxx-lio JZO[ iug +v33vlj+62hl] +v6 hy Jcos ixcos jy
(8),4 oD

+[“s 0xx ®p xx ]

o =I§ ¥ Riu, +240, .+ 2Dy B—h(z)]cosm.xcos:]y ‘

¥YY jlo gbo B 137 Y Vi3T 92043 T Y] (3.44)
+[a 5 (8), (D)]

s %yy © %%y
o I§ Z [-xBju, . -« Liv, .+ x h(B)]sinixsin iy
xY i=1 J =1 j [ ij ij
(S) (D)
+[OLS Xy %p xy ]
olarak hesaplanir. Bunlar (2.50) sinir kosullarainda yerlerine

konulursa kenar yiikleri, buradaki o, ve a. 1li terimlerle birlikte

S D
yok olur. Bdylece x=o0, x=T ,y=0, y=7 kenarlarinda

N N
L {1 en iuggevesvyge ndeva®n(Pfeossy - 0

j=0 "i=o 62
N . o
YL (1), 2 (2) o
jgo{lio( 1) [ Uy VBTV, S+ v Ghy g +v8h; Y ]}cos;y 0 |
o o (3.45)
N N
. . . 1 2 .
izo{jzo(”) (5 1uij+$:’vij+ Bzhia) & hI( "1} costx=0
N .
Sev | B v, 82 (@ N
1ZO{J§°( 1) [ Lugg+odvyge Bfﬁ] T Pij ]}cqgix 0

egitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin sol yvanlari, kenarlar
boyunca acilmis birer Fourier kosiniis serlsidlr.
t1k ikisi kendi aralarainda son ikisi de kendi aralarlnda blrkere
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toplanir bir kere de ¢ikarilirsa herbiri Fourier kosiniis serisi

olan dort yeni esgitlik elde edilir. Sifira esit olmalari ise an-

cak her kosiniislii terimin katsayisi sifir ise sadlanir. B&ylece

Uy Ve Vg ler iizerine kisitlama getiren

% [Yiu, +veiv,.+ L n D2 n@ 1-0] A

FENY Bt 137 52 i3 ij
= 3=0,1,2,..

N , :

. . 1) 2 .(2) : .

T O[X iu,.+vBiv,.+ X ] +vg“ h;s’]1=0 : (3) :
i=1 B 1 g2 43 + b7 (3.46)
Vo2 iu By e XMy B2 @71 ) e

L BT Y VAT g2 S T Y g
1 ' ' i=0,1,2,..

N 2 ;

Vo, 8. N (), BT L (2) (1)
ZO [Buluij+,Y3vij+ 2 hys '+ 5 hg 1=0 d’

denklemleri elde edilir*, Bu kisitlayici denklemler i ve j indis-
lerinin ‘

i=tek\ i=tek i=cift i=cift (3.47)
7 r ’ .
j=tek j=cift j=tek . j=e¢ift
seklinde tek veYa ¢ift deferlerini bulunduranlar olmak lizere ddrt
gruba ayrilabilmektedir. Bu gruplar ise plak orté51ndan kenarlara

paralel diigiiniilen eksenlere gdre simetrik ve antisimetrik yer de-
gistirmeleri karakterize etmektedir.

i,j indisleri i¢in N sinira konulursa, kisitlayici denklemler

ND = Ntt + Ntc + Ngt + Ngg = 4(N+1) (3.47)
Ntt = Ntc = th = Ng¢ = (N+1)» ... N=tek ise
Neg = N
th = th = N+j «ss N=cift ise
N = N+2
cC
tanedir.

* Altinda ¢izgi olan indis, karsisinda gériilen dedgerden itibaren iki
artan degerler alir.

o=

)
i=5  i=5,7,9,.. i=5  i<5,6,7,..
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3.5, ZAMANA BAGLI AD! DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMI

Lagrange Carpanlara Y6ntemi'nin‘uygulanma91 sonucu uzay koordinat-—
larindan bajimsiz, sadece zamana bagli bir diferansiyel denklem
sistemi elde edilmektedir.

Bu calismada secilen yer dedistirme ifadeleri ve bu ifadelerdeki
zamana bagli katsayilarin saglamasi gereken kisitlayici denklem-
ler, alt bdliim 3.3 ve 3.4 de verilmistir. Varyasyon ilkelerine
uygun olarak kisitlayici denklemlerin etkisi, kasitlayici denk-
lem sayisi kadar Lagrange carpani ile (3.25) v.i.b. na katila-
biimektgdir [32]. k

u, v, w yer dedistirmelerine verilecek virtiiel yer de§istirmeler;
bunlar icin secilen (3.25) ve (3.29) ifadelerinde zamana bagli
katsaY11ara verilecek degisimlerle '

C N N
Su = éry - % St (y- %)+ Y ) su,.sinixcosjy
‘ i=1 j=o
v N .

8v = 8ry + Béry (x- )+ iz 'E 6vijcosix51njy’ (3.48)

: =0 j=1

T Yee.

Sw = SE.. X, Y.

seklinde secilir. KlSltléy101 denklemler Dm (m=1,2,..,ND) olsun.
Bunlara karsilak ND*tane Xm (m=1,2,..,ND).Lagrange garpénl katai—-
lirsa Lagrange Carpanlari Yontemine gdre (3.25) v.i.b. yerine

Np N N 9D 3D_
<Lz,8z>- J A 4 ¥ 7 |6u, L Z L
n=1 ™| iZo j=o ij ou, 15 ij Bvij

% [ 1; I\i(ahj(.!) oD, ahg’ oD, )]}
+ §f E—él— + =0
k=1 Xl iZ5 520\°%%k Bhi;) ofy Bhig)

(3.49)

v ! er ;- 6u 3 6v1]

Gfij lerin her dederi igin bu esitligin saglanmasi ise ancak bun-

denkleminin sadlanmasi gerekmektedir._&rU, Sr

‘larin katsayilarinin ayri ayri sifir olmasi halinde gergeklenir.
Bbylece sadece zamana bagli ikinci mertebe adi diferansiyel denk~-
lem sistemi elde edilir. ' '

(3.25),(3.39). ve (3 44) ifadeleri (3.12) de yerlerlne konulursa
g ) (y) : o
iJ ve Hlj

7
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(x) - X ;2 2.2 . (x)
iJ elaij+ ( 32 i7+kB73 )uij+(y+K)1jv 13 hiJ .
: 2 (3.50)
(y) _ . s s X ;2 B oL (y)
Hij = evij+ (v+K)1Juij+(82 i 3j )v h i3
olmak lizere L1(u,v,w) ve L2(u,v,w) ifadeleri
L, (uvw)--e[r —'1‘ ( —3)+&U]-1§ Ig!{(x)sinixcos'
55 p¥~ 31+, TS Jy
(3.51)

‘nEh L, (u,v w)—-—e[r +Br (x- )+& VD]- 2 Z H c051x31n3y

elde edilir. Gerilme fonkéiyonundan elde edildigi‘icin US VS’
UD' VD li terimler, (3.15) hareket denklemlerinden ilk ikisini
statik halde Kirchhoff pladi icin saglar. Bundan dolayi yukari-
daki ifadelerde ag ve an 1i terim yoktur. Sadece &D 1i terim
vardir. . _

(3.25), (3.39), (3.44) ifadeleri (3.17)‘de yerlerine konulursa

(1) 2 L3,

EF IR F I E R
alM =Y,y X (1), a2 4 (2)
Bi3° =g 1 Uiy tBIvyy oy By Ve hij
@ _v 8, (. (2) |
BT E oy vy e Song (3.52)
(3) _ _gs . _ K (3)
Hij KB3 uij g i vij Khij

olmak lzere L3(u,v,w) ifadesi
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c -
= L3(u,v,w) =

-e f [X Y -c¢ (—— X Y +8°X Y )}
m=1n=q 00 m n 62 m,xx "n m n,yy
8

M - - 4
me1 nz_,l‘fmn Imn [B4Xm,xxxx Ypt2 (\H'z'()xm,xx Yn,yy+ Y XmYn,yyyy:’
1=1n=

-C

~1R

e u u ‘ 1 U ? ?
+= £f X Yh[f - =F (y~=)+3. U _+ ﬁ..sinixcosjy]
m=1 n=1 WMo mx ‘U BD 2" " "pD i3 13

~1

~ M M ‘ N ,
.o »e m .. . ’ . .
+eB m; n§1 fon X0 Yn,'y [rv B (x- 7) v+ z szij cosixs:.njy]

M M N N
4 (s) (D) 1 (1) .
* m§1 ng1 fmnxm,XXYn {32[ascxx T Txx ]+ 2 g § Hij °°51XCOSJ¥}

M M . N N
+ 7 ) £ 2x .y {[aso(s)+a o(D)}+ ) Hég)sinixsinjy}
i3

m=1 n=1 mn m,X n,y Xy D xy
M M ‘ N N
2 (s) (D) 2 ¢ (2) :
+ m§1 nET.fmnmen.yy {5 [“soyy +aDny ]+B g ;rgj cosixcosjy }

' (3.53)
olarak elde edilir.

(3.19), (3,51), (3.53) ifadeleri (3.49) da yerlerine konulursa,
©(3.21) i¢ carpimi nedeniyle karsilasilan integraller, trigono-
metrik fonksiyonlarln veya polinomlarla carpimlarinin Tablo-3.2
deki integralleridir.

Bu integrallerin sonuclari barc¢a parca integrasyonla kolayca
elde edilebilir.

(3.19), (3.22), (3.46), (3.48), (3.51), (3.53) tanim ve ifadeleri
ve Tablo 3.2 integralleri (3.49) v.i.b. nda yerlerine konulduktan
sonra SrU, Grv, GrD, Guij, Gvij, 6fij lerin katsayilari sifira
esitlenirse sadece Zamana bagla -
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Tablo-3.2. (3.54)-(3.57) de gegen asadidaki integraller
[0, 7] araliginda hesaplanacaktar.

© =%fdx=1 4 - IoUi=l2ffu(i)dxdy
o ‘
' = lpeDax =0 1'% = L o= Daxay
. id ) .
2 1 1 Ui i
T = 7 [ (x~ 5)2ax = = Imxll = ;35 sra® sinmx cosnydx dy
19° =1 fsinixax B e }Ji v axay
Izc =%fcosi.xdx Vi =—12-ffv(i) - g-)dxdy
! m
1° =1iee Tcos i ax IX::; = szfv‘l’oosmsinnydxdy
IZ: = 'T!r' fsinixsinmxdx
13; = %-foosixcosmxdx
o) _ 1 U
Kom = 7 IRE X Tt T fkayﬂx X U axdy
1 1 '
= - /XX ax v o1
X,km ™ 5% S ’ Tktm™ 72 TR X,y Y
] :
== XX ax S1 (s)
Xim 7 I 5 m, xx Tt - fkaY o, so0n %o dxdy
4 F ' 1._ 1 (D)
B T kaxh,xxxxdx. Iﬁlmn fka n\xth XX dxdy
1 » S2 (s)
Y?n =7 Y, Ay Teorm™ 2IIX?¥ %ﬁgmyy vy dx dy
1 _ 1. D2 _ 1 )
Yoo =7 fYZYn,ydy Ikﬁm‘n ”ka atn Y yy ax dy
Y =Xrny & s3 _ 1 () 4y
£n. ™ol n,yy : Teemm™ —2- kaYﬁxm,xYn,yoxy ax dy
4 _ ' ' _L (D)
Yoo = f %n LYYVY dy I!E[mn— _"2 f‘rxkyﬂxm,xyn,ycxy dx dy
Ol = 1y x (x- Dyax Yoo = L SIYY (- P
=7 xk - X ‘2‘ = £5n Y _2' \'4
15 _ 1 o 1s _ 1 .
.= ;vakXE'x51n1xdx anj = 1E-fsz¥n'ysanydy
x1°°. = % kax cosixdx anj = —;-NYKYn cosjyady
c _1 ; c _ 1 : '
szmi == kaxm'mcosmdx anj == fszYn'nyOSJydy




NN
oy ,
-{e rU+e'bLD2c1 7 D) Hl(x) I?s I(.)?}- 0
‘ i 3 J J
- {e rv + e ocDEd IOVi+ 2 2 Hl(g) I?c' I?S }- 0
1 1r2i 1 :1101] 1 N N’ (x).os_1c
—{+-é-2—erD-1———é—euDXdI - B EA‘EHJ-] Ii IJ
. J (3.55)
+ e ¥ 2 +ged va,1'Vig ¥ lg gly) 16508 0
D1 D i i3 ij i 73
. .08.0¢ 1 _ . -0s_1c Ui (x) .ss_cc
{+erUI I T-ge B I 7T “e dy EdlImn+ z § Hi] Iiijn
' ' Np 3D,
m=1,2,3,..,N _ + ) A ﬁ""}”
n=0’1'2'..'N ‘ k=1 mn *
1 NN (3.56)
- oc os c.0s o Vi y) .cc.ss
{+erv In *n Ber In In +eotDZﬂiImn-F E § Hij Iiijn
m=0,1,2,..,N | N ap,
n=1,2,3,~.,N . ; , +k=1 A.k ann}-'-‘ 0
M M
o ,0 = 1 2 o 2.0 2
el ] fon {kaYKn © =5 Xym Yent B Xyp Yoo ]
m n B _
M M ‘ 4
= _«(__ 4 .o 2 B* L0 4
¢ E\ E(fmn gmn) [32 ka£ 2(V+2K)X I_ * % kaYKn]
M M N N |
: e 1 1. 1 o1 U 1s .,0C
+ ¥ V£ [rXY X, Y I + ) Yu..x'%y ]
o n mn{B U%km™ £n BkaI.n DkZmn i3 13 mi Inj
‘ N N -
« O 1 o1 1 v . oc _1s
+e8[rVkaY£n+Br ka f,n"'“ Ikl’,mn+ E E VijkaiYﬂnj ]}
1 S1 S3 2 .82
tog D) fmn{—'z_ Ieemnt 2 Txpmn® P kﬁmn}
m n 8 ‘
M M (3.57)
(&) - f 2 (D D3 2 D2 | |
T op r% rzl fmn{ B2 ki.mn +2 Ikkan' B Ikkmn} ‘

’ MM N N
(1) (2c) ,0c 2_(2) 0c (3) 18 18
*+] zfmn 2 2 ij kalyllnj+8 Hiﬂj kalYlnj Hlj kalYLn] v

)
N N | aD 9D
1) (1) (2) ((2) r| -
* Z A, 2 120 Ji_o[ Xemi Ynzj_ (1) kal. ntj h(2)} o

ij

k=1,2,... ,M"
adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 9“=1'2""'M,
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3.6. DENKLEMLERIN MATRiS BiCiMINDE GUSTERIIMES?
VE LAGRANGE CARPANLARININ YOK EDILMESt

(3.54),(3.55),(3.56) ve (3.57) diferansivel denklemleri ve

(3.46) kisitlayici denklemleri, matris bi¢imde asadidaki gibi
gésterilmistir.

E; Es Eglli.] [Fs Fg 0 My, [hrgf,g)

. T "

Eg Eq EpllZ1| 4+\Fqy Fal [24] 463 + Op|yp{dhfrg)l _lg
T ;

Eo E3 E4||%22]| |F3 Fy 64)[ 1] ¥2 \Pz‘f'g’

2
(3.58)

Af+Bf-Bg+ C(2)f-agSf - ap (£DF+ Z(2)f + LN+ H(f,g)f =0

(3.59)
gl ' .
[63 64] [22} +h (f,g) =0 , (3.60)

Burada kalin yazilmis biiylikk harfler matrisleri, kalin yazilmis
kiiclik harfler vektdrleri gdsterir. f ve 2 vektérleri

. T
f =[f11,f12,.",f1M,f21,fzz,".,fZM,".,fM1,fM2,".fqnd
T
zy =[ Ty’ rv"rD]
zz,z[ “N-1,07 U117 Un-1,27 00 U1, we PNt Ut 20ttt S

‘ . T
Vo,n-1" V1,N-1" V2,N-1"""""VN,N-1" VON' v1N'V2N""'vNN]

21 =[u10, u11, u12,..,u1N,u20,u21,uzz,...,uZN, (3.61)

+ecrUne2,0798-2,1"N-2,27 " 'Uy-2,N’

Vo1'Vo2r Vo, N-2"V11' V127 =1V N-27V21 Vo0 001V Noov

©orrVN-2,17V8-2,27 " 'VN-2,N-2"

* , T
YN-1,1"VN=1,27 "V, —1,N—2’VN1’VNZ"'°’VN,N-2]
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zamana bagli hesaplanmasi gereken bilinmeyen fonksiyonlardan

olusmaktadir. Bunlardan z, vektéfﬁ (3.59) da Fourier serilerinde
- gegen uij ve v, . ler arasindan indisleri asgq;daki‘tabloda cer-
ceve icinde g6sterilenlerle kurulmustur. DiJer uij ve Vij ler z1

vektdriine konulmustur.

uj g lerin indisleri ' Vij lerin indisleri

: , 01 02 O,N-2 |(O,N-1 ON
10 11 1IN 11 12 1,N-2 |1,N-1 1IN
20 21 2N ’ 21 22 2,N-2 |2,N-1 2N

N-2,0 N-2,1 N-2,N

N-1,0 N-1,1 N-1,N| ,
NO N1 NN N1 N2 N,N-2 |N,N-1 NN

g vektord, (3.25) de Onsehimin seri acilimindaki katsayilarin; A
vektdrid ise. (3.46) kisitlayici denklemlerine karsilik gelen

Lagrange‘carpanlérlnln olusturdugu

‘ T
9 =[ 911191210--191M1921 Igzzl"'lgzMI°"lgM1 Igle"°Igm]
_[(a) ,(a) (a) ,(b) , (b) (b) .
l—[ho ,l1’ ,...,XN 'AO ,A1 ,...,XN ’ (3.62)
(c) ,(c) (c) ,(d) ,(a) (a)jr
PR SIS T P 2 RO ]

vektdrleridir. Er Eg, F-F¢, 63, 6,,A,B,C,S,D,Z,H,L mat-
risleri ile hr,ho,h1,h2 vektdrlerinin elemanlari ise (3.58)—
(3.60) denklemleri ile’ (3.54)-(3.57) denklemlerinin karsilagtairil-

masindan elde edilir./

(3.58)—(3.60) daki matrislerden ve vektdrlerden bir kismi sabit -
olduklari halde, bir kisminin elemanlari ise z,f }g veya A nin
bilegenlerinin birer fonksiyonudurlar. Denklemlerde parantez
icinde bu belirtilmistir. H matrisi ve h0,1h1, h2, hr vektdrleri~

nin elemanlari, f

.. ve g,. lerin kuadratik fonksiyonlaridar.
1] 1]
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(3.60) kisitlayici denklemlerinden 22; (3.58) diferansiyel denk-
leminin birinci satirindan ii, iclincli satirindan A vektérleri;z1
ve f bilinmeyenlerine bagli olarak

z. = sz1 + K““h0 (3.63)

N
|

(1) . . ol2) 3 . o(4), (5), .. of5)
= R z1+R z1+R h0+R h0+R hr+aDR Y, (3.64)

M= U e B BV e BV e O s LBy +L18)y )

, v (3.65)
seklinde hesaplanabilir. Buradaki matrisler
K= -¢, ", M6 ey, kP g R
4)_ _ 1 (2)__ T e (2, o o(2)
K= -6, L' =-6," [Fy+F, k' + Eg R
(1) -1 -1 (3) L (4) (3)
R '=-E, [EscE; 6, G L '=-G6, |[E, K '+ E4 R
R = &7 [FsF 67" 65 LY=-6;T [, kv gy R1))
(3)_ =1, -1 (5) __ -1
R*'= EJ E, 6,  L7'=-6, E5 ET
(4)_ -1 -1 (6) __ T
R™'= EJ Fe & L>'=-6," .
(5)_ _~1
R”'= -E,

olur. (3.63)-(3.66) ifadeleri (3.58) diferansiyel denkleminin
ikinci satirinda yerlerine konulursa sadece (3.61) deki f ve z
bilinmeyenlerine badli matris biciminde

1

Ez, +FH + 4 y+h=0 (3.67)
adi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada y ve h vektdrleri

vy, g

y= yr y2 + y1 (3.68)

he YOV R vy p 0 vBp o y(6)
0 ) 0 r 2

1

seklinde,E ,F , Y sabit matrisleri ise
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_ (1) AT (1) (2)
E= £, + E,RM w67 UM L E K
(2)

F=F, + EgR? + 6] L)+ F k!
v =g RPN w67 L) - g, 6] : (3.69)
Y- g R 6T (Y - F, 6
Y(5) Gg 65) - Eq E71
6]
olur.
(3.59) ve (3.67) diferansiyel denklemlerinden f ve z, vektdrleri

: 1.
hesaplandiktan sonra (3.63), (3.64) ve (3.65) ifadelerinden ir'

Z,, A vektdrleri hesaplanabilir.

Bu calismada t=0 baslangi¢ aninda plak, statik kenar viikleri ile
yiikld alinmistir. (3.67) diferansiyel denkleminin statik halde

Fz, =-h
oldugu diisiiniiliirse asagidaki sonuglar gakarilar. Kirchhoffrpla-

gaindah =0 olup 2z, vektdri sifir olarak elde edilir. Bunun sonu-

1
cu olarak (3.39) dan diizlem ig¢i yer degistirmeler ve hizlar

u = a.U, ,

sYs v =aSVS , u=v =20

olarak hesaplanlr. Bunlar kullanilir ve (3.39) ifadelerinde biitiin

terimler Fourier serilerine acilirsa t=0 baslangi¢ aninda

. Ur

u,.(0) = - Ka_(0) z I.°

1] D r=a,b,c,d 1]

. _ _ - Ur
uij(O) = KaD(O) L Iij (3.70)

_ ' vr

vij(O) = KaD(O) T Iij

. - - ’ Vr

baslangic¢ kosullari elde edilir. Burada i veya j den biri sifair

ise K=2/1T2 aksi halde K=4/1r2 seklindedir.
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Von Kidrmdn plaginda ise h#0 olup 2, vektdrii sifirdan farklidar.
Bundan dolayi (3.70) baslangi¢ kosullari gecgerli olmayip B&liim
4.3.2 de aciklanacak olan iterasyondan faydalanarak elde edilen
(4.22) baslangic¢ kosullari kullanilmalidar.

Diizlem disi yer dedistirme ve hiz bilegenleri ic¢in baglangig¢ ko-
sullari yeri geldikce belirtilecektir. Ancak kenar yiikleri olma-
van plakta (3.25) ifadeleri gdzdniline alinirsa

LIRS (3.71)

oldugu bilinmektedir.

3.7. ORTOTROP DiKDUORTGEN LEVHALARIN DUZLEM iCci TITRESIMLER
3.7.1. Giris

Bu boliimde ortotrop malzemeden yapilmisg inceydikdﬁrtgen levhaia—
rin diizlem ici doérultularda serbest ve zorlanmis titresimleri
incelenmistir. Bunun icin yukarida elde edilen denklemler kulla-
nilmis olup u, v dlizlem ic¢ci yer de§istirmeleri (3.39) daki gibi
secilmistir. Bu ifadelerde US’ VS' UD, VD 1i terimler, (2.50)
sinir kosullarinin, N, K kenar yiiklerine ait kismini saglarlar.
Sekil-2.7 de gdsterilen kenar yikleri, Sekil-2.4 deki kenar yik-
lerinin herhangi bir dogrusal toplami olup, (3.4) de boyutsuz
hale getiriimistir. (3.41) de statik ve dinamik kenar yiikleri
olmak lizere iki kisma ayrilmisgtir. US ve VS, statik kenar ylikle-
rine karsiliktair. U_ ve VD ise dinamik kenar yiliklerine karsilik-

D
tir.

(3.25) ifadelerinde goriilen W, dnsehimi ve diizlem disi w yer de-
Jistirmesi, levha probleminde sifir alinir. Bunun sonucu olarak
(3.44) gerilme ifadelerinde"hi;), hig), h{?’ terimleri, (3.63),
(3.64),(3.65) ifadelerinde ho, ho’ h1,
(3.67) diferansiyel denklemi, h =0 konulursa

h2 vektdrleri sifir olur.

Ef, + Fz, = - Ggy (3.72)

seklini alir. Burada y sabit bir vektdr, aD(t) yiiklemenin zamana



55

bagliligini belirten bir fonksiyondur. z, ise u ve Vij bilinme-

; ij o
yenlerinin bir kismi ile (3.61) deki gibi kurulan ve (3.70) bas-
langi¢ kosullari altinda (3.72) diferansiyel denkleminden hesap-
lanmas1i gereken zamana’ba§11 bilinmeyen vektérdiir.E ,F matrisle-

ri pozitif definit ve simetrik olan matrislerdir.

3.7.2. Serbest Titresimler

Yiiksiiz levhada ¥Y=0 olacagi igin (3.71) diferansiyel denklemi

Ei1 + Fz1 =0 ~ : (3.73)
homogen halini alair. z1 vektdri igin

21(t) =q cosw(t-to)
¢6zlimi Onerilir PZ} ve bu ¢bzim (3.73) de‘yerine konulursa

(-o’E +F)q =0 , (3.74)
cebrik denklemi elde edilir. Homogen olan bu denklemi q =0 vek-
torii saglar. (3.74) denkleminin sifirdan farkli qi, (i=1,2,..,N1)
coziimlerinin arastirilmasi, matris cebrinden bilindigi gibi bir
genel Ozdeger problemidir.E veF matrislerinin boyutu olan N1 inci
dereceden ‘

det (-w?E +F) =0 - - (3.75)

polinom denklemini sa§1aYan N1 tane wy acisal frekans dederi ve

bunlara karsilik N, tane (3.74) denkleminin ¢&zimli olan sifirdan

farkli q; vektérleli vardir. q; vektdrlerine bu genel Szdeger
probleminin sag ﬁzvektérlergbunlara karsilik olan mi sayilarina
ise 6zdegerleri denir. q; lerin birer skalerle carpimi da (3.74)
denkleminin ¢tziimidir. Ozdederler ve Ozvektorler
~ 92 = diag(m?) wg,..., wg )
: 1 ‘ (3.76)

Q= [Q1' Qoreces qN1]

matrisleri ile'gééterilsin. Sol o6zvektdrler ise

~?ET+FOp =0 (3.77)
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cebrik denkleminin sifirdan farkli Pi cézﬁmleridir. Bunlarin olug-
turduéu‘ ;
P= [p1 - PYERRY pNi} (3.78)

matrisi, simetrik E ve F matrisleri halinde Q va egittir (bu ga-
lismada P=Q dur). PveQ matrisleri

PPEQ =1 , PTFQ = g? (3.79)
baglntllarl ile normallestlrilebllir.
(3.73) diferansiyel denklemi soldan P ile carplllr ve’

z, =Qz , z=P !-:z1 ‘ (3.80)
deéiSken doniislimi yéplllrsa titresimin

= 2 = . ‘
z; twy zi =0 i=1,2,..., Nq (3.81)

seklindeki modal denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢8zimii

z, = a; snj wit+bycosw,t , _ (3.82)

seklindedir. Buradavai ve bi ler; 21(0) ve 51(0) baslangi¢ kosul-
lari verildiginde

= B (0)
b, = z, (0) = piEz1
. 1 (3.83)
=1z =1 pTE3
ai = Ei- Zi(O) = wl‘Pi.EZ1 (0)

seklinde hesaplanairlar. (3.70) baslangic kosuliarl, zorlanmls
titregimler incelenirken kullanilacaktir.

(3.39) ifadeleri, i ve j indislerinin N ile sinirlanmasi dolayi-
siyla yaklagik ifadelerdir. Yakinsama, N nin biiylik alinmasi ora-
ninda artar [70L Buna badli olarak da_wi serbest titresim frekans-
lari ve bu frekanslara karsilik olan qi titresim modlari daha
dogdru hesaplanabilir. Bu yakinsama bir 6rnek ilizerinde biraz sonra
gﬁsterilécektir.

Simdi simetrik ve antisimetrik yer dedistirmeler {izerinde duralim.
(3.39) Fourier serilerindeki terimler levha merkezinden kenarlara
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paralel olarak cizilen eksenlere gbre, i ve j indislerinin tek

veya ¢ift olmalarina bagli olarak simetrik veya antisimetrik yer
degistirmeleri belirtmektedir. Bu simetri durumlarinin oxx' oxy"
Oyy gerilmeleri ile u ve v yer degistirmeleri icin farkli oldugu
Tablo-3.3 de gorililmektedir. Bu calismada simetri durumlari icin

Oyx Ve ny ye ait siitundaki adlandirma kullanilmastir.

Tablo-3.3 (3.39) ve (3.44) ifadelerinde Fourier serilerin-
deki terimlerin, i ve j indislerinin dederlerine
gére simetri durumlara

(0] ve © (0] u \'4

XX Yy Xy — —
i=tek j=tek ~AA SS SA AS
i=tek Jj=c¢ift AS - SA SSs AA
i=¢ift j=tek SA AS AA  SS
i=¢ift j=gift Sss AA AS SA

Fourier dizisi terimlerinin diklik &6zelligi dolay151yla Tablo-3.2
deki integraller, bazi indisler ic¢in sifir olmakta ve (3.73)deki
E ve F matrislerinin bazi terimleri sifir olarak elde edilmekte-
dir. Sifir olan bu terimler, matris bicimde (3.72) deki gibi ya-
z1lmis diferansiyel denklem sisteminde yapilacak satir ve siitun
degistirmeleri sonunda bir araya toplanabilmektedir. Bunun sonu-
cu olarak E ve F matrislerinin herbiri

rt-:tt o o 0 | "Ftt 0 0 o
0 Etc 0 0 - 0 th Y ’(3'84)
E = = X R
0 0 Ey O 0 0 Fop©
o o 0 e | _0 0 0 E'cc_

seklinde diyagonalde siralanmis d8rt alt matris halini almakta—
dir. Bu alt matrisler yardimiyla yukarida belirtilen dért simetri
. durumuna ait titresimler, birbirlerinden bajimsiz olarak hesapla-

nabilmektedi BS ece bilgisavarda biiyiik ciide be e e

zaman kazanilmaktadair.
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Asajidaki Srnekte, Boron-Epoxy'dan yapllmls boyutlar1 ve malzeme
6zellikleri

a= 0,5 m c =vyab =0,4472 m

b= 0,4 m B =va/b = 1.118

h= 1 mm v o= /v12 v21 = 0,07906

p= 1618,35 kg/m> Y =V E, /5, = 3,1623 (3.85)
vy = 0,025 E = — %% = 87,764 GPa

1=v
E11= 275,8 GPa ) i
K =-’(;12/121 = 0,1178

E22= 27,58 Gpa
G12= 10,3425 GPa Eh= 87,764 MN/m

e = 0,3713x169 saniye2

olan bir levhanain diizlem ig¢i serbest titresim frekanslarl, dért
ayri 51metr1 durumu ig¢in ayrl ayri hesaplanmls ve (3.39) da N

nin artmasina ba§11 olarak yakinsadigi gosterllmlstir (Sekil-3 .2).
Tablo-3 .4 de ise N= 4 icin her simetri durumuna ait tltreslm fre-
kanslari ve onlara karsilik olan &zvektdrler (titregim modlarl)
verilmistir.Serbest titresim modlarinda levha kenarlarinda normal
ve kayma gerilmeleri sifir olmaktadir. L

Secilen bir moddaki titresimde gerilme dagilimini belirlemek igin
o modu belirleyen qi Szvektdrii z, vektdrii olarak alinmistir
(z1=qi). z, vektdrii (3.63) yardimiyla hesaplanmistir. (3.61) den
gdriilecedi tizere bu iki vektdriin elemanlari, (3.39) yer defistirme
ifadelerindeki katsayilardir. Serbest titregimlerin incelenmesinde
kenar yﬁkleri si1fir olacajindan ag= aD-O dir. Bunlar (3.39) da yer-
lerine konularak q; titresim modundaki yver dedistirme bicimi be-
lirlenmistir. Gerilme durumu ise (3.44) ifadeleri yardimiyla he-

saplanmistar.

i ve j indisleri ic¢in N=14 siniri kullanilarak i=c¢ift, j=tek si-
metri durumuna ait ilk ve ikinci modlardaki titresimlerde levhada-
ki gerilme dagilimi Sekil- 3.3 de cizilmistir.

* % Bu caligmada Ozde@er ve ozvektdrlerin hesaplanmasinda bs] daki bilgisa-
yar programlarindan yararlanilmistir.
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1 Diizlem i¢i serbest titresim frekanslari ve onlara karsilik gelen

titregim modlari [(3.39) ifadelerinde N=4 simiri kullan11m15t1r].

(AA) SIMETRI DURUMU . .

Ve w, =
1

/;qiseu =

(AS)’SiMETRi DURUMU
Ve w, =
1

u

10
12

14

V12

V32

Ve q; =

(SA) SIMETRI DURUMU
Ye w, =
1

N

< 4 <

(sS) SIMETRI DURUMU
Ve w, =
1

20
22

=
=
[=

02
22

L

[-0.0003]

MODLAR:

i=1

1.1017
0.0155
0.1256
2.2823
-0.2869

1.5789

0.0219
0.3867
-0.1629
-1.7487
0.1070

1.0313

0,0669
-0.0395
-0.0125
-1.8969

0.0126

1.5916

-0.0253
0.0224
1.2640
0.0593

0.0089 ]

i=2

1.2432
0.1325
0.0060
0.4053
1.8744

1.8080

0.0211
0.2482
-0.0442
0.1522
1.7679

1.2970

0.0164
-0.0160
~2,0611

0.0121
-0.0130

1.6772

[ 0.0100]
0.1307
-0.0822
0.0430
-1.7839

| 0.0447 |

i=3

2.3933
20,5751
1.8109
-0.0161
0.0913

2.2922

0.0038
-1.8312
-0.1881
0.2819
0.2240

1.4813

0.0389 |
-0.0109
-0.0139

0.0123

1.8976

1.9867

[-0,0105]
-0.0724
0.0262
0.0070
-0.0466

-1,7877 |

i=4

2.7504
2.3282
0.5686
-1.2312
-0.1656

2.6152

~-0.0400
0.1513
=-1.8767
0.2041
-0.1223

3.9650

=1.5419
~-0.8227
-0.0054

0.0544
-0.0605

4,0063

[=1.1757
-0.5314
-0.3138
-0.0014

0.0443

|-1.6197

|-0.0469 |

3.2762

2.0564
-0.0077
-0.0413
-0.0193

0.0188

41314

-0.8593
1.5632
-0.0158
-0.0898
0.0667

4,0721

[ 0.43737

-0.3871 |
~0.0070
-0.0254

|-0.1448

| 0.0030 ]

4.2642

[-0.1281
-0.4815
1.7042
-0.0106

| 0.1061
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Sekil-3.4 , 3.5 de ise titresim frekanslarinin ortotrop malzeme
parametrelerine ve dikddrtgen levhanin kenarlarinln oranina

bagli olarak degisimleri gdsterilmigtir.

3.7.3. Zorlanmig Titresimler

(3.72) diferansiyel denklemi soldan PT ile carpilair ve (3.80)
d6nlislimi kullanilirsa titresimin
, 5 -

- . T s )
zi + wy z; = -Gy Py o i=1,2,¢.., N (3.86)

1
modal denklemleri elde edilir. Bu diferansiyel denklemlerin homo-
gen kisminin ¢dzimid (3.82) de verilmistir. Sagd tarafli denklemin

Ozel c¢ozimi

T

= iy
Z, = = ——

i

e
0 et

g (1) sinwi(t;r) art (3.87)

=
€

Duhamel integfali PZ ]yardlmlyla hesaplanir. (3.86) diferansiyel

denklemlerinin genel ¢&ziimii ise homogen ve 6zel ¢dzimlerinin top-

lamyi ile
T
- . Pyt .
z; = ais1nwit-+bicQSwit-+ ” g aD(t-T)51nwi(t-r?dt (3.88)

seklinde elde edilir. zq Ve z, bilinmeyenleri ise daha sonra
(3.80) ve (3.63) ifadeleri yardimiyla

L Q %‘1 -

2z, =Qz = z.q,

1 =1 71 (3.89)
- (2)

z, K z,

seklinde hesaplanmaktadir. z., ve 22 vektdrlerinin elemanlarz:

(3.61) de gérﬁldﬁgﬁ izere ui;(t) ve Vij(t) fonksiyonlaridir.Se-
¢ilen bir t aninda levhada yer de§istirme ve gerilme alan:

(3.39) ve (3.44) ifadeleri yardimiyla bulunur. Sonra (3.3) ve
(3.4) den yararlanarak ters doniisiimle gergek yer‘deéistirme ve

gerilme alani elde edilir.
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Bir ®rnek olarak (3.85) de malzeme Szellikleri ve boyutlarl ve-
rilen dikddrtgen levha ele alinarak Sekll 3.6 daki yilikler etki-
sindeki davranisgi incelenmlstlr. :

- Buna gdre (2.71) ifadeleri

‘ 1 8 VR 7 0,40025 ™
u, == [- -0,5 ] (x=-3) =-2£22022 (- T
s E vy 152 2 E 2
: . v (3.90)
; v , B 1,49425
Vg =5 |+ ——5—+0,5 —— |(y-5 )=+ L2222 (y- 1)
s 78 | B(1-v?) 6(1-\)2)] 2 E 2
/‘1 28 T T 0,22649 v w
Uy =5 [~ ——] (x- P iy- §) =-2228 Ty Ty
D E [ Y“_vz)ﬂ] 2 2 E 2 2
(3.91)
11 g3 0, 14155 x - 12, 9,02265 ™2
o T E (1‘_\,2)1r[ T P P12 2+ E 2

seklinde hesaplanir. (2.7) dek1 Og de§er1 og =4x10 4E alinmigtair.
an (t) fonksiyonunu belirleyen a degeri ise (bkz. Sekil 2.5)

a = 6x10 4E olarak secilmistir. (3.39) ifadelerinde levhanin rijit
hareketini tanimlayan Tyr rV, rni t=0 ananda sifirdair. Secilen
yikler kendi aralarinda daima dengede oldudu igin rijit yer degig-
tifme ortaya c¢ikmaz. (3.39) da uy (t) ve v, J(t) bilinmeyen fonksi-
yonlarai 1se en (t) fonksiyonuna bagll olarak (3.89) ifadeleri yar-

dimiyla asaéldaki gibi bellrlenir. . .

x4

2 ‘ 0.5 h N/m x2
EEREREA R ; h N/m
b . % N
— / k\
EEREN! X, (D)XT
 a) Statik yiikleme: (5 b) Dinamik yikleme: ¥°)

Sek11-3 6. Uygulama i¢in secilen &rnek yﬁkleme,
Bu yliklemeye gdre (2.6) ifadesi ve Sekil-2 4 dikkate
alinirsa s1——1, 2-0.5, d4—1, 3=s4=d1=dz—d3-0 oldu-
du goriiliir. '
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3.7.3.1. aD(t) nin Basamak Fonksiyonu Olmasi Hali

Bu halde &, (t)=0 olduju igin (3.87) Duhamel ap (t)
integrali sifir olur. Sadece (3.86) modal _
denklemlerinin homogen kisminan (3.82) deki o
¢bziimii kalir. (3.91) ifadeleri ve ‘
- -4 Sekil-3.7. Basamak
aD(O) = a = 6x10 'E fonksiyonu
(3.92)
aD(O) =0

deferleri (3. 70) baslangi¢ kogsullarinda yerine konularak uy (0),
vlj(O), ﬁ (0)-v (0) =0  baglangig¢ kosullari elde edllmlstlr.
(3.91) ifadelerlnln simetri durumundan dolayi sadece i=cift =
j=tek indisler ig¢in baslangi¢ kosullari sifirdan farklidir. Tab-
lo 3.3 de Oyx Ve cyy slitunundaki adlandirmaya gﬁre SA simetri
durumundaki tltreslmler dodacak, diger simetri durumlarlnda tit-
regimler ortaya c¢ikmayacaktir. u 13 ve vij lerin indislerinin N=4
ile sinirlanmasi halinde SA simetri durumunda titresim frekans-
lari ve titresim modlara Tablo 3.5 de gdsterilmistir (bkz.Tablo-

"3.4).

Tablo 3.5 N=4 icin SA simetri durumunda serbest titresim-
lerin acgaisal frekanslarl ve modlari

vYew, i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

1 1.0313 1.2970  1.4813 3.965 4.1314

[ uy,] (+o.0669”"+o.o164w(+o.0389‘ [=1.5419) [ =0.8593]

ué3 -0.0395| |-0.0160| |-0.0109| | =0.8227| | +1.5632

Jea e Vgq| || -0.0125] |~2.0611|[-0.0139| | -0.0054| | -0.0158
eq,=/e

i Vaq||[-1-8969| | +0.0121] |+0.0123] | +0.0534 | -0.0898

v +0.0126| | -0.0130||+1.8976| | <0.0605| | +0.0667

L 51. L 4 L L 4 L 4 Kk -

(3.61) deki 2, vektdril i¢in yukarida elde edilen baslanglg kosul-
lary: (3.83) de yerlerine konulursa z (0)=0 oldugu icin a; ler si-
fir olarak elde edilir. (3 88) 1fade51 '
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i (3.93)

z, = bic?swit i=1,2,..., N,

seklini alir. N=4 siniri igin N1=20 olup sadece SA simetri duru-
mundaki titresim modlari icin bi katsayilari (yani besg tanesi)
sifirdan farklidir. Bunlar, Tablo 3.5 deki w; vegy ler (3.83) de
yerlerine konularak hesaplanmis ve Tablo 3.6 da gésterilmistir.

Tablo 3.6 bi'Katsayllarl