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ICERISINDE AKISKAN BULUNAN ONGERILMELI INCE
ELASTIK TUPLERDE NONLINEER DALGA YAYILMASI

OZET

Literaturde, igerisinde akigkan bulunan tiiplerde basing dalgasi yayilim
problemi bir gok aragtirmaci tarafindan incelenmigtir. Bu problemin
biyomiihendislik agisindan onemi, damarlardaki kan akiminin pulsatif bir
akim olarak modellenmesidir. Damarlarda dalga yayilimi tzerine yapilan
galigmalarin ¢ogunda nonlineer etkiler ihmal edilmig ve dalgalarin sadece
dispersif karakterleri incelenmigtir. Oysa, akigkanin konvektif terimlerinden
veya tlip malzemesinin bunye bagintisindan ileri gelen nonlineer etkiler igin
igine sokuldugu zaman nonlineeritenin mertebesine bagh olarak, sonlu fakat
kiigik genlikli dalgalann yayilmasinin incelenmesi gerekir. Bu gahigmada
i¢i viskoz ve viskoz olmayan sikigmaz bir akigkan ile dolu elastik tiplerde
zayif nonlineer dalga yayilimi probleminin asimptotik analizi yapilmugtir.
Birinci bolimde kisaca konunun tarihsel geligiminden s6z edilmig ve bu

konuda yapilmig teorik ¢aligmalar 6zetlenmigtir. Ikinci bolimde ise ¢caligmanin
esas konusunu olugturacak olan, igerisinde sikigtirilamayan viskoz akigkan
bulunan ongerilmeli ince elastik tiplerde nonlineer dalga yayilimi probleminde
kullanmilacak olan alan denklemler: elde edilmigtir. Bolim 3’te bu g¢aligmada
kullanilacak olan pertiirbasyon yontemleri hakkinda kisa bilgiler verilmigtir.
Boliim 4’te igerisinde viskoz akigkan bulunan ince elastik tuplerde zay:f nonlineer
dalgalann yayilimi problemi indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanmilarak
incelenmistir. Dispersiyon, dissipasyon ve nonlineerite arasindaki dengeye bagh
olarak pertirbasyon acgilimindaki en diigiilk mertebeden terimleri yoneten
denklemlerin, Korteweg-de Vries-Burgers ve Korteweg-de Vries denklemleri
oldugu gosterilmigtir. Bu denklemlerin ilerleyen dalga ¢oztimleri ve elde edilen
bir kisim sayisal sonuglar yine ayn1 boliimde verilmigtir. Reynolds sayisimin ¢ok
bilyiik veya viskozitenin gok kiigiik oldugu durumlarda akimin davramsg biyik
olgide ideal akigkaninkine yaklagir ve viskoz etkiler simir yakininda ince bir
tabakada simirlandirihr. Yine aym bolumiin i¢inde viskozitenin kiigik oldugu
varsayllmig ve sinir tabakasi1 yaklagimi kullanilarak zayif nonlineer dalgalarin
yayilmasi incelenmigtir. Dispersiyonun mertebesine bagh olarak viskozite-KdV
ve viskozite-Burgers denklemleri elde edilmigtir. Bu denklemlere ilerleyen dalga
tipinde ¢oziim elde etmek oldukga zordur. Bu nedenle bu bélimiin sonunda
V-KdV denklemi igin sayisal ¢6ziim verilmis ve elde edilen sonuglarin tartigmas:
Boliim 4’in sonunda sunulmugtur. Bolim 5’de, i¢i viskoz olmayan akigkanla
dolu nonlineer elastik tiipte zayif nonlineer, fakat kuvvetli dispersif ortamlarda
dalgalarin genlik modiilasyonu incelenmig ve boyle bir ortamda yonetici denklem
olarak nonlineer Schréodinger denklemi elde edilmigtir. Beginci bdlumtn en
son kisminda Nonlineer Schrodinger denkleminin baz o6zel ¢oztimleri verilmig
ve dizlem dalga ¢oziimlerinin kararlilifi bazi malzemeler ve baglangic sekil
degistirmeler igin sayisal olarak incelenmigtir.
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Temel Denklemler

Nonlineer elastik tiptin hareket denklemlers :

av. oV, V. du

L O (Lox du) () 0w\ 0% _ 1
92 \A9A, 0z T8z ) 9hg T (1)
ey (e O L, Ve 0u
POt P, TV \ o, Oz "0z 02 e=1tu
8 (1 0%
t 5 ('A"aT) = ma @

Burada u,w radyal ve eksenel yondeki yer degigtirmeleri, p akigkan basing
fonksiyonunu, V;, V. akigkanin radyal ve eksenel yondeki hiz bilegenlerini,
v kinematik viskoziteyi, X gekil degigtirme enerjisi fonk51yonu, ar, a, ise
ivie b11e§enler1n1 gostermektedir. ¥ gekil degistirme enerjisi fonksiyonunun,
Ap ve A;’in analitik bir fonksiyonu oldugu kabul edilerek, v = 0, Ou/0z =
0 ve dw /0z = 0 civarinda seriye aglmugtir. Bu a,glhmlar (1) ve (2)
denklemlerinde yerine yazildiginda nonlineer elastik bir tip igin hareket
denklemleri yerdegistirmeler ve onlarin tiirevleri cinsinden elde edilebilir. Ana
metinde yer alan bu denklemler yer tasarrufu nedeniyle burada verilmemigtir.

Akiskan denklemlers :

Kan sikigsmaz Newtoniyen tipte bir akigkan gibi alinarak silindirik
koordinatlarda hareket denklemleri agagidaki gekilde verilebilir

V. L OV. 8V, Op OV, 10V, V. &V

ot +Vrax +Vzaz+£zy(am2+x or +322)’ (3)
v, ov, oV, 3p _ 8%V, 10V, &%V,

5 "V Ve e G Yo e (4)
ov, V. 9V,

or "z | 8z 0. ©)

Bu alan denklemlerinin agagidaki simir kogulunusaglamas: gerekir

BBy

ot * 0z s=1+u (©)

Zayif Nonlineer Dalgalar

(1)-(6) denklemleri kullamlarak dissipatif ve dispersif ortamlarda kiigiik fakat
sonlu genlikli dalgalarin yayilimi indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak
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incelenmigtir. Bunun i¢in agagidaki gekilde koordinat dontiguimi tanimlanabilir

§=e*(z—gt), T=e"Tgt. (7)

Burada e nonlineeritenin kii¢iikliigiinii sembolize eden bir parametre, « ise daha
sonra belirlenecek olan bir sabittir. Ayrica alan degigkenlerinin agagidaki gibi
e cinsinden asimptotik bir seriye acilabilecegi kabul edilmigtir

Z A6r),  w=) TV Pu(67),  p=) pa(,7)
n=1 n=1 n=1
Ve = i n+1/2v (&, ; 37)7 V.= i €"Ven(€,7;7) (8)

Burada u,, wWn, pn,Ven ve V,, alan denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda
belirlenecek olan fonksiyonlardir. (7) déniigimi ve (8) agilimlar alan
denklemlerinde yerine yazilir ve v = €7 oldugu varsayilip e’'un cesitli
kuvvetlerine gore denklemler sifira egitlenirse, bir diferansiyel denklemler sinifi
elde edilir. Sirasiyla O(e) ve O(e?) mertebesindeki denklemler ¢oziilecek olursa
agagidaki evoliisyon denklemler1 bulunur

(1) « = 1/2 wve f = 1/2  hali : Bu durumda yonetici denklem
dissipasyonun, dispersiyonun ve nonlineeritenin denge durumunda oldugu
Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) denklemine indirgenir

o, LU, U 8T
ar "1 g THge TR Ge

= 0. (9)

(2) a = 1/2 ve f=3/2 hali: Bu durumda yonetici denklem dispersiyonun ve
nonlineeritenin denge durumunda oldugu Korteweg-de Vries (KdV) denklemine
indirgenir

oUu ou U

6—+#1Ua£ + 2 5E3

=0 (10)

Yaklagik Akigkan Denklemlers :

Bu kisimda alan degiskenleri radyal koordinatla degigmeyen yaklagik akigkan
denklemleri elde edilmigtir. Bu denklemler agagidaki gekilde verilebilir

(14+u) Ov Ou

Bt IR R TR (1)
ov v O0p 10% 2 ov,
o V5t T Ra2 T ROt w) < )z—m' (12)

Burada v akigkanin eksenel yondeki ortalama hizini, R ise Reynolds sayisim
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gostermektedir.

Akigkan igin,bu yaklagik denklemler kullamilarak igerisinde akigkan bulunan
ongerilmeli elastik tiplerde zayif nonlineer dalga yayilmasi incelenmistir.
Nonlineerite, dissipasyon ve dispersiyon arasindaki dengeye bagli olarak,
evoliisyon denklemleri sirasiyla Korteweg de Vries-Burgers,Korteweg-de Vries
ve nonlineer diferansiyel denklemleri elde edilmigtir.

Swnir tabakast yaklagims :

Bu kisumda, igerisinde viskoz akigkan bulunan ince elastik bir tiptin nonlineer
hareket denklemleri alinarak zayif nonlineer dalgalarin yayilimi sinir tabakas:
yaklagimi kullanilarak incelenmistir. Akigkan icin, (11) ve (12) ile verilen

vaklagik denklemleri alinmigtir. (7) déniigiimil ve y = (Te)"1g*/2(1 — r +
w), 7= (e**?2R)~1/2 kordinat déniigiimii (12) denkleminde yazilirsa

Ov ov 0p dv  e2et2 g2y 9pgl/2e (6Vz

“ga—é-l-gﬁ'a—;-l-ég-i-v 6—5_ R 5€2+(1+u) ay)y=o:0 (13)

bulunur. (8) acgilimi (1)-(2) ve (11)-(13) denklemlerinde yazilir ve €’un gesitli
kuvvetlerine gore denklemler sifira egitlenirse diferansiyel denklemler sinifi elde

edilir. Bu diferansiyel denklemler sinifi ¢oziiliirse agagidaki master denklem elde
edilir

o7 +m U B tpg € oe3 +H; € o¢? +149 By ) =0. (14)

Burada 0V1/0y terimi simir tabakasi denklemleri kullanilarak bulunacaktir.
y = (7e)"1g/2(1 —r+u), 7= (e2T?2R)™1/2 kordinat d6niigiimii Navier-Stokes
denklemlerinde yazilirsa sinir tabakasi denklemleri ve smur kogullari elde
edilmistir. Bu denklemler Duhamel teoremi kullamlarak ¢ozulir ve o = 1/2
ve a = 3/2 segilerek (14) denkleminde yazihirsa sirasiyla viskozite-KdV ve
viskozite-Burgers denklemleri elde edilir

oU oU _ U , T T _
oY = s T o 3/2 - 1/2
0

U U _ ., ap LT ~1/2
B U S = P+ ) [V o e ()
V]

Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu kisimda, igerisinde akigkan bulunan tiplerde zayif nonlineer dalgalarin genlik
modiilasyonu incelenmistir. Eksenel yondeki bagdan (tethering) dolay: tiipiin

eksenel yondeki yerdegigtirmesi ihmal edilmigtir. I¢ basincin etkisi altinda bir
tiipiin radyal yondeki hareket denklemi agagidaki gekilde verilebilir

32u azu 5%u 8211,
Plz_—_1+u=m EZ,——}-(ﬂl —Bo) u— apg 57 ™ 5‘2—+mu2 .
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2 2
(B + B0~ B) v+ (a0 — ) u 9 — 2o (6—“)
yA

2 0z
3 , 0%u
+(Bs+ 51— B2 —Po) v+ (a1 —az —ag) u 57
1 du\* 3 u\? 6%u
+ 5(—20‘2 +on)u (5’;) + 5(0‘0 -7) (a) Fh (16)

Bu problemde indirgeyici pertirbasyon yontemi kullamilmigtir.  Bu amaca
yonelik olarak agagidaki koordinat dontigimii tanimlanabilir

£ =c¢ (z — At), T=¢€t. (17)

Burada A bir sabit olup daha sonra bu sabitin grup hizina egit oldugu
gosterilecektir.  Alan degiskenlerinin (z,t) huzli degiskenleri ile (¢, 7) yavag

degiskenlerinin fonksiyonu oldugu farzedilmigtir. Yukaridaki koordinat
agilimindan faydalanarak tirev ifadeleri agagidaki gibi verilebilir
0 0 0 0 0 0 6

%" 5 + €5 % 5 6)‘5E +e — (18)

Alan degiskenlerinin agagidaki gibi e cinsinden asimptotik bir seriye agilabilecegi
varsayilmigtir.

oo

{u’ p) VT’ VZ} = Zen {un, pn, Vrn, Vzn}
n=1
{un, Pn, Vin, Vink= D {U(z) POy, V(z)} explil(wt — kz)] (19)
l=—c0

Burada v, 'nin reel olabilmesi i¢in vl =yl kogulunun saglanmas: gerekir.
(19) a,glhmlarl ve (17) doniigimleri (16) ve ak1§kan denklemlerinde yerine
yazilir ve €’un gegitli kuvvetlerine gore diizenlenirse bir diferansiyel denklemler
hiyerargisi elde edilir. ~ Bu denklemlerin ¢ozilmesiyle agagidaki nonlineer
Schrédinger denklemi elde edilir

.oU o*U
i+ Dy TaUIU=0. (21)

NLS denkleminin kararh g¢ozumleri genellikle Jokabiyen elliptik fonksiyonlan
cinsinden ifade edilir ve 6zel durumlarda diizlem dalga, faz sigrama, karanhk ve
parlak zarf solitonlarim icerir.



NONLINEAR WAVE PPROPAGATION IN A PRESTRESSED
FLUID-FILLED THIN ELASTIC TUBES

SUMMARY

The propagation of pressure pulses in fluid-filled distensible tubes has been
studied by several researchers in the current literature. Such problems have
been investigated, especially, in view of their applications to physiological
problems involving pulse propagation in large blood vessels. In most of the
works on wave propagation in compliant tubes, small amplitude waves have
been considered, ignoring the nonlinear effects and focused on the dispersive
character of the waves. However, when the nonlinear effects arising from the
convective terms of fluids and/or the constitutive relations of tube materials
are introduced, one has to consider either finite amplitude, or small-but-finite
amplitude waves, depending on the order of nonlinearity. In this work, the
propagation of weakly nonlinear waves in a prestressed thin elastic tubes filled
with an incompressible viscous or inviscid fluid is studied. In Chapter 1, the
historical evolution of the subject and some theoretical works in the existing
literature on this area are presented. In Chapter 2, the nonlinear field equations
that we need in studying the propagation of weakly nonlinear waves in fluid
filled elastic tubes are obtained. The perturbation methods that we shall utilize
in this work is briefly discussed in Chapter 3. In Chapter 4, employing the
reductive perturbation method, the propagation of weakly nonlinear waves in
elastic tubes, filled with a viscous fluid, is studied. Depending on the balance
between the nonhneanty, dispersion and / or dissipation, the evolution equations
are obtained as Korteweg-de Vries Burgers and Korteweg-de Vries equations. A
progressive wave type of solution to these equations is sought and the numerical
analysis of them is also given in the same chapter. In this case small viscosity
(or large Reynolds number), the behaviour of viscous fluid is quite close to
that of ideal fluids and viscous effects are confined to a very thin layer near
the boundary. Assuming that viscous effects are very small, using the boundary
layer approximation the propagation of weakly nonlinear waves is investigated in
the same chapter. Depending on the order of dispersion the viscous-Korteweg-de
Vries and viscous-Burgers equations are obtained. It is not so easy to obtain
a progressive wave type of solution to these equations. Therefore, a numerical
solution for viscous-Korteweg-de Vries equation are given and a discussion of
the obtained results is presented at the end of Chapter 4. Finally, in Chapter 5,
In the final section of Chapter 5 the amplitude modulation of weakly nonlinear
waves in a fluid filled elastic tube is examined for strong dispersion and nonlinear
Schrédinger equation is obtained. In the final section of Chapter 5 some
special solutions of the NLS equation are given and the modulational instability
of the plane wave solution is discussed for some elastic materials and initial
deformations.
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Basic equations

Nonlinear equations of elastic tube :

A[( )5t (G2 5E) 3
o|(Po+p oz Oz 0z ) 0z 0140
0 (1 0% Ou dw\ 9%
+5;(K3Tz5‘z‘>“ (1-5) 7 = ?
—\Po TP Oz v 0z Oz aZ aZ z=1+u
0 (1 0%
* 5 <KW> o ”

where u,w are the radial and the axial displacements, p is the fluid pressure
function, A and Ay are the stretches in the related directions, ,V,. and V, are the
fluid velocity components in the radial and axial directions, v is the kinematic
viscosity of the fluid, ¥ is the strain energy density function, a, and a, are
the accelaration components in the radial and axial directions. Assuming that
the strain energy density function ¥ is analytic in Ag and A,, we may expand
it into a power series around u = 0, Ow/0z = 0 and Ou/0z = 0. If these
expansions are substituted into equatmns (1) and (2) we obtain the nonlinear
equations of motion of elastic tubes in terms of radial and axial displacements
and its derivatives. However for the sake of saving some space these equations
are not given here.

Equations of fluid :

Treating blood as an incompressible Newtonian fluid, the equations of motion
in the cylindrical polar coordinates can be given as follows

aVr av'r 6Vr 3p _ b2 Vr 1 6V V 0* VT
+VT3 +Vzaz+-6;_v(3w2+x3x w2+322)’ (3)

B

av. . 8V, . 8v. o8p 8%V, 18V, &,

% TV Ve v 5, = Gm T T e ) (4)
ov. V. oV,

Oz + z Oz =0 (5)

These field equations must satisfy the following boundary condition

du  Ou Bw Bw\ ~}
ot + 8z Ot (1 B _f;) - Vrlz=1+u‘ (6)

Weakly Nonlinear Waves
Using the equations (1) and (6) the propagation of small but finite amplitude

waves in a dispersive and dissipative medium will be studied, in the long wave
limit, through the use of reductive perturbation method. For this purpose we
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introduce the following stretched coordinates

E=€"(z—gt), 7= e*tlgt (7)

where € is a small parameter measuring the weakness of dispersion, nonlinearity
and dissipation; « is a positive constant whose value will be determined later.
We further assume that the field quantities can be represented by asymptotic
series as

U= Z enun(£’7)7 w= Z 5n~1/2wn(§17—)v p= Z enpn(§77_)
n=1 n=1 n=1
Ve = Z 6n+1/2Vrn(£)T; 37)7 V. = Z Eann(& T l') (8)
n=1 n=1

where u,, Wp, Pn,Ven and V,, are some unknown functions to be determined
from the solution of the field equations. Introducing the transformation (7)
expansion (8) into eq. (1)-(6) and assuming that o = 1/2 and v = 7e® setting
the like powers of € equal to zero we obtain the sets of differential equations. If
we solve the O(¢€) and O(€?) order equations, we obtain the following evolution
equations.

(1) « =1/2 and B =1/2: In this case the governing equation is obtained as
the following Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) equation

M- A A
F1% 5 TH2ges T H3 g

=0 9
or ! (9)
which is obtained by balancing the non-linearity with dispersion and dissipation.

(i) a =1/2 and B =3/2: In this case the governing equations reduce to the
well-known Korteweg-de Vries equation

ou oUu U
"8‘7:‘+N1Ua—5+#23—€?—0, (10)

which results from the balance of nonlinearity with dispersion.
Approzimate fluid equations :

In this section we obtain a set of approximate fluid equations whose field
variables do not change with the radial coordinate. These equations can be
given as follows

Ou (1+u) Ov ou
Ou Ov Op 10% 2 (GVZ>
r=14u

— o (12)

a-{-va—z—}_az ~ ROz +R(1+u)

where v 1s the averaged fluid velocity in the axial direction and R is the Reynolds
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number.

Using the approximate equations for the fluid body we study the propagation
of weakly nonlinear waves in a fluid-filled non-linear thin tube. Depending
on the balance between the nonlinearity, dissipation and dispersion, the
evolution equations are obtained as the Korteweg de Vries-Burgers equation,
the Korteweg-de Vries equation, and the nonlinear differential equation,
respectively.

Boundary layer approzimation :

In this section, employing the nonlinear equations of an elastic thin tube
containing an incompressible viscous fluid, the propagation of weakly nonlinear
waves 1s studied by use of the boundary layer approximation. For the fluid
body, the set of approximate equations, which are given the equations (11)
and (12), is employed. Introducing the transformation (7) and the coordinate
transformation y = ¢'/%(7e)"1(1 — r + u), 7 = (2T2R)~/2 into the equation
(12) we obtain

Dopge s By I ST W (T) <oy
Yot T r Tt " TR e T T+w\ By ),

Substituting the expansion (8) into the fields equations (1)-(2) and (11)-(13),
setting the coefficients of the same power € equal to zero, we obtain a set
of differential equations. Solving these differential equations we obtain the
following master equation

ou  _ U  _ 401 U _ +1 o*U _ 1/2 oV ,1
- hutbdl a=1 7 = g =0. (14
7 +0, U € + g oe3 +H3 5 oe2 g By - 0. (14)

Here 0V,1/0y will be obtained by using the boundary layer equations.
Substituting coordinate transformation y = ¢*/?(Te)™ (1 —r + u), 7 =

(ext?2R)~1/2 into Navier-Stokes equations we obtain the boundary layer
equations and the boundary conditions. Solving these equations by use of
Duhamel theorem and substituting it into the equation (14) and choosing
a =1/2 and a = 3/2 we obtain viscosity-KdV and viscosity-Burgers equations,
respectively

8U oU  _ U \ r. 7 _
vy — vY — YUY 5 /2 = 1/2
0
/AN /A r. 7 _
5 B U G =+ ) [Uee ) o e (o)
0

Nonlinear Wave Modulation

In this section we shall examine the amplitude modulation of weakly
nonlinear waves in a fluid- filled non-linear thin elastic tube. Due to axial
tethering, no axial displacement is allowed. The nonlinear equation of
motion in the radial direction , under the effect of inner pressure may be

Xiv



given as follows

aZU azu azu 62u
p|z=l+u:m W‘*‘(ﬂl ~ Bo) u ~ ag ﬁ—mu W-{-muz 5
0? 1 ou\?
+(182+:60—,31)u2+(a0—a1)u52%_50{1 (5:7)
3 2 62u
+(,33+51“',52“ﬂ0)u +(061—Ot2——a0)u 8—22-
+5(F2m o) u (5;) + 5 (@0 =71) (5) e (16)

We employ the reductive perturbation method and introduce the following
coordinate stretching

£ =e(z — At), T = g2t (17)

Here € is a small parameter measuring the weakness of nonlinearity, A is a
constant which will be shown to be the group velocity. We further assume that
the field quantities are functions of fast variables (z,t) and also slow variables
(¢,7). Thus the following substitution is permissible:

8 o8 0 o 0 o ,0

We shall assume that the field variables are expressible as asymptotic series in
€.

{v, p, Ve, Vi} = _€" {tin, Pn, Vin, Vin},

n=1
o0

{n o Vo Vend = 3 {U9, PO, VD, VD) eaplit(wt - k2). (19)

I=—0c0

For u,, to be real the condition U,(f) = U,(,_l)* should be satisfied. Introducing
the substitution (18) and the expansions (19) into the field equations (16),
and Navier-Stokes equations and setting the coefficients of the same power of €
equal to zero, we obtain the set of differential equations. If we solve this set of
differential equations we obtain the following Nonlinear Schrédinger equation

.oU o*U
. +p5§—2—+q|U|U—0. (20)

The steady-state solution of the NLS equation, which generally represents the
wavetrains expressible in terms of the Jacobian elliptic functions, include a
bright and dark envelope solitons, a phase jump and a plane wave with a
constant amplitude, as special cases.
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1. GIRIS ve TARIHSEL GELISIM

Igerisinde viskoz veya viskoz olmayan akigkan bulunan ongerilmeli,
(ongerilmesiz) elastik (veya viskoelastik) tip igerisinde lineer
(nonlineer) dalga yayihmi problemi uzun zamandan beri Gzerinde caligilan bir
konudur. Bu nedenle konunun tarihsel geligimi hakkinda ozet bilgi sunmakta
yarar olabilir. Bu amagla, once lineer sonra da nonlineer dalga yayilim

konusunda bilgi sunulacaktir.

Biiyiik damarlarda dalga yayilmi problemi {izerindeki g¢aligmalar uzun
zamandan beri devam etmektedir. Bu problemin 6nemi dalga hizinin ve aktarma
katsayisimin gesitli parametrelere gore degisimi, damar malzemesinin yapisinda
ne gibi degigimlerin oldugunu gozlemeyi miimkiin kilmasindandir. Bu nedenle,

kan ve damar ikilisi modellenirken, hem tiip malzemesinin hem de kanin mekanik
ozellikleri dikkate alinmalidir.

Silindirik tiipler icerisindeki dalga yayihmu ilk kez Thomas Young
[1] tarafindan incelenmigtir. Young, insan damarlarinda yayilan pals
dalgalarinin  hizini  hesaplayan ilk bilim adami olup giintmiizde bu
dalga Young modu olarak bilinmektedir. Young tarafindan bulunan pals
dalgasimin hizi 19. yiizyil boyunca gesitli aragtirmacilar tarafindan yeniden
formille  edilmistir. Bu  aragtirmacilardan  bazilari  Weber  kardesler,
Moens, Korteweg ve Lamb sayilabilir. Bu ¢ahgmalarn 6zeti Skalak [2)'1n
makalesinde  bulunabilir. Moens ve Korteweg, igi viskoz olmayan sikigmaz
akigkan ile dolu elastik tiip igerisindeki dalga yayilimi problemini incelemis ve
literatiirde kendi adiyla (Moens-Korteweg) amlan hiz1 elde etmiglerdir. Bu iz
i¢ basing ve tiip dikkesit alani cinsinden

Ay dP;
2 _ 0 I
cg = ——pa Ti - (1.1)

geklinde tanimlanmigtir. Burada P; i¢ basinci, Ao tup dikkesit alanmini, p, ise
sikigmaz akigkanin yogunlugunu gostermektedir. Basit ince ve elastik bir tip

modelinde ig¢ basing ve ig yarigap arasindaki bagintinin

(1.2)



oldugu gozoniinde bulundurulursa ¢y hiz

Eh
Cyp = (13)
\/ 2pa00

seklinde verilir. Burada E tiip malzemesinin elastisite modilii, h kalinhg,

ap sekil degigtirmeden onceki yaricapi, a ise gekil degistirmig yarigap:

gostermektedir.

Viskozitenin dalga hizina etkisini ilk defa modelleyen ve dalga hizini yaklagik
olarak hesaplayan bilim adami ise Witzig [3]’dir. Tiipti ince elastik, akigkan1 da
Navier-Stokes akigkani olarak kabul ederek k dalga sayisimi yaklagik olarak

_ w?(1 — o?)

k=
C%(l - Fl())

(1.4)

seklinde elde etmigtir. Burada w agisal hizi, ¢ Moens-Korteweg hizini, o

Poisson oranini gostermekte olup Fio ise

_ 221(8) = qi3/2(¥\1/2
Fo= gy £=() (15)

seklinde tamimlanmustir. Yukanida goriilen  diger buyikliklerden  J,(£)
birinci tipten ve n. mertebeden Bessel fonksiyonunu, a ig yarigapi, v

kinematik viskoziteyi ve ¢ ise kompleks say1 birimini gostermektedir.

Tiiplerde lineer dalga yayilmas ile ilgili onemli diger katkilar Morgan ve Kiely
[4] ve Womersley [5] tarafindan yapilmgtir. Ilk defa Atabek ve Lew .[6],
yaptiklari caligmada atardamarlarin maruz kaldig 6n gekil degistirmeyi dikkate
almglardir. Rachev [7], i¢i sikigmaz ve viskoz akigkanla dolu ve ongerilmeye
maruz elastik tiip icerisindeki eksenel simetrik ve harmonik dalga yayilim
problemini incelemis ve dispersiyon bagintisim elde etmigtir. Bu konularda daha
fazla bilgi Skalak [2], Attinger [8] ve Cox [9] tarafindan yazilmig derleme
makalelerden ve McDonald [10] ve Fung [11] tarafindan hazirlanmig kitaplardan

temin edilebilir.

Bu ¢aligmalarin biiyiik bir kisminda atardamarlarin 6n gekil degistirmesi pek
dikkate alinmamig, on gerilmeyi dikkate alan bir ka¢ ¢aligmada ise malzemenin
nonlineer biinye denklemi bilinmediginden basing-dikkesit alan iligkisi saglikli
bir gekilde incelenememigtir. Bu konu ilk defa etrafli bir gekilde Demiray [12] ve
arkadaglar1 tarafindan incelenmig ve literatiirdeki mevcut galigmalar

ile kargilagtirilmigtar.



Simdiye kadar yapilan caligmalarin hepsinde modellenmek istenen dalga
hareketinin genligi kiigik kabul edilmig ve hareketi yoneten kismi tirevli
diferansiyel denklemler lineerlegtirilmigtir. Oysa dalgamn genligi buytk ise
dalga hareketini yoneten kismi tiirevli diferansiyel denklemleri lineerlegtirmek
miimkiin olmaz ve dalga hareketi nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler
ile karakterize edilir. Cok farkli fiziksel durumlarda ortaya gikan nonlineerlik
uzun zamandan beri aragtiricilarin ilgisini ¢ekmis ve bu konuda yogun

caligmalara neden olmustur.

Arterilerde pals dalgalarinin nonlineer analizi ilk kez 1972 yilinda Ling ve
Atabek [13] tarafindan verilmistir. Kam1 sikigmaz ve Newtoniyen tipte bir
akigkan kabul ederek, kan igin Navier-Stokes denklemlerini ve stireklilik
denklemini almiglar, damar hareketi igin ise
2

O pet) — P(R) (17)
denklemini kullanarak elde ettikleri sonug denklemleri sonlu farklar yontemini
kullanarak ¢ozmiiglerdir. Burada R = R(z,t) damann i¢ yarigap:, P(R) R ile
degisen ve deneysel olarak belirlenmig kabul edilen basinci ve m de damarin
kiitlesel ataletini gostermektedir. Daha sonra 1980 yilinda Lamb [14] daman
elastik halkalarin birlesiminden meydana gelmis bir tiip kabul ederek, temel
denklemleri kiitlenin korunumu, momentumun korunumu ve basing ile damar

kesit alan arasindaki iligkiyi de

21a FE O?AA

m p(:z:,t) = poaz AA+ W— (18)

seklinde alarak, yonetici denklem olarak Korteweg-de Vries denklemini elde
etmigtir. Burada AA = A — wa? = 27rAr, p(z,t) akigkan basinc, po tiiptin
yogunlugu, k tiipiin kalinligi, E de tiipiin Young modiilidir. Engelbrecht [15]
benzer hareket denklemleri alarak (bir boyutlu ve iki boyutlu durumlarda)
ici akigkan ile dolu elastik tiiplerde kiiciik genlikli basing dalgalarimn KdV
denklemi ile yonetildigini gostermigtir. Engelbrecht [16] ’in yaptig1 deneylerde
damarlarda basing dalgalarimin ontiniin diklegtigini ve damar kesit alam
ve basing cinsinden ifade edilen dalga hizimin nonlineer oldugunu
gozlemlemigtir. Ayrica McDonald [10] bliyik damarlarda pals dalgalarinin
yayilirken genigliginin azaldigim ve maksimum genliginin arttigim
gostermistir. Bu olay dalga problemlerinde diklegme (steeping) ve sivrilesme
(peaking) olarak bilinir. Damarlarda dalga 6ntiniin diklesmesine nonlineerite

neden olur ve bu tir diklesme aorta ve bliyik damarlarda sikca gozlenir.



Normal kogullarda bu diklesme ortaya ¢ikmaz [17]. Ozellikle damarlan
anormal genigleyen veya pals genliklerinin biiyik oldugu hastalarda bu diklegme

oldukg¢a onemlidir.

igerisinde akigkan bulunan elastik veya viskoelastik tiiplerde sonlu genlikli
dalgalarin yayihimi karakteristikler yontemi kullamilarak bir ¢ok arastinc
tarafindan incelenmigtir. Lambert [18] 1958 yilinda ilk  defa  nonlineer
kan akiminmin hesaplanmasi igin karakteristikler ydéntemini kullanmay:
onermigtir. Fakat Lambert’in sectigi niimerik parametrelerie yapilan galigmalar
gercege uygun sonuglar vermemigtir. Bununla ilgili sonuglar Skalak [2]'in
makalesinde bulunabilir. Rudinger [19], Anliker [20,21] ve diger aragtirmacilar
tarafindan geligtirilen bir boyutlu nonlineer yaklagimda temel denklemler
akigkanin hareket denklemi, siireklilik denklemi ve damar duvarimn
davramgim tanmimlayan denklemlerdir. Damar duvarinin davramgini tamimlayan
denklemlerde kesit alaminin tip boyunca uzaklhigin ve basincin bilinen
bir fonksiyonu oldugu kabul edilmigtir. Yaptiklar teorilerde, viskozitenin
etkisini simirdaki kayma gerilmesini hareket denklemlerine katarak, dallanma
noktalarindaki diga akimi ise siireklilik denklemine bir aki terimi ekleyerek
¢6ziimlemiglerdir. Rudinger [19])’in tek boyutlu yaklagimi i¢inde inceledigi denk-
lemler streklilik ve momentum denklemleridir. Bu denklemleri kullanarak

karakteristik egri boyunca kismi tiirevli diferansiyel denklemler
dv 1 OP ve [OA c [0A
— -— = — | =— — | = 1.9
dt * PaC ot f y’ A <az )P,t=sabit 3 A < ot )P,z:sabit ( )

seklini alir. Burada A tiipiin dikkesit alanini, v eksenel hizi, P akigkan basicini,

pe akigkan yogunlugunu ve f de siirtiinme (viskoz) etkilerini gostermektedir.
(1.9) denklemlerine kapali bir ¢dziim bulunamamg, fakat bir baglangig ve
uygun simmur kogulu kullamlarak denklem niimerik olarak integre edilebilmigtir.
Rudinger [22], igi viskoz olmayan akigkanla dolu yar1 sonsuz diizgiin genigleyen
tuplerde sonlu genlikli dalgalarin yayilimini incelemis ve karakteristikler
yontemini kullanarak sok formu igin bir ifade elde etmigtir. Daha sonra
Hoogstraten ve Smith [23] diizgiin olmayan tiplerde siirtiinme terimini de ilave
ederek Rudinger’in yaptif calismay: genellegtirmigtir. Tait ve Moodie [24] ise
i¢inde viskoz olmayan akigkan bulunan ince elastik (viskoelastik) tiiplerde dalga
yayilimim karakteristikler yontemi ile incelemigler ve Mooney-Rivlin malzemesi
i¢in geklini degistirmeden yayilan dalga formunda basit fakat kesin ¢oziimler

elde etmislerdir.

Dissipatif ve dispersif ortamlarda zayif nonlineer dalgalarin uzak alan davrams

bazi bilinen nonlineer evoliisyon denklemleri ile tamimlanabilir. érnegin,



dissipatif ortamlarda Burgers denklemi, dispersif ortamlarda ise Korteweg-de
Vries (KdV) denklemi bilinen en basit evoliisyon denklemleridir (Karpman
[25]). Dissipasyon, dispersiyon ve nonlineerite arasinda bir denge varsa KdV
ve Burgers denkleminin birlegimi olarak gosterilen Korteweg-de Vries Burgers
(KdVB) denklemi elde edilir. Cok farkli fiziksel durumlarda ortaya g¢ikan bu
tip evolusyon denklemleri hakkinda genig bilgi [26]-[29] kaynaklarindan temin
edilebilir.

Cesitli asimptotik yontemler kullamilarak igi akigkanla dolu genisleyen
tuplerde kiigik fakat sonlu genlikli dalgalarin yayilimi bir c¢ok aragtina
tarafindan incelenmis ve evoliisyon denklemleri olarak KdV, Burgers ve KDVB
denklemleri elde edilmigtir. Hashizume [30] ve Yomosa [31] igerisinde viskoz
olmayan akigkan bulunan ince nonlineer elastik bir tipte zayif nonlineer
dalgalarin yayilmasimin Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ile yonetildigini
gostermiglerdir. Onlar bliyik damarlarda gozlenen diklegme ve sivrilegme olay:

ile yalniz dalga arasindaki iligkiyi tartigmiglardir.

Viskoelastik tliplerde zayif nonlineer dalga yayilimm ile ilgili 6nemli incelemeler
arasinda Ravindran ve Prasad [32], Swaters ve Sawatzky [33] ve

Erbay [34] ve arkadaglarimin yaptiklan caligmalar sayilabilir. Ravindran ve
Prasad [32] yaptiklan ¢aligmada viskoelastik tiipii lineer Maxwell-Voigt modeli
olarak almiglar ve kiigik genlikli basing dalgalannin yayilmasinin dissipasyon,
dispersiyon ve nonlineerite arasindaki dengeye baghi olarak Burgers, KdV
ve KdVB denklemleri olarak elde etmislerdir. Swaters ve Sawatzky [33] ise
tip malzemesini lineer Kelvin-Voigt modeli olarak almig ve basing ifadesine
Ravindran ve Prasad [32]'in aldiklann modelde olmayan doénme ataletini,
egilme rijitligini ve ¢evresel germenin etkilerini de eklemigtir. Eklenen bu
terimler ytuksek mertebeden zaman ve uzaysal tiirevleri igerdiginden kullanilan
asimptotik agilimimn bir sonucu olarak bu terimler KdVB denklemini veren
analizlerin mertebesinde 6nemli bir rol oynamamigtir. Aym bilim adamlan
viskoelastik etkisinin yalmz dalgalarin genligini digiirdigina g'o'stermiglerc-]jr.
Erbay [34] ve arkadaglamnin yaptiklar galigmada Tait ve Moodie [24]'nin
caligmasini temel alarak nonlineer viskoelastik bir tiip igin verilen uniform
igbasing-tip kesit alam iligkisine tiplin atalet teriminide eklemiglerdir. Viskoz
olmayan akigkanla dolu nonlineer elastik bir tupte basing dalgalannin
yayilimini dissipasyon, dispersiyon ve nonlineeritenin mertebelerinin sec¢imine
baglh olarak cesitli evolisyon denklemleri ile karakterize edilebilecegini
gostermiglerdir. Burada igareti edilmesi gereken onemli nokta, Tait ve Moodie
[24]'nin temel denklemlerindeki ichasing-tiip kesit alan iligkisi dniform bir ig

basing igin elde edilmig, ancak temel denklemlerde yerine konurken eksenel



koordinata (z) baghhg suni olarak kabul edilmistir.

Zayif nonlineer dalgalarin yayilimi {izerine yapilan caligmalarda akigkanin
viskozitesi ve tlipin eksenel yondeki hareketini ihmal edilmigtir. Ancak
Johnson [35] i¢i viskoz akigkanla dolu elastik bir tiipte laminar elastik sigramay:
incelemig ve sigramalarin KdVB denklemi ile yonetildigini gostermigtir. Cowley
[36] ise 1igi viskoz ak1§kanlé, dolu elastik bir tiipte laminar elastik
sigramalarin  smur  tabakasi  yaklagim kullanarak viskozite-KdV
ile yonetildigini gostermigtir. Mainardi ve Buggish [37)’da i¢i akigkanla dolu
ince ve elastik bir tlipte nonlineer dalgalarin yayilimi lizerine viskozitenin
etkilerini gosterebilmek i¢in bir analiz geligtirmisgler ve sinir tabakas: yaklagimim
kullanarak bir boyutlu teorinin denklem sistemlerini viskoziteden dolay: Laplace
konvolisyon integralini iceren tek bir nonlineer dalga denklemine egdeger
oldugunu gostermiglerdir. Bu denklem, sinir tabakasi yaklagiminda viskoz
etkileri de alarak i¢i gazla dolu rigid tiiplerde basit nonlineer dalgalar: inceleyen
Keller [38] ’in buldugu denklem ile aymidir. Hashizume [39]’de yine igerisinde
viskoz akigkan bulunan ve yaricap: z ile degisen elastik tipte zayif nonlineer

dalgalarin yayilmasimin pertiirbe-KdV denklemi ile yonetildigini géstermigtir.

Simdiye kadar sozii edilen ¢aligmalarda atardamarlarin maruz kaldigi 6n
gerilmeler pek dikkate alinmamagtir. Oysa yapilan deneysel caligmalar
damarlarin on i¢ basinca ek olarak eksenel yonde 1.5 ~ 1.7 mertebesinde
bir eksenel germeye maruz kaldigini gostermektedir. Bu nedenle tupun sekil
degistirme analizinde on gekil degigtirmelerin de hesaba katilmasi gerekir.
Demiray [40], biitiin bu etkileri hesaba katarak icinde viskoz olmayan
akigkan bulunan ince elastik tliplerde zayif nonlineer dalgalarin yayilimim
incelemis ve evoliisyon denkleminin KdV denklemi ile yonetildigini gostermigtir.
KdV denkleminin yalmz dalga ¢ozimintin baglangic sekil degistirmest
gore degigimlerini tartigmugtir. Demiray ve Antar [41] yaptiklar1 galigmada
ongerilmeli nonlineer ince viskoelastik bir tlipte nonlineer dalga yayilimim
incelemigler ve nonlineerite, dissipasyon ve dispersiyon arasindaki dengeye bagh
olarak Burgers, KdV ve KdVB denklemleri elde etmiglerdir. Bu ¢aligmada
viskoelastik tip malzemesi olarak yumusak dokular i¢in Demiray [42] tarafindan
onerilen model kullamlmugtir. Demiray [43] akigkanin eksenel hizinin radyal
hizdan daha biiyitk oldugunu (hidrolik yaklagim) kabul etmis ve Navier-Stokes
denklemlerine kesit alanina gore ortalama iglemi uygulayarak akigkanin yaklagik
denklemlerini elde etmigtir. Bu yaklagik denklemleri kullanarak iginde viskoz
akigkan bulunan éngerilmeli ince elastik tiipte zayif nonlineer dalgalarin
yayilmasim incelemis ve viskozitenin mertebesine bagh olarak perturbe KdV

ve KdV denklemlerini elde etmigtir.



Su ana kadar yapilan ¢aligmalarda tiiptin eksenel yondeki hareketi ihmal edilmig
ve akigkan icin yaklagik denklemler kullamlmugtir. Iste bu ¢aligmanin birinci
kisminda (Bolim 4), viskoz akigkanin kesin denklemlerini, tiipiin de radyal
dogrultudaki yer degistirmesine ek olarak eksenel yondeki yerdegigtirmesini de
hesaba katarak, ici akigkanla dolu elastik tiiplerde zayif nonlineer dalgalarin
yayilmas: incelenmigtir. Viskoz akigkanin hareket denklemlerinin ¢oziimiindeki
zorluklar dikkate alinarak, birinci problemde alan denklemlerinin ¢oziimi
olarak ideal akigkana ait ¢ozim alinmig ve viskozitenin etkisi akigkanin tiipe
uyguladigr simur kuvvetinin hesabinda igin icine sokulmug ve evoliissyon denklemi
olarak KdVB denklemi elde edilmigtir (Antar ve Demiray [44]). Ayrica bu
denklemlere ilerleyen dalga c¢oziimleri aranmig ve sonuglar sayisal olarak
incelenerek bir kisim grafikler iizerinde gosterilmis ve muhtemel biyolojik
uygulamalar1 gosterilmigtir. Incelenen ikinci problemde ise viskozitenin kiiciik
oldugu ve etkilerinin tip ceperine yakin yerlerde 6nemli oldugu diiglintilerek
siur tabakasi yaklagimi kullanilmig ve Cowley [36] ve Manardi ve Buggisch
[37)’in bulduklar1 denklemlere benzer olarak viskozite KdV denklemi ve
viskozite-Burgers denklemleri elde edilmigtir (Antar ve Demiray [45]). Bu tip
denklemlere ilerleyen dalga ¢ozimii vermek mumkiin olmadigindan belirli

baglangi¢ kogulu altinda denklemin sayisal ¢oziimi elde edilmigtir.

9imdi de ¢aligmanin ikinci kisminda (Bolim 5) incelenecek olan probleme 151k
tutmas: i¢in biraz da dalga modilasyonu ile ilgili galigmalardan s6z edelim.
Iginde akigkan bulunan ince elastik veya viskoelastik tiiplerde zayif nonlineer
basing dalgalarimin genlik modtlasyonu bir ¢ok aragtirmacilar tarafindan
incelenmigtir. Eger dalganin genligi yeterince kigik ise bir ¢ok nonlineer
sistemler, nonlineer terimlerin ihmal edildigi harmonik dalga ¢éziimu igerir ve
genlik zaman iginde sabit kalir. Eger dalganin genligi kiiglik fakaf sonlu ise
nonlineer terimler ihmal edilemez ve genlik zaman ve uzaysal parametrelere
bagli olarak degigsken kalir. Genlik, salimm peryodu boyunca yavag degistigi
zaman, koordinat ddniigiimleri bize sistemi, salimimi hizh degigsen, genligi de
yavag degisen olmak izere iki kisma ayirmamiza izin verir. Formal ¢oziim
asimptotik acilim formunda verilebilir ve dalganin modiilasyonunu belirleyen bir
denklem tiiretilebilir. Ornegin, Nonlineer Schrédinger denklemi (NLS) dispersif
ortamlarda bir boyutlu monokromatik diizlem dalgalarin self modiilasyonunu

tanimlayan en basit ornektir.

Igerisi akigkanla dolu tiiplerde kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarin nonlineer self
modiilasyon problemi Ravindran ve Prasad [32] tarafindan incelenmigtir. Onlar
lineer elastik tiip modelini alarak basing dalgalarimin self modiilasyonunun

Nonlineer Schrodinger denklemi (NLS) ile yonetildigini gostermiglerdir. Erbay



ve Erbay [46] ise tiipii nonlineer viskoelastik ve akigkanin yaklagik denklemlerini
alarak basing dalgalarinin nonlineer modiillasyonun dissipatif Nonlineer
Schrodinger denklemi ile yonetildigini gdstermislerdir. Yapilan galigmalarin

gogunda akigkanin yaklagik denklemleri kullanilmagtir.

Bu gabgmammn ikinci kisminda (Bolim 5) ideal akigkanin kesin denklemleri
kullamilarak, i¢i akigkan ile dolu ongerilmeli elastik tiiplerde nonlineer dalga
modilasyonu problemi incelenmis ve birinci mertebeden genlik teriminin
nonlineer Schrodinger denklemiyle yonetildigi gosterilmistir. Bu nonlineer
denkleminin kararli dizlem dalga ¢oziimlerine sahip olabilmesi i¢in katsayilarin
saglamas: gerekli kogullar incelenmis ve yaklagik akigkan denklemlerinden elde

edilen sonuglar ile kargilagtirilmigtir (Antar ve Demiray [47]).



2. TEMEL DENKLEMLER

2.1 Girig

Kalbin peryodik olarak uyguladigi pulsatif basing sol karincaiktaki kanin
atardamarlar kanalyla viicuda yayilmasini saglar. Kanin viskoz bir akigkan
olmas: nedeniyle damar1 da benzer bir hareket igerisine zorlar. Bu nedenle
kani ve atardamarlar1 yoneten nonlineer diferansiyel denklemlerin ve simir
kosullarimin uygun bigimde verilmesi gerekir. Bunlar akigkan ve tip malzemesi

icin sirasiyla agagida verilecektir.

2.2 Akigskanin Alan Denklemleri

Kan, plazma ad: verilen ve Newtoniyen 6zellige sahip bir siv1 ile hiicrelerin belirli
oranda karigimiyla olusmug viskoz bir akigkandir. Bir kan numunesindeki hiicre

" olarak bilinir. Kan

miktarinin toplam kan hacmine oran1 “hematokrit orani ’
tzerinde yapilan deneysel caligmalar diigiik hematokrit oranlarinda ve yiiksek
kayma hizlarinda kanin Newtoniyen bir akigkan gibi, yitksek hematokrit oran: ve
dusgitk kayma hizlarinda ise Newtoniyen olmayan bir akigkan gibi davrandigim
gostermektedir. Genel olarak kabul edilen husus kanin sikigmaz ve Newtoniyen
olmayan bir akigkan olugsudur. Boéyle bir akigkana ait biinye ve hareket

denklemleri, kiitle kuvvetlerinin ihmali halinde,

okt = (=P + ap ) bt + a1 dit + a2 dim dim (2.1)
ov :
Okl,k = Pa (Ei + vk Uk) (2.2)

seklinde verilebilir. Burada o akigkanin gerilme tansérunii, P* akigkanin
hidrostatik basincini, 6x; Kronecker deltasini, vy hiz bilegenini, dg; deformasyon
hizi tansoruni p, kitle yogunlugunu ve virgllden sonraki indis ise ilgili

biytkligin zx’ya gore.kismi tlrevini gostermekte olup diger biytklikler



agagidaki bigimde tamimlanmigtar

1
di = 5 (kg +oe) @ = o (I, 1)
Iy = dpr =0, Il = drydir , Il = dim dmn dak . (2.3)

Burada di; gekil degistirme hizi tansorii olup sikismaz akigkanlar igin Iy = 0
dir.

Akigkanin viskoz gerilmesi gekil degistirme hizimin tek bir fonksiyon olmas:

nedeniyle

—ao(I1y,I11;) = ao(Il;,—111;)
a1([1g,I11;) = ay(I1g,—1I11y)
—oy(IIg,I111;) = aa(lly,—111y) (2.4)

kogullarim saglamas: gerekir. Bunlara ek olarak g katsayisimin o(0,0) = 0

olmas: gerekliligi de dugtuntulebilir.

Gerilme tansorinun viskoz kisminin gekil degistirme tansoriine lineer olarak
bagl oldugu akigkanlara Newtoniyen akigkan adi verilir. Bu duruma ait blnye
denklemi (2.1)’de @y =0, a3 =2 uy ve az =0 yazmak suretiyle elde

edilir ve

okt = —P* b + 2p, di (2.5)

geklinde verilebilir. Burada u, sabit viskozite katsayisidir.

Damarin geperine yakin yerlerde sekil degistirme hizinin yiiksek olmasi ve
akim sirasinda alyuvarlarin merkeze yakin yerlere dogru kaymas: nedeniyle
kanin damar igerisindeki davramigi Newtoniyen akigkan gibi igleme sokulabilir.

Ayrica, biz bu c¢aligmada akigkanin ve tiipiin eksenel simetrik hareketlerini
inceleyecegimizden silindirik koordinatlarda uygun hiz alani vy = V*(r, 2*,t*),
vy = 0vewy = V}(r,z*,t*) seklinde olmalidir. Bu durumda gerilme tansorii

bilesenleri ve ilgili hareket denklemleri agagidaki sekilde verilebilir

av* *
orr = —P* + 2p, ar , Ogg = —P* + 2p, V_r,
T r

10



ovy ov* ovy
zz — —P* y rz = —Hy * £ ’ .
7 + 2h 0z* 7 # ( 0z* + or ) (26)

8oy  Bors 1 ovr oV oV

o T T lom mowe) = p (81&* Vg TV G >
O30, 1 80.: avx L avx L OVF\
e <at*+V o TV az>' (27)

(2.6) gerilme bilesenleri ifadesi (2.7)’de yerine konursa V*, V* hizlan cinsinden
hareket denklemleri agagidaki gekli alirlar

oV Ly ovy LV ovy + 10P  p, (PVF 10V VW
ot* T or 0z ' p, Or or? r 8r  r2 | 9z%
(2.8)
ovy L0V LOV) 1 0P* o, (OPV)  10VF o2V}
ot* +Vr or TV Oz* +p 8z < arz ' r or + Oz* ) (29)

Bu hareket denklemlerine ek olarak sikismazlik kogulundan ileri gelen agagidaki

siireklilik denkleminin de saglanmasi gerekir

oV} 4 E y oV}
or r oz*

= 0. (2.10)

Alkigkan ile tiip arasindaki etkilegim nedeniyle akigkanda olugan hareket tupte '
de bir harekete neden olacaktir. Bundan sonraki kisim da tupin hareket

denklemleri elde edilecektir.

2.3 Elastik Tiipun Nonlineer Hareket Denklemleri

Normal olarak saglikli bir insanda sistolik kan basinci (maksimal basing) 120
mmHg ve diyastolik ( minimal ) basing ise 80 mmHg civarindadir. Deneysel
caligmalar, ayrica, fizyolojik kogullarda blyik damarlarin eksenel yonde 1.6
mertebesinde bir germeye maruz kaldigini gostermektedir. Kalbin pulsatif
hareketi sirasinda uygulanan ek basing sonucu bu statik deger tizerine dinamik
yerdegigtirmeler siiperpoze edilmektedir. Genel olarak denilebilir ki buytik
atardamarlar ortalama bir én gerilmeye maruz kalmaktadir. Iste bu béliimde,
muhtemel biyolojik uygulamalar goz ontinde bulundurularak, sonlu statik
on gerilmeye maruz, uzerine dinamik yerdegistirmelerin stiperpoze edildigi

ve igerisinde viskoz akigkan bulunan bir ince tliplin (mambranm) hareketini

11



r

yoneten diferansiyel denklemler elde edilecektir. Bunun igin, Sekil 2.1’de

A

Dinamik olarak sekil degistirmig konum _

('1‘*2)‘(11

Sekil degistirmemig konum
!

z

o

-

VA z

F
Sekil 2.1 Elastik tupin gesitli konumlar:.

gosterildigi gibi, dogal konumunda dairesel  silindirik bir mambran
gozonine alahm. Mambranin orta ylizeyindeki tipik bir noktamin silindirik
koordinatlarim (Rg,0,Z) ile gosterelim. Mambrana uygulanacak eksenel
simetrik statik yukler altinda gekil degigtirmis konumunda ayni noktanin
(ro, 0, 2) Z(Z) geklindedir.

Nihayet, bu statik yerdegistirmeler iizerine radyal dogrultuda u*(z,t*) ve

koordinatlar: ile gosterilsin; burada z
eksenel dogrultuda da w*(z,t*) bliylik fakat zamana bagl yerdegistirmelerin
stiperpoze edildigini varsayalim. Bu durumda, incelenmekte olan noktanin

konum vektori

r(z,t*) = [ro + u*(z,t")] e, + [ + w*(Z,¢t")] e, (2.11)

geklinde ifade edilebilir. Burada e,, ej, e, silindirik koordinatlardaki birim

baz vektorlerini gostermektedir.

Sekil degigtirmis mambranin meridiyeni boyuncaki teget vektorinii
agagidaki bigimde tamimlamak mimkiindir
Oor Ou* ow*
T,=—=—F—e, — z- .
= aze-l-(l-}- 6z>e (2.12)

12



(2.12) ifadesi kullamilarak bu vektoriin uzunlugu

2 du*\? duw*\?
A=, T,=(Z) +(1+Z), (2.13)
0z 0z

olarak tamimlanabilir. O halde sgekil degistirmis meridiyene teget birim

t vektori agagidaki gekilde verilebilir

L Ly CP i R (2.14)
0z 0z

Buna gore gekil degistirmis mambranin birim dig normali

ow* Ou*
HZEQXt=[<1+ ag)er—gez}, (215)

olarak ifade edilebilir.

Simdi de mambran elemanimin hareketini ydneten diferansiyel denklemleri
elde etmeye calisalim. Bunu igin sonlu statik gekil degigtirmeden sonra
Z = sbt, z +dz = sbt, § = sbt, 0§ + df = sbt diizlemleri arasinda
kalan mambran elemaninin hareket denklemelerini yazmaya ¢aligalim. Bilindigi
gibi mambranlarda egilme rijitlikleri ihmal edildiginden mambran kuvvetleri
mambran yuzeyine teget olarak alinabilir. Buna gore, sekil degigtirmig

mambran elemanina etkiyen i¢ ve dig kuvvetler Sekil 2.2'de gosterilmigtir. O

T,

Sekil 2.2. Mambran elemanina etkiyen kuvvetler.

13



halde mambran elemanina etkiyen toplam kuvvet

F=—(tT d39)|2 +(t Ty d39)|2_|_d;7 — (T3 e dsz)|‘9 + (T3 eo dsz)le+d9
+ (Pre, + Ple;) dsg ds, (2.16)

seklinde ifade edilebilir. Burada Tj, t boyunca etkiyen ve birim tegetsel
yay uzunluguna gelen mambran kuvvetini, T3, es boyunca etkiyen ve birim
meridiyen yay1 uzunluguna gelen mambran kuvetini, P¥, P} sekil degistirmig
mambramin  birim alanina e, ve ey dogrultularinda etkiyen dig kuvvetleri,
dsg ve ds, ise gekil degistirmis elemanin kenar uzunluklar1 olup agagidaki

bigimde tanimlanmigtir

dsg = (ro +u*) d, ds,=A, dz. (2.17)

Eksenel simetri nedeniyle 7} ve T mambran kuvvetleri sadece zamana ve
Z eksenel koordinatina baglidir. Buna gore (2.16)’da gorilen diferansiyel
ifadeler dzZ ve df Dbiiyiikliiklerin serisine agilir ve yalniz birinci mertebe

terimler tutulacak olursa F kuvveti agagidaki gsekli alir

F = éa—Z[Tl t (7”0 —}—u*)]d@ df—Tz e, Az df dz

+ (P} e+ P} e;) A, (ro +u*)do dz. (2.18)

Burada egl prds = €0 — €r dd iligkisi kullanilmigtir.

Newton hareket yasasina gore (2.18) ile verilen kuvvet ifadesi, elemanter
parcamin kiitlesi ile ivme vektoriiniin garpimina egit olmalidir. Yerdegistirme
bilesenleri sonlu statik sgekil degistirmeden sonraki uzaysal koordinatlar
cinsinden ifade edildiginden a ivme vektoru

&?u* w*

3= gp2 O T Gl

e (2.19)

seklinde yazilabilir. Ayrica gozoniine alinacak tip malzemesi sikigmaz

kabul edildiginden mambran elemaninin kitlesi

po b A, (ro +u*) dz db, (2.20)

14



olup hareket denklemi vektorel bigimde agagidaki sekilde yazilabilir

0
—[Tl (ro +u™*) t] —To Ay er+ A, (ro +u”) (P} er+ P} e;)

0z
A%u* 8%w*

=po h' A, (To-l-u*)‘:w eT+—3F—2—

e . (2.21)

Burada po mambranin kiitle yogunlugunu, h'ise sekil degigtirmis mambranin
nihai  kahnhgim gostermektedir. Malzemenin  sikismaz kabul edildigi

hatirlamirsa, sikigmazhk kogulu

h’ Az (7'0 + U*) =h To, (222)

seklinde ifade edilebilir. Burada h, sonlu statik sgekil degigtirmeden
sonraki mambran kalinhigidir. (2.14) denklemindeki t teget vektori ifadesi
ve (2.22) sikigmazlik kogulu (2.21)’de yerlerine konur ise bilegenler cinsinden
hareket denklemleri
_G_{T du* (ro +u*)
oz ' 0z A,

o%u*
ot*2’

] — AT+ A (ro+u) P =poro h (2.23)

0 ow*\ (ro+u*) - ¥ &?w*
£|:T1 <1+ 82) Az i|+Az (To—l—U)Pz—pg Tohm(224)

geklinde ifade edilebilir.

Bu galigmada incelenecek problemlerde tiip malzemesi ile akigkanin etkilegimi
s0z konusu olacagindan smmr kogullarimin uygun Dbir gekilde ifade
edilebilmesi i¢in secilen eksenel koordinatin her iki ortam icin aym olmasi
gerekir. Bilindigi gibi kati cisimler i¢in belirli bir maddesel konum
tamimlanabildigi halde ak1§'ka.nlar i¢in ayn1 gey sOylenemez; bu nedenle akigkan
denklemleri Euler formunda ifade edilmelidir. O halde kat1 ve akigkanin ortak
simir kogullarinin ifade edilebilmesi igin mambran denklemlerinin de uzaysal
formda yazilmasi uygun olacaktir. Maddesel pargacigin sekil degigtirmeden
sonraki nihai eksenel koordinat1 z* ile gosterilecek olursa agagidaki bagintilar

gecerlidir

z=2z"—w"(z",t%). (2.25)

u* = u*(2*t*) ve w* = w*(z*,t*) olarak alinabilecegi gozoniinde

15



bulundurulursa

82_ 1_3w* 2_
9z* Oz* )’ 0z

ow*\ !
en (122)7

1

o\ o
Oz* Oz’

[1 + (gj)Q] 1/2 (2.27)

iligkileri yazilabilir. Buna gore (2.23) ve (2.24) hareket denklemleri agagidaki

7N

(2.26)

gekli alirlar

0 T ou* (ro +u*)
oz | 10z A

jl —A T2+A (7‘0 -I—u*) P: =pPoTo h (1 - %) ai, (228)

0 (ro +u*) - Dr ow* N
5 [Tl n ] +A(ro+u*) Pl =poroh <1— 6z*> a,. (2.29)

Burada uzaysal koordinatlar cinsinden ifade edilmis a} ve a} ivme bilegenleri

agagidaki gekilde tanimlanmiglardir

. O%u* . O%u* w OPu* | Ou*
= gpr T2V gpaa Ve Goa T
dw*\ "' [2w* 02 w* , 0%w*
v _ (4L . - L@
e <1 8z*> [ et T2V ppan TV e (2:30)

Yukaridaki ifadede gegen V* hiz bilegeni

N dw*\ ! w*
Vi e = (1 - —6-27) oo (2.31)

bigiminde tanimlanmigtir.

Burada ele alinacak problemde elastik tip igerisinde viskoz akigkan
problemi inceleneceginden mambrana gelen dig kuvvet akigkan tarafindan
uygulanan reaksiyon kuvvetidir. Akigkana ait toplam gerilme tansori og; ile

gosterilecek olursa akigkanin uyguladig reaksiyon kuvveti bilegenleri

P: = —'[O'krnk]r=ro+u'7 Pz* = _'[o'kznk]T=T'o+u" (232)

geklinde verilir.

Daha once ifade edildigi gibi akigkanin Newtoniyen ve sikigmaz oldugu kabul
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edilmigti. Boyle bir akigkana ait biinye bagintis1 ve gerilme bilegenleri (2.5) ve
(2.6)’ da verilmigti. (2.6)’da verilen gerilme bilegenleri (2.32)’de yazilirsa P*

ve P} akigkan reaksiyon kuvvetleri agagidaki sekilde verilebilir

. . oV ovVr vy
PTZ[P nr—-2,u,,W Ny — Uy (—87-*- ar> ’FLZ] ;
r=ro+u*

ovyx oV} ovyr
P} = |P*n,—py | 5% =) nr—2U0 5 N - (2
g [ Nz — [ (82* + g ) nr—2u 5 " L=r0+u* (2.33)

(2.15) denkleminden normalin bilegenleri yukarida yerine yazilacak olursa

e [on oV ovy | OVrY o
AP.,. = [P _2#11 Or Tt (az* + or ) 62*:|r=ro+u*’

ou* ovy + ovy +2 oV} ou*
oz M B Br Bz r=rotut

A P = [——P* (2.34)

oz* or

elde edilir. Eger akigkana ait biliytiklikler bir gekilde tayin edilmig
ise (2.34) ifadeleri yardimiyla tiipe gelecek akigkan reaksiyon kuvvetleri
hesaplanabilir. Ayrica, Newton kabulii geregi akigkan pargaciklarinin tipe
yapigtig1 kabul edildiginden agagidaki sinir kogullarinin saglanmas: gerekir

ou* N ou* *I — V*I _ .
6t* 82* z 7.=7.0+un- r 7‘—7‘0+u ?

dw*\ ! duw*
- W 2.35
(1 Bz*) ot* 2 lr=rot (2.35)

2.4. Bunye Denklemleri

Daha once (2.28)-(2.29) ile ifade edilen tiip hareket denklemlerinin
tamamlanabilmesi igin T} ve T, mambran kuvvetlerinin yer degigtirmelere
olan fonksiyonel bagintisinin, yani blinye denklemlerinin bilinmesi gerekir. Biz
bu ¢ahismada mambran malzemesinin sikigmaz, ideal elastik ve izotrop oldugunu

kabul edecegiz. Boyle bir malzemeye ait bunye bagintis:

trr = Péry + 7 (@c;,l + ¥ By ), (2.36)

seklinde verilebilir, Eringen [48]. Burada P hidrostatik basinci, p elastik cismin

kiigiik sekil degistirme halindeki kayma modiiliing, c;f Finger deformasyon
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tansorunu gostermekte olup

_ ozy.
ckll =FkKF1K, FkK = aXK, (2.37)
seklinde tanimlanmigtir. (2.36) ifadesinde yer alan diger biiyiklitkler
-~ 1 - 0% o%
Bii=ILicg! —cpier), @=2 ETA T =2 ETA (2.38)

seklinde tammlanmigtir. Burada I, I, ve I3 =1, c,:ll 'nin  temel
invaryantlarini, p¥ = pX(Ih, I;) ise incelenen elastik cisme ait sekil degisirme

enerjisi yogunlugunu gostermektedir.

A1 ve Ay, mambran teget dlzlemi igerisindeki asal germeleri A3 de mambran
teget diizlemine dik dogrultudaki germeyi gostersin. O halde asal eksenlere gore

ifade edilmig c,?ll ve By, tansoruniin bilegenleri agagidaki bigimde verilebilir

1
= 2 —1 2 —1
¢y = AL, Coy = A3, Caz = —5—5,
11 1 22 2 33 A%A%
1 212 1 212 1 1
By = A—% + A1Az, B3, = E + 1A, Bss = '/\_% + E (2.39)
cgll tansorun temel invaryantlar: da
L=X4X4+ > L=— 41 o 2.40
1=A1+ 2+W’ z—E‘FE‘f'lz, (2.40)

seklinde verilir. Burada A? A2 A2 = 1 sikigmazlik kogulu kullanilmigtir. O halde

(2.36) denkleminden asal gerilme bilegenleri

~

—_— ’- T
ti=P+pu |® X4+ 7T (A@\%%——;)
! j

. [ 1\]
ba=P4p |21y ()\§/\§+—) ,

M
— [ ® 1 1
[ ATAS AN

seklinde ifade edilebilir. Mambramn ¢ok ince kabul edilmesi nedeniyle

kalinlig1 dogrultusundaki gerilme bilegeni yaklagik sifir kabul edilebilir. Buna

18



gore

1

_ ® 11
tss=P+p [——+\IJ <—+—)] 0,
AEAS AL A

veya P hidrostatik basmci

~ ¢ 1 1
)
AN AN

seklinde bulunur. O halde (2.43) ifadesi (2.41)’de yerine yazilirsa t;; ve it
asal gerilme ifadeleri

1 1
b = [@D (A?‘W%‘P (wi-5)).

1 1
172

3

(2.42)

(2.43)

(2.44)

olarak verilir.

I, ve I temel invaryantlanimin ifadeleri hatirlamirsa agagidaki bagintilarin
gecerliligi gosterilebilir

o0 _0x oL  0%dL 9T _ 0% oL 0% ok (2.45)
o\ 0L 0N ' 8L 0 By 0L dd; | 8L 0y '

¥ ve ®'nin tanimlar dikkate alinir ve gerekli tliretmeler yapilirsa

o% 1 , 1
7 =2 () + (- 5)

A
2%2; = (Az - ;\—5—9 + T (Af,\z - %) , (2.46)
iligkileri elde edilir. (2.44) ve (2.46) denklemlerinin karsilagtirilmasindan
tn=p X\ g—i, tae = Ao 5_/\22’ (2.47)

biinye bagintilar elde edilir.

Bilindigi gibi meridiyen ve gevresel egri boyunca birim uzunluga etkiyen
mambran kuvvetleri

Ty = h'tyq, Ty = h'tys,

(2.48)
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geklinde tanimlanmiglardir. Burada h' gekil degigtirmis kalinlik olup sikigmazlik

kogulu nedeniyle, gekil degigtirmeden 6nceki H mambran kalinligina

R'Xide =H veya h' = /\f\z’- (2.49)

geklinde ilintilidir. Buna gére T) ve T, mambran kuvvetleri X gekil

degigtirme enerjisi cinsinden

T = ‘—‘g g—i, T, = % (%?;, (2.50)
seklinde ifade edilebilir. Burada A; , Ay ve H
A = ‘;‘"’Z’ = ‘i;’g; = AL, g = ‘% _ (’”0;‘0“) _ (To :;“) % = oA,
Apg =1+ u_*) H =hX)g (sikigmazhik kogulu) (2.51)

o

seklinde yazilabilir. Burada A, = dz/dZ ve Ag = ro/Ry eksenel ve gevresel
yondeki baglangic germelerini gostermektedir. (2.51) ifadesi (2.48)’de yerine
konur ve A, igin (2.27); ifadesi kullanihrsa

wh 0% wh ow*\ 0%
r T, L A — — 2.52
1 A OA,’ ? A ! dz* ) OAy’ (2:52)

bulunur. Bu ifadeler (2.28)-(2.29) denklemlerinde yerine konursa
yerdegigtirmeler cinsinden yonetici diferansiyel denklemler agagidaki gekilde
elde edilir

Ao [pe o, OVE (O OV Ou'
3 Fogr T\ B T o ) 02 e

b [, Ow"\ 9% 0 (10% dury
ro (1 82*) 5hs T Fo \ABR, 8 ) = PO (2.53)

Ao _P*au — oV, +%_ 2#1:?}—/5-91—{—
Oz* Oz* | _ yur

h Oz* Oz* or
0 (1 90% .
T HE XaAz) - ot (2:54)
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Boyutsuz Alan Buyiklikler:

Uygunluk acisindan, alan denklemlerini ve ilgili simir  kogullarim
boyutsuzlagtirmakta yarar vardir. Bu amagla agagidaki  boyutsuz

buytklikler tanimlanmgtir

¥ =roz, r=roz, t*= (ZO—> t, w*=row, u*=rou,
Co
* * pﬂh * 2
Vi=cVpy, V' =0¢V,, m= ,  P* = pacy(po + p),
PaTo0
h

2 = s , v = PaToCol. (2.55)

PaT0

Yukaridaki ifadeler ilgili alan denklemlerinde ve sinir kosullarinda yerine

konursa boyutsuz buyukliikler cinsinden alan denklemleri agagidaki sekilde

verilir
899 ap? a‘G Ou
0 (1 0¥ Ou dw 9%

po | —po 4 )2y (e OV 5, OV Ou
o LY P N PR "0z 02,10,

o (108
P> (K aA,) e (250

Ve  OVe OV, Op <a2v, 18V, V. O,

ot +Vr6$ +Vs 0z +(93:_V 522 | 7 6z 2t 822>’(2'58)

ov, ov, ov, Op 8%V, 198V, 08*V,
ot +Vrax +V’az+5_”(ax2 +;6m+322)’ (2.59)
o Vo V:_g, (2.60)

Oz z 0z
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Sinir kogulu :

ou Ou ow\ ! dw
n (o mye g

(2.56) ve (2.57) denklemlerinde gegen boyutsuz a, ve a, ivme bilegenleri
agagidaki gekilde verilebilir

ow\ 6%u 8%u dw  OH%u Sw -1 Sw 2 ou
o= (1-08) Lupp T tn P G0V (WY 2 (o
%w Ow 8w ow\ ~? 6w\ ? 8w Bw\ 72

ot? Ot 0toz 0z
(2.56) ve (2.57) alan denklemlerinde gorlilen 3 gekil degistirme enerjisi

fonksiyonun yerdegistirmelere ve onun tirevlerine olan bagliligimin bilinmesi
gerekir. ¥ = X(Ag,A;), A = A(u), ve A, = A.(0u/0z,0w/0z)
seklindedir. Bu galigmada X gekil degistirme enerjisi fonksiyonu A ve A,’in
analitik bir fonksiyonu oldugu kabul edilmis ve agagidaki gekilde u = 0, 0u/0z =

0 ve Ow/0z = 0 civarinda seriye agilmigtir

ox ow 0 0
3R, = Bo + fru + Bou® + Bau’ +a15—+2a2u6—w+a2u<62)

+(73+a1)<aw> +221(g—1:)2 : (2.64)

ox 5 3 Ow Ow
=agt+outoau‘+agu +y—+(r2+7) | =

A, Oz 9z

7 (Ou Ow

nofov gw 2.65
+2 (Bz) +273uaz, (2.65)

Burada A, i¢in agagidaki acilim kullamilmigtir

Oow ou w2
A, 1+6_+ (az) +(§> + ... (2.66)

Yukarida goriillen 1, 72 , s, «n ve B, katsayilar1 agagidaki gekilde

tanimlanmigtir
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oy
M= BA2

z

18%%
» Y2 = S ars
Ap=A,=1 2 OA3

1 03%
BT S GA,0A2 ’
Ag=A,=1 09002 A=A

z=1

_ 10y
*r = nIBATA,

1 ontly
) IBn -

== (2.67)
Ap=A,=1 n! ApH

Ag=A.=1

(2.64) ve (2.65) ifadeleri (2.56) ve (2.57) de yazilirsa yerdegistirmeler cinsinden

alan denklemleri elde edilir. Bu denklemler agagidaki gsekilde verilebilir

P Y oz Vaz 0z Oz z=1+u = Mar = muar "
9 3 0%u
+ (1 — Bo)u + (B2 — Br + Bo)u” + (B3 — B2 + 1 — Bo)u’ — @05
a; (Ou\? 1 ou\® 3 ou\? 6%y
-5 () +3t-2em v e () +3t-m(5) 55
g 8%u ow
+ (0{0 — al)u BZ—Z- + (0(1 — Qg — Olg)uz '67 -+ (011 —_ ,Bo)a'
dw & [0u Ow ow
+(et2e =t oamg (5 5r) + (5) o o

- a_u__y 6Vr+3Vz +2 %@i = — mua
P 5, 0z Oz "9z 0z z=l+u—maz ‘

Ju ou w 0w
+(Bo — 0‘1)5 + (~2az + al)u*a; —ngz tn- 2’73)%52—2

Ou 0%u dw 0%w Ou Ow

=2z (2.69)

Heo =g o 2t 5a Ty, 5

Bu gekilde elde edilen (2.68)-(2.69) alan denklemleri, (2.58)-(2.60) akigkan
denklemleri ve (2.61) sinir kogullar: u, w, V,, V, ve p alan biyiikliiklerini tayin
etmek icin yeterli sayida denklem veya kogsulu vermektedir.Ancak denklemlerin
yiiksek mertebeden nonlineer olmalarn nedeniyle bu denklemleri analitik olarak
¢ozmek oldukga gictiir. Bununla birlikte, asimptotik acilimlara dayanilarak

dissipatif-dispersif ortamlarda nonlineer dalgalarin yayilmasi incelenebilir. Bu
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yaklagimlar kullanilarak asil denklem yerine onu karakterize edebilecek yine
nonlineer fakat bilinen evoliisyon denklemleri bulunabilir. lerideki boliimlerde

bu konu etrafli olarak incelenmeye galigilacaktur.
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3. PERTURBASYON YONTEMLERI

3.1 Girig

Son yillarda fizigin bir ¢ok dalinda ortaya ¢ikan nonlineer kismi tirevli
diferansiyel denklem sistemleri degigik pertiirbasyon yontemleri kullanilarak
incelenmigtir. Bunlar arasinda su dalgalarindan plazmaya, nonlineer optikten
degigik strekli ortam modellerine kadar genig bir yelpazede dalga
yayilmasi problemleri sayilabilir. Yapilan bu galigmalarda bir boyutlu diizlem
dalga veya boyuna dalga yayilmas:1 problemi degigik pertiirbasyon teknikleri
ve yaklasimlarla denklem sisteminin uzak alan davramglarini veren nonlineer
skaler denklemler elde edilmigtir. Bunlar sistemin dispersif veya dissipatif
olmasina bagl olarak uzun dalga yaklagimi i¢in Korteweg-de Vries (KdV),
Burgers denklemi veya onlarin genellegtirilmig formlari, kuvvetli dispersif i¢in
Nonlineer Schrodinger denklemi (NLS) olmaktadir. Bu ¢aligmada igl viskoz
(veya viskoz olmayan ) akigkanla dolu ttiplerde nonlineer dalga yayilmas:
probleminin asimptotik olarak incelenmesi igin segilen yontem indirgeyici
pertirbasyon yontemidir. Bu amagla ilk Once tlrev agihm (veya gok
olgekli agihim ) yontemi kisaca temas edildikten sonra genel sistemler igin
indirgeyici pertirbasyon yontemi aciklanacaktir. Bu yontemlerin yamisira
nonlineer kismi tlrevli diferansiyel denklem sistemleri asimptotik olarak
incelemek icin degisik pertiirbasyon yontemleri Jeffrey ve Kawahara'nin [49]

kitabinda ayrintili olarak bulunabilir.
3.2 Tiirev Acgilim Yontemi

Tirev acilim  yontemi ilk kez  Sturrock [50] tarafindan 1957 yilinda
geligtirilmig ve  daha sonra bir g¢ok aragtinclar cgesitli  fiziksel
problemleri bu yontem ile incelemiglerdir. Kawahara [51] 1973 yilinda tiirev
agilim yonteminin bir uygulamasi olarak genlik modilasyonun biitiin etkilerini
incelemig ve kuvasi monokromatik dalga modiilasyonu durumunda dispersif
sistemler i¢in Nonlineer Schrodinger denklemini elde etmigtir. Aragtirmacilarin
¢ogu ortamu dispersif olarak ele almiglardir. Eger ortamda dissipasyon varsa
(akigkanin viskoz veya tlip malzemesinin viskoelastik olmas: durumunda) dalga

zarfim1 yoneten evolusyon denklemi Nonlineer Schréodinger denklemi ile karak-
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terize edilmez. Bu durumda tam dispersif ortamlar igin kullanilan pertiirbasyon
yontemleri dissipatif sistemlere uygulanacak gekilde diizenlenmelidir. Dissipatif
ortamlarda dispersiyon bagintis: reel §’lar igin imaginer frekanslar verir. Asano
[52] zay:f nonlineer dissipatif sistemler igin, alttan 1sitilan simr tabakas: iginde
konvektif dalganin modiilasyonunu tiirev agilim yontemini kullanarak dissipatif

Nonlineer Schrodinger denklemi ile yonetildigini gostermigtir.

Tirev agilim y6ntemini agiklayabilmek icin sirasiyla lineer ve nonlineer (L, N)

iki operator tanimlayalim
a 0 a 0

F w’ya ve onun tiurevlerine bagh genel bir fonksiyon olup burada agik ifadesi
verilmeyecektir. Tirev agihm yonteminde z ve t bagimsiz degigkenlerinin

agagidaki gekilde genisletildigi varsayilir
Loy L1y T2y eeneennns T M, ve to,tl,tg, ....... tM (32)
Burada z, = ez ve t, = €™t (n = 0,1,2,....., M) seklinde olup ¢ kiiciik bir

parametredir. Buna bagh olarak u(z,t) bagl degiskeni bu genigletilmig bagimsiz

degigkenlerin bir fonksiyonu olarak agagidaki gekilde alinabilir

u(zo,Z1, T2, .- M; b0, t1, b2, oot M) (3.3)

Buna bagl olarak tiirev operatérleri ise
8 _L .8 o _ & .0

seklinde kuvvet serisine agcilabilir. Tiirev operatdrlerinin boyle agilimi
nedeniyle bu yoéntem tirev  agilim yéntem: olarak bilinir. Yukaridaki

tiirev agihimlar1 L ve NN lineer ve nonlineer operatorlerde yazilirsa

9 O\ _~ o, (0 8 a 9 Mt
L (5‘;, 5{) = ZE Ln (—6?0', ..... %]\7, 5{0-, ..... M) 0(6 ),

n=0

8 0\ _& . 8 o 9 9 Mot
N (5;,&) = ZE Nn (%,”“6.’1}1\/[,5?0_’ ...... ﬂ) 0(6 ) (35)

elde edilir. Keza bagh degigkenler de agagidaki sekilde bir asimptotik seri ile
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karakterize edilebilir

u(Zo, .., TM, b0, ey L E) = Z e Um(Zo,,---TM,to, ..t (3.6)

(3.5) ve (3.6) agthmlar1 (3.1) diferansiyel denklemde yazilir ve €’un gesitli
kuvvetlerin katsayilari sifira egitlenirse u,’leri yoneten diferansiyel denklem
takimi elde edilir. Bu denklemler ardigik olarak ¢oziiliirse kuvvetli dispersiyon
halde Nonlineer Schrodinger denklemi, uzun dalga yaklagimi halinde ise KdV

veya onun genellestirilmig formlar: elde edilir.
3.3 indirgeyici Pertirbasyon Yontemi

indirgeyici perturbasyon yontemi ilk defa kuvasi- monokromatik dalgalarin
yavag modilasyonunun yayilimi i¢in Taniuti ve Washimi [53] ve uzun dalga
yaklagimu i¢in Taniuti ve Wei [54] tarafindan verilmigtir. Bu yontem daha sonra
Taniuti ve Yajima [55] ve Asano ve Taniuti [56,57] tarafindan bir ¢ok nonlineer
dalga sistemlerine genellegtirilmigtir. Dispersif  sistemlerin  uzak  alan
davramsglarimn genig bir incelemesi Jeffrey ve Kakutani’nin [58] caligmasinda

verilmigtir.

Nonlineer dispersif dalgalanin asimptotik davramigim  incelemek igin
Gardner ve Morikawa [60] 1960 yilinda

E=¢e"(z—At), T=c¢e"t (3.7)

seklinde  bir koordinat doniigimii  tanimlamiglardir. Burada A, v ve u
birer pozitif sabittir. Lineerlegtirilmis uzun dalgalarin asimptotik davramigindan
tiretilen bu koordinat doéniigimti  Gardner-Morikawa  doniisiimii olarak
bilinir. Gardner-Morikawa, nonlineer asimptotik davranigi tanimlayabilmek icin
bagl degigkenlerin pertiirbasyon agilimi ile bu dontigiimii ile birlestirmiglerdir.
Bu gekilde elde edilen pertiirbasyon agqlimi indirgeyici pertirbasyon
agilvma olarak bilinir. Indirgeyici pertiirbasyon yéntemi genel olarak nonlineer
sistemi, sistemin uzak alan davramgim karakterize eden bir veya bir kag

nonlineer denkleme indirgemek icin sistematik bir yol onerir.

Taniuti [59] agagidaki gekilde verilen denklemler simifim1 igin uzun dalga

yaklagimi altinda asimptotik bir yontem geligtirmigdir

ou

= A(U)— +b(U) + Z H(Hf,a + Kﬂ—)U =0. (38)

=1 a=1
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Burada U (u',u?,u?,.....u™) n bilesenli kolon vektérii, A, HE ve K& n x n’lik
matrisler, b ise n bilegenli kolon vektoriinii gostermektedir. Simdi yontemi
agiklamada basitlik saglayacagi i¢in (3.8) denkleminde sag tarafin sifir oldugu,

yani

aU U
= TAU) 5 +b(U) =0 (3.9)

sistem ile ilgilenecegiz.

(3.9) denkleminin U = Uj sabit ¢oziimiiniin b(Up) = 0 uygunluk kosulunu
saglamas1 gerekir Kuvasi-monokromatik dalgalann yayilimi ile ilgilendigimiz

i¢in (3.9) denklemine

U = Uy + 6UeiF==9Y | L e (3.10)

geklinde ¢ozim arayalim. Burada w agisal frekansi, k dalga sayisin, k.e. ise tissel
ifadenin kompleks eglenigini gostermektedir. Ayrica §U artimsal biiyikligin
kiigik oldugunu vurgulamak igin bagina § semboli eklenmigtir. Bu ¢dzliim
(3.9)’da yazilir ve gerekli lineerlegtirilirse yapilirsa agagidaki dispersiyon

bagintis: elde edilir

|zwI = zkAo + VUb0| = 0. (311)

Burada I birim matris Vy U ’ya gore gradyan operatoriini, Ay ve by ise
Ag = A‘IU=U07 bO = blU::Uo (312)
seklinde tamimlanmgtir.  (3.11) denklemi w ile k¥ arasinda bir baginti verir,

bu bagintim w = w(k) geklinde verildigini varsayalim. Uygunlugu nedeniyle W;

matrisi

W, = ilwl — ilkAg + Vuby (3.13)

geklinde tanimlanmigtir. Burada ! bir tamsayidir. Lineer diizlem dalgalarin
modiilasyonunu inceleyebilmek icin (3.7) donligimiinde v = 1 ve g = 2 olarak

alinacaktir. Bu durumda (3.7) doniigimii agagidaki sekli alir

£ =¢e(z — At), T = €’t. (3.14)

Burada A = Ow/0k olup v, grup hiz: olarak tanimlanmgtir.
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U reel bagh degigken vektori U = Uj sabit ¢oziimil civarinda

U=U;+» &"U, (3.15)

n=1

geklinde seriye acilabildigini varsayalim.
Simdi de A(U) ve b(U) buyikliklerinin ise &  cinsinden agagidaki
gekilde seriye agilabilecekleri kabul edilecektir

1
A= A_g +6U1 . VUAQ -|—€2 (U2 . VUAO + §VUVUAO : U1U1 ) + ...

1
b =¢U; . Vubg +¢&° <U2.VUbo + 5VUVUbO : U U, )
+ e (U3.VUb0 + VUVUbO : UU,

+%VUVUVUb0 2U1U1U1> : (3.16)

Burada agagidaki notasyonlar kullanilmigtir

N
. [ OA
Ul.VUAo = Zui (614’)
U=Uo

=1

Yo oA
U1U1 5 VVUAO = izjulul (auiauj>U=Uo . (317)

(3.14) doéntugtumi kullanilarak gerekli tiirev operatorleri ise

o & o 5 8 8 ,0
9 ,9,.9. 9,9 42,29 3.18
5z o o8 m m %% ar (3.18)

seklinde verilir. (3.18) tiiretme operatorleri ve (3.16) daki seri agilimlar: (3.9)

2

ile verilen diferansiyel denklem sisteminde yazilirsa €, €2 ve €® mertebedeki

denklem sistemi elde edilir. Bunlar sirasiyla agagidaki gekilde verilmigtir

O(g) mertebesindeki denklemler :

U, LA, ou,
Oz

U; .Vuby=0. 3.19
5 +U; . Vybe =0 ( )

O(e?) mertebesindek: denklemler

6U2 6U1 6U2 6U1 aUl
5 -A—aﬁ + Ay e + U,y -VUAo—ax + Ao B¢
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1
+ U2 . VUbo -+ 'é'VUVUbo . U]U] = 0, (320)
O(e3) mertebesindek: denklemler:

0U3 oUu, 0U 0U; 00U, ou, 0U,

—A L+ A . —-
5 3£+37+ o(a$+a€)+U1 VUA°(ax+ag)
1 : oU;
+ (U2 . VUAO + EVUVUAO . UlUl) ax + U3 . VUbO
1
+VUVUb0 : U1U2+-6-VUVUVU . U1U1U1 = 0. (321)

O(e) , O(e?) ve O(e®) mertebedeki denklemler ardigik olarak g¢oziilmeye

baglamirsa, O(e) mertebedeki denklemlerin formunun incelenmesinden

U, = Ugl) ezpli(wt — kz)] + k.e. , (3.22)

bigiminde bir ¢6zimun uygun digecegi gorilebilir. Burada Ugl) (¢, 7) bilinmeyen
bir fonksiyon olup yonetici denklem daha sonra verilecektir ve k.e. ise
ilgili biytuklugin kompleks eglenigini gostermektedir. (3.22) ¢ézimii (3.19)’da
yerine kondugunda, sifirdan farkh Ugl) icin (3.11) dispersiyon bagintisinin
saglanmas: gerekir. W1 matrisinin sag 6zvektori R ile gosterilirse Ugl) ¢cozumu

¢ozuimiinden

UM = 3,(¢,7) R, (3.23)

biciminde ifade edilebilir. Burada ®;(¢, 7) bilinmeyen bir fonksiyon, R ise

W R =0, (3.24)

denklemini saglayan ve A 6zdegerine kars: gelen sag 6zvektordiir.

(3.22) ¢ozumii (3.20)’de yerine yerlegtirilirse agagidaki denklem elde edilir

+ Uz.Vuybg + (Ag — /\I)%R ezpli(wt — kz)]

U, oU,
ot + Ao Oz

+ |<I>1|2[szUAo :(RR*—R*R) + EVUVUbo : (RR* + R*R)]

1
+ ®2[-ikVuyAp : RR + 3 VuVubo RR] ezp[2i(wt — kz)] + k.e. (3.25)
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Bu denklemin gekli U, i¢in agagidaki bigimde bir ¢o6ziim 6nermemizi gerektirir

U, = Ugo) + Ugl) expli(wt — kz)] + Ug2) ezp[2i(wt — kz)] + k.e. (3.26)

Bu ifade (3.25)’de yerine konursa Uél)’i yoneten diferansiyel denklem

W, UL + (A — /\I)Ra—;)ﬁi =0, (3.27)

seklinde bulunur. Buradan detW; = 0 olmas: nedeniyle (3.27) denkleminin

U2(1) 'e gore c¢ozllebilmesi i¢in

L (Ag — AI) R =0, (3.28)

uygunluk kogulunun saglanmasi gerekir. Burada L, R’ye kars1 gelen sol 6zvektor
olup

L W; =0, (3.29)

denklemini saglar. (3.24)'in k’ya gore tirevi alinirsa

i(Ag — AI) R + W, %% =0, (3.30)
bulunur. Bu iligki (3.27)’de kullanilacak olursa
W (USY +3 8;;1 g];:) 0, (3.31)
elde edilir. Bu denklemin ¢bziimii
Ul = 9, R—z%%-‘- g—]: (3.32)

seklinde verilir. Burada ®,(¢,7) bilinmeyen diger bir fonksiyon olup yiiksek

mertebeden agilimlardan elde edilmelidir.

3.25Vden U ve U? ¢oziimleri agagidaki gibi verilebilir
2 2 g g

(0) I(D |2 (0) , U(2) @2 Rgz) (333)

Burada @3, ®1’in kompleks eglenigi olmak iizere |®;|?> = ®; 3} seklindedir ve
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Rgo) ve Rgz) vektorleri de agagidaki bigimde tanimlanmistir

. 1
Ry = -W;'[ikVuA, : (RR* —R*R) + 5VuVubo : (RR* +R'R)]

. 1
R = —W;[ikVyA, . RR + 5VuVubg : RR]. (3.34)

(3.22) ve (3.26) c¢Oztimleri (3.21)’de yerine konacak olursa Uj’iin agagidaki

sekilde bir ¢ozim kabul edecegi gosterilebilir

U; = Ug") + Ugl) ezpli(wt — kz)] + ng) ezp[2i(wt — kz)]
+ Ugs) exp[3i(wt — kz)] + k.e. (3.35)

Burada Uga) (o = 0,1,2,3) yavag degigkenlerin fonksiyonudur. Biz burada
®,’1 yoneten diferansiyel denklemi elde etmeye caligtigimizdan Ugl)’i yoneten

diferansiyel denklemi yazmak yeterli olacaktir

m , 9% 282 0% OR
Wi U+ 55 Rt (Ao - AD(G5 R—isst o)

+[<2ikR* . Vy Ao RP — ikR . vy Ag R+ ikRY . Vy Ao R

ik
—ikVuy Vu Ag RR*R+%VU Vu Ay : RRR*+ Vy Vy by : RRY

1
+VyVube : R*R{P + 5Vu Vu Vo be : RRRY|&:° € =0.  (3.36)

Bu ifade soldan L ile garpilir ve (3.30) uygunluk kogulu kullamlir ise agagidaki

Nonlineer Schrodinger denklemi elde edilir

0%, 9?®,

z—-]—pr652

) + q [cbllz(bl = 0. (337)
T

Burada p ve g katsayilar agagidaki bigimde tanimlanmigtir

. oR
p=iL . (Al — Ag) A (L.R),

g =iL. [ - 2ikR* . VuA Ry —ikR{ . VyAoR +ikR{” . VyA,R*
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—ikVuyVuAy : RR* R+ ZkavUAo . RR R*

+VuVubg : RRY + VyVyb, : R*R{Y?
1
+5VuVuVub, : RR*R | / (L.R) . (3.39)

Simdi de p katsayisina degigik bir ifade bulmaya galigalim. Bunun igin (3.30)

denklemini k’ya gore bir defa tiiretelim

i) 2R
i R+ 201 — AO)———W1 5z =0 (3.40)

Bu ifade soldan L ile carpilir ve (3.29) kullanilirsa

10\ 106%w
P= 5% = 25k (3.41)

bulunur. Bu tip denklemlerin genig bir incelemesi Teymur ve Suhubi [61]’de
bulunabilir.

3.4 Denklem Sistemleri I¢in Uzun Dalga Yaklasimai

Bu yontem hem dispersif hem de dissipatif sistemleri karakterize edebilen

agagidaki denklem sistemleri i¢in uygulanabilir

ou u 8 g 0
— (U — —)U=0. 42
o AU +§_~:g “g; t Kagg) (3.42)
Simdi de Gardner-Morikawa doniisiimiinii
E=e(z—-X) , 7= | a= Ll (3.43)
p —_—

seklinde tamimlayalim. Burada e kiiglik bir parametre olup, lineer denklemlerin,
uzun dalga yaklagiminda, asimptotik analizinden elde edilir. ) ise U = Uy igin
A(Ug) = Ao matrisinin 6zdegeridir. U, A, H8, K# ifadelerinin U = U, sabit

¢oziimi civarinda agagidaki sekilde seriye agildig varsayilmigtir

U= ZeU], A= ZGJAJ, Hﬂ-—ZeJHaJ, Kg:ieszj. (3.44)
j=0 7=0

Bu agihmlar ve (3.43) doniigimi (3.42)’de yerine yazilir ve €'un kuvvetlerine

gore diizenlenirse agagidaki denklem takimi elde edilir
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O(€**!) mertebesinden denklemler :

S | .
(ao—p B =0, (3.45)
O(e**?) mertebesinden denklemler :
8U2 8U1 U,
(Ao )\I) 87- Ul . (VUAO) 66
orU;,
+ﬁz_:1ali[( AHE +KP)) 56 =0 (3.46)

Ag'in A ozdegerine kargi gelen 6zvektori R ile gosterilirse agagidaki bagint:

yazilabilir

(Ao — AI) R = 0. (3.47)

O halde (3.45) denkleminin ¢6zim

U1 =(P1(€,T)R+V1(T) (348)

seklinde verilebilir. Burada ®;(¢,7), U;’in R boyunca olan bilegeni olup, diger
bilegeni V;(7), baglangic kogullarindan belirlenecek olan bir fonksiyondur. A,
Ap’in bir 6zdegeri oldugundan (8.46)’min 60U, /J¢ cinsinden ¢ozlilebilmesi igin
agagidaki uygunluk kogulunun saglanmas: gerekir

oy,
or

aU
+L . (U; .VuA, 1)+L ZH( AHP 4 K5

B=1a=1

L.

65 L =0. (3.49)

€ — oo i¢in U — Uj oldugundan § — oo igin U; — 0 gegerlidir. Bu durumda
V1(r) = 0 alinabilir ve U; ¢oztimt U; = &;(£,7)R sekline doniigiir. Buna gore
®,’1 yoneten evolisyon denklemi

09, 0%, 0P ®,

a—-l*‘cl@] B¢ + ¢z aer =0 (3.50)

haline gelir. Burada ¢;, ¢; sabitleri

61:L. (R.VUA()R)/(LR),
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ca=L.Y ﬁ (- HS, + KPR /(L. R). (3.51)
f=1a=1

geklinde tamimlanmigtir. (3.50) denklemi p = 2 igin Burgers ve p = 3 igin de
Korteweg-de Vries denklemi olarak bilinir.

Eger verilen bir nonlineer diferansiyel denklem sistemine uygun
Gardner-Morikawa  donigimt bulunmadigi hallerde denklem sisteminin
lineerlegtirilmig haline ait dispersiyon bagintisina bakilir. a ve b reel sabitler

olmak lzere dispersiyon bagintisim &’ nin kiigiik degerleri igin

w=ak+bk +0(k*)
w=ak+bk*+0(k*) (3.52)

seklinde seriye acilabiliyorsa sonlu genlikli dalga yayilmas:i incelenmesi
durumunda nonlineer diferansiyel denklem sisteminin asimptotik olarak
Burgers denklemine, KdV veya onun genellestirilmisg formlarina indirgenecegi
soylenebilir.

Burada Ozet olarak sunulmaya c¢aligilan  yontemlerden indirgeyici
pertirbasyon yontemi, bundan sonraki béliimlerde incelenecek problemlerde

kullanilacak ve ilgili evoliisyon denklemleri elde edilmeye ¢aligilacaktir.

35



4. ZAYIF NONLINEER DALGALAR

4.1. Giris

Bu bolimde, igerisinde viskoz akigkan bulunan O6ngerilmeli ince elastik
tiplerde zayif nonlineer dalgalarin yayilmas: indirgeyici pertirbasyon yontemi
kullanilarak uzun dalga yaklagimi altinda incelenecektir. Akigkanin ilk 6nce kesin
daha sonra yaklagik denklemleri kullamilarak zayif nonlineer dalga yayilmasim
yoneten evolusyon denklemleri viskozite parametresinin mertebesine bagh
olarak KdV ve KdVB denklemleri elde edilecektir.Ayrica her bir evolusyon
denklemi igin ilerleyen dalga ¢oziimleri verilecektir.Viskozitenin buyuk veya
Reynolds sayisimin kiigiik oldugu durumlarda viskozitenin etkisi butun hiz
alaminda 6nemlidir. Oysa viskozitenin kiigik veya Reynolds sayisimin biyik
oldugu durumlarda viskozitenin etkisi sadece kati duvarimin yakininda siner
tabakas: olarak isimlendirilen dar bir bolgede 6nemli olur. Bu sinir tabakasinin
diginda akigkan ideal akigkan gibi davramr. Bu boliimin igerisinde ayni problem
sinir tabakas: yaklagimi kullamilarak ¢oziilecek ve dispersiyonun mertebesine
bagl olarak viskozite-Korteweg-de Vries ve viskozite-Burgers denklemleri elde
edilecektir.Bu denklemlerin ilerleyen dalga tipinde ¢oziimlerini bulmak oldukga
zordur.Bu nedenle viskozite-KdV denkleminin sol tarafi sonlu farklar metodu
ile sag tarafindaki integral ise ayriklagtirilarak hesaplanacak ve sonuglar grafik

uzerinde gosterilecektir.

4.2. Igerisinde Viskoz Akiskan Bulunan Ince Elastik Tiplerde

Nonlineer Dalga Yayilmasi

Bu kisimda boyutsuz alan btyiiklikleri (2.68) ve (2.69) ile verilen iginde
viskoz akigkan bulunan nonlineer ince elastik bir tlipte zayif nonlineer dalga

yayilmasi incelenecektir.

Simdi agagidaki sekilde Gardner-Morikawa' min [60] soguk plazmada
hidromanyetik dalgalarin uzak alan davranisini incelerken yaptiklar: doniigtime

benzer bir koordinat doniigimii énerelim
E=e%(z—gt), T=e"Tgt. (4.1)
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Burada ¢ nonlineeritenin, dispersiyonun ve dissipasyonun zayifligin
gosteren kiicik bir parametre, g ise Olgek parametresi olup daha sonra
belirlenecektir. (4.1) koordinat déntigimii kullamlarak tiretme operatorleri

agagidaki sekilde verilebilir

5t 9 \®ar a¢) e % 9 \" o2 “Hear T oe2
8 .0 o, 0
‘8—; — & ‘6_6', @ — £ '6_62-. (4.2)

(4.2) tlretme operatorleri (2.68)-(2.69) tip denklemlerinde, akigkan
denklemlerinde ve simir kogullarinda yazilirsa agagidaki denklemler elde edilir

Tup Denklemleri :

oV, ou oV, 1%
oyl Oy peats OU [ a0V | OV:
Pm2vel 5ot B <€ 5 " axﬂz:m

=ma,—mua,+ (61— fo) u+ (82— B1 + Bo) v’

- Z 7 _ 22 f2a %24_ 20‘( ) Qz_y_
og € 52 26 B¢ e“%ap — aq u(9£2

2
+ €% (a3 — fo) %% + 73 &2° (%%)
+ (—a1 + 200 — B1 + Bo) €%u %zg’, (4.3)

aV, av, oV, Ou
ey 8 o r el = 2a48 Y12 77
© P /3 e (6 o€ * Oz ) tave ot o¢ z=14+u

0
=ma; —mua, + (B0 — a1) € v +(—2az +a1) €% u =

o€ 73

o OPw o 0w o Ou 0%u
-7 € 55—2+(’rl — 273) €2 u 3—£2+(ao —-m) & % o
Ou Ow Ow &?w
293 € % O 2(y2 +11)e B e (4.4)
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Akigkan Denklemleri :

o [OV. OV, OV, o V.  Op
—9s (ag “5afr>+v’"$+€ V: 58 T 5
+7é€P 62V’+16V’—E+ 29V 4.5)
9z 'z 8z =z ez )’ (4
L (OV, v, V., . V. . dp
—9E (as _687'> Ve e TV e T B
0%V, 10V, 0%V,
- 8 z - z 2a z
e (6x2+x3:c+6 352)’ (46)
v, V. L0V,
57 +;—+6 BE =0. (4.7)

Burada akigkanin viskozitesinin v = 7ef mertebesinde oldugu kabul

edilmigtir. Sinir kogullar :

o [ Ou Ou o Ou

e (%‘“a?)“ 5 Vlemira = Velsipr (489)
o [Ow  Ow LOw\

~o= (5 -5) (1-%) = Vol 4

Boyutsuz ivme bilegenleri a, and a, agagidaki sekilde tanimlanmistir

— 2 2 282u_2 azu"_i_azu 1— QQ_’LE + a . @_
N - T2 o) 0

+ 2% 42 6?_1_0_6_11) —@‘l‘ _az_u_
T \"ar " e a¢2 T “Bear

0%y dw Ow\? dw\
Mda 2 _ —_—
tery €2 (8 or O ) (1 ¢ o€ ) ’ (4.10)

57z “oroc T e
y ea_w_?ﬂ> | OW _1+54a 2 O%w ?E_@)z
ar ¢ BE 7 8z \“or B¢
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-2
X (1 —s"g—?) : (4.11)

Sonlu, fakat kiigik genlikli uzun dalgalarla ilgilendigimiz icin , ¢ > 0 dalga
genligini olgen kiiglik bir parametre olmak tizere (4.3)-(4.7) denklemlerindeki

alan biyukltkleri agagidaki gekilde € cinsinden asimptotik seriye agilabilir

U= Z enun(f)'[—)) w = Zgn—l/an(g’T), b= ZEnpn(f,T),
n=1 n=1 n=1

V, = Za"H/ZVm({,T;m), V, = Zs"Vzn(ﬁ,T;x). (4.12)
n=1 n=1

Burada n, Wn, Pn, Vrn ve Vo (n = 1,2..) fonksiyonlan alan denklemlerinden
ve sinir kogullarindan belirlenecek olan fonksiyonlar olup g, we, po, Vro ve Vi
fonksiyonlar1 sifir olarak alinmigtir. (4.1) koordinat déniligimtnde o ve
B (v = veP) parametrelerin farkli segimlerine baglh olarak agagidaki gekilde

evoliisyon denklemleri elde edilebilir :

(i) a=1/2ve f=1/2 alinip bu degerler (4.3)-(44) tip denklemlerinde,
(4.5)-(4.7) akigkan denklemlerinde ve sinir kogulunda yazilirsa diferansiyel denk-
lem sinifi elde edilir. Bu diferansiyel denklemlerde (4.12) ile verilen asimptotik
acilimlar yazilir ve e&’'un gesitli kuvvetlerine gore denklemler sifira egitlenirse
Un, Wn, Pn, Ven ve V., alan biyiikliklerini yoneten bir denklemler hiyerarsisi

elde edilir. Bu denklemler €? mertebesine kadar agagidaki sekilde verilebilir :

O(e) mertebesindeki denklemler :

(81 = o) w1 = (B — o) Gt = (4.13)

(a1 = Bo) 68—1? + (11 —mg?) 862;1 -7 6;/:';1 |_, =0, (4.14)

6;/;1 V; + a;/g‘ = 0. (4.16)
Sir kosulu :

-9 %ué—‘ =Val|,_, —9 6—87“2—1 =Val,_, (4.17)



O(e?) mertebesindek: denklemler

6p1 _6Vr1 82u1
[Pz + Uy e — 20 g ]z=1 = (mg2 —ap) —6?+('Bl — Bo) uz
6’!1)1 2
+ (—a1 + 203 + Bo — 1) us —£+(52 B+ Bo) uj
awl 2
+ 73 —aé— + (a1 — Bo) —6 (4.18)
_ %_Davrl__avzz _( 2 )asz_zm 9 62w1
P1 "5¢ o oz |, T 5 I Béor
Ou b?
+ (B0 — an) G+ (~2an + on) w1 S+ (= 235 = me®) i
Bwl 6 ’U)l 3u1 awl
— — —_— 1
6VT1 apz . BZVH 1 6Vr1 V,-]
T o¢ T V(Ez— z 0z z2> (4.20)
aVzZ aV'zl 8‘/zl 8Vzl . apZ
aé. + +Vr1 a +Vz1 8{ - 5§
_ aZVzZ ]. aVZQ 82Vz1
+v < 522 Tz oz | e ) (421)
oV, Ve ov,
e+ =+ 862 = 0. (4.22)
Sinir Kogulu :
U2 6u1 6w1 8u1 . BVrl
—g aé. +g 67_ —g 8£ af - [VTQ +u1 63} :lz=1‘ (4‘23)

Alan Denklemlerinin Gozumleri :

O(e) mertebesindeki denklemlerin ¢ozumler: :

(4.15); denkleminden gorildigd gibi p; fonksiyonu z’den bagimsizdir.
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(4.15)2 denkleminde v = gV,; — p; tamimi yapilacak olursa

Ov v (0% 10v
e (a? . ?3‘5) ~0 (4.24)

bulunur. Degiskenlere ayirma yontemi kullamlarak (4.24) diferansiyel denk-

leminin ¢ozumu

v = /000 Ak, m)exp (“k2”5> Io(kz) dk, (4.25)

g

seklinde bulunur. Burada A(k,7) bilinmeyen bir fonksiyon ve Io(kz)
sifirinct mertebeden modifiye Bessel fonksiyonudur. Ik yaklagim olarak alan
degiskenlerinin uzak alan davrams ile ilgilendigimiz igin v = 0 alinabilir. Bu

durumda V,; z’den bagimsizdir ve asagidaki sekilde verilebilir

v, = o) (4.26)

g

Burada, sozi edilen yaklagiklik nedeniyle eksenel dogrultudaki sinir kogulunun
saglanmadigina dikkat edelim. Bu ise viskozitenin diigiik alinmasi nedeniyle tip
ile akigkan arasinda kaymaya izin verildigi seklinde yorumlanabilir. Bu ¢6zim

(4.16)’da yerine konursa V4 ifadesi

1 Op

Vrl = '—2—9——6?.2,

(4.27)

seklinde bulunur. (4.17) stir kosulu da kullamilarak diger alan buytklikleri
agagidaki gekilde verilir

Uy = U(faT)a p1= 292Ua Vzl = 2gU7 Vrl =—9g %E-]—ma

awl ( :60 — 0] )

A 1y, = (22T, 4.98
5t = mg? (4.28)

Burada U(¢, 7) bilinmeyen bir fonksiyon olup yonetici denklem ikinci mertebe
denklemlerin ¢oztimiinden bulunacaktir. Bu ¢oztimler (4.13) ve (4.14)

denklemlerinde yazilip U # 0 igin gerekli koguldan agagidaki denklem elde edilir

2mg* + ¢*[m(Bo — B1) — 2n] + [11(B1 — Bo) — (@1 — Bo)’] = 0. (4.29)
Bu denklem, 6n gekil degigtirme ve maddesel sabitlere bagli olarak, g olcek
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parametresinin belirlenmesini mimkin kilar. (4.29) denkleminden gértldigu

gibi ortamda yayilan ve birbirleriyle etkilegen iki dalga bulunmaktadir.
O(e?) mertebesindeki denklemlerin ¢ozimlers :
(4.20) denkleminde V;, ifadesi yazilir ve bu denklem z’e gore integre edilirse

=220 (4.30)

bulunur. (4.30) ve (4.28) ¢oztimleri (4.21) 'de yerine konursa

_(0*V,, 10V Vir _ 22U, dU
( 502 7 0z >+9 5e = M9 T4 UG
oU  ¢* 83U
2___ _Jg = 2
+20" 5= - 5 F (4.31)

elde edilir. Bu denklemin 6zel ¢6ziimii

(p) _ _g_a_2_U; 2 4.39
Vz2 F(€7 2 862 ) ( : )

seklinde bulunur. Burada F(¢, 7) bilinmeyen bir fonksiyon olup agsagidaki denk-

lemi saglar

=49 U —+29 —. (4.33)

(4.31) denkleminin homogen ¢éziimi ise

v = / ~ B(k, T)exp (‘kzﬂ 5) Io(kz)dk, (4.34)
0 g

geklinde yazilabilir. Birinci mertebe denklemlerin ¢éztimiinde oldugu gibi alan
degigkenlerinin uzak alan davrams ile ilgilendigimiz i¢in Vz(zh ) = 0 aliabilir. Bu

durumda sikigmazlik kogulu kullanilarak V., ifadesi

3 a3
_ gz oU ou oU
Ve =T 5a —(ZgU 5 95 ) (4.35)

seklinde bulunur. (4.35) ifadesi (4.23) sinir kogulunda yerine konursa

3

96 8 9g3
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bulunur. (4.18) ve (4.19) denklemleri arasinda uy ve w, yok edilirse dissipas-

yonun, nonlineeritenin ve dispersiyonun dengelendigi Korteweg de Vries-
Burgers (KdVB) denklemi elde edilir. Bu denklem

oUu oUu B’U o*U

5 tr Ua—€+#2 o5 TH pe

=0 (4.37)

seklinde verilir. Burada 3, w2 ve ps katsayillarn asagidaki gekilde

tanimlanmigtir :

p1 = 2{3g% + B2 — B1 + Bo + T(Baz + Bo — B1 — 2¢* — 3a1/2)

FZ
+ 5 6r -7+ mg®) + (2 + 711 — m92)+} (2mg°T? + 44¢%)

iy = (mg® — a0 +¢*/4) __ o(gl'—29)
PT T emgTE 1 4¢7) 0 T EmgT? +4g7)

(4.38)

(1)) o = 1/2 ve p = 3/2 durumunda akigkan denklemleri tamamiyla viskoz
olmayan akigkan denklemlerine indirgenir. o = 1/2 ve 8 = 3/2 olma durumu
(4.3)-(4.4) tup denklemlerinde , (4.5)-(4.7) akigkan denklemlerinde ve sinir
kogulunda yazilir ve €'un gesitli kuvvetlerine gore denklemler sifira esitlenirse
diferansiyel denklemler sinifi elde edilir. Bu denklemler ardigik olarak ¢oziiliirse

dispersiyonun ve nonlineeritenin denge durumunda oldugu Korteweg-de Vries

(KdV) denklemi bulunur. Bu denklem

ou oU »U
—Fu U 5 + e BE

ar B¢ =0, (4.39)

geklinde verilir.
4.3. Yaklagik Akigkan Denklemleri

Bundan 6nce incelenen problemde ideal akigkanin alan denklemlerinin kesin
¢oziimi alinmig viskozite etkisi ise sadece akigkanin tipe uyguladigi kuvvet
bilegenlerinin hesabinda kullamlmigti. Diger bir soyleyigle tiip ile akigkan
arasinda bir kaymanin varhg kabul edilmigti. Bu kisimda ise akigkanin radyal
dogrultudaki degigken cinsinden ortalamas: alinarak yaklagik alan denklemleri
elde edilecek ve bu yaklagimla ilgili alan denklemlerinin uzun dalga yaklagimi
incelenecektir.

Bunun igin once, radyal hizin eksenel hiza gore kiiglik oldugu durumlarda

gergerli olan ortalamas: alinmig alan denklemlerini elde etmeye galigalim. Bu
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amacla bir f fonksiyonunun kesit alam tizerindeki ortalama degeri

T ro+u*
() = %A frdr, (4.40)

seklinde verilir. Burada A kesit alam

27 ro+u”
Az, t) = / / rdr df = (ro +u*)?, (4.41)
o o

bigiminde tamimlanmigtir. Bu  ortalama iglemi (2.8) ve (2.9) ile verilen
Navier-Stokes denklemlerine uygulanirsa agagidaki stireklilik ve momentum

denklemleri elde edilir

0A 0 o

0 ... O w0y My O pe O 2mpe [ OV
D Wy vt oy <t Ty B (185 ey

r=ro+u*

Burada (V") eksenel yondeki akigkanin hizinin ortalama degerini ve (p)
basincin ortalama degerini, gostermektedir. (4.42) ve (4.43) denklemlerinde
(4.41) ifadesi ve (2.55) ile verilen boyutsuz biyiiklikler kullanilirsa stireklilik

ve momentum denklemleri agagidaki sekilde elde edilir

Bu  (1+w) dv du

5 + 2 3 v 5% =90, (4.44)
v v Op 10% 2 v, \
5% e T Ro2 T RI+w) (w)z:m‘ (4-45)

Yukaridaki denklemlerde (p) = p, (V;) = v ve Reynolds sayisi ise R = 1/v

seklinde tamimlanmug olup agagidaki varsayim kullanilmigtir [62]

(ro+u®)
Aw*)? =2x /0 r* V2 dr*. ~(4.46)

Bir 6nceki kisimda oldugu gibi zayif nonlineer dalga yayilmas: inceleneceginden
(4.2) ile verilen tiirev operatorleri stireklilik ve momentum denklemlerinde

yazilirsa

Ou Ou (14+wu) Ov Oou
_g6£+9687+ 5 €+v6£—0, (4.47)
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(4.48)

rz=1+u

- 66_v+3—+v8_v_§i62v_ 2 <avz>
T o6 7" 9 R 9€  Re*(1+u) \ 0z

elde edilir. (4.3) ve (4.4) denklemlerinde akigkan tarafindan uygulanan viskoz
kuvvetler sifirlanirsa ortalama basing cinsinden agagidaki tip denklemler elde

edilebilir :

5?
7= (81— PBo) u+t (B2~ PB1+Bo) u? +e**(mg? — ap) 6;;
2 2
_ o g (Ou 200y Ou | a5y 0
5 <a€) +e€ (0[0 al)u 662 + ¢ (Ol] ,30 6§
ow ow\ >
-+ (—a1 + 209 — 1 + ,3()) e%u f + vs g2 % y (449)
— e = (8o —a1) € f+( —205 + 1) € u%té
0w o 0w
+ (mg® —m) > e T~ —mg) & u 5
Ou 0%u Ou Ow 8%wy
_ 3a U7 . 2 Y T 2 3a
Tlao—m) e B 5 T2 5 5 2™ Bear
o Ow Pw
—2(72 + 71 — mg*)e*® 5 e (4.50)

Alan biyiikliiklerinin (4.12)'de verildigi gibi e cinsinden asimptotik agihmi
yapilir ve bunlar akiskan ve tiip denklemlerinde yerine yazilirsa diferansiyel
denklemler hiyerarsisi elde edilir. Bu denklemler €2 mertebesine kadar agagidaki

gekilde verilebilir :

O(e) mertebesindeki denklemler :

@l l_a_lfl _ Ovy  Op;
— a—1/2 awl
P = (ﬂl - ,BO)UJ +-€ (0(1 — ,Bo) '55—, (4.52)
a—1/2 ?w;
(fHU - al) + (mg - 'Yl) 9} 3&'2— = (. (453)
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O(e?) mertebesindeki denklemler :

aU2 Bul 1 8v2 1 6’01 8u1

—ga6 +g 37‘+§5§+§u1_8?+vl_3z:0’ (4.54)
@l avl 3}_72 8'01 — oa+f—1 621)1
926 "9 T T e T e
— _9pe—th+l (‘W_zl> : (4.55)
0y /4=
2a0—1 8y

Dy = (m g* —ap)e ez +(B1 — Bo) uz + (B2 — B1 + Bo) v}

0 a
+eo1/2 (a1 — Bo) 6i§2 +eo1/2 (—ay + 202 — B1 + Bo) ua —6%1-
Ow: ) -‘
R 73( 6@21) ’ (4.56)
_ Ouy — 2 a—1/2 wy 2_a—1/2 0®wy
Prgg = (mg = m)e" " e = 2ma et
8%w; Ow du
2 a— 1 1 2
+(2myg -—272—271)82 16—626—64-(/50*011)-56—
0 H*
+ (=202 + 1) v 6L§1 + 72 (y; = 293 — mg?) w 62021
9y o1z 2 0w (4.57)

06 ot

Burada y = €2(1 — z + u) koordinat doniigiimii kullanilmig olup R™! = €7
geklinde oldugu varsayilmigtir.

Alan Denklemlerinin Cozumleri :

O(e) mertebesindekr denklemlerin ¢ézimleri :

(4.51) ve (4.53) denklem takimi {’ye gore integre edilirse

_ 170 0w Bo — ay
= = 929U = 942U, 2122 1y = (£
U1 U(E)T)7 V1 qu, D1 g , € a€ 9 F 1 — gz 3
(4.58)

bulunur. Bu ¢oziimler (4.52) ile verilen denklemde yerine yazilirsa g olgek
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parametresi i¢in (4.29) ile verilen denklem elde edilir.

O(e?) mertebesindeki denklemlerin ¢ozimlers :

(4.58) ile verilen ¢oztimler (4.54) denkleminde yazilir ve vz /O¢ gekilecek olursa

6v2 6U2 6U 8U
22 9 =5 - - _3U— 4.59
= (% -5 ). (459

bulunur. Bu ifade (4.55) denkleminde yerine konursa

aﬁz _ 2 aU 2 3u2 2 aU

5 4q a7_+2g 5 — 10g¢ UaT

o*U oV

+ 281Gy — opgothtl <— ) 4.60
g 662 ay y=0 ( )

elde edilir. (4.57) denkleminden 8%w,/0¢? ifadesi gekilip (4.58) ile verilen

¢oztimler kullanilirsa

amy Pws Ousz oU
e T (Bo — ) —a?—2mg2]_" E“"{F(%—‘l’m—mgz)
2 2/ 2 ou )
+2¢* — 20 + o0 +20%(mg* —pp — )} U p| [ —mg®)  (461)

bulunur. (4.56) ile verilen diferansiyel denklem &’ ye gore tiiretilir ve bu denk-
lemde 8%w,/BE? yerine (4.61) ifadesi yazilirsa

0P, 2 Oug 202 U 20—-1 2 U
P2 _ 9,272 49 i o _
o g 5 + 2mg“T o +¢€ (myg a0)6§3

+ |2(82 = B1 + Bo) + 20(~3a1 /2 + Bz — 1 + o — ¢°)

ou

+T%(6ys — 11 +mg?) + 20 (2 + 1 — mgz)] U (462

bulunur. 9p,/0¢ ifadesi (4.60) denkleminde yerine konursa agagidaki master
denklem elde edilir

aU — 6U —_ 200—1 63U —_ a-i—ﬂ—l BZU _ —Ot+ﬂ+1 <6Vz1 .
aT +:u’l U aE +:u2 € 863 +l‘l’3 € 662 +/'L45 ay =0 =0.
(4.63)

Burada &y, Wy, M3 Ve fiy katsayilan
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By = [10g° +2(B2 — B1 + Bo) + 2T(—3c1 /2 + 3az — A1 + Bo — ¢°)

+ T2 (=71 + 673 + mg?) + 2T (72 + 71 — mg®)]/(49% + 2mg®T?)

— (mg* — ao) — 29V
F2a = 4g? T omger?’ M8 7 T4 Tomgrr?

. w
" 4¢2 4+ 2mg2T?’

Fg (4.64)

geklinde tamimlanmigtir. (4.63) denkleminden a ve f’min ¢egitli durumlarina

gore bu genel denklemden bilinen gesitli evolisyon denklemleri elde edilir.

(i) o = 1/2 ve B =1/2, 7 = O(1) olma hali : Bu durumda (0V;1/0y),_,n
katsayis1 e mertebesinde olacagindan bu terim dlger ve master denklemi

Korteweg de Vries-Burgers (KdVB) denklemine indirgenir
oU oU 83U U

8—7_+#1U52+ﬁ2 5@‘4‘#3 56—2‘—0- (4.65)

(i) a =1/2 ve B =3/2, v = O(1) olma hali : Bu durumda ise master denklemi
dispersiyonun ve nonlineeritenin denge durumunda oldugu KdV denklemine
indirgenir

oUu oU U

(i) o = 3/2 ve B = 3/2, ¥ = O(1) olma hali : Bu durumda 9°U/d¢? ,
83U /8¢ iin katsayilaru € ve (8V,1/0y) y—o 11t katsayisi ise € mertebesinde oldu-

gundan master denklemi nonlineer diferansiyel denklemine indirgenir

U _ __aU
5 tRU 56 =0 (4.67)

Swnar Tabakas: Yaklagims

Reynolds sayisimn ¢ok biiyuk veya viskozitenin g¢ok kiigitk oldugu durumda
akimin davramg bliyiik olglide ideal akigkaninkine yaklagir. Bununla birlikte

ideal akigkan ¢ozlimleri aym kogullar altindaki viskoz akigkan ¢6zumlerinden
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akimi smirlayan yuzeylerin yakininda ¢ok farkhi davramg gosterir. Viskoz bir
akigkanda akigkan zerreciklerinin simir yiizeyine yapigtigi kabul edildiginden
sinir  kogullar1 ideal akigkanlar igin gecerli olan simir kosullarindan
oldukga farklhidir. 1904 yilinda, biiytik Reynolds sayilar: i¢in sinir kogullarindaki
bu farklilbiktan kaynaklanan durumun yerel kaldigini ve gergek akimin
ancak matematiksel bir soyutlama olarak digiiniilebilecek ideal akigkan
akimindan etkin olarak yalnizca simir civarindaki c¢ok ince bir tabaka
iginde ayrildig1 gozlenmistir. Buna goére bir cismin etrafindaki biiyik Reynolds

sayili akim farkh iki bélgede incelenebilir.

Birinci bolge, cismin civarina akigkan hizinin cismin yiizeyindeki hizdan ya
da cisim duruyorsa sifirdan ideal haldeki degere ulagtigi ince bir tabakadir.
Bu tabaka i¢inde simira dik dogrultaki hiz gradyani 0V, /0r bilyik degerlere
ulagir. Dolayis: ile viskozite katsayisi gok kiiciik de olsa viskoz gerilmeler ihmal
edilemeyecek degerlére ulagir. Ozellikle ihmal edilemeyen 7 = udV,/0r kayma
gerilmesi bir direng kuvvetine yol agarak ideal akigkan teorisinin Onemli bir
celigkisini ortadan kaldirir. Bu olaylarin olugtugu bélge sinir tabakas: olarak
adlandirilir. Ikinci bolge ise smir tabakasmin digindaki genig bolge olup burada

akigkan hareketini stirtinmesiz olarak kabul etmek pratik olarak miimkindir.

Sinir tabakasinin cismin ¢evresi boyunca degigebilen ve baglangigtaki
bilmedigimiz kalinhgim Y(z) ile gosterelim. Oncelikle ideal akigkana karg:
gelen problemin ¢ozilebildigini ve sinir Uzerinde simira teget olan bir v
hiz fonksiyonun elde edilmig oldugunu varsayalim. Gergek durumunda sinir
tzerinde hiz sifir olmalidir. Dolayis: ile kiigitkk YT(z) kalinhigindaki sinir tabakas
iginde hiz sifirdan baglayarak viskozitenin artik etkin olmadig: bolgedeki ideal
akigkan akimin hizina yaklagir. Ancak YT kalinhginin ¢ok kiigik oldugu
varsaylldigindan bu hizin pratik olarak cismin simirindaki matematiksel
Vi) hizina egit alinmas: gegerli bir yaklagikhik olugturur. Buna gére problem
ince bir T tabakas: iginde Navier-Stokes denklemlerinin ya da tabakanin ince
alinmasindan elde edilmig yaklagik gekillerinin y = 0 da V, = O0w/0t simur
kogullarini saglayan ve hiz alanin V, bilegseninin y = Y’da Vz(id) asimptotik
olarak ulagtigr coziimleri belirlemeye indirgenir. V, bilegeninin Vi ideal
akigkan hizina asimptotik olarak yaklagmasi temel varsayimiz olugturdugundan
asimptotik limiti y — T yerine y — oo alinabilir ve matematik iglemlerde

onemli ol¢iide kolaylhiklar saglar. Boylece sinir tabakasindaki sinir kogullar:

ow

= v, = =

y O) at
Yy — 00, V: — Vz(id) (4.68)
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olarak alinir [63].

Bu kisimda, igerisinde viskoz akigkan bulunan ince elastik tiiplerde zayif
nonlineer dalgalarin  yayilmasi simr tabakasi yaklasimu  kullanilarak
incelenecektir. Nonlineer elastik tiipiin radyal ve eksenel yondeki alan denk-
lemleri radyal u ve eksenel w yondeki yerdegistirmeler cinsinden (4.49)- (4.50)
ile ve akigkan denklemleri ise (4.44) ve (4.45) ile verilebilir.

Cowley [36]'in  yaptifi doniigime benzer olarak ¥ = (e*t2R)~1/2,
y = ¢g*/?(7e)™}(1 —r +u) seklinde alip (4.48) denkleminde yazihrsa

Ov ov Op Ov 5 9ays O 2vg/% ( 9V,
67' 85 + 66 —-Vve 662 - (1 + U) ay y=07 (4.69)

bulunur. (4.12) ile verilen asimptotik aghimlar ve (4.58)’deki ¢ozlimler kullamlip
(4.69) denkleminden 0p,/0¢ ifadesi ¢oziliirse

0B, ,0U . ,0u ,. dU
o = WGt g 09U S
82U V.,
+ 262 t1g20 = — _ opgl/? <——’—> 4 4.70
9582 g By ), (4.70)

elde edilir. Bu ifade (4.62) denkleminde yazilirsa agagidaki master denklem elde
edilir :
3 2

%7{" +5 U %z' + 1, 27! %—6—?— + By 7 22! %6_["’] +ﬁ491/2 <a—;/;jl> o =0.
(4.71)

OV,1 /0y ifadesini bulabilmek igin (4.1)ile y = ¢g'/?(7e)~*(1—r+u) koordinat

déniigiimiini ve 7 = (¢*t2R)~!/2 geklinde oldugu varsayilip Navier-Stokes

denklemlerinde yazilirsa, sinir tabakas: yaklagimi altindaki denklemler ve simir

kogullar: agagidaki gekilde verilebilir

apl 1 apl aVzl 62szl
— =0, = - , 4.72
9y g~ e oy (4.72)
y=0, Vo = —gTU = __I_‘pgid),
29
y—oo,  Via— VLY. (4.73)
(4.72); denkleminin ¢Sziimtinden p; = pi({,7) bulunur. Bu ¢oziimden

goruldigi gibi p; basing fonksiyonunun sinir tabakasi boyunca degigmedigi,

dolayis1 ile pi(€,7) fonksiyonun simir Gizerindeki ideal akigkana karsi gelen
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¢ozUimin belirledigi basing dagilimina egit alinabilecegi sonucuna varilir.
Dolayis1 ile p; = pl §ek11nde yazilabilir. (4.72), diferansiyel denkleminde ve
(4.73) smur kogullarinda

V= gpi"“)(e, )+ W37, (4.74)

doniigiimii yapilirsa agagidaki diferansiyel denklem ve simir kogullar elde edilir

ow 62W
E3

=0,

1 i
y=0 W=—;<1+P/2)p§ Y,
Y — 00 W — 0, (4.75)

(4.75); diferansiyel denklemi (4.75); 3 sinir kogullar: altinda Duhamel teoremine

( +3) / (“”( 2,T> e=<" de, (4.76)

bulunur. Bu ¢oziim (4.74)’de yazilirsa V,; agagidaki gsekilde bulunur

gore ¢oziiliirse

(Zd) T zd) T 2

7’ /2
L' G
4.7
2g pl I ( 7)
pgid) = 292U ifadesi kullanilir ve (0V;1/0y)y=0 olugturulur ve kismi integrasyon
uygulanirsa

<§g_;)y=0= f(1+ )/Uf E+n,m) 0~V dn, (4.78)

bulunur. (4.78) ifadesi (4.71) denkleminde yazilirsa agagidaki master denklem
elde edilir
oUu oUu 2a—1 O°U

——a7+ﬁlU—a—£+ﬁ26 663

A

- — 2a+1
+ v € ez
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[e.o]

2g3/2’u, T B
B+ ) [Uee+nm) 7 (479)
0
Burada @« = 1/2 ve @« = 3/2 segimine bagli olarak sirasiyla agagidaki

viskozite-Korteweg-de Vries (V-KdV) ve viskozite-Burgers (V-B) denklemleri
elde edilir

ou U _ 83U 2;L4g 1/2
5;+#1Ua—£+#z Y (1+ )/Us(£+n,f)n dn,

G_U_ — ou 2#49 1/2

5, T 1 U —+ = JE (1+ )/Ue(€+m7)n dn. (4.80)

4.4 Evoliisyon Denklemlerinin ilerleyen Dalga Cozumleri

Ilerleyen dalga coziimleri 6zel tipteki g¢oziimler olup dalga seklinin sabit
hizla yayildigim gosterir. Bu dalgalar lokalize veya periyodik olabilir. Lineer
denklemler durumunda dalganin profili genellikle keyfidir. Ornegin klasik dalga
denklemi

v 0%

W —C W =0 (4:81)
f ve g keyfi fonksiyonlar igin f(z — ct) ve g(z + ct) olmak lizere ilerleyen dalga
¢ozumlerine sahiptir. Diger taraftan agagidaki gekilde bir nonlineer denklemin

ilerleyen dalga ¢oztiminu bulmaya ¢aligalim

ou Ou
5+ (1+u) 3 = v(u). (4.82)

v(u) = 0 durumunda u(z,t) = f(z —ct) seklinde ilerleyen dalga ¢ozlimiine sahip
olabilmesi igin f’in sabit olmasi gerekir. Bu ¢ézlim ise ilerleyen dalga ¢6ziim
yapisinda degildir. v(u) = u(1—u?) seklinde verildigini varsayalim. Bu durumda
(4.82) denkleminin ¢6ziimi hiperbolik fonksiyonlar cinsinden agagidaki sekilde

verilebilir

u(z,t) = f(z —t) = tanh(z — ¢t — z0). (4.83)

(4.83) ¢oziminden goruldiigi gibi nonlineer denklem durumunda dalganin
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profili keyfi degildir. Nonlineer denklemlerin ¢ozlimleri ile lineer
denklemlerin ¢ozluimleri birbirinden oldukca farklidir.  Nonlineer
denklemlerde ¢ozim siiperpoze edilebilme 6zelligini kaybeder. Ikinci
ve temel ayrilik lineer denklemlerde biitin ¢ > 0 igin ¢oziim tek olarak
bulunabilmesine kargilik nonlineer denklemlerde baglangi¢ verileri diizgin olsa
bile sonlu bir zamandan sonra (kritik zaman) ¢éziimiin ¢ok degerli olabilmesidir.
Dispersiyonun tek bagina etkileri dalganin geklini degigtirerek ilerlemesi olarak
kendini gosterir veya tam ters anlamda séylemek gerekirse dalga diklesmeden
dagilarak yayilir. Nonlineer etkilerle dengede kaldig zaman kalici dalga formu
olugabilir. Iste nonlineer ve dispersiyon etkilerin dengede oldugu zaman yalmz

(solitary) dalgalar olugur.
Korteweg-de Vries Denklems :

Yalniz dalgalar ilk kez 1834 Edinburg da Glasgow kanalinda Iskogyal:
bir miihendis olan J. Scott Russell, tarafindan gozlenmistir. Russel, duzgin
bir su kanalinda tek bir yiitkselmeden olugan ve bu yiksekligi kanal derinligine
gore oldukca biiyiik olan bir dalganin gériiniir bir degigime ugramadan kanal
boyunca yayildigim gézlemlemis, atla izleyerek bu dalganin hizim olgmisg ve
bu dalgaya yalniz (solitary) dalga ismini vermigtir. Bu yalmz dalga profilinin
z = ((z,1)

((z,t) = asech®[y(z — ct)] (4.84)
ile verildigini gostermis fakat bu ¢6zlimi saglayan bir diferansiyel denklem
bulamamgtir. Daha sonra 1895 yilinda Korteweg ve de Vries kendi adlanyla

anilan KdV denklemini bulmuslar ve bu denklemin ¢oztimiintin (4.84)

ile verildigini gostermiglerdir. Bu denklem en genel formda

—+4au —+pF—==0 (4.85)
z

seklinde yazilabilir. Burada o ve 3 keyfi sabitlerdir. (4.85) denklemine

u = aU, z = bX, t=T (4.86)

doniigiimi uygulanirsa bu denklem

U U U
57 +U a5+ 335 =0 (4.87)

formuna dénfigiir. Burada b = 8> ve a =b/a seklindedir.  Simdi bu
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denklemin

U =U((), (=X —cT, ¢ = sabit (4.88)

yapisinda ilerleyen dalga ¢oziimleri elde edilmeye caligilacaktir. (4.88) ¢6ziimil

(4.87) ile verilen denklemde yazilirsa

U +UU —cU =0 (4.89)

elde edilir. Burada ( )’ , ¢ degiskenine gore adi tiirevi ifade etmektedir. (4.89)
denkleminin (’ya gore integrali alinirsa
UZ

U'+ 5 —U=4 (4.90)

elde edilir. Burada A bir integrasyon sabitidir. (4.90) denkleminin her iki tarafi
dU/d( ile carpilip bir kez daha (’ya gore integrali almirsa

3(U')? =-U? +3cU?+6AU +6B = F(U). (4.91)

bulunur. Burada B ikinci bir integrasyon sabitidir. Ashinda (4.91) denklemi
—F(U)/6 potansiyeline sahip birim kiitleli bir pargacigin hareket denklemidir
veya bagka bir gekilde ifade edecek olursak, U uzaysal, ( da zaman parametresi
olarak secildiginde (4.91) denklemi bir anharmonik salinicinin hareket denklemi
olarak yorumlanabilir. (4.91) denkleminin gercel ¢ozlimlere sahip olabilmesi
ancak F(U) > 0 olmas: ile mimkindir. Eger F(U) = 0 denkleminin bir
tane gergel kokil varsa bu durumda siirl ¢o6ztim bulmak mimkiin degildir. Bu
yizden F(U) fonksiyonunun ii¢ tane ayrik gergel koki oldugunu farzediyoruz.

Bu kabul altinda ¢1 < ¢2 < ¢3 olmak tizere

F(U) = (U 1) (U = ¢2) (e — V), (4.92)

seklinde yazabiliriz. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

1 1 1
c= 5(01 +extes), A= ‘6(0102 + cac3 +c3c1), B = 6616263, (4.93)

oldugu ortaya gikar. Ayrica c1, ¢z, ve c3 koklerinin ayrik ve gergel olmasi igin,

agagidaki egitsizliklerin de saglanmas: gerekir

FP?+24>0, Flc+Vc2+24)>0, F(c—+Vc?+24)<0. (4.94)
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Burada u¢ kok, iki tane de ekstremum noktasi oldugundan, ekstremum
noktalarindan birisi maksimum digeri de minimum noktasi olacaktir. F(U)
fonksiyonunun genel davramg Sekil 4.1'de A efrisi ile verilmigtir. (4.91)
denkleminin gercel ¢6ziimii ¢y ve c3 arasinda nonlineer bir osilasyonu tasvir
etmektedir. Eger ¢ — ¢; ise bu ¢6ztim yalmiz dalgaya kars: gelmekte ve gekilde
B egrisi ile tasvir edilmektedir. Eger ¢ — ¢3 ise bu sabit ¢éziime kars: gelen
lineer siniizoidal dalgalar: vermekte ve gekilde C egrisi ile verilmektedir. Eger

c1, co ve c3 koklerinin ii¢gi de gakigiksa yine sabit ¢éziim olugmaktadir ve bu

¢oziim ilerleyen dalga formunda degildir.

FU;

Sekil 4.1 F(U) fonksiyonun davramg: A : Knoidal dalga, B : Yalmz dalga,
C : Sabit ¢ozuim

Simdi (4.91) denkleminin Jakobiyen eliptik fonksiyonlar cinsinden ¢6ziimunt

bulabilmek i¢in agagidaki sekilde yeni bir fonksiyon tanimlayalim

y*(¢) = e ~ U(Q)- (4.95)

Bu yeni fonksiyon (4.91) denkleminde yazilirsa

1
(v') = ﬁ(yz +c1—c3) (¥ +ca — ca), (4.96)

geklini alir. Bu denklemde

W= 2= BT (4.97)

’
A/C3 — Cy C3 — C1

degigken dontigiimleri kullanilirsa (4.96) diferansiyel denklemi

dw C3 —C1

JOI-Fw) (1-w?) V 12

d¢ (4.98)

gseklini alir. (4.98) denkleminin sol tarafi w = sing déniiglimi kullanilarak eliptik

55



integral oldugu gosterilebilir. Bu déniigiim kullanilirsa (4.98) denklemi

¢
d¢ _ (63 - C]) _
0/ T ats = 1 (¢ —d). (4.99)

seklinde bulunur. Burada d bir integrasyon sabitidir. (4.99) denkleminin sol
tarafi eliptik integralin genligi ve bu genligin sin’ii ise Jacobiyen eliptik fonksiyon

olarak bilinir ve

€3 —C

w:sn[ = ((—d),k] (4.100)

seklinde yazilabilir. (4.100) ifadesi (4.97)’de yerine konursa

v=va=an||[ 252 - 0.4] (4101

bulunur. Bu ¢6ztim (4.95)’de yerine konursa U({) ¢oztimu Jacobiyen eliptik
fonksiyonlar cinsinden agagidaki gekilde elde edilir

C3 — O

12

U(¢) = cs — (cs — c)on? | (¢~ ),k

c3 —C1
12

U(¢) = c2 + (c3 — ca)en? ' (¢ —d), k- . (4.102)

Yukaridaki denklemdeki k& sayis1 (0 € k <« 1) integralin modilii olarak
adlandirilir ve (4.97)2 ile tammlanmigtir. (4.102) denklemindeki cn fonksiyo-
nundan dolay1 KdV denkleminin bu tiir ¢oziimleri “knoidal dalga ” olarak bilinir

ve periyodu K birinci nevi tam eliptik integral olmak tizere

3

3 —C1

T, = 4K (4.103)

geklindedir. Ozel olarak ¢; — c¢; ise k — 1 olur ve cn eliptik fonksiyonu, sech

fonkiyonuna dontugiir ve T}, ’de sonsuza gider. Bu halde de ¢6zlim

C3 —C

U =c; + (c3 — c1)sech? [ D (X - %(2c1 + cz)T>

: (4.104)
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olur. Eger ¢; = Uy, ¢3—c1 = aolarak tammlanirsa KdV denkleminin ¢6ziimu

U = U, + asech? [ 1—2— {X— (Uoo+ 1&) T}

4.105
3 ’ ( )

olarak yazilir. Burada Uy, U’nun sonsuzdaki tiniform durumunu, @ ise dalganin
genligini gostermektedir. (4.105)’deki ¢ozlim yalniz dalga olarak adlandinlir. Bir
yvalniz dalganin yayilma hizi,- @ genligi ne kadar biyikse o kadar
fazladir. Dolayis: ile ayni yonde ilerleyen ve aralarindaki uzaklik yeter derecede
biiyitk olan iki yalmz dalgadan geridekinin genligi daha biiyikse ondekine
yetigecek ve aralarinda karmagik bir etkilegim olugacaktir. Sayisal hesaplamalar
bir siire sonra bu etkilegimin pratik olarak sona erdigini ve asimptotik olarak
iki dalganin yeniden birbirinden ayrilarak yollarina devam ettigini gostermigtir.
Ancak carpigmadan sonra genligi biiyiik olan dalganin one gegtigi gdzlenir.
Carpigmalar: sonunda karakterleri degigmeyen bu tiir dalgalara “soliton”

adi verilir.
Korteweg de Vries-Burgers Denklems :

Bu denklem en genel formda agagidaki gekilde verilir

Ou Ou 0%y Ou®
5{+2au3_3:—+18 5;2"*"753:—3—0. (4.106)

Burada o, (3, + sabit sayilar olup tigiinci terim dissipatif etkiyi, dordincu
terim ise dispersif etkiyi gostermektedir. ¥ — 0 veya # — 0 durumunda (4.106)

denklemi, sirasiyla,

Ou Ou 0%y
gt—+2aua%x+,3 —6—333:0’
ou Ou ou’

geklinde verilen Burgers ve KdV denklemlerine dontigmektedir. Bu denklemlerin
her biri, ilerleyen dalga tipinde ¢oziimleri bulunabilen denklemlerdir.
KdV-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢6zimii uzun zamandan beri
incelenmekte olan bir konudur. Dispersiyonun veya dissipasyonun baskin
oldugu duruma bagll olarak KdV-Burgers denkleminin yaklagik ¢6ziimleri
bulunmugtur. Johnson [35] 1970 yilinda dispersiyonun hakim oldugu (8 > v)
durumunda yaklagik ¢6ziim bulmugtur. Dissipasyonun hakim oldugu (8 < «v)
oldugu zaman ki durum Jeffrey [64] tarafindan incelenmis ve asimptotik

¢ozim elde edilmigtir. Canosa ve Gazdag [65] ise KdV-Burgers denkleminin
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sayisal ¢ozumuni Fourier yontemi ile incelemiglerdir. Bona ve Schonbeck [66]
ise +o00 'da sabit durumuna giden sinirh ilerleyen dalga ¢oziimlerin varhigim ve
tekligini incelemigler ve 8 — 0 iken v = O(1) ve v — 0 iken 8 = O(1) limit
durumlarinda Korteweg de Vries-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimiini
vermiglerdir. Daha sonra Jeffrey ve Xu [67], KdV-Burgers denklemini yeni bir
bagimsiz degisken ve onun kismi tiirevlerini igeren kuvadratik forma indirgeyen
bir déntgim tammiglardir. Onlar KdV-Burgers denkleminin kesin ¢oziimunt
exponensiyel serileri kullanarak elde etmigler bu yontem seri yontemi olarak bi-
linmektedir. Aym yazarlar direkt yontemi kullanarak KdV-Burgers denklemin
ilerleyen dalga ¢oziimlerini bulmuglardir. Bu yontem kisaca agagidaki gekilde

verilebilir:

Direkt Yontem : KdV-Burgers denkleminin

u=U((), (=kz+wt (4.108)

yapisinda kararli ¢ozlimleri arayacagiz. Burada k ve w belirlenmesi gereken
sabitlerdir. (4.108) ¢oziim{i KdV-Burgers denkleminde yerine konur ve bir kez

(’ya gore integrali alinirsa

WU +ka U+ B8 KU +~v E3U" =C 4.109
Y

bulunur. Burada C integrasyon sabitidir. U’nun ¢Oziiminin agagidak:

formda oldugunu varsayalim

U = Asech™( + B tanh™( + D (4.110)

Burada A, B ve D belirlenmesi gereken sabitlerdir. Co6zimin bu
tipte  segilmesinin nedeni KdV  denkleminin ve Burgers denkleminin
¢ozlimlerinin stperposizyonu formunda genel bir ¢6ziim bulabilmek igindir.
(4.109) denklemindeki C integrasyon sabitini sifir alir ve (4.110) ¢éztimt KdV-
Burgers denkleminde yazihirsa ancak n = 2 ve m = 1 durumunda beg
tane bilinmeyen sabiti belirlemek igin gerekli bes tane denkleme ulagihr. Bu

denklemler
4vk*A 4 Bk B + ka(2AD — B?) —wA =0,
ka(B*+D*)+wD=0
2kaD 4+ w = 0,
aAB — kA —yBEk* =0,
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alA —6vk* =0 (4.111)

bulunur. Bu denklemler ardigik olarak ¢ozilurse £, w, A, B ve D sabitleri

a§a§1déki gekilde bulunur

k2 = _ﬂ_z__ W= _Eﬁ — 3ﬂ2
10042’ 125+2’ 50ay’
352 332
B =4+ D=4 . 4.112
250y’ 250y ( )

Bu sabitler (4.110) ¢6ziimiinde yerine yazihirsa KdV- Burgers denkleminin

ilerleyen dalga ¢ozumu asagidaki sekilde bulunur

? 3
o= ;E)iy [Sedlzc + 2tanhe + 2] 6= 1§7m B 12§72 ,
36? .
v = 50i7 [SeChZC — 2tanh( — 2], (=-— 1§7x - 12572 ¢t (4.120)

(4.120) ile verilen ilerleyen dalga ¢oztimleri ¥ — 0 limit durumunda Burgers
denkleminin tanh tipindeilerleyen dalga ¢6ztimiine veya 8 — 0 durumunda KdV
denkleminin sech? tipindeki ilerleyen dalga ¢6ziimiine déniigmez. Eger v — 0
veya  — 0 limit durumunda incelenmek isteniyorsa KdV-Burgers denkleminde

bu limit dikkate alindiktan sonra aym yontemle istenilen ¢oziim elde edilebilir
4.5. Sayisal Cozumler ve Sonucglar

Daha once elde edilen KdV, KdVB ve viskozite-KdV denklemlerinin sayisal
¢oziimlerini inceleyebilmek igin elastik tipe ait blinye denklemlerinin bilinmesi
gerekir. Bu galigmada bir kargilagtirma yapabilmek amaciyla, literatirde mevcut
ve vulganize lastikler igin iyi sonug veren Mooney-Rivlin (M-R) malzemest ile
Demiray [68] tarafindan biyolojik dokular icin 6nerilen gekil degistirme enerjisi
kullanilacaktir. Simon ve arkadaglan [69] tarafindan képegin karin (abdominal)
aortu tizerinde yaptiklari demeyler, Demiray [70] tarafindan [69]’da Onerilen
modelin analitik sonucu ile kargilagtirilmg ve a maddesel sabiti; o = 1.948
olarak bulunmugtur. Lastik tipi malzeme tizerinde yapilan deneysel sonucunda
ise B = 0.9 olarak bulunmugtur (Fung [71]). Kan ve yumugak dokular iizerinde
yapilan deneyler, damar ile kanin kiitle yogunlugu yontinden ayn: mertebede
oldugunu gostermektedir. Dolayis: ile po/p, = 1 alnabilir. O halde m =
H/(RoA%),) olup incelenen damar malzemesi igin H/Ry = 0.1cm olarak alinirsa

m parametresi m = 0.1/A2), seklinde verilebilir. Bu sayisal degerler EKA’da
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verilen @, B; ve 71 katsayilarinda yazilarak KdVB denklemin katsayilar: tegetsel
ve eksenel germeye olan baglliklar1 bulunmustur. Bu galigmada (4.29) ile
verilen denklemin kdokleriyle iligkisi olan dalgalar birinci ve ikinci dalgalar olarak
adlandirilacaktir. Birinci ve ikinci dalgalara kars: gelen KdVB denkleminin iler-
leyen dalga ¢oziimlerinin profili gesitli malzemeler igin baglangi¢ sekil degistir-
mesi ve viskozite parametresi ile olan degigimleri Sekil 4.2-4.9’da verilmistir.
Mooney-Rivlin (M-R) malzemesi igin, birinci ve ikinci dalga profillerinin ¢
ve tegetsel germe oram (Ag) ile degigimi Sekil 4.2 ve 4.3'de gosterilmigtir.
Birinci dalga igin gok formu artan tegetsel germe ile artmakta ikinci dalga
igin ise artan tegetsel germe ile azalmaktadir. Bu gekillerden gortildigi gibi
birinci dalga genlegme ve ikinci dalga ise sikigma dalgas: geklindedir. Biyolojik
malzeme i¢in, bu dalgalarin profillerinin ayn1 parametrelerle degigimi Sekil 4.4
ve 4.5’de gosterilmistir. Bu sekillerin incelenmesinden gortilecegi gibi birinci ve
ikinci dalganin isareti disinda, bu dalgalarin formlar M-R malzemesine oldukga
benzerdir. Sekil 4.5’de gosterildigi gibi, ikinci dalga igin k’nin igareti baglangig
sekil degigtirmesi ile degigir. Tegetsel germenin kiigik degerleri icin pozitif,
buyuk degerleri i¢in negatiftir.

Sekil 4.6 ve 4.7de  M-R  malzemesi igin dalga profillerinin { ve
viskozite parametresi ile degigimleri verilmigtir. Bu gekillerden goruldigi gibi sok
dalgasinin oni artan viskozite parametresi ile daha belirgin olmaktadir. Yine
burada da birinci dalga sikigma ikinci dalga ise genlesme dalgas: seklindedir.
Biyolojik malzemesi i¢in aym1 parametrelerle birinci ve ikinci dalga profillerinin
degisimi Sekil 4.8 ve Sekil 4.9’da gosterilmigtir. Birinci dalga igin gok dalgasinin
onu artan viskozite parametresi ile artmakta, ikinci dalga icin ise azalmaktadir.
Akigkan igin Navier-Stokes ve yaklagik (siireklilik ve momentum) denklemleri
kullanilarak  elde edilen KdV  denkleminin - nonlineer katsayilar
(41, F,) baglangig gekil degistirmesine baghdir. Her iki yaklagimda elde edilen bu
katsayilar cesitli germe oranlari (A, ve Ag ) icin hesaplanmig ve sonuclar Sekil
4.10-4.13 arasinda gosterilmigtir. Tlplin eksenel yondeki haraketi alinmadig
zaman (I' = 0), Mooney-Rivlin malzemesi igin akigkanin yaklagik denklemleri
ile elde edilen KdV denklemi lineer denkleme doniigiir yani nonlineer katsay:
(1) sifirlanur, oysa kesin denklemler kullamldig1 zaman p; = —0.5 esittir. Bu
sonu¢ Demiray [72] ve Hashizume [30] tarafindan verilen sonug ile aymdir.
Sekil 4.10-4.11’de Mooney-Rivlin malzemesi i¢in, tipiin eksenel yondeki
hareketi dikkate alinarak birinci ve ikinci dalgalar igin her iki yaklasimda
elde edilen nonlineer katsayilarinin tegetsel germe ve gesitli eksenel germe
oranlar ile degigimleri gosterilmektedir. Sekil 4.10’da birinci dalga icin, her iki
yaklagimda elde edilen nonlineer katsayisinin )¢ ile degigimleri oldukga birbirine

yakindir ve bu katsayilarin sayisal degeri artan eksenel germe ile birlikte azaldig
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gozlemlenmigtir. Ikinci dalga igin nonlineer katsayilarinin ayni parametrelerle
degisimleri Sekil 4.11’de gosterilmistir. Bu seklin incelenmesinden goriilecegi gibi
akigkanin yaklagik denklemleri kullanildig: zaman bulunan nonlineer katsayisi
kesin denklemler kullanildig1 zaman ki degerinden daha fazladir ve bu katsay:
artan eksenel germe ile birlikte azalmaktadir.

Biyolojik malzeme ig¢in KdV denklemindeki nonlineer katsayilarimin aymi
parametrelerle degigimi Sekil 4.12 ve 4.13’de gosterilmigtir. Sekil 4.12’de
goruldiigh gibi, birinci dalga i¢in her iki yaklasimda elde edilen nonlineer
katsayilarinin Ay ile degigimi birbirine ¢ok yakindir ve artan eksenel germe ile
artmakta tegetsel germe ile azalmaktadir. Ikinci dalga igin, akigkanin yaklagik
denklemleri kullanilarak elde edilen nonlineer katsayisinin sayisal degeri daha
fazladir. Her iki yaklagimda elde edilen bu katsayilar artan eksenel germe
ile azalmakta ve artan tegetsel germe ile artmaktadir. Bu sonuglar Sekil
4.13’de gosterilmistir. Tupln eksenel yondeki hareketi ihmal edildigi zaman
ayni problem Demiray [72] tarafindan incelenmis ve ikinci dalga igin bulunan
sonuglara benzer sonuglar elde etmigtir.

Daha once ifade edildigi gibi KdV denkleminin katsayilar: tiiptin 6ngermesine
ve malzemenin mekanik 6zelliklerine baghdir. Bu nedenle yalniz dalga profili
bu parametrelere bagh olarak degisir. Burada da Mooney-Rivlin ve biyolijik
malzeme icin yalmz dalga profili degisimi tiiplin ongerilmeli ve ongerilmesiz
olmas1 durumunda sayisal olarak hesaplanmig ve sonuglar gekil 4.14 ve gekil
4.17 arasinda grafik olarak gosterilmigtir.

Sekil 4.14 ve gekil 4.16’da Mooney-Rivlin ve biyolojik malzeme i¢in, birinci
dalgaya kars: gelen yalniz dalga profilinin tiiptin 6ngerilmeli (Ag = 1.3, ), = 1.4)
ve ongerilmesiz (Ag = 1.0, A; = 1.0) olmas1 durumundaki degigimi gosterilmigtir.
Bu gekillerin incelenmesinden gorildigi gibi, her iki malzeme igin de gevresel
germe ve eksenel germenin artan degerleriyle yalmz dalga ¢ami tabaninin
daraldig: gorulmektedir.

Mooney-Rivlin ve biyolojik malzeme i¢in, ikinci dalgaya kars: gelen yalniz dalga
profilinin tlipiin 6ngerilmeli (Ag = 1.3, A, = 1.4) ve ongerilmesiz (Ag = 1.0, A, =
1.0) olmas1 durumundaki degigimi ise gekil 4.15 ve gekil 4.17°de gosterilmigtir. Bu
gsekillerin incelenmesinden goriilecegi gibi, Mooney-Rivlin malzeme igin gevresel
germe ve eksenel germenin artan degerleriyle yalmz dalga ¢am tabaninin arttig,
biyolojik malzeme i¢in ise azaldig gorillmektedir.

Arterilerde yalmz dalga problemi deneysel olarak da McDonald [10] tarafindan
incelenmigtir Sekil 4.18. Bu geklin incelenmesinden gorildigi gibi, analitik
olarak bulunan yalmz dalga profili ile deneysel olarak bulunan yalmz dalga
profili arasinda buyuk bir benzerlik vardir. Bu benzerlik, burada sunulan

modelin aort mekaniginde de uygulanabilecegini ifade etmektedir. Bu olasihk
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Yomosa [31] tarafindan genis bigimde tartigildig: icin benzer sozciiklere burada

yer verilmeyecektir.

Sinir tabakas: yaklagimi kullanilarak elde edilen V-KdV ve V-B denklemlerine
ilerleyen dalga formunda ¢6zim elde etmek oldukg¢a glictlic. Bu nedenle bu
denklemlerden V-KdV denkleminin sol tarafi sonlu farklar sag tarafi
ise ayriklagtirlarak hesaplanacaktir. Bu kisimda (4.80); ile verilen V-KdV

denkleminin

U(€,0) = Upsech? {1075 ~10,0], 0<¢< 27“ (4.121)

baglangic kogulu ve periyodik simir kosulu altinda ¢oziimu bulunacak ve

baglangic sekil degistirmesinin dalga profili izerindeki etkileri aragtirilacaktir.

Sonlu farklar gemasimin kararli olup olmamasi KdV denklemindeki lineer
ve nonlineer katsayilara ¢ok yakindan baghdir. Bu nedenle agagidaki olgek

dontigumleri tanimlayarak V-KdV denklemi normalize edilebilir

V=aU, X=0 7=T. (4.122)

Bu dontugtimler Viskozite-KdV denkleminde ve baglangig kogulunda kullanilirsa

av Y% TV X+n,
0
V(X,0) = sech?(10X /7 — 10,0), 0< X < 2r (4.123)

bulunur. Burada a, b, Uy

a =m0 m, ™%, b= (10g,)7"%, Up=a7,

‘ T _
d = 27,6**(1 + 5)(108;) /%, (4.124)

seklinde tanimlanmgtir. Simdi (4.123); denkleminin sag tarafindaki integrali

agagidaki gekilde tanimlayalim

oo

1
(DV)x = 3 /(sgnn +1) |7r77|—1/2 Vx(X +n,T)dn. (4.125)

—0o0

Burada (DV)x’in sonlu Fourier déntigimiine gereksinin duyulacagindan bir
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V(X,T) fonsiyonun (0, 27) arahgindaki sonlu Fourier doniigiimii

V(k,T) = F[V] = % / e XY (X, T)dX (4.126)

seklinde tanimlanir ve (4.125) ifadesinin her iki tarafimin sonlu Fourier

dontisimi alinirsa

27

1 - T _
F[(DV)x] = 21;/ etkRX / (sgnn+1) |t~V V(X +1n,7) dXdn, (4.127)

0

bulunur. (4.127) ifadesinde n = z ve X + n = y doniigiimii yapilirsa

27

1 . T .
F[(DV)x] = ym /e_”“y Vy(y,7) dy / (sgnz +1) |7 2|~/ 2e*2dz

% F[V] / (sgnz +1) |x 2|7/ 2e*2dz, (4.128)

bulunur. Yukaridaki sonug elde edilirken (V(0,T) = V(2r,T)) sinir kogullar
kullanilmugtir. (4.128) ifadesindeki integral alinirsa
(5 FVIG-1), k>0
F[(DV)x] = (4.129)
(5 Fv] (~i—1), k<0

veya daha kapal: formda agagidaki sekilde yazilabilir

1]

1/2
5 ) F[V] (isgnk — 1) (4.130)

F[(DV)x] = (

(4.130) ifadesinin ters Fourier déniigiimi} alinirsa

(DV)x = F™! [ (l_’;_l)l/z (isgnk — 1) F[V]|, (4.131)

bulunur.(4.123) denkleminde d = 0 alimrsa bu denklem KdV denklemine
doniiglir.Bu denklemin sayisal ¢éztimii itk defa Zabusky-Kruskal [73] tarafindan

sonlu fark semasi kullamilarak incelenmigtir.Burada (4.123) denkleminin sol
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tarafi Zabusky-Kruskal [73] tarafindan verilen sema sag tarafi ise agagidaki

sekilde ayriklagtinlarak hesaplanacaktir

n n— (0.1)AT n n n ™ n
Vj+1:Vj 1_—E‘AT(VJ'ﬂ‘*”Vj +Vj—1)(vj+1—vj—1)
_(onAT, . . . 2dAT
(AX)? e Ve = 2V + 2V Vi) + T
N/Z_'l lk' 1/2 N-—-1 B B
x>y (—2—) (isgnk — 1) Y Ve 2HRIN & @2k /N (4.132)
k=—N/2 =0

Burada V* = V(jAX,nAT) seklinde tamimlanmig ve yalniz dalga civarinda
say1sal ¢oziim aranmugtir. [0,27] aralify AX = 27 /N olmak tizere N egit araliga
boélinmig ve kiigik T' degerlerinde sayisal ¢oziim aranmgtir. 7 ve n tamsayilar
olup ¢ kompleks birimi gostermektedir. (4.132) ile verilen sema kullantlarak
V-KdV denklemi (4.123); baslangic kogulu altinda sayisal ¢oziimii Biyolojik
malzeme,birinci ve ikinci dalga i¢in, ilk 6nce d = 0 oldugu durumda daha sonra
ise gegitll A\p degerlerine gore ¢ozimiu verilmig ve sonuglar Sekil 4.19 ve Jekil
4.20’de gosterilmigtir. V-KdV denkleminin sag tarafindaki d katsayis1 baglangic
gekil degigtirmesine ve viskozite parametresine baghdir. Burada v = 0.1, Ay =
1.6 ve Ap = 1.3 alinarak birinci dalga i¢in, V-KdV denkleminin sayisal ¢oztimi
bulunmus ve Ag’nin artan degerleriyle birlikte dalga profili genliginin digtigi
gozlemlenmistir Sekil 4.19. Ikinci dalga i¢in ise Ag'nin artan degerlerine ragmen
dalga profilinde degisme olmadigr gozlemlenmis ve bu sonuglar Sekil 4.20°de
gosterilmigtir. Bu ise Ag'min artan degerlerinde d katsayis: (dissipatif katsay:)
cok kiiciik olmakta ve denklem KdV denklemine déniigmektedir. Simdi (4.65) ile
verilen KdVB denklemi farkh bir baglangi¢ kogulu altinda sonlu farklar yontemi
kullanilarak sayisal ¢6zumi elde edilmeye ¢aligilacaktir. (4.122) ile verilen 6l¢ek
dontiglimleri kullanilarak KdVB denkleminin sonlu farklar yontemi ile ¢oziimii

agagidaki gekilde verilebilir

n n— (Ol)AT n n T T "
VI = VP = e (Vi + VD (Vi = Vi)
_(0.1)AT no_yr
Ay Vi = 2Vi + 2V - Vi)
AT n n n
~ 2 gy (Vi =207 + V). 4130
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Baslangig kogulu ise agagidaki sekilde alinacaktir

V(Y,0) = 0.5(1 — tanh(Y/b), —40 <Y < 20. (4.138)

Burada d; = [3(107,)7%/3 seklinde tammlanmistir. Mooney-Rivlin malzeme,
birineci ve ikinci dalga i¢in, KdVB denklemi (4.138) ile verilen baslangig kogulu
altinda sayisal olarak ¢ozilmis ve sonuglar Sekil 4.21-4.24’de gosterilmistir.
Sayisal hesaplamalar birinci dalga i¢in dalga profilinin zamanla ¢ok fazla
degismedigini gostermektedir. Jekil 4.21'de birinci dalga, T = 1 ve 7 =
0.01 i¢in gok formunun artan tegetsel germe ile diklegtigi gosterilmigtir. Sekil
4.22-4.24’de ikinci dalga icgin dalga profillerinin zamanla ve gesitli tegetsel
germe ile degigimleri verilmistir. Bu grafiklerden goriildiigii gibi dalga profili
salimmmlar yapmakta ve bu salimimlar artan zamanla birlikte ¥ boyunca
yayilmaktadir. v dissipasyon teriminin katsayisimi, u ise dispersiyon teriminin
katsayisimi gostermek tzere, Johnson [35] 4 >> v? limiti durumunda gok
ontnin v = 0.01 ve V(+oo) = 0 kogullan altinda KdV denkleminin yalmz
dalgalanna yaklagtigim gostermigtir. Benzer sonuglar ikinci dalga igin Sekil
4.17-4.19°da gozlemlenmigtir. Diger taraftan birinci dalga igin gok 6nii V(—o0) =
1 ve V(4+o0) = 0 durumunda Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimiine

yaklagtigy gozlemlenmigtir.
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5. NONLINEER DALGA MODULASYONU

5.1 Girig

Bu bélimde igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan ince nonlineer
elastik tiplerde zayif nonlineer dalgalarin genlik modilasyonunun Nonlineer
Schrodinger denklemi (NLS) ile ydnetildigi gosterilecektir. Yapilan deneysel
caligmalar, bliyitk damarlarin eksenel yonde 1.5 ~ 1.7 mertebesinde bir eksenel
germeye maruz kaldigini gostermektedir. Bu  fizyolojik  kogullar  dikkate
alinarak tupun duzgin P, i¢ basincina ve sabit A, eksenel
germeye maruz kaldigl varsayilacaktir. Kalbin periyodik olarak uyguladig:
basing sonucu olugan kan akimi sirasinda bu statik alan tizerine sonlu ve zamana
bagh yerdegistirmelerin stuperpoze edildigi varsayilacak ve eksenel yondeki
bagdan dolay: tuplin eksenel yondeki yer degistirmesine izin verilmeyecektir.
Bu nedenle tiipin radyal yondeki nonlineer hareket denklemleri ve akigkanin
kesin denklemleri kullamilacaktir. NLS denklemindeki lineer (p) ve nonlineer
(q) katsayilarinin ¢arpimlannin igareti diizlem dalga ¢oziimlerinin kararli olup
olmadigin1 belirleme agisindan onemlidir. Bu nedenle akigkanin hem yaklagik
denklemleri hem de kesin denklemleri kullamilarak elde edilen pg katsayisinin
baglangi¢ gekil degistirmesine ve dalga sayisina gore degigimleri grafik tizerinde

gosterilecektir.

5.2 Igerisinde Viskoz Olmayan Akigkan Bulunan Elastik Tiuplerde

Nonlineer Dalga Modulasyonu

Bu kisimda, i¢i akigkanla dolu nonlineer ince elastik tiiplerde zayif
nonlineer dalga modilasyonu indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak
incelenecektir. Akigkan viskoz olmayan, sikigmaz kabul edilecek ve akigkanin
kesin denklemleri kullanilacaktir. Burada tuplin eksenel yonde bir hareketi
olmadigy varsayilacagindan tiip denklemi (2.68) ve v = 0 durumunda
(2.58)-(2.60) akigkan denklemleri ve simir kogulu agagidaki gekilde verilebilir

&%u 0%u 8%u 0%u

Plocipw=m gz T (Br=Bo) u—ao o5 —mu =z +mu? =
v 1 ou\?
+(ﬂ2+ﬁo—ﬂ1)u2+(ao—a1)uw—aal (:9;>
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0%y

822

1 u\® 3 u\? 8%u
+§(—2a2+a1)u (5‘;) +§(a0—71) <$) @, (51)

+ (B3 + B1 — P2 — Bo) u + (a1 — ag — ap) u?

oV,  OVe . OV. 8p

o FVeat Vet o- =0, (5.2)
‘Zz +vra—;/f+vz%‘:’ +g—fz’:o, (5.3)
6812 4 _Z_ 4 581;; _o (5.4)
Swir kogulu
%% = Vile=14u- (5.5)

Simdi agagidaki sekilde € ve T yavag degigkenler tamimlayalim

E=¢c (z — At), T=¢’t. (5.6)

Burada ¢ ortamin fiziksel 6zelligini karakterize eden kiiglik bir parametre, A ise -
grup hizina esit oldugu gosterilecek olan bir sabit, alan buyuklikleri ise yavasg
degiskenler olan ¢, 7 ve hizhi degigkenler olan ¢ ve z ’ in fonksiyonlaridir. (5.6)

kullanilarak tiretme operatorleri

8 o8, 8 a8 8 a8  ,0
~a—z—->az+6 6—6’ at —)at—EAgg—-{-& (79;_- (57)

seklinde yazilabilir. §imdi de alan biyiikliklerinin € cinsinden agagidaki gibi

asimptotik agilimlara sahip olduklar varsayilacaktir

o0 oo
u = zEn un(zat;£77)7 b= Z&_n pn(z,t,m;é,f),
n=1 n=1

Ve = Ze” Vin(z,t,z;€,7), V., = Zs” Ven(z,t,2;€,7).  (5.8)
n=1

n=1

(5.7) ile verilen tiiretme operatorleri ve (5.8) agilimlari yukaridaki (5.1) tip
denkleminde, (5.2)-(5.4) akigkan denklemlerinde ve (5.5) simir kogulunda yazihr
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ve € 'un cesitli kuvvetindeki terimler sifira egitlenirse un, pn, Vin ve Viy'leri

yoneten bir denklemler hiyerarsisi elde edilir. Bu denklemler €3’un mertebesine

kadar agagidaki sekilde verilmigtir
O(e) mertebesindeks denklemler :

=0, (5.9)

(5.10)

(5.11)

d%uy 0*uy oV Op1
Plomy =mga + (B = foju —ao Tz, 5o+ 5
a‘/zl gp_l _ avrl Vrl avzl -0
ot Jz ' Oz T 0z
Sinir kogulu :
Bul
2t = Vil
O(e?) mertebesindeks denklemler :
Bpl . aZ’U,Q 62u1 6211,1
P ] =n (G2 e )+ BB
%y &%y
+ (B2 + Bo — Br)ut — o ( 6z22 - 23z81£) + (o — 1) us

1 (2w
9" 8z )

3;/;2 —)\aggl +Vr1%%l+Vzl%/§+% =0,
Vo 3oy Wy, W O B0,
6;/;2 + V: +3;/:2 6;/21 =0.
Sinir kogulu :
[Vm—ul ag;“l]z 1=%3“ 83%1'
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(5.13)
(5.14)
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O(e®) mertebesindeki denklemler :

1 8 p1 apz Gpl _ 82U3 62u2
3 Gr TH g, T gy T =M 2 g
0%u o%u 8%u 0%u 9%u,q 0%u
2 1 1 _ 2 _ 1 9 2 1
N e 2, M am T iega PG tul 6t2]

+ (81— Bo) us +2(Ba 4+ Bo — P1) ur ua + (Bs + 1 — P2 — Bo) u

— oo +2 + —u1

'azm 62'(1:2 32u1 82’LL2 32u1 . 6211.1 2 8211,1
| 022 0206 = 0¢?

— a1 |u

0%us 0%uq 0%uy 5 0%us 3 Our \* 8%u,
1*‘*“2“37”“15@‘“15;2—] ( ) o

- 30(1

Ouy {Ouy  Ouy 1 uy \ 2 5 0%uy
3z ( } a§>+2(_2"‘2+°‘1)“1 (79;') Ehietr e

a;/f - /\a;/gz I a;/: + %(Vrlvﬂ) + Vi a;/; + Var 8;22

+Va ngl + a_pi =0, (5.18)

6;/:3 - )\839/22 + 6;/;1 + Vi 6;/;2 + Vio 6;/" + %(Vlezz)

G a;/gl * 8;; + a;; =0, (5.19)

a;za * 23 + a;/;g 3;/6,2 =0 (5.20)
Sir kogulu :
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Alan Denklemlerinin Coziimleri :

O(e) mertebesindeks denklemlerin ¢ézimleri :

(5.9) ve (5.10) ile verilen diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri agagidaki formda

yazilabilir

2 2
uy = Z Ul(l) exp(2lé) + k.e., p1 = ZP]“) exp(tld) + k.e. ,¢ =wt — kz,

=1 =1
2 2
V=Y VY exp(ilg) + ke, V=Y VY explilg) + kee. (5.22)

=1 =1

Burada u;, £ ve 7 yavag degiskenlerine , V1, V,; ve Py ise € ve 7 yavag
degigkenlere ve ayni zamanda z’e bagh genlik fonksiyonlandir. Burada k.e.

tamimlanan biyukliklerin kompleks eslenigini gostermektedir.

Agisal frekans: w ve dalga sayis1 & civarinda merkezlenmig dalgalarin nonlineer
self modiilasyonu ile ilgilendigimiz i¢in, ilk mertebede ilk harmoniklerin diginda
yiksek mertebeden harmoniklerin katsayilar: sifir alimir. Bu durumda (5.22)

ile verilen ¢oziimler agagidaki sekli alir

Uy = Ul(l)eie + Ul(_l)e“w, o= Pl(l)eie +P1(—1)e—i9,
Vi = Ve 4 V71 v,y = Ve Ly e, (5.23)

(5.23) ile verilen ¢oztimler (5.9) ve (5.10)’da yerine konur ezp[i (wt—kz)] faktori

atilirsa geri kalan diferansiyel denklem agagidaki gekli alir

o?p) 1P
0z? xr Oz

—~k?PM = 0. (5.24)

(5.24) Bessel tipi bir diferansiyel denklem olup z = 0 da sonlu kalan ¢6ziimi
Iy(kz) modifiye Bessel fonksiyonu cinsinden

(1) _
seklinde ifade edilir. Burada A;, &, 7 degigkenlerine bagh bir fonksiyon olup sinir

kogullarindan tayin edilmesi gerekir. Bu ¢oztim (5.10) ve (5.11) sinir kogulunda

yerine konacak olursa diger alan buiyuklikleri agagidaki gekilde bulunabilir
— n _ . m _
U= U, VP =iwg(ka)l, VY = wgolka)D,
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(1 _ w?

Burada uygunlugu nedeniyle agagidaki tanimlar yapilmigtir

I(kz) w?

gn(k2) = Lk A= kI, (k)

U, (n=0,1). (5.27)

Burada I,(kz) n.” mertebeden modifiye Bessel fonksiyonu , U(,7) ise £ ve T
yavag degigkenlerine bagl bilinmeyen bir fonksiyon olup, yonetici denklem daha

sonraki mertebelerdeki denklemlerin ¢oztimi sonucu elde edilecektir.

(5.26) ile verilen ¢ozlimler tiipe ait olan (5.9) alan denkleminde yerine konursa

agagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir

2 (,81 - ﬂo)kZ + a0k4 k‘I()(k)
= = . 5.
Dalga enerjisinin yayilma hizim gosteren grup hiz ise
42 — kw2 4
_dw _ (4f° = k% )w” + 2a0k (5.29)

YT Gk T 2wk(2f + mk?)
geklinde bulunur.

O(e?) mertebesindek: denklemlerin ¢ozimlers :

(5.26) ile verilen ¢oziimler (5.12) ve (5.14) denklemlerinde ve (5.15) sinir

kosullarinda yerine konursa agagidaki denklemler elde edilir

62
p2|,_, =m 6;2 +[2mw? + 2(By + o — 1) + (—2a0 + o )k* — 27U

1 .
+ mw? +(,62 + Bo ——ﬂl)-l- 5 (301 —20[0) k% — w2 U2621¢

&u . oUu .
+ (81 — Bo) u2 — o 8z22 + 2i(apk — mwl) 6—£e’¢ + ke, (5.30)
Ve  Op2 . ou . w?gi(kz) '
zra k YV i 1 2 _2i¢
5 + 52 twAgy(kz) o e'? + — U’ e
2(k
+ 2w? |2k go(kz)g1(kz) — 91(ke) |U|? + k.e. =0, (5.31)

T
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8Vz2 6p2 w U ¢
ot o ¢ (%~ A)"O(k”’) o€

+i w? k (g3(kz) — g2 (kz)) U? ¥ + ke. =0, (5.32)

aVT‘Z Vr2 61/22
5 "z | o2

+w go(k:t:)——e“’S + ke =0, (5.33)

ve siur kogulu

aU2
ot

6U

VT2 l 8.{

e +iwlkgo(k) — 1] U%e*® + kee. (5.34)

bulunur. Yukaridaki ifadelerde |U|? =UU* olup U*, U'nun kompleks
eglenigini gostermektedir. (5.30) ve (5.33) diferansiyel denklemlerinin

¢bzlimlerini

Vip = ‘°>+ZV£’(:L~ £,7)eap(ilg) + k.e.,
=1

Ve =V ¢ Z VO (z;¢,7)eap(ilg) + k.c.,

=1

(0) + ZP(I)(:L‘ £, m)exp(ild) + k.e.,

2
Ugp = ugo) + Z Uz(l)(é,T)exp(ilé) + ke, (5.35)
1=1

formunda arayalim. (5.35) ile verilen ¢oziimler (5.30)-(5.33) denklemlerinde
ve (5.34) simr kogulunda yerine yazilirsa sirasiylal=0, I=1vel=2
(&%) modlarina kargi gelen diferansiyel denklemler elde edilir. Bu denklemler
agagidaki gekilde verilir :

| =0 denklemlers :

(0)
08 4 22 [okgo(ka(ke) - L2 2 =,

0 0
6V7'(2) + V'r(2)

Oz z

=0, (5.36)
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4 fw?

PO,y = (B = Bo)U3" + (262 + ank® — = 2| U2
ve sinir kogulu
vl _, =0
l =1 denklemler: :
iV 4 31; 2:) i g1(kz) aag 0,
VD kB 1 go(kale (5 - 3) 5 =0,
Bgizl) Vf) isz(z) + wgo(kz) 65‘? 0,
Pz(l)lg,- _ 2]2-20 UD + 2i(aok — mw)) ‘?;é
- ve smur kogulu
wU” VY| _ = A%%
l = 2 denklemler: :
(2) . OP. ()
2iwV,,’ + —2— a + 91 (ke )—U2 =0,

2wV — 2kP,® + w2k[gi(kz) — g3 (k2)]U” =0,

o v
T or t

-2V =,
PP,y = [—4mw? + (B1 — Bo) + 4eok?] UL

2 fw?
k2

3
-+ ,62+§Ol1k2— U2,
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(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)



ve sinir kogulu

2wl ~ VP =iw(2f - 1)U (5.48)

z=1

| =0 modunakargi gelen diferansiyel denklemler ¢oziilirse, bu denklemlerin

¢ozumleri

v =0, P =F(¢,7) —wilgi(kz) + g(ka)] |U? (5.49)

seklinde bulunur. (4.49); ile verilen P2(0) (5.37) denkleminde yerine konursa UZ(O)

¢ozimii agagidaki sekilde bulunur

UZ(O) = —I—UL) l:wz (1 + 4f - éﬁ) - 2,82 — alkz]

(b1 - Bo £ k2
F(, )
+ ———(,31 — ,30). (5.50)

(5.50) ifadesinin gegerli olabilmesi igin #; — By # 0 olmas: gerekir. f; — fo =0

olma hali daha sonra tartigilacaktir.

| = 1 moduna kargilik gelen diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bulabilmek
i¢in (5.39) ve (5.40) denklemleri arasinda Vr(21 ) ve Vz(z,1 ) elimine edilecek olursa

Pz(l) yoneten diferansiyel denklem agagidaki gekilde verilebilir

o*PM 18P L 4y ., U
8332 ; Az —k P2 = 2w go(kx) 8—5 (551)
Bu denklemin genel ¢ozimi
w? tw? oU
P = Zgo(ke)V + = 2o (k2) 57 (5.52)

seklinde bulunur. Burada V, £ ve 7 degiskenlerine bagh bir fonksiyondur.
(5.52) ile verilen ¢dztim (5.39)-(5.40) denklemlerinde ve simir kogulunda yazilirsa
diger alan buytklikleri

Vr(zl) =1wg;(kz)V + [/\gl(k:c) — wxgo(kx)} %—[g,

Vz(zl) =wgo(kz)V +1 [wxgl(km) + (% - )\) go(k:r)} %%:)
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UM = V() + 2 [% - %] %_[g (5.53)

seklinde elde edilir. Bu ¢oéziimler (5.42) ’de yerine konursa

—w?  difw? (f X :
[ P + % (E — ;) + 2i(agk — mwl)

ou _
o¢

0 (5.54)

ifadesi elde edilir. (5.54) denkleminde QU /¢ # 0 olmas: igin kogeli parantezin

ici sifir olmalidir. Bu ise bizi

A=, (5.55)

olmas1 gerektigi sonucuna gotirir.

[ = 2 moduna kargilik gelen diferansiyel denklemlerin ¢oztimleri bulabilmek igin
(5.44) ve (5.46) denklemlerini kullanarak PZ,(Z) yoneten diferansiyel denklem

82P2(2) 13}32(2) B 4k2P2(2) 92 {gf(km) _ kgi(kz)go(kz)

ox? z Oz z? z

K (g2(ka) g§<kx>>] v? (5.56)

geklinde bulunur. Bu denklemin homojen ve 6zel ¢oziimi

w?

PP = S0 fa(2ka) + 5 [ a2 he) — g3k | U7 (5.57)

geklinde verilir. Bu ¢oztim kullanilarak diger alan biytkliikleri ise

VP = iwChi(2kz), VS =wCfo(2kz). (5.58)

z

seklinde bulunur. Burada C({,7) yavas degiskenlere bagl diger bir
fonksiyon olup , f;(2kz) ise agagidaki gekilde tamimlanmigtir

I;(2kz)

fi(2kz) = L,%)

(i =0,1). (5.59)

(5.58) ile verilen ¢oztimler (5.48) simir kogulunda ve (5.47) denkleminde yerine

konursa C(¢, ) fonksiyonu ve Uéz) ¢ozimu agagidaki gekilde bulunur
C =20 +(1-2f)U?
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2fw 3 kQ}
2

2
o _ {wz (g - %kfz_) + 21 -2ph(
-1

{2f—— + 3(cpk?® — mw?) — 2—‘]‘:—3f0(2k) U2, (5.60)

O(e®) mertebesindeki denklemlerin ¢ozumleri :

O(e?) mertebesinde oldugu gibi (5.17)-(5.20) diferansiyel denklemlerinin

¢ozumleri

3
us = Uéo) + Z Uél)(ﬁ,r)e:cp(ilé) + k.e.,
=1

3
Vis = Vr(so) + ZV,.(;)(ZI); €, 7)exp(ild) + k.e.,

=1

3
Vi = Vz(;) + Z Vz(;)(m; €, 7)exp(ild) + k.e.,
=1

3
p3 = Péo) + Z Ps(l)(:c; ¢, m)ezp(ilg) + k.e. (5.61)
=1

geklinde arayalim. Burada U;O), ..... P3(0) € ve T yavag degiskenlerin bir fonksi-
yonlandir. (5.61) ile verilen agihmlar (5.17)-(5.20) diferansiyel denklemlerinde
yerine yazilir ve bir onceki mertebede oldugu gibi [ = 0 ve [ = 1 modlarina kars:
gelen diferansiyel denklemler elde edilebilir. Bu denklemler agsagidaki gekilde

verilir :

| =0 denklemler :

ovy) | op®
— v, z2 + 2

9 73

T w?[gR(ke) + g2 (k)] a%IUIZ ~0

v | Vg OV
oz z o€

=0 (5.62)

ve sir kogulu

3U(0)

4w f
—v,—2— 2 =7

)
=V _, + (= 1) = 2fv, + v, —wk 6—£|U|2. (5.63)

T=
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| =1 denklemler :

or) oVl
or 7 o¢

) oU
iwvd 4 s +iwgy (ko) 5

Y .
iU %[gl(kx)Vr(;)] + kwgi (k2) (VU + VR U

— 2iwkgo(kz)V P U* =0 (5.64)

(1)

vl
iwVd —ikPM — o, + wgo(kx)— + wkgy (k2)V2U*

56

av(") LoVl | opY
+ iwgy (ka) | —=2-U — U | + 62
— iwkgo(kz) [VHU +VRU* ] =0, (5.65)
vy v a9y :
T T o Ve g =0 (559
(1) sz (1) 62U aU
Py = T Vs (v — a0) o + Zimuw o

[ 2f +0flk +2B2 + (Bo — B1) — w? UZ(O)U
+ [5mw2 — (bag — 3a1)k® +2(B2 + Bo — 1) — 5w2] UZ(Z)U*

1
+ [—3mw2 + 5(60:0 — Bay + 4ay)k? — g(ao —7)k*

£3(8s + B — B — o) — (5 — 9P| VPV

ouV
o

+ 2i(agk — mwuy) (5.67)
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ve siur kogulu
2

k
iwUY = V| = dw| o+ f+ 2k fo(2k) — 4k ffo(20)| U2V

z=1 "
+iw(2f - DUOU + w4k fo(2k) — 1 — 27] UPU*

N ouyY  oU
T T or

(5.68)

(5.49), ile verilen PQ(O) ¢ozumi (5.62); diferansiyel denkleminde yerine konursa

oF vy
a—é_‘ — 'Ug a£ = 0, (569)
bulunur. Bu denklemin ¢oztimu
o < FlEn) -
9

seklinde verilir. Bu ¢oztim (5.62)2 ve (5.63) simir kogulunda yerine konursa

Vg’ = S0, BE (5.71)
() _ F 4w f _ _ wk 2
= —203 + [_vgk (I-fY+2f-1+ P |U%, (5.72)

bulunur. (5.50) ile verilen UZ(O) ifadesi (5.72) denklemiyle karsilagtirlacak

olursa F'(€, T) fonksiyonu

U 2 4f 4f2
F=- (2v,? -ll-ﬂlo - 1) {21)92(.02(1 + %2 ?) - 4[321)3 — 2011]@2@3
+ (B —fo) [&U]{vg (f =1) = 4fvy" +2v," — 2wvgk] } (5.73)

seklinde bulunur. (5.64)-(5.65) diferansiyel denklemlerinden Vr(sl ) ve Vz(; )
cekilip (5.66) denkleminde yerine konursa Pg(l) yoneten diferansiyel denklem
agagidaki gekilde bulunur
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2P 18P, 4y [-w? , 82U
522 P —k*P; {—go(km) 2wzgi(kz) e
Sl i i i k| (f1(2kz)g1(ke) + fo(2kx)go(kz))CU
ov
+ 21w go (k) —+ 5 (5.74)
Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimu
2,.2 w? 2
L wézx z o°U
P37 = A3 go(ke) + | ~—5—go(ke )+W91(kfﬂ) EE)
~ w¥{fo(2kz)go(kz) + f1(2kz)g:(k2)] C U*
1zw? av

seklinde bulunur.  Burada Aj, £ ve 7 degiskenlerine bagh bir fonksiyondur.
Bu ¢oziim (5.64) ve (5.65) denklemlerinde yazilirsa Vr(; ) ve Vz(s1 ) biytklikleri
agagidaki sekilde elde edilir

2 2
(1) _ w w v o0°U
V= o+ (= 37) i) - (5”3”3”) ()] G5

2

+ %— {vggl(kx) xwgg(kx)} ov | kFU

§ Vg

ou
91(k2) = g1(ka) 5

V) = Zgo(ke)ds + [( + 57 ) 291 (k) + (-1‘2%2 _lay -k-) g(,(;m)] o5
LN +l90(k$)—- + Z[w:vfl(kvf:) + (— vg)fo(kw)] —5K (5.76)
Vg

(5.76), ile verilen Vr(31 ) ifadesi (5.68) siur kogulunda yazilirsa U;,(,l) agagidaki
sekilde bulunur

S0 _ kg (EFU U O Tans g 931
w wyy, w Or 08 | wk k2 w?2 2
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2
+ [% + f + 2k fo(2k) — 4k f fo(2k)| |[UPU

+(2f = D)ULOU + [ak fo(2k) — 1 — 2f) UP U™

+ [m% - 3’5} %%' (5.77)

Uél) ve Ps(l) ifadeleri (5.67) denkleminde yerine konursa agagidaki denklem elde
edilir

8f2v, 2f%w? 6vlf f v 21 8*U

2 g )

mvg — o+~ = =~ pa — Haok —mwug)(3 ~ w)_%z] a¢?
% 4

4 Zw(zf'l" kz) + JZ;( —1)+a1k2+2ﬂ2+50—ﬂ1—wz}Uz(O)U

r 2 2,,2
+ 12f£0w . 4fk:) +3(mw2 —a()k'z _w2) +2ﬁ2+3a1k2 Gf ]U(2)U*

'8 2 12 2 2 %) 2. .2 2
+ —Ah e + f:) +8fw? — == — 3wlm + 3(B1 — o)

|k k k P

1 3 9
+ 3aok® +3(63 — B2) + 5(=d + 4ag)k? — 5 (a0 —mk‘*] U)2U v—fo-]:—FU
9
—iw?  difw? f vy v
Ttz (E )—I— 2i(agk — mvgw)} 5 (5.78)

(5.78) denkleminde 0V/0¢ nin katsayisinin v, oldugu dikkate alinirsa agagidaki

Nonlineer Schrodinger denklemi elde edilir

oUu o*U

5 TP e

+ ¢ |UJPU =0. (5.79)

Burada p ve ¢ katsayilar agagidaki gekilde tanimlanmigtir

1
p= 2wk(2f + mk?)

{vgk(2f + mk?) + 2wv, (k% — 4f?) — wu,(2f + mk?)

2—10:—2@2 — 4f2)} , (5.80)

— Wik —
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1
1= 2w(2f + mk?)

2
{ [—% +8fk* +6f +2f% — 12k % fo(2k) + 6ffo(2k)]w2

1 3
+ 5(=501 +4az)k® +3(Bs — Fa)k* — 5 (a0 — 71)k

r 2 2,2 2
n h12ff0]£2k)w _ 4fk2 _ 6]}:‘: +3(mw2 _ aokZ _w2) —{-3&1.’{,‘2 +2ﬂ2]
[, 3k 2y 4 2 2 2 3 4
X |w (7—2f) E(1—=2f)fo(2k) + 2fw” — Bak —§a1k}
-1
y 220; 2)_2w2f2(2k)] T (45 = 1) + ark®

+2082k* + (Bo — B1)k? — w?k?] [4—]%-% +2f -1+ wk]
Vg Vg

1
202 + By —

7 {[4fw2(f — 1) + 4fwkv, + ark? + 26 k*

2
T (Bo — A1)k —wh?) { (1 - %) — 2B, — ank? + (B — Bo)(1 - 2f)

~ 261 - )+ L= -0 1 (5.:51)

(5.50) denkleminde f; — 8o = 0 oldugunda F(&,7), U, (0) ve U( ) ifadeleri
agagidaki gekli alir

2
F, )= [2,32+a1k2—w (1+i—{—%)]

o0 Fo [

207 (1-f )+2f—1+—]|U|2

Vg

—92 —1
U2(2) = [%fo + 4mw? — 4a0k2]
4 2
X [252 + ok —w? — “]: f +2 f0(1 - 2f)] (5.82)

Bu ifadeler (5.78)'de yazilirsa 8y — fp = 0 durumunda Nonlineer Schrodinger

denkleminin nonlineer katsayis: (¢) bulunabilir.
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NLS denklemi dispersif ortamlarda bir boyutlu diizlem monokromatik
dalgalarin self modilasyonu karakterize eden bir denklem olarak ortaya gikar.
NLS denkleminin kararli ¢ozumleri genellikle Jocabiyen elliptik fonksiyonlarla
ifade edilir ve 6zel durumlarda sabit genlikli diizlem dalga, faz sigrama, karanlik
ve parlak zarf solitonlar igerir. p ¢ > 0 veya pg < 0 olma durumu verilen bir
baglangi¢ datasinin NLS denklemi ile yonetilen asimptotik alanda uzun zaman
sonucunda nasil ilerleyecegini belirlemesi agisindan énemlidir.

Simdi Nonlineer Schrodinger (NLS) denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini

agagidaki gekilde arayalim

U, 7)y=V(n) expli(KE = Q7)], n=E&—cr, c=sabit. (5.83)

Burada K ve § sabit sayilar olup V() reel bir fonksiyondur. (5.83) ¢oziimi

NLS denkleminde yerine konursa
2

174 dv
— +i(2Kp—c¢)— + (Q = K%*p)V 3 — 5.84
P2 +1(2Kp —¢) i + ( p)V+4¢V° =0 (5.84)

bulunur. Eger ¢ ve Q ifadesi

A2
c=2Kp Q=K2p——q7 (5.85)
seklinde secilirse (5.84) denklemindeki ikinci terim diser ve
d*v Al
ey 22y iy (5.86)

dn*  2p P

geklini alir. Bu denklem tipik knoidal dalga denklemidir. (5.86) diferansiyel
denklem dV/dn ile carpilir ve integre edilirse

(ﬂy =C+Laryr_ Ly (5.87)
dn 2p 2p

bulunur. Bu denklemin ¢6ziimi ¢ = 2K p varsayim altinda Jacobiyen eliptik
fonksiyonlar cinsinden bulunabilir. Burada bazi 6zel durumlar igin NLS

denkleminin ¢béziimleri verilecektir.

(i) Eger pq > 0 icin |n| — oo iken V' — 0 ve dV/dn — 0 oldugunu kabul edersek
C = 0 bulunur. Bu durumda (5.87) denklemi

dav.

W (2)"y vy 559

2p
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seklini alir. Bu denklemin ¢6ziimii
1/2
Vin) = Asech[(—;—p) An] (5.89)

seklinde bulunur.

(i) Eger pg < 0iginn — oo iken V' — Vj ve dV/dn — 0 oldugunu kabul edersek
C = —qVy}/2p olarak bulunur. Burada Q = pK? — ¢V olarak alinmigtir. Bu
durumda (5.84) denklemi

geklini alir. Bu denklemin ¢oziimi ise

V(n) = Votanh[(— 5‘%) B Von] (5.91)

seklinde verilir. (5.89) ve (5.90) ¢6ztimleri sirasiyla zarf yalniz (solitary) dalga

¢ozumune ve faz sigramasina karg: gelmektedir.

(iii) Eger |U| sonsuzda U, sabitine yaklasirsa Nonlineer Schrodinger

denkleminin ¢oztimi agagidaki gekilde verilir

U(&,7) = Upexp[t( K€ — Q7). (5.92)

Dizlem Dalga Cozumlerinin Kararlhilig :

Burada NLS denkleminin diizlem dalga ¢éziimiinin kiiglik pertiirbasyonlar
altinda kararli olup olmadig: incelenecektir. NLS denkleminin ¢oziimiu p(é,7)

genligi ve 6(¢, 1) faz1 gostermek izere

u(€, ) = p(€,7) exp[e(£, )], (5.93)

seklinde yazilabilir. Bu ¢ozim  NLS  denkleminde  yazilir, reel ve
imaginer kisimlar ayrilacak olursa agagidaki gekilde kuple nonlineer diferansiyel
denklemler elde edilir

Op 0%6 Op 06

ulad — 4 9ZFZ T

gr P ["agz T2oeae| =



00 0? 06
ool = (5)| -5 = 569

p ve 6 fonksiyonlari p = pg ve § = 8y denge konumu civarinda agagidaki sekilde

seriye agilabilir

p=potep+epr+ ...
6 =0 +eb +e*0, + ... (5.95)

(5.95) agihimlan (5.94) denklemlerinde yerine konur ve lineerlegtirme yapilirsa

p1 ve 61 igin agagidaki denklem sistemine ulagilir

=0, (5.96)

09, &p1  3q ,
PG ~Phgr T 4 PP 0. (5.97)

(5.96) ve (5.97) denklem sisteminin ¢ozlimleri agagidaki gekilde dizlem dalga

cozlimleri cinsinden aranacaktir

(p1,61) = (A, B)exp [i{(K& — Qr)]. (5.98)

Bu ¢oziimler (5.96) ve (5.97) denklem sisteminde yerine konur ve sifirdan farkh

olma kogulu kullamlirsa agagidaki dispersiyon bagintis: elde edilir

3
0 =p*K* — qupng. (5.99)

(5.99) ifadesi yeniden dizenlenecek olursa

3 1/2 : 4:pK2 1/2

bulunur. (5.100) dispersiyon bagintisindan goruldigi gibi verilen bir K igin
eger pg < 0 ise () reel olacak ve p; ve #; simrh kalacaklardir. pg > 0 ise
K < (3p/ q)l/ 2p0/2 esitsizligini saglayan degerleri icin © kompleks olacak ve
dolayisi ile p; ve 67 sinirsiz olarak buyuyecektir. Bunedenle pg < 0 ise Nonlineer

Schrodinger denkleminin diizlem dalga ¢6ziimleri kiiglik pertirbasyonlar altinda
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kararli oldugu, pg > 0 ise kararh olmadig1 soylenebilir.
5.3. Sayisal Sonuglar ve Tartigma

Bir onceki kisimda belirtildigi gibi, NLS denkleminin diizlem dalga ¢oziimlerinin
kararli olup olmamasi pgq ¢arpimlarimin igaretine baghdir.  Bu nedenle pg
carpimlarnnin igareti malzeme 6zellikleri, baglangig sekil degistirmesi ve dalga
sayisina gore degisimlerinin incelenmesi gerekir. Bunun i¢in o ve f malzeme
sabitlerinin niimerik degerlerine ihtiyacimiz vardir. Dérdinceii boliim de oldugu
gibi burada da o = 1.948 ve f = 0.9 olarak alinacaktir. (5.80) ve (5.81) ile
verilen p ve g katsayilarinda gorilen «;, B; ve 7; ifadelerinin eksenel germe
ve tegetsel germe cinsinden degerleri Mooney-Rivlin ve biyolojik malzeme igin
EKA’da verilmigtir. ¢ ve f’nun nimerik degerleri ve m = 0.1/A\3), alinarak
p ve q katsayilar niimerik olarak bulunmug ve pg ifadesinin baglangig gekil
degigtirmesi ve k dalga sayisina gore degigimleri Sekil 5.1 ve 5.2’de gosterilmigtir.
Bu sekiller akigkanin yaklagik denklemleri kullanilarak elde edilen pq katsayis:
ile bu caligma da elde edilen pg katsayisinin baglangic gekil degistirmesi ve k
dalga sayisi ile olan degigimlerini gostermektedir.

Sekil 5.1’de Mooney-Rivlin  malzeme icin, akigkanin  her iki yaklagimu
kullanilarak elde edilen pq katsayisi artan k degerlerine karsi azaldig
gozlemlenmigtir.  Kesin denklemleri kullamilarak elde edilen pg katsayisinin
tegetsel germeye kars: degigimleri ¢ok hassas degildir.

Biyolojik malzeme igin, akigkanin kesin denklemleri kullanildig) zaman tegetsel
germenin buyik degerleri i¢in pg katsayis1 k’'nin yaklagik 1.4 degerinden sonra
pozitif olmakta ve tegetsel germenin kiiglik degerleri igin negatif olmaktadir.
Akigkanin yaklagik denklemleri kullanildig: zaman ise pg katsayisi artan & dalga
sayisina gore artmakta ve Ag’min her 1iki degeri igin ise negatif olmaktadir. Bu

sonuglar gekil 5.2’de gozlemlenmigtir.
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4.00 —
- @ - A=13
Yak.Denk.
- - A=l6
T —e— =12 }
A=16 Kesin Denk.
0.00 —
Pq 7
-4.00 — T
S ~
N A \.\
N ~
- ~
‘0\ . S
N \.
~ -~
-8.00 — S X
’ ~
0.00 0.40 0.80 k 1.20 1.60 2.00

Sekil 5.1 Mooney-Rivlin malzeme i¢in, pg carpiminin baglangig gekil degigimine

ve k dalga sayisina gore degigimi
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4.00 --J
- - r=13
L Yak.Denk.
- - - A=l6
———  A.=(.3
el Kesin Denk.
0.00 — o - -
== ST
-
0q
-4.00 =
»
e - b
v’
-8.00 — .-
R
vl * - - -
-12.00 T f T T | I T ] T 1
0.00 2.00

0.40 0.80 k 1.20 1.60

Sekil 5.2 Biyolojik malzeme igin, pg ¢arpimimn baglangi¢ sekil degigimine ve &
dalga sayisina gore degisimi
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6. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu ¢alismada igerisinde viskoz (veya viskoz olmayan ) akigkan bulunan
ongerilmeli ince elastik tiiplerde nonlineer dalga yayilmasi incelenmig ve
literatiirde bilinen bazi evolusyon denklemleri elde edilmeye ¢aligilmigtir. Bunun
icin once, kisaca konunun tarihsel geligiminden s6zedilmig daha sonra tiip ve
akigkan hareketlerini yoneten nonlineer diferansiyel denklemler elde edilmigtir.
Ancak elde edilen bu denklemlerin yiliksek mertebeden nonlineer olmalan
nedeniyle bu denklemleri analitik olarak c¢6zmek oldukga giigtiir. Bununla
birlikte asimptotik agilimlara dayamlarak dissipatif-dispersif ortamlarda gesitli
pertiirbasyon yontemleri kullanilarak nonlineer dalga yayilmas: incelenebilir.
Bu amaca yonelik olarak, bu caligmada kullamilacak indirgeyici pertiirbasyon

yontemi genel nonlineer denklem sistemi i¢in agiklanmagtir.

Bu ¢ahgmada ilk once igerisinde viskoz akigkan bulunan Ongerilmeli ince
elastik  tiiplerde zayif nonlineer dalga yayilmasi problemi incelenmigtir.
Akigkanin  kesin (Navier-Stokes) denklemleri  kullamilbug ve  daha
sonra literaturdeki sonuglarla karsilagtirmak i¢in akigkanin yaklagik denklemleri
bulunmugtur. Reynolds sayisinin ¢ok biiyitk veya viskozitenin ¢ok kii¢itk oldugu
durumda akigkanin davranigi ideal akigkaninkine yaklagir. Bu durumda aym
problem sinur tabakasi yaklagimu altinda ¢6ziilmiig ve viskozite-KdV (V-KdV)
ve viskozite-Burgers (V-B) denklemleri elde edilmistir. Bu denklemleri analitik
olarak ¢ozmek mumkiin olmadig i¢in sayisal olarak incelenmigtir. Bu boliimiin
sonunda KdVB denkleminin ilerleyen dalga ¢éztimlerinin profilleri ¢ , baglangig
sekil degigtirmesi ve viskozite parametresine gore ¢izilmigtir. Akigkanin yaklagik
ve kesin denklemleri kullanilarak bulunan KdV denkleminin nonlineer katsayisi
cesitli eksenel ve tegetsel germeye gore degigimleri incelenmigtir. Sayisal

sonuglarin incelenmesinden agagidaki sonuclar elde edilmigtir :

(i) Mooney-Rivlin malzemesi icin, birinci dalgaya karsi gelen KdVB
denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimleri artan tegetsel germe ile artmakta ikinci
dalga icin ise artan tegetsel germe ile azalmaktadir . Birinci dalga genlegme

ikinci dalga ise sikigma tipindedir.

(ii) Biyolojik malzemesi i¢in, bu dalgalarin formlar: birinci ve ikinci dalganin

igareti diginda Mooney-Rivlin malzemesinin dalga formlarina ¢ok benzerdir.
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Burada birinci dalga sikigma ikinci dalga ise genlegme tipindedir.

(ii1) Mooney-Rivlin ve Biyolojik malzemesi igin, ilerleyen dalga ¢oziimlerinin
viskozite parametresine ve (’ya gore degisimleri birinci ve ikinci dalgalarin
igaretleri diginda aymdir. Her iki malzeme igin, sok dalgalarin 6nii artan
viskozite ile birlikte daha belirgin olmaktadir. Burada da birinci dalga sikigma
ikinci dalga ise genlegsme tipindedir. Biyolojik malzeme igin ise birinci dalga

genlesme ikinci dalga ise sikigma tipindedir.

(iv) Tiipiin eksenel yonde hareketi sifirlandigi zaman, Mooney-Rivlin malzemesi
i¢in, akigkanin yaklagik denklemleri kullanilarak elde edilen KdV denkleminin
nonlineer katsayisi sifirlamir. Akigkanin kesin denklemleri kullanildig: zaman ise
bu katsay1 baglangic sekil degistirmesine bagh degildir. Tipin eksenel yonde
hareketi alindig1 zaman ise her iki yaklagimda nonlineer katsay: baglangig sekil
degistirmesine baghdir. Mooney-Rivlin malzemesi ve birinci dalga igin, her iki
yaklagimda elde edilen nonlineer katsayisinin tegetsel ve eksenel germeye gore
degisimleri birbirine ¢ok yakindir ve artan tegetsel germe ile azalmaktadar. Ikinci
dalgaya kars: gelen nonlineer katsayisi artan tegetsel ve eksenel germe ile azaldig:

gozlemlenmigtir.

(v) Biyolojik malzeme igin, birinci dalgaya karsi gelen nonlineer katsayisinin
tegetsel germe ile degigimi her iki yaklagimda da hemem hemen aymidir. Bu
katsayr artan tegetsel germe ile azalmakta ve eksenel germe ile artmaktadir.
Ikinci dalgaya karg: gelen katsay: ise artan tegetsel germe ile artmakta ve artan

eksenel germe ile azaldig: gozlemlenmigtir.

(vi) Yapilan deneysel cahgmalarda (McDonald [10]) gozlenen yalmz dalga
profili ile burada analitik olarak bulunan yalniz dalga profili arasinda yakin bir
benzerlik gorilmuis ve onerilen modelin aort mekaniginde de uygulanabilecegi

umidini gug¢lendirmigtir.

(vii) Biyolojik malzeme ve birinci dalga i¢in, V-KdV  denkleminin dalga
profilinin genligi artan Ay degerleriyle birlikte diigmekte oldugu gozlemlenmigtir.
Ikinci dalga icin d katsayisimin ( dissipatif terimin) ¢ok kiiglik olmasi nedeniyle

genliklerdeki diigme fazla gozlenmemigtir.

(viii) Mooney-Rivlin malzemesi igin, KdVB denkleminin V(Y,0) = 0.5(1 —
tanh(Y/b)) baslangic kogulu altinda sonlu farklar yontemi kullanilarak sayisal
¢6zimt bulunmusgtur. Birinci dalga i¢in dalga profilinin zamanla c¢ok fazla
degismedigi gozlemlenmigtir. Tkinci dalga icin dalga profili salimimlar yapmakta

ve bu salinimlar artan zamanla birlikte Y boyunca yayilmaktadir. Johnson [36]
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4y > v? limiti durumunda (v dissipasyon teriminin katsayisini, p ise dispersiyon
teriminin katsayisim gostermektedir) sok Sniiniin v = 0.01 ve V(£o0) = 0
kogullar1 altinda KdV denkleminin yalniz dalgalarina yaklagtigini gostermigtir.
Benzer sonuglar ikinci dalga igin de goézlemlenmigtir. Ayrica birinci dalga icin
sok onll V(—o0) =1 ve V(+00) = 0 i¢in Burgers denkleminin ilerleyen dalga

¢oziimune yaklagtigy gozlemlenmigtir.

Son olarak nonlineer dalga modiillasyonu incelenmistir. Ince tiip denklemleri
ve viskoz olmayan akigkanin kesin denklemleri kullanilarak boyle bir ortamda
genlik  modilasyonun  nonlineer Schrodinger denklemi (NLS) ile ifade
edilecegi gosterilmigtir. i§1em kalabalikligi olmas1 nedeniyle tiiptin eksenel
yondeki hareketi ihmal edilmigtir. Nonlineer Schrédinger denkleminin diizlem
dalga ¢ozlimlerinin  kararlihg lineer (p) ve nomlineer (g) katsayilarimin
carpimunin  igsaretine  baghdir. Bu nedenle akigkanin  hem  yaklagik
hem de kesin denklemleri kullanilarak bulunan pg garpiminin % ile
olan degisimleri grafik tizerinde tartigilmigtir. Bununla ilgili sonuglar agagidaki

gekilde verilebilir :

(1) Mooney-Rivlin malzemesi igin, her iki yaklagimda bulunan pq katsayis: artan
k degerlerine gore azaldig: gozlemlenmigtir. Dolayis: ile bu malzeme igin NLS

denkleminin diizlem dalga ¢oztimlerinin kararh oldugu soylenebilir.

(ii) Biyolojik malzeme igin ise, akigkanin yaklagik denklemleri kullamilarak
bulunan pqg katsayisi artan k degerlerine karsi negatif olmaktadir yani bu
yvaklagim igin NLS denkleminin diizlem dalga ¢ozlimleri kararli olmaktadur.
Akigkanin kesin denklemleri kullamildig: zaman ise Ap’min blyik degerlerinde
ve k’nin yaklagik 1.4 degerinden sonra pg carpimu pozitif olmaktadir. Dolayis
ile ¥ = 1.4 degerinden sonra diizlem dalga ¢ozimlerinin kararli olmadig:

soOylenebilir.

Bu c¢aligmada incelen her iki problemde de, tiip duvarmmin ince oldugu
varsayilmigtir. Ancak biyolojik uygulamalar gézontinde bulunduruldugunda,
bliyitkk damarlarda bile damar kalinhiginin ortalama yaricapa oram 1/6 ile 1/4
arasinda degigmektedir. Bu nedenle, biyolojik uygulamalarda ince tiip denklemi
yaklagimina pek sempati ile bakilamaz, kalin tiip denklemlerinin kullanilmas:
gerekir. Keza tip malzemesi olarak da ideal elastik ve izotrop malzeme yaklagimi
kullanilmigtir. Ancak yapilan deneysel galigmalar tiip malzemesinin viskoelastik
ve anizotrop oldugunu gostermektedir. Daha gergek¢i bir model igin bu 6zel-
liklerin yonetici nonlineer denklemlere yansitilmas: gerekir. i§te bu problemler

gelecekte tizerinde galigilmas: gereken 6nemli konulardir.
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EK A : BAZI ELASTIK MALZEMELER ICIN «;, 8 Ve =
KATSAYILARININ AGIK IFADELERI

Burada ana metinde yer alan bazi katsayilarin gesitli elastik malzemelere bagh
olarak ifadeleri verilecektir. Bunlar :

(1) Mooney-Rivlin malzemesi icin Sekil degistirme enerjisi fonksiyonu agagidaki
geklide verilebilir

2= L[8(1 - 3)+ (1 - B)(L — 3)] (A1)

Burada u kayma modiili, 8 maddesel sabit, I; , [ ve Is = 1 ise Finger
deformasyon tansoriinin invaryantlarin: gostermektedlr Asal germeler halinde
I, ve I, invaryantlar agagidaki bigimde tanimlanabilir

1 1
2472 272 -
I] = )‘ZA'Z +A9A9+ —“——W % E’IZ = 2}\3

1

+A2AZ AL+ ——.
AgA%

(42)

Bu ifadeler (2.67) denklemlerinde yerine konursa agagidaki katsayilar elde edilir

1 .
28
@1 = 3337 + 20 — B)AZAZ
o= 377 + (1= BN
Bo = B0% ~ 3757 + (L= HODE - 3)
3
B = A0S + 355) + (L= HODE+ 35)
5 =88 _60-5)
TR
108 | 10(1—B)
Byt TR
3
1= B0 + 3y + (1 - BB+ 35
1-8
6(A2A2 )
318 2412
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(ii) Yumugak dokular igin Demiray [68] tarafindan Gnerilen Sekil degigtirme
enerjisi fonksiyonu agagidaki gekilde verilebilir

%{emp[a([l ~3)]—1). (A4)

Bunlar « ve p birer maddesel sabittir. A4 ifadesi (2.67) denklemlerinde yerine
konurda «;, Bi ve ; katsayilar: agagidaki bigimde verilebilir

ap = (A2 -

)\2/\2)F(A97)‘ )

1
o) = 2[3\2-AE + Ol()\g - >\2)\2 )()‘3 - )\2A2 )]F(/\97 >‘Z)

oz = [,\2; +°‘( X D A4,\4)+2 b viv
0% - 733 R
fo = (4 = 33)F 0.2
B=(05+ 37 A2) +2a(M) - A;A% Y1F(ra, X.)
B2 = (575 + 300 + )0 = 33) +20°0% = 535 I, 1)
B = [5zyz + a0 + 3353 — 33) + 4008 + )0 — 33
. 4a3 YR

s P00
7= [()‘2

1
AZAZ) +20{(>\2 Ag)‘z )Z]F(Ao,)\z)

2 3
3~ ) 2 -

-3 3 .3 Ll

__6 4
v = [W + 3a( A

)\2/\2) ]F()‘97>‘ )

+ 220 - 7 03 - I EE (45)
Burada F(\g, A;) fonksiyonu agagidaki gekilde tanimlanmigtir
1
F(Xg,A;) = expla(D3 + 22 + VY —3)]. (A6)
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Sekil B.2 Mooney-Rivlin malzeme ve birinci dalga igin, KdVB denkleminin

ilerleyen dalga profilinin germe ile degisimi
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Sekil B.3 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga igin, KdVB denkleminin

ilerleyen dalga profilinin germe ile degigimi
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Sekil B.4 Biyolojik malzeme ve birinci dalga i¢in, KdVB denkleminin ilerleyen

dalga profilinin germe ile degigimi
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Sekil B.5 Biyolojik malzeme ve ikinci dalga i¢in, KdVB denkleminin ilerleyen
dalga profilinin germe ile degigimi
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Sekil B.6 Mooney-Rivlin malzeme ve birinci dalga i¢in, KdVB denkleminin

ilerleyen dalga profilinin viskozite parametresi ile degigimi
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Sekil B.7 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga icin, KdVB denkleminin

ilerleyen dalga profilinin viskozite parametresi ile degigimi
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Sekil B.8 Biyolojik malzeme ve birinci dalga igin, KdVB denkleminin ilerleyen

dalga profilinin viskozite parametresi ile degigimi
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Sekil B.9 Biyolojik malzeme ve ikinci dalga igin, KdVB denkleminin ilerleyen

dalga profilinin viskozite parametresi ile degigimi
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Sekil B.10 Mooney-Rivlin malzeme ve birinci dalga icin, p; katsayisinin germe

ile degigimi
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Sekil B.11 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga igin, p; katsayisimin germe

ile degigimi
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Sekil B.12 Biyolojik malzeme ve birinci dalga igin, p; katsayisinin germe ile

degigimi
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Sekil B.13 Biyolojik malzeme ve ikinci dalga igin, p; katsayisinin germe ile

degigimi
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Sekil B.14 Mooney-Rivlin malzeme ve birinci dalga i¢in, yalniz dalga profilinin

tiiptin ongerilmeli ve 6ngerilmesiz olmas: durumundaki degisimi
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Sekil B.15 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga igin, yalmiz dalga profilinin

tiipiin 6ngerilmeli ve ongerilmesiz olmas: durumundaki degigimi
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Sekil B.16 Biyolojik malzeme ve birinci dalga igin, yalmz dalga profilinin tipin

éngerilmeli ve ongerilmesiz olmasi durumundaki degigimi
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Sekil B.17 Biyolojik malzeme ve ikinci dalga i¢in, yalmz dalga profilinin tiiptin

ongerilmeli ve ongerilmesiz olmas1 durumundaki degigimi
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Sekil B.18 Arterilerde deneysel olarak gozlenen dalga profilleri
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Sekil B.19 Biyolojik malzeme ve birinci dalga igin, V-KdV denkleminin yalniz

dalga profilinin germe ile degigimi
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Sekil B.20 Biyolojik malzeme ve ikinci dalga igin, V-KdV denkleminin yalmz
dalga profilinin germe ile degigimi
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Sekil B.21 Mooney-Rivlin malzeme ve birinci dalga igin, KdVB denkleminin gok
profilinin germe ile degigimi (T=1)
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Sekil B.22 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga i¢in, KdVB denkleminin sok
profilinin germe ile degigimi (T=1)
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Sekil B.23 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga i¢in, KdVB denkleminin gok
profilinin germe ile degigimi (T=4)
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Sekil B.24 Mooney-Rivlin malzeme ve ikinci dalga i¢in, KdVB denkleminin sok
profilinin germe ile degigimi (T=6)
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