ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESi * FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERININ
KOHOMOLOJIK YAPILARI

1,307

DOKTORA TEZI
Y. Miih. 8. Kayhan ULKER
(509972017)

4
w ANTASYOD “ﬂﬂ

Tezin Enstitiiyé Verildigi Tarih : 17 Mayis 2002
Tezin Savunuldugu Tarih : 1 Ekim 2002

/
Tez Damiymanm : Prof. Dr. Mahmut HORTACSU/\/\/\ hg\{‘ﬂ/%

Diger Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Omer Faruk DAYI (i.T.U.) (2.~ o(,c?,‘
\

Prof. Dr. fsmail Hakki DURU (F.G.E.) \ v A M

Prof. Dr. Cihan SACLIOGLU (B.U.) C;LQ,%T,-,AM

v . . v A -
Dog. Dr. Nese OZDEMIR (1.T.0.) N-Ovdenn

EKIM 2002



ONSOzZ

Bu ¢alisma aracih@iyla ilk olarak saym hocam Prof. Dr. M. Hortagsu’ya tesekkiir
etmeyi bir borg biliyorum. Kendisi tiim fizik egitim ve 6grenim agamalarnmda
degerli bilgi birikimini ve bakig agisimi paylagmayl esirgemeyerek gerek bu
calismanin alt yapisinin olugsmasinda, gerekse bu ¢ahsmanin gelismesinde biiyiik
katkisi olmugtur.

Bu ¢alismada incelenen probleme ilgimi ¢eken ve galigmanin Bonn Universitesi
Teorik Fizik Boliimii'nde yiiriitiilen kisminda karsilagtigim sorunlarda yardim
eden sayin Prof. Dr. R. Flume’ye tesekkiir ederim.

Ayrica, c¢ahgma sirasinda karsilagtigim gesitli sorunlari verdigi cevaplarla
aydinlatan Saym Prof. Dr. O. F. Dayrya ve Uni-Bonn ve LT.U. Fizik
boliimlerindeki tiim ¢ahgma arkadaglanma tesekkiir ederim.

Bu c¢ahgma Tirkiye Bilim ve Teknik Aragtirina Kurumu (TleiTAK),
Biitiinlegtirilmis Doktora Program ile desteklenmigtir. Dolayisiyla bana bu
sans: verdiklerinden ve destegin uzatilmasi igin gosterdikleri anlayigtan dolayi
TUBITAK, Bilim Adam Yetistirme Grubu’na ve destek boyunca ilgili tiim sorun-
larimla ilgilenen sayn A Atag’a tegekkiir ederim.

Son olarak, tiim yagamim boyunca gerekli ilgi, sevgi, destek ve Ozveriyi esirge-
meyerek bu giline gelmemde en biiyiik paylar: olan sevgili annem Rezzan ve babam
Erden Ulker’e ve bu caligma boyunca gosterdigi sabirdan dolay1 sevgili egim Zoé
Leenhardt Ulker’e tesekkiir ederim.

May1s 2002 S. Kayhan ULKER

i



ICINDEKILER

TABLO LiSTESI iv
KISALTMALAR v
SEMBOL LiSTESI vi
OZET vii
SUMMARY viii
1. GIRIS 1
2. SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERI 4
2.1. Wess-Zumino Modeli 5
2.2. N=1 Super Yang-Mills Teorisi 11
2.3. N=2 Super Yang-Mills Teorisi 13
3. SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERININ
KOHOMOLOJIK YAPISI 18
3.1. Siipersimetri Kohomolojisi 18
3.2. Wess-Zumino Modelinin Kohomolojik Yapisi 20
3.3. N=1 Super Yang-Mills Teorisinin Kohomolojik Yapis: 23
3.4. N=2 Super Yang-Mills Teorisinin Kohomolojik Yapisi 26
4. SUPER YANG-MILLS TEORILERI VE
BRST KOHOMOLOJiSi 31
4.1. N=1 SYM Teorisi vé BRST Kohomolojisi 32

4.1.1 Genigletilmis BRST Doniigiimleri ve ST Operatori 32
4.1.2 ST Operatoriiniin Kohomolojisi ve N=1 SYM Eylemi 40

4.2. N=2 SYM Teorisi ve BRST Kohomolojisi 48
5. SONUCLAR VE ONERILER 55
KAYNAKLAR 58
EKLER 62

OZGECMIS 70

iil



TABLO LISTESI

Tablo 1
Tablo 2
Tablo 3

Tablo 4

N=1 SYM teorisinde alanlarin boyutlar1 ve R yiikleri
N=2 SYM teorisinde alanlarin boyutlar1 ve R yiikleri
N=1 SYM teorisinde alanlarin boyutlari,

Grassmann pariteleri,hayalet sayilari ve R yiikleri
N=2 SYM teorisinde alanlarin boyutlar:,

Grassmann pariteleri, hayalet sayilan ve R yiikleri

v



KISALTMALAR

KD : Kabuk dist

KU  :  Kabuk iisti

WZ : Wess-Zumino

SYM :  Siiper Yang-Mills

BRST :  Becchi, Rouet, Stora, Tyutin
BV :  Batalin, Vilkovisky

ST :  Slavnov-Taylor



SEMBOL LiSTESI

w, v, ’\’ P

a, /Ba'%

1,7, k, ...

(pa A&’ ¢a "pa; /\a, D,
Qa)_Qd

0&7?_&

5&;6&

S(¥)
B

Q

Uzay-zaman indisleri

Siipersimetri indisleri

SU(2)-R indisleri

Alanlar

Kiral ve antikiral siipersimetri tiretecleri
Siipersimetri parametreleri

Komiit eden siipersimetri hayaletleri

ST ozdesligi

ST operatorii

Tirmanma operatorii

vi



SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERININ KOHOMOLOJIK
YAPILARI

OZET

Siipersimetrik alan teorilerinin cebirsel yapisi yardimiyla bir kohomoloji problemi
tamimlanmigtir. Bu kohomolji probleminin baz: 6zel ¢oziimleri kullanilarak, kabuk
dis1 siipersimetrik WZ modeli ve N=1,2 SYM teorilerinin eylemlerinin diigiik
boyutlu alan polinomlarimn coklu supervaryasyonlar: ile temsil edilebilecegi
gosterilmistir. Bu sonug, siipersimetrik eylemlerin ilgili bir siiper¢oklunun en ist
eleman olugu ile iligkilendirilebilir. Kabuk iistii slipersimetrik durum iginse, elde
edilen benzer bagintilarin orjinal eylemden hareket denklemleri kadar fark eden
bir ifade verdigi bulunmustur. Her ne kadar, kabuk listii WZ modelinde etkilegme
terimi ve diiglik boyutlu alan polinomlar1 arasinda cebirsel bir iligki bulunabilse
de, SYM teorileri igin kabuk iistii durumda benzer bir cebirsel iligki bulunamaz.

Diger taraftan, dért boyutta BRST kohomolojisi ve N=1,2 SYM eylemleri
arasindaki iligki tartigilmigtir. Ozellikle, Cebirsel renormalizasyon yontemindeki
lineerlestirilmig Slavnov-Taylor operatorii B’nin kohomolojik analizinden elde
edilen yavru denklemlerin ¢oziimlerinden, kabuk digt ve kabuk #sti N=1,2
SYM eylemlerinin her ikisinin de diigiik boyutlu alan polinomlar: ile
iligkilendirilebilecegi gosterilmigtir. Bundan bagka, kabuk dig1 ve kabuk istii du-
rumlardaki ¢6ziimlerin, bu iki durumdaki kohomolojinin ayni olmasindan dolayi,
birbirlerinden sadece bir B tam terim kadar fark ettigi gosterilmigtir.

Bu ¢algmada elde edilen sonuglar diger siipersimetrik modellerin cebirsel
yapisinin incelenmesinde kullanilabilecegi gibi, ayn1 zamanda stpersimetrik teo~
rilerin renormalize olmama teoremlerinin ve SYM teorilerindeki pertiirbatif ol-
mayan instanton katkilarimin anlagilmasinda da kullanilabilirligi tartigimigtir.

vil



COHOMOLOGICAL STRUCTURE OF SUPERSYMMETRIC
FIELD THEORIES

SUMMARY

A cohomology problem is defined by using the algebraic stucture of the (globally)
supersymmetric field theories. By using some particular solutions of this cohomol-
ogy problem, it is shown that the off-shell supersymmetric actions of Wess-Zumino
model and N=1,2 SYM theories can be represented as multiple super variations
of some lower dimensional field polynomials. This result can be related to the fact
that supersymmetric actions can be viewed as the highest component of respec-
tive supermultiplets. For the on-shell supersymmetric case, it is found that above
similar relations differ from the orginal actions by modulo equation of motion
terms. Even if it is possible to find a algebraic relation between the interaction
terms of on-shell Wess-Zumino model and lower dimensional field polynomials, it

is not possible to find such relations for on-shell SYM theories.

On the other hand, the relation between BRST cohomology and the N=1 and N=2
supersymmetric Yang-Mills actions in four dimensions is discussed. In particular,
it is shown that both off and on-shell N=1,2 SYM actions are related to a lower
dimensional field polynomial by solving the descent equations, which is obtained
from the cohomological analysis of linearized Slavnov-Taylor operator B, in the
framework of Algebraic Renormalization. Furthermore we show that off and on-
shell solutions differ only by a B- exact term, which is a consequence of the fact

that the cohomology of both cases are same.

As the results obtained in this work can be used to understand the algebraic
structure of other supersymmetric models, it is also discussed the applicability of
our method to understand the non-renormalization theorems of supersymmetric
theories and also to understand the non-perturbative instanton contributions in

SYM theories.
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1 GIRIS
Kuantum alan teorilerinin siipersimetrik genellestirilmeleri [1, 2, 3, 4], giinlimiiz
parcacik fizikgileri tarafindan hem fenemolojik ve hem de teknik acidan pek ¢ok

fayda getirdiginden yogun olarak caligilmaktadir. Bu faydalarin en 6nemlilerinden

bir tanesi renormalize olmama (non renormalization) teoremleridir.

Kisaca renormalize olmama teoremleri, siipersimetrik alan teorilerinin pertiirbatif
olarak renmormalize edildiginde belirli bir mertebeden sonra ortaya cikan mor
Otesi wraksakliklarin birbirini gotiirmesi sonucu bu mertebeden sonra teorinin
sonlu oldugunu gosteren teoremlerdir [5]. Mor Gtesi 1raksakliklarin birbirlerini
gotiirmeleri ilk olarak Iliopulos ve Zumino [6] tarafindan Wess-Zumino mo-
deli i¢in incelenmigtir. Daha sonra 1975’lerde siiperuzayda tamimlanan siiperalan
formiilasyonu gelistirilerek [7, 1, 2] gesitli teorilerdeki renormalize olmama teorem-
leri siipersimetrinin getirdigi tiim kolayhklar kullanilarak ispatlanmugdir [8, 9, 10].

Diger taraftan, fiziksel olarak agikar olmayan hesaplamalar i¢in siipersimetrinin
bilesen alan formiilasyonu kullamilmalhdir. Bu formiilasyonda teorinin
siipersimetrik olmasi i¢in kuantum alan teorisinin standart kavramlarmdan
bagka herhangi bir varsaymma ihtiyag yoktur. Tek kisitlama teorinin ek
olarak siipersimetriye sahip olabilmesi i¢in dogal olarak teorinin eyleminin bu
siipersimetri doniigtimleri altinda degismez kalmasidir. Bu kisitlama sadece
teorinin sahip oldugu alanlar, kiitleleri ve baglanma (kuplaj) sabitlerini belirler.

Yukanida. bahsedilen renormalize olmama teoremleri, bilesen alan
formiilasyonunda ilk olarak Wess-Zumino modeli i¢cin R. Flume ve E. Kraus
[11] tarafindan gosterilmistir. Bu ispat, modeldeki etkilegme terimlerinin disiik
boyutlu bir alan polinomunun ¢oklu siipervaryasyonu olarak yazilabileceginin
gosterilmesine dayanmaktadir [11]. Dolayisiyla renormalize olmama teorem-



lerinin cebirsel kaynaginin siipersimetrik teorilerin kohomolojik yapisi oldugu
diigiiniilebilir [12].

Yaptigimz bu ¢alismada dort boyutlu siipersimetrik alan teorilerinin kohomolojik
yapilarini inceleyecegiz. Her ne kadar bu yapinmn incelenmesi kendi bagina ilging
olsa da, yukarida da bahsedildigi gibi renormalize olmama. teorilerinin bilesen alan

formiilasyonunda ispatlanmasi i¢in 6nemli bir yer tutmaktadir.

Yapilan galisma iki ana kisima ayrilabilir. Ilk kisimda Wess-Zumino (WZ) mo-
delinin etkilesme terimlerinin ve N=1, N=2 Siiper Yang-Mills (SYM) teori-
lerinin diigiik boyutlu alan polinomlar: cinsinden, silipersimetri cebri yardimiyla,
bilesen alan formiilasyonunda nasil ve hangi sartlar altinda elde edilebilecegi
gosterilecektir [12] 1. Elde edilecek bu iligkiler siipersimetrik teorilerin kohomolo-
jik yapisiyla ilgilidir [12] ve siipersimetri cebri yardimiyla tanimlanabilen bir ko-
homoloji probleminin ¢éziimii olarak yazilabilir [13].

Bolim 3’de incelenecek olan bu yaklagimda siipersimetrinin yardime1 alanlar
iceren, yani kabuk-digt (KD, off-shell) siipersimetri formiilasyonu kullanimas:
zorunludur. Bagka bir deyigle KD siipersimetri ile siipersimetrik eylemler ve
etkilesme terimleri tam olarak diisiik boyutlu alan polinomlarnnin ¢oklu var-
yasyonu ile bulunabilmesine ragmen, benzer yaklasimla kabuk-istii (KU, on-
shell) siipersimetri kullanilarak elde edilen terimler orijinal eylem ve etkilegsme
terimlerinden hareket denklemleri kadar fark eder. Bu sorun KU-siipersimetri
igin yardimei alanlarin hareket denklemleri yardimiyla yok edilmesi sonucu
siipersimetri cebrinin sadece hareket denklemleri kullanildignda kapanmas: ile
ilgilidir. KU-siipersimetri durumunda ortaya ¢ikan bu eksik terimlerin SYM teo-
rileri igin bir gekilde telafi edilerek, diigiik boyutlu alan polinomlan ve KU eylem
arasinda cebirsel bir iligki bulunabilmesi miimkiin degildir.

Yukarida bahsedilen Kﬂ'—sﬁpersimetri cebrinin hareket denklemlerine kapan-
mas1 probleminin zarif bir ¢ézlimi Batalin-Vilkovisky (BV) yontemi ile bulu-

1N=1 kiiresel ve yerel (lokal) siipersimetrik eylemlerin ve anomalilerin benzer bir yolla ince-
lenmesi Ref.[14, 15, 16]'da bulunabilir.



nabilir [17, 18, 19]2. Cebirsel Renormalizasyon yontemi [21] olarak da anian
bu metodda teorinin renormalize edilebilmesi i¢in her alana karsilik eylemde
bu alanlann (genisletilmis) BRST doniigiimlerine baglanan anti-alanlar teoriye
ilave edilir. Boylelikle renormalizasyon programi anti-alanlar yardimiyla yazilan
lineerlestirilmig Slavnov-Taylor (ST) operatoriiniin (BRST) kohomolojisi prob-
leminin ¢o6ziimiine indirgenir. Bu kohomoloji probleminin hayalet sayis1 0 icin
¢Ozlimii, teorinin renormalizasyonu i¢in kuantum eylemine eklenmesi gereken
karsi-terimleri (counter-terms), hayalet sayisi 1 icin olan ¢oziimleri ise teorideki

olas1 anomali terimlerini verir.

Cebirsel Renormalizasyon yontemi bugiine kadar cesitli (KU) siipersimetrik
teorilerin renormalizasyonuna uygulanmstir [22, 23, 24, 25, 26, 27|. Belir-
tilen caligmalarin baslangig noktas: olagan BRST doniiglimlerinin siipersimetri
doniigiimlerini de igerecek sekilde genisletilmesidir®. Boylelikle Wess-Zumino
ayarinda siipersimetrik ayar teorilerindeki diger bir zorluk olan siipersimetri
cebrinin alanlara bagh ayar doniigiimleri ile modifiye olmasi problemi
coziilebilmigtir. Diger taraftan, aym zamanda yukanda bahsedilen KU
siipersimetri cebrinin hareket denklemlerine kapanmasi problemi ise teorinin
eylemine standart olmayan anti-alanlarin kuadratik terimleri eklenerek
halledilmigtir [22, 23, 24, 25, 26, 27, 32].

Yaptigimiz caligmamin ikinei kismuinda Cebirsel Renormalizasyon yonteminde
elde edilen lineerlegtirilmig ST operatérii B’nin, BRST kohomolojisi incelenerek
N=1 ve N=2 SYM teorisinin (genigletilmis) eylemleri hem KD ve hem de KU
slipersimetri igin diigiik buyutlu alan polinomlan cinsinden nasil ifade edilebilecegi
gosterilecektir [33]. Elde edilen bu bagmntilar B-operatoriiniin kohomoloji prob-
leminin incelenmesi ile elde edilen yavru (descent) denklemlerin ¢oziimleri ile
iliskilendirilebilir. Bu yontemin ilk avantaji yavru denklemlerin sonuncusunun
¢oziimii eylemin dahil oldugu siipersimetri ¢oklusunun en alt (en diigiik boyutlu)

elemamm ve ilki de ¢coklunun en iist elemanim yani teorinin eylemini vermesidir.

2Bu y5ntemin kendi bagma yeterli bir incelemesi Ref.[20]'de verilmistir.

3BRST doniigiimlerinin kiiresel simetrileri igerecek sekilde genigletilmesi, bizim bilgimiz
dahilinde ilk olarak lineer olmayan Sigma modelleri igin Ref.[28, 29]’da kullamlmigtir. BRST
doniigiimlerinin keyfi bir simetri ile genigletilmesi Ref.[30, 31]'de bulunabilir.



Dolayisiyla eylemin hangi diiglik boyutlu alan polinomu ile iligkili oldugu ve bu
ikisinin ne sekilde birbiriyle iligkilendirilebilecegi BRST kohomolojisinin ¢6ziimii
ile dogal olarak bulunabilir [33].

Kullamlan yontemin diger bir avantaji ise KD ve KU siipersimetri ile elde edilen
eylemlerin birbirlerinden farkinin bir tam B-terimi olarak yazilabilmesidir [33].
Bu sonug sadece dig alan igerigi ile birbirlerinden farkh olan iki teorinin ayni

oldugunu sdyleyen teorem [34] ile ilgilidir.

Son olarak bu galigmanin bir yan sonucu olarak KU siipersimetrili teorilerde anti-
alanlarin ¢esitli kombinasyonlarimin KD stlipersimetrili teorilerdeki yardimc: alan-
lar gibi davrandiklar: bulunmugtur [33]. Bu sonug her ne kadar sagirtict olmasa
da bugiine kadar yardimci alan icerigi bulunamarmsg olan teorilerin (6rnegin N=4
SYM) KD siipersimetrik formiilasyonunun bulunmasinda faydal olabilecegini

diigiiniiyoruz.
Yapilan ¢aligmanin plam agagidaki gibidir:

Bolim 2’de siipersimetrik alan teorilerinin temel oOzellikleri ve bu teori-
lerin siipersimetrinin bilesen alan formiilasyonunda nasil elde edilebilecegi

ozetlencektir.

Boliim 3’de siipersimetri cebri yardimiyla bir kohomoloji problemi tanimlanarak,
bu kohomoloji probleminin ¢6ziimlerinden WZ modelinin ve N=1,2 SYM teori-
lerinin KD eylemlerinin diigiik boyutlu alan polinomlarimin ¢oklu siipervaryasyonu
ile elde edilebilecegi gosterilecektir. Benzer yaklagim KU durum igin de
tartigilacaktir.

Boliim 4'de N=1 ve N=2 SYM teorilerinin (genisletilmis) BRST kohomolojisi
incelenerek hem KD ve hem de KU siipersimetrik eylemlerin tam olarak diisiik
boyutlu alan polinomlar: cinsinden yazilabilecegi gosterilecektir.

Son olarak, Boliim 5’de elde edilen sonuglar 6zetlenerek, bu sonuglarin SYM teo-

rilerindeki diger ¢aligmalara uygulanabilirligi tartigilacaktir.



2 SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERI

Bir teorideki fermiyonlar ve bozonlar arasinda tanimlanan bir simetri olan
siipersimetri, S-matrisin standart simetrilerine relativistik kuantum alan
teorisinin aksiyomlarim bozmadan eklenebilen tek simetridir {35, 4]. Dolayisiyla
siipersimetrik bir kuantum alan teorisi siipersimetri altinda doniigen alanlar ve bu

simetri altinda degismez kalan bir Lagranjiyen ile tutarh olarak ifade edilebilir.

Bir teoride siipersimetrinin varolmasinin en 6nemli Ozelliklerinden bir tanesi,
siipersimetri sayesinde birbirlerine doniisen farkh spinli fermiyon ve bozonlarin
tek bir (siiper) simetri ¢coklusunun elemanlar: olarak yazilabilmesidir. Dolayistyla,
herhangi bir siiper¢okluda fermiyon ve bozon sayilar: esittir ve aym cokluya ait
olan tiim fermiyon ve bozon alanlar1 aym kiitleye ve aym1 baglanma sabitine sahip-

tir.

Siipersimetrik bir teorinin eylemi siipergoklular yardimiyla yazilabilir. Bilegen
alan formiilasyonunda, eylemin sahip olmas istenen siipercoklular belirlendikten
sonra, eylem bu siipercoklularin elemanlarinin standart kuantum alan teorisinden
bilinen kinetik terimlerini ve D-boyutta renormalize edilebilir en genel kiitle ve
etkilesme terimlerini igeren bir ifade ile verilir. Dogal olarak, eylemdeki bu te-
rimlerin katsayilarmn alabilecegi degerler eylemin siipersimetri altinda degismez

kalma gsartiyla kisitlanmigtir.

Supersimetrik alan teorilerinin anlagilmas: i¢in literatiirdeki onemli kaynaklar
[1, 2, 3, 4] olarak siralanabilir. Bu bélimde, yapian ¢alhismanin kendi bagina
anlagilabilir olmasimi umarak, siipersimetri [1] ve [3] izlenerek kisaca 6zetlenmeye
cahisilacaktir.



2.1 Wess-Zumino Modeli

Dért boyutta yazilabilen en basit siipersimetrik model olan Wess-Zumino (WZ)
modeli kiral ve anti-kiral siipersimetri ¢oklularinin elemanlarin igerir. Dolayisiyla
hem bu modelin ingasi ve hem de daha genel teoriler i¢in kullamlmas1 gereken
farkli goklularin nasil bulunabilecegi hakkinda bir fikir vermesi igin kiral ve anti-
kiral goklularin ne sekilde elde edildiginin incelenmesi faydalhdir [3].

Herhangi bir stipersimetri ¢coklusunun elde edilmesi i¢in dogal olarak siipersimetri

cebri bilinmelidir. N=1 (kiiresel) slipersimetri cebri 4-boyutta komiitatérler

cinsinden
6Q, Q] = 265*3P, 2. 1)
[6Q,6Q] = 0 = [6Q, §Q)] (2. 2)
[Ppa eQ] =0= [Pp: g@] (2 3)

bagmtilar ile verilir. Burada 6, ve 8, anti-komiit eden siipersimetri parametreleri
ve P, momentum operatoriidiir. Teorideki alanlar iizerine etki eden siipersimetri

dontigiimleri ise kiral ve anti-kiral doniisiimlerin toplami olarak yazilr,
5A =[0Q, A+ [6Q, A] (2. 4)
ve P, = —id, i¢in yukandaki siipersimetri cebri kullamlarak
6% = —2i6o*99, (2. 5)
elde edilir.

Stipersimetri cebri ile kiral ¢oklu ve bu g¢oklunun elemanlari arasindaki
siipersimetri doniigiimleri yedi basit adimla elde edilebilir [3]. Ik adm kiral
¢oklunun en diigiik boyutlu elemaninin bir kompleks skaler alan olarak se¢ilmesidir

¢(z) = S(z) + iP(z) (2. 6)
Ikinci adimda ¢(z)’in anti-kiral doniigiimler altida degigmez kalmas: icin

[Qs, ¢(z)] =0 (2.7)



sart1 konulmahdir. Bu noktada eger yukarida verilen (2.1-2.3) cebri igin Jacobi
ozdesligi kullanilirsa

[0Q, [0Q, ¢]] + 6@, [¢,0Q]] = —[¢, [8Q, 6Q]] = 2i60*00,.¢ (2. 8)

¢(z) alamunmin bir sabit olmamasi i¢in [Q,, #] # 0 olmasi gerektigi goriiliir. Bu
ayni zamanda ¢ alaninin kompleks secilmesinin gerekliligini gostermektedir.

ﬁgﬁncﬁ adimda 95, Fog, X5 alanlan
[0Q, ¢] = ab%P, (2.9)

[9Q7 ’(/jﬂ] = beaFaﬁ 3 [Q—Q, wa] = CXa'g'é'B- (2 10)

a, b ve c sabitler olmak iizere tanimlanir.

Dordiincii adim bu alanlara siipersimetri cebrinin uygulanmasidir. Bu amacgla

denk.(2.8)’de verilen Jacobi 6zdesligi kullanilirsa
ach® X os0* = 20000, (2. 11)

olacagindan
Xoa = 0%050,0 (2. 12)

elde edilir. Diger taraftan tekrar Jakobi 6zdesligi kullamldiginda

[6'Q,16Q, ¢l +[0Q,[4,6'Q]] + (¢, [6Q,6Q]| =0 (2. 13)

bulunan
abf*0'P Fgo — ab 0P F =0 (2. 14)

esitligin saglanabilmesi igin Fpg alanimin

Fop = €apF (2. 15)
formunda olmas: gerektigi bulunur.
Besinci adim F(z) alaninin siipersimetri doniigiimlerinin tamimlanmasidir:

[6Q,F]=d6?Y, , [6Q,F]=ef¥* . (2. 16)



Altinci adum daha 6nceki adimlara benzer olarak ¥ ve Y alanlarina siipersimetri

cebrinin uygulanmasidir. Dolayisiyla tekrar Jacobi 6zdeglikleri,
[0Q,0Q, Y]] + [0Q, [¢a, Q] + [¥, [0Q, 6Q]] = 0 (2. 17)
[6'Q, 16Q, Yoll + [6Q, [, Q)] + [va, ['Q, 6Q]] = 0 (2. 18)
ve (2.16) esitligi kullanilarak
—be0, 057 % = 2i00"00,14 + 2i0*:0°9,6", (2. 19)
—bdf,6"PY; + bd8,,0°Ys = bdOF'Y, = 0 (2. 20)
bagintilar: bulunur. Bu iki bagintinin ¢éztimleri ise
Y% =0,%0"y, Y,=0 , be=2i (2. 21)
seklinde elde edilir.

Yedinci ve son adim ise yukarida kullanilmaya ihtiya¢ duyulmayan siipersimetri
cebrindeki diger bagintilarin saglanip saglanmadiginin kontrol edilerek a, b, c,e
katsayilarinin tayin edilmesidir. Yukarida verilen tanim ve sonuglar kullanilirsa

[6'Q,8Q],¢] = [¢'Q,6Q], F] = [[§'Q,6Q}, F] =0 (2. 22)
[16Q,8Q], F] = —2i05+68, F (2. 23)

bagmtilarmin ilgili Jacobi 6zdeglikleriyle saglandig1 ve katsayilarinda
a=b=+v2 , c=e=iV2 (2. 24)

olarak elde edildigi goriilir. Dolayisiyla kiral ¢oklu ®, iki kompleks skaler alan ¢
ve F, ve bir kiral Weyl spinor alam ile yazilabilir ® = (¢, %, F)?, ve goklunun

elemanlar
6p = 26y (2. 25)
8o = iV2(0"8)aB,d+ V20, F (2. 26)
6F = iv205*8,9 (2. 27)

siipersimetri doniigiimlerini saglar.

4Goriildiigi gibi kiral goklu 4 reel bozon ve 4 reel fermiyon alan igerir. Bu sonug yukarida
da belirtildigi gibi bir slipersimetri ¢oklusundaki bozon ve fermiyor sayilarmm esitligini
gostermektedir.



Diger taraftan anti-kiral ¢oklunun elde edilmesi igin tahmin edilebilecegi gibi i-
kinci adimda verilen [Qg, ¢] = 0 sart1 yerine [Qq, #] = 0 kullanilmalidir. Ancak

[Qa, ¢]" = —[@%, 4"} =0 (2. 28)

oldugundan anti-kiral coklu ® = (¢f,%, FT), kiral multiplet ®'nin hermitsel
eglenegi alinarak bulunabilir ve

66t = V209 (2. 29)
6% = iV2(6"0)%8,4" + V264 FT (2. 30)
SFT = iv2058,% (2. 31)

siipersimetri doniisiimlerini saglar.

Goriildiigii gibi yukanda verilen yedi adimda siipersimetri ¢oklular: tiiretme
yontemi ile kiral ve anti-kiral ¢oklularin alan igeriginin tamam, yani yardimci
alanlan da iceren, yapis: elde edilebilir. Yardimei alanlar® F, FT (2.1-2.3) ile ve-
rilen siipersimetri cebrinin, fermiyon alanlarimn hareket denklemlerini saglamasi
sartimn kullanilmadan kapanmasim saglarlar. Dolayisiyla elde edilen bu goklular
kabuk-dig1 siipersimetriktirler.

Yukarida verilen yedi adimda siipersimetri goklular: tiiretme yontemi benzer
adimlar izlenerek (ve dogal olarak adim sayisi arttirilarak) daha karigik durumlara
uygun sartlar altinda uyarlanabilir [3]. Ancak bu her durum igin ¢oklunun tiim ele-
manlarimin bulunabilecegini gostermez. Ornegin N=4 SYM ve N=2 siipersimetrik
madde ¢oklularimin yardimer alanlan igeren yapilar halen bilinmemektedir ve
dolayisiyla bu teorilerin KD siipersimetrik formiilasyonunun bulunmas ya da bu-
lunamayacaginin gosterilmesi ve bu formiilasyonun altinda yatan matematiksel

gercekligin anlagilmasinda 6nem tagimaktadir.

Wess-Zumino modeli yukarida bulunan kiral ® = (¢, %, F) ve anti-kiral ® =
(¢, %4, FT) siipercoklular ile verilir. Modelin eylemi

5Bu alanlarin yardimei alan olarak adlandimlmasinin nedeni, agagida gosterilecegi gibi,
teorinin eylemi yazldiginda, bu alanlarmn hareket denklemlerinin diger alanlar cinsinden ce-
birsel bir denklem olmasidir. Dolayisiyla bu alanlar teorinin eyleminden hareket denklemleri
kullamlarak yok edilebilirler ve fiziksel olarak bir deger tagimazlar.



SWZ = /d4m(Lkin + Letk)
= / d'z{—08,410"¢ — ipGy + F'F
Hm(OF ~ S9u) + 9(60F — wig) +hel} (2. 32)

ifadesi ile kinetik ve etkilesme terimlerinin toplami ile verilir. Burada m ve g
sirasiyla alanlarn kiitlesi ve (kompleks) baglanma sabitidir.

Denklem (2.32)" de verilen Ly, ve Lot terimleri ayri aym (2.25-2.27) ve (2.28-2.31)
ile verilen siipersimetri déniigiimleri altinda degismezdir:
6Liin = 6{~0,4'0"¢ — i@+ F'F} =0 (2 33)
1
6Li = S{m(dF — su0) + g($6F — ypd) + he} =0 . (2. 34)

Diger taraftan WZ modelinin alanlan igin hareket denklemleri
¢ = —mF' ~ 256 F' + gypp | 8°¢' = —mF — 29¢F + gyy (2. 35)
P = im + 2G04’ |, P = imy + 2igy¢ (2- 36)
F=-m¢'—gg'¢" , F'=—mg¢—g¢s (2. 37)
olarak bulunur. Burada denklem (2.37)’den de goruldiigi gibi F ve F' alan-
larimn hareket denklemleri bu alanlarn tiirevlerini igermeyen cebirsel bir denk-
lemdir. Bu nedenden 6tiirii yardime: alan olarak adlandirilan F ve F' alanlan
fiziksel hesaplamalar icin ilging degildirler ve (2.37) kullamlarak modelin eyle-
minden ve siipersimetri doniigiimleri (2.27-2.31)’den yok edilebilirler. Boylelikle

siipersimetrinin yardime alanlari icermeyen KU formiilasyonu elde edilmig olur.
F ve F' yardima: alanlarmin yok edilmesiyle KU siipersimetrik WZ eylemi
Sws = [ d's[-8,8106 — 109 — (" + 36'6")(md + 999)

~ g~ il — g - G4 (2 39)

seklinde yazilir ve KU siipersimetri doniigiimleri §’ altinda

8¢ = 26y (2. 39)
e = iV2(0*8)a8,0 — mV20,0" — §vV20,0T61 (2. 40)
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&t = 26y (2. 41)
§9% = ivV2(540)%8,4" — mv20°¢ — gV20%4¢ (2. 42)

degismez kalir,
§Swz=0 . (2. 43)

Gortildiigi gibi KU siipersimetri donitisiimleri artik eldeki modele, yani kiitle m
ve baglanma sabiti g’ye baghdir. Diger taraftan KU siipersimetri dontisitmleri
kullanildiginda (2.1-2.3) ile verilen siipersimetri cebri sadece (2.36) ile verilen
fermiyonlarin hareket denklemleri saglantyorsa elde edilir® ve (2.5) bagintisi

62 = —2i60*08, (mod. 9, ¢’ hareket denklemleri). (2. 44)

seklini alir. Dolayisiyla her ne kadar modelden yardimci alanlar yani baz bo-
zonik alanlar atilmg olsa da, hareket denklemlerinin saglanma sarti bozulmug

gibi gbziiken fermiyon-bozon simetrisini yeniden saglar.

2.2 N=1 Siiper Yang-Mills Teorisi
N=1 Siiper Yang-Mills (SYM) teorisi, dogal olarak bir vektdr (ayar) alam igeren,
V vektor goklusunun elemanlar: ile formiile edilir. Vektér ¢oklusu Bolim 2.1 de

verilen yonteme benzer olarak ¢oklunun kiral ya da anti-kiral olmasi yerine reel

olmast V = VT istenerek elde edilir
V=(C,X,A"",M,N,Ay,)\,/_\,D) (2. 45)

Burada C, 0 boyutlu, M, N, 1 boyutlu ve D, 2 boyutlu reel skaler alanlar,A, 1
boyutlu vektor alani ve X, X, 1/2 boyutlu, A, X da 3/2 boyutlu Weyl spinorleridir.

Diger taraftan kiral ve anti-kiral ¢oklularin toplam da reel olacagindan vektor
alan V'ye
VoV+&4+ o (2. 46)

doniigiimii uygulanabilir. Bu déniigiim altinda 7,

C > C+é+g (2. 47)

6Bu sonug siipersimetrinin yardime: alansiz formiilasyonunun kabuk iistii siipersimetri olarak
adlandirilmasinin nedenidir.
"Dogal olarak,burada Boliim 2.1’den farkh olarak ¢, sifir boyutludur.
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X - X—-ivow (2. 48)
M+iN — M+iN —2%F (2. 49)
A, — A,—id(o— o) (2. 50)
A= A (2. 51)
D — D (2. 52)

elde edilir®. Goriildiigii gibi (¢ — ¢') bir ayar parametresi gibi diigiiniiliirse (2.50)
doniigimii ayar dontigiimiiniin stipersimetrik genellestirilmesi gibidir ve A, D alan-
lar1 bu doniigiim altinda degismez kalmaktadir. Dolayisiyla (¢ + o), 4,4 ve
F alanlarmin uygun bir degeri secilerek C, X, X, M, N alanlar1 yok edilebilir.
C,X,X, M ve N’nin tiimiiniin sifir oldugu ayara Wess-Zumino ayari ad1 verilir

ve WZ ayarinda vektor ¢oklu
V = (4, e, Xs, D) (2. 53)

halini alir. WZ ayar her ne kadar siipersimetrik olmasa da® arta kalan alanlarin
serbestlik dereceleri 1 sirasiyla (3,2,2,1) oldugundan fermiyon ve bozon sayilar

esittir.

WZ ayarinda vektor ¢oklunun elemanlar:

6A, = éeay?\+z'§&“,\ (2. 54)
6X = o"@F,, +i6D (2. 55)
6\ = &*“OF,, —ifD (2. 56)
§D = —OA+8Dx (2. 57)

stipersimetri donigiimlerini saglar. Ancak bu déniigiimler (2.1-2.3) ile verilen stan-

dart siipersimetri cebri yerine modifiye edilmig siipersimetri cebrini saglar:
[0'Q,6Q] =0=[7Q,0Q] (2. 58)

[6Q,8Q] = —2i6580, + 6, (2. 59)

8Burada titm alanlar ayar grubunun adjoint gosterimindedir, bkz. EK A.
9% = M = N =0 alinmasina ragmen bu alanlarn siipersimetri varyasyonlar: sific degildir.
10 Ayar serbestliginden dolay1 A, alan: (hareket denklemleri kullamlmazsa) 3 serbestlik dere-

cesine sahiptir.
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Burada §,, parametresi 2i§0*8A,, olan (alana bagli) ayar déniigiimiidiir [36] ve

dolaysiyla 6§ = 6Q + 6Q i¢in
6% = —2i00*4D, (2. 60)
elde edilir.

WZ ayarinda N=1 vektoér ¢oklusunun elemanlarimi igeren ayar degismez N=1
SYM eylemi

1 1 -1
— = o 2
SN=1 = p Tr/d‘*x( 4F,,,,,F iADX + 21) ) (2. 61)

ile verilir. Sy—; eylemine (2.54-2.57) d6niigiimleri uygulandiginda bir yiizey integ-
rali elde edildiginden,
5Sn_i = / d08,(..) (2. 62)

slipersimetri doniigiimlen altinda degismez kalr.

Diger taraftan hareket denklemleri Sy—; eyleminden

D, F* = —{)*, a4, 3%} (2. 63)
P=0 , D=0 (2. 64)
D=0 (2. 65)

seklinde tiiretilebilir. Denklem (2.65)’den de gériildiigii gibi N=1 SYM teorisi
igin D alam yardimci alandir ve D = 0 igin KU stipersimetrik durum elde edilir.
Kabuk-iistii N=1 SYM eylemi Sy-,, WZ modelinde oldugu gibi KU siipersimetri
déniistimleri altinda degismezdir ve (2.58-2.60) ile verilen cebir sadece fermiyon-
larin hareket denklemleri kullamlirsa elde edilir.

2.3 N=2 Super Yang-Mills Teorisi

N=2 Siiper Yang-Mills Teorisini elde etmek igin ii¢ farkh yontem kullamlabilir.
Asagida da gosterilecegti gibi bu ii¢ farkli yol KU siipersimetrik durum igin aym
sonucu verse de, elde edilen teoriler dig alan igerikleri agisindan farkhdir.

Ik ve en basit yontem N=2 SYM teorisini N=1 siipersimetrik teorilerden, N=2
SYM’in sahip oldugu SU(2) R-simetrisini kullanarak elde etmektir[4]. Bu amagla
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=2 vektor ¢oklusunun KU alan icerigi incelenirse N=1 kiral, N=1 anti-kiral ve
N=1 vektor coklularinin toplam alan igerigi ile aym oldugu ve bu farklh N=1
coklulanin hem KD hem de KU siipersimetrik formiilasyonlarinin toplami igin
SU(2)-R simetrisi uygulanabildigi goriiliir. Bu toplanun tek bir N=2 ¢oklusunun
elemanlan olarak yazilabilmesi igin dogal olarak N=1 kiral ve anti-kiral coklulann,
N=1 vektor ¢oklusunun ayar simetri grubu ile aym gosterimde olmasi (adjoint
gbsterim) ve tiim alanlann sifir kiitleli olmas: gerekir.

Dolayisiyla N=2 SYM eylemi sifir kiitleli (ayar degismez) WZ eylemi, N=1 SYM
eylemi ve bu iki eylemdeki farkh spinérlerin etkilesme (Yukawa) terimlerinin
toplam olarak elde edilebilir. SU(2) R-simetrisine sahip ve ayar degismez boyle
bir eylem
1 - -
SN=141 = ?Tr / d%(—%FWF"” — D, @D p — iAIDA — iy Py
e 1

+iV2([¢', ¥1A + Mg, 9]) — Do, ¢'] + 5D° + F'F) (2. 66)

ile verilir ve burada eylemi olusturan vektér ve skaler alanlar SU(2) altida tekli,

spinorler de ciftli olarak dontisiir:

su@e : v=e o (3) (%) . e=Uus s DR, o7

Bu formiilasyonda, yukarida aciklandig gibi N=2 siipersimetri doniigiimleri

6A, = 810, +i020,0 +i615,A + 1625, (2. 68)
6N = o"6,F,, — iv20"0,D,0 + i, D — V20,F (2. 69)
& = o"6,F,, +iv20"01 D, + 8D + V26, F (2. 70)
6¢ = V26,9 — V20, (2. 71)
6D = —0, A+ 0,D)— 0,10 + 0,10 (2. 72)

§F = iv20,5"8,9 — iv20,5*9, )\ + 2ig[s', B N] + 2ige, o] (2. 73)

seklini alr!'. Bu doniigiimlerden de goriilebilecegi gibi ikinci siipersimetri
parametresi 0y sifir alindiginda (2.54-2.57) ile verilen ddniigiimlere benzer N=1

siipersimetri doniigiimleri bulunur.

gt X, ve Ft nin siipersimetri déniigiimleri yukaridaki ilgili doniigiimlerin hermitsel eglenegi
alinarak bulunabilir.
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Eylemden de goriilecegi gibi D ve F yardimci alanlarinin hareket denklemleri
D=[$,¢'] , F=0=F' (2. 74)
ile verilir ve boylelikle KU siipersimetrik eylem
Sy—y = ;%Tr / d%:(—iF,u,F"” ~ D, ¢"D*p — iADA — irp P
/36t S a0l — Lo, o112
A6, WA+ X6, D) — 516, 6') (2. 75)
seklini alir.
=2 SYM teorisini elde etmenin bir ikinci yolu alt1 boyutlu N=1 SYM teorinden
boyut indirgenmesi kullanmaktir {37]. Ancak bu y6ntem ile N=2 SYM teorisinin

sadece KU siipersimetrik hali (2.75) elde edilir. Bagka bir degisle teorinin yardime
alanlarinida igeren formiilasyonunun elde edilmesi miimkiin degildir.

N=2 SYM teorisinin diger bir formiilasyonu ise Grimm, Sohnius ve Wess
tarafindan verilmigtir [38, 3]. Bu formiilasyonda, teorinin sahip oldugu simetrinin
N=2 siipersimetrisi oldugundan yola c¢ikilarak, Bolim 2.1 ve 2.2 de verilen

yonteme benzer olarak N=2 vektor multipleti,
(¢, 6", A, 0,9, X, A, D, €, F)
elde edilir. N=2 vekt6r multipletini iceren ayar degismez eylem ise

Sn—a = %Tr / dix]— %FWF‘“’ — iIADA ~ iy Pp + ¢D, D¢

. 1 1 1
VI, o] - X 0]) — 510, 61 + 2D% + 5E2 4 2. 76)

seklinde yazilabilir ve
6A, = 010, +i020,7 + i0,5,) + 25,9 (2. 77)

6X = o"0,F,, +ib[p, 7] ~ iv20*0, D, + 302D + 0, + 16, F (2. 78)
& = o*0,F,, + 03[, ¢'] +iv20#81 D,y + 0, D — :€ — i, F (2. 79)

6 = V2009 — V20, (2. 80)
§D = —610"D,P — 820" D)+ V20 [\, ¢'] — V20a[1), ¢']

+615# Dy + 5Dy A — V201[N, 6] + V2050, 4] (2. 81)
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66 = —i60" D, + iflho” DA + ivV20; [\, 61 + iv26,[9, ¢1]

—i016" D, + 035" DX + iV20, [N, 6] + iv20a[, ¢] (2. 82)
6F = —810*DyA+ 630" D,p — V26,[0, ¢7] — vV26a[ A, 9]

+0,5* D\ — 66D,y + V20, [0, ¢] + V20X, 6] (2. 83)

N=2 slipersimetri doniigiimleri altinda degismez kalir. Bu déniigiimlerden, N=2

siipersimetri cebrinin elde edilmesi igin siipersimetri tireteci §

b6 = Qi+Q2+Q1+Qs
= 07Q1a+ 05Q0 + 0:12QF + 022Q5. (2. 84)

seklinde kiral ve anti-kiral kisimlara ayrilirsa

[Qi, Q] = —2i(6;0#6;)D,, (2. 85)
[Qi, Q;14, = —2v/2¢,;(0:0;) D,.o" (2. 86)
[Q:i, Q;1A, = —2v2¢,,(8:6;) D¢ (2. 87)
[Q:, Q515 = —2iv2e,;(0:0;)[E, '] (2. 88)
[Qi, Q5] E = —2iv26;;(6:6;)[E, ¢ (2. 89)

ij=12 ep=—ey =1

E=¢,0", M\ 0,9, F, (€ +iD),(E —iD)

cebri saglandig goriiliir. Burada denklem (2.85), N=1 siipersimetrik duruma ben-
zer olsa da, N=2 genigletilmis siipersimetri nedeniyle (2.86-2.89)’dan da goriildiigii
gibi kiral ve anti-kiral iireteclerin kendi aralandaki komiitatorleri sirasiyla ¢ ve
¢ alanlarimin ayar parametresi oldugu ayar déniigtimlerini vermektedir.

N=2 vektér gokluya ait alanlar, (2.76)’dan elde edilen,

D*F,, = —{) 0,7} — {9, 0,9} — 2i[4, D,4'] (2. 90)
Dy=-v2$,3 , Pb=-V2¢' N (2. 91)
m=v2¢,9 , P=v2¢,l (2. 92)
D*Dyu¢ = iv2{\, v} + [[4, '], ¢] (2. 93)
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D*Dy¢" = iv2{X, ¥} — [[¢, 6], ¢'] (2. 94)
D=E=F=0 (2. 95)

hareket denklemlerini sagladiklar goriiliir.

Bu formiilasyonda da (2.95) kullamlarak elde edilen KU siipersimetri déniisiimleri
ve KU siipersimetrik eylem, (2.68-2.73) déniigiimlerinin KU hali ve (2.75) Sy—;
eylemi ile aymdir.

17



3 SUPERSIMETRIK ALAN TEORILERININ KOHO-
MOLOJIK YAPISI

3.1 Sipersimetri Kohomolojisi

Stipersimetri sayesinde farkli ozelliklere sahip alanlarin tek bir siipersimetri
coklusunun elemanlar1 olarak yazilabilmesinin sonucu, siipersimetrik bir teori-
den elde edilen hareket denklemleri, (siiper) akimlar v.b. gibi fiziksel ifade-
ler de, bu ifadelerle ilgili ¢oklularin elemanlan olarak yazilabilir 2. Dolayisiyla
siipersimetrik bir teorinin eylemi ya da kinetik, kiitle ve etkilegsme terimleri
ayr ayr1, bir siipersimetri goklusunun elemam olarak diigiiniilebilir. Ustelik bu
ifadeler siipersimetri doniigimleri altinda degismez kaldigindan, dahil olduklan
coklunun en yiiksek (boyutlu) elemam olmahdir ve prensip olarak goklunun en
diigiik boyutlu elemamnin ¢oklu siipervaryasyonu olarak elde edilebilmelidirler
(11, 12, 13].

Yukanda bahsedilen siipersimetrik eylemlerin hangi disiik boyutlu alanlar
cinsinden ve nasil elde edilebilecegi probleminin ¢6ziimii i¢in (N-genisletilmis)

siipersimetri cebri

{Qicr Qja} = —26,50540, + 8,(®) (3-1)
{Qiaa Qjﬂ} = eaﬁZij y {Qu’n Jﬁ} =€ Z (3‘ 2)
Z,;j = —Zji s Zij = —ij' ’ Z,] =1.N (3. 3)

kullanilmahdir.!3. Bu cebir icin notasyonel kolaylhk saglamasi agisindan
siipersimetri ve spindr indisleri ikilisi, tek bir indis olarak tammlanirsa

(ha):=A , (,&)=A ; A=12,.,2N (3. 4)

120 rnegin bélim 2'de her bir model igin verilen alan denklemlerinin siipersimetri doniigiimii
alinirsa modele ait bir bagka hareket denklemi elde edilebilir.

13Burada 84(®), boliim 2'de gosterilen, WZ ayarinda SYM teorileri igin var olan alan para-
metreli ayar dénitigiimleri ve Z'de merkezcil (central) ytklerdir.
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(3.2)'den i = j, o = B ve & = 3 degerleri icin
QaQa=0 , Q;Q;=0 (3. 5)

oldugu goriiliir 4. Dolayisiyla, Q4 ve Q iiretecleri karesi ahindiginda sifirdir
(nilpotenttir) ve K, L herhangi bir alan polinomu olmak iizere'®

QaK =0 , K#QuL (3. 6)

QiK=0 , EK#Q;L (3.7)
seklinde Q4 ve @ ; iiretegleri icin bir kohomoloji problemi elde edilir.
Bu nedenle slipersimetri doniigtimleri altinda degismez kalan bir eylem

68 = (64Qa+ 8,045 =0 (3. 8)
aym zamanda ayr ayn Q4 ve Q; altinda da degismez kalacagindan,

QaS=0 , Q;5=0, (3.9)

boyle bir eylemin Q4 ve Q ;'in kohomolojisine aittir.

Diger taraftan, eylemin kendisi, ya da ayr1 ayr kinetik ve etkilesme terimleri bir
goklunun en yiiksek elemanm oldugundan, eylem en genelde integre edilmig (ayar
degismez) alan polinomlarn cinsinden

S=Q™QYWY + QX ++Q*X (3. 10)

formunda yazilabilir. Burada, Q%" ve Q*, Fay gerekli indis kontraksiyonlarim

saglamas: igin gerekli olan sabit tensorler olmak iizere

QW = ELANQ, .Qa, (3. 11)
QN = EfQu..Quny (3.12)

seklinde tanimlanmigtir. Boylece, bu tamimlardan

QW+ — §PNHL — (3. 13)

14Dogal olarak (3.5) ifadesinde tekrarlanan indisler {izerinden toplam alinmamaktadur.
5Burada Q4 ve Q; iireteglerinin alan (®) polinomlar (K) iizerine etkisi Q4K = [ Q AQ%
ve QK = [ Q ;84K seklinde dilsiiniilebilir.
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ozdes olarak saglandigindan ve (3.1) ile verilen siipersimetri cebri integre edilmis
(ve SYM igin ayar degismez) alan polinomlar1 uzayina kisitlandiginda

{Q4,Q4} ~0 (3. 14)

oldugundan (3.10) formunda verilen eylemin siipersimetri altinda degismez kalma
sarti
QuX=0 , Q;X=0 (3. 15)

sartlarina indirgenmis olur.

Goriildiigi gibi eylemin siipervaryasyonlar ile elde edilebilecegi integre edilmis
alan polinomlar1 X ve X sirasiyla Q ve Q iireteglerinin kohomolojisine aittir. ¥’
polinomu ise, (3.10)’da @** Q?"Y teriminin trivial olmamas! i¢in ne Q’nun ne de

Q’1n kohomolojisine aittir,
QY #0 , QY #0. (3. 16)

X, X ve Y integre edilmis alan polinomlar: ise, asagida WZ modeli ve N=1,N=2
SYM teorileri icin agikca gosterilecegi gibi, (3.15) ve (3.16) ile verilen kisitlamalar,
teorinin sahip oldugu simetriler ve boyut analizi kullanarak elde edilebilir.

Kabuk {istii siipersimetrik durumda silipersimetri cebri ve dolayisiyla integre
edilmis (ayar degismez) alan polinomlarn igin (3.1-3.3) sadece hareket denk-
lemleri kullanildiginda elde edildiginden, yukarida verilen kohomoloji tartigmasi
hareket denklemlerini saglayan alanlar igin gegerlidir. Ancak her ne kadar KU
siipersimetrik durumda bulunan X, X,Y ¢oziimleri, kabuk digi durumla ayn: olsa
da (3.10) ile verilen bu polinomlarin ¢oklu siipervaryasyonlar1 KD ve KU durum

i¢in farkh sonuglar verir.

3.2 Wess Zumino Modelinin Kohomolojik Yapis:

WZ modelinin kohomolojik yapisi, KD slipersimetrik durum i¢in, modeldeki
kiral ve anti-kiral etkilesme terimleri igin renormalize olmama teoremlerinin
gosterilmesi icin Flume ve Kraus tarafindan kullamlmistir [11]. Bu galismada,

sliperuzayda tammlanan bu renormalize olmama teoremlerinin, bilesen alan
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formiilasyonunda ispat1 4 boyutlu etkilesme terimlerinin (2.25-2.31) ile verilen
siipersimetri doniigiimleri kullanilarak

- 1 ==
(PoF — o) = "%55(¢¢¢) (¢'¢"F' — pidg’) = ‘1—2‘55(¢T¢T¢T) 3. 17)
seklinde 3 boyutlu alan polinomlan cinsinden yazilabilmesine dayanmaktadir [11].

Bu sonug, Boliim 3.1’de verilen siipersimetri kohomolojisi ile KD siipersimetrik
durum igin elde edilebilir. N=1 siipersimetri i¢in eylem, Boliim 3.1’de gosterildigi

gibi en genelde
Swz = Qa@*QQu [ d'aY +Q°Qu [ d'sX + Gl [a2X  (3.18)

formundadir. Eylem boyutsuz oldugundan ve Q, Q etki ettigi alanlarin boyutunu
1/2 arttirdigindan (3.18)’de verilen X, X ve Y polinomlar: icin

Boyut(Y) =2 , Boyut(X)= Boyut(X)=3 (3.19)
olmahdir. Diger taraftan, (3.15,3.16) ile verilen iligkilerden,
QY #£0 , QY #0 , QX=QX=0
oldugundan X, X ve Y alan polinomlarmin sadece
Y =co'o (3. 20)

X=ad*+amd® , X=¢"+ame? (3. 21)
seklinde yazilabildigi goriiliir. Bu polinomlann (3.10)’da verilen kiral ve anti-kiral
siipervaryasyonlar1 alinirsa

QQQQe'e = 16(¢'9%¢ — ivdy + F'F) (3. 22)
QQE +md) = 13(0p— #F) +8m(zow—¢F) (3. 2)
QQT +ma™) = 12556~ ¢PF) +8mEE - S FY)  (3.24)

(2.32) ile verilen

Swz = [ dia(Lun + LEF™ + L)
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WZ eyleminin kinetik ve etkilesme terimleri igin

Inn = 15000086 (3. 25)
L = -QQ(d + 24 (3. 20
Leat';czti—kiral — _QQ(%¢T3+%¢TQ) (3 27)

elde edilir.

Bilindigi gibi WZ modelinde kiitle ve kuplaj sabitleri renormalize olmaz. Mo-
delde yalnizca modelin eyleminin kinetik terimi ile ilgili olan logaritmik irak-
sak dalga fonksiyonu renormalizasyonu vardir. Diger taraftan [11]'de gosterildigi
gibi etkilesme terimlerinin renormalize olmama teoremleri, bu teoremlerin diigiik
boyutlu alan polinomlar: cinsinden yazilmalar ile ispatlanabilir.

Yukanda verilen siipersimetri kohomolojisi ile bu terimlerin elde edilmesi ince-
lendiginde modelde renormalize edilmesi gereken kismun sadece Q?Q?Y terimi
oldugu goriiliir. Renormalize olmama (nonrenormalization) teoremleri ise eylemin
Q%X ve Q*>X seklinde yazilabilen terimleri ile ilgilidir. Bagka bir degisle, Bolim
(3.1)’de tamimlanan siipersimetri kohomolojisi agisindan bakildiginda, bu renor-
malize olmama. teoremlerinin eylemin Q ve Q’in kohomolojisine ait alan polinom-

larindan tiiretilen etkilegme terimleri ilgili oldugu goriiliir.

WZ modeli kabuk istii formiilasyonda incelendifinde ise teorinin eyleminin etki-
lesme terimleri, yardimc: alanlarm (2.37) ile yok edilmesinden dolay: artik kiral
ve anti-kiral kisimlara ayrilamaz. Dolaysiyla itk bakista KD siipersimetri igin
gegerli olan (3.25-3.27) ifadelerinin gegerli olmayacag: goriilebilir. Diger taraftan
KU eylem

Swz = f d*2(Liin + Letk) (3. 28)

seklinde ikiye ayrildifinda, renormalize olmama teoremlerinin gecerli oldugu ki-
ral ve anti-kiral etkilesme kégeleri Ley’e dahildir ve Leg ile diigiik boyutlu alan
polinomlarn arasinda cebirsel bir iligki elde edilebilir [12]. Bu amagla orijinal KU
eylem (2.38)’den kuplaj sabitini iceren terimler agik¢a

Loy = —mgg'¢¢ + mgod'¢' — guvd — Gods’ — ggd'¢'¢¢ (3. 29)
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seklinde yazilirsa, KU siipersimetri igin

QQ(%) = 12(¢yy — m’' — §o’4"™) (3. 30)
QQUP) = 12(¢'p — me"g — gp*™) (3. 31)
oldugundan, yukarida verilen Ly ve (3.30.3.31) kargilagtirilirsa, eylemin etkilesme

terimi ve diigiik boyutlu alan polinomlar1 arasinda

1 . d 10 d
—ﬁQQ¢ = Eg-Letk - 1—2QQ¢ = @Letk- (3. 32)

bagintisimn gecerli oldugu goriilir. Bu bagnt1 yardimiyla, bilesen alan
formiilasyonunda, KD siipersimetri i¢in Flume ve Kraus tarafindan ispatlanan
renormalize olmama teoremleri [11], KU siipersimetrik durum igin de ispat-
lanabilir [12].

3.3 N=1 SYM Teorisinin Kohomolojik Yapaisi

N=1 SYM teorisinin eylemi boliim 3.1’de verilen kohomolojik yap1 kullanilarak,
WZ modelinde oldugu gibi en genelde

Snet = 0:0°Q°Qa / &z + Q°Qa / o X + Qu® / dzX  (3.33)
formunda yazilabilir. N=1 SYM ayar simetrisine sahip oldugundan,
0gSnN=1=0 (3. 34)
ve ayar doniigiimleri siipersimetri ile komiit ettiginden
[Q,6] =0=1[Q,5,] (3. 35)

integre edilmis alan polinomlarida ayar degismez olmalidir. Ayar simetrisine ek

olarak, teori R-simetrisine de sahiptir. Dolaysiyla eylem boyutsuz ve sifir R

yiikiine sahip oldugundan, dort boyutta Y, X ve X ayar degismez ayar polinomlan
igin

Boyut(Y)=2 , R({Y)=0 (3. 36)

Boyut(X) = Boyut(X)=3 , R(X)= —R(X)=2 (3. 37)
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Tablo 1: N=1 SYM teorisi i¢in alanlarin boyutlar: ve R-yiikleri.
L (A X[ XD Q[ Q|

Boyut | 1 |3/213/212|1/1|1/2

R 0 -1 1 0 1 -1

sartlan elde edilir. Tablo 1’de verilen alanlarin ve silipersimetri iireteclerinin
boyutlann ve R-yiikleri gozoniine ahndifida (3.36,3.37) ile verilen kisitlamalar

saglayan alan polinomlar: c, ¢ sabit sayilar olmak iizere sadece
Y=0 (3. 38)

ve

X=cTr(XX) , X =ETr(As)%) (3. 39)

seklinde elde edilir. X ve X polinomlar igin
Qs / Eotr(DA) =0 |, QuX = / dztr(3s)d) = 0 (3. 40)

oldugundan, bu ¢oziimler sirasiyla Q ve Q'nun kohomolojisine aittir ve N=1 SYM
teorisi icin bulunabilecek sifirdan farkli tek tutarh ¢6ziimdiir. Bu ¢oziimlerden
(3.33) ile ¢ = & = 1/16¢* icin elde edilen siipersimetrik ve ayar degismez ifade
(2.61)’de verilen

L
16¢2

_ 1 4 1 ny _1 —__1—‘ 1 2
_ g2Tr/d:c( 7 FwF* —iZAPA — iZXPA+ 5D%)

Sner = / Bo{Q*QuTr(Ng) + QuQ°Tr(3;30)}  (3.41)

N=1 SYM eylemidir.
Diger taraftan, Q? ve Q2 terimleri ayr1 ayr1 yazilirsa,

é% / d3Q°QaTr(NAg)

= Ly [ (=L, pe _ievep, B —iiami+ 1Dy (3. 42)

_9_2 'I'/ :1:(—21— " -1 wlhp —i5 5 .
ve

8_;2 [ #2QaQTr(3,3)

=L / Fp(— S F P — i,y — i APA+ ST (3. 43)

=7 el wixe ~ 45 D) '
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elde edilir. Burada, bilindigi gibi bir ayar teorisinde PC simetrisini bozan terim
iV E,, Fy,

integral altinda bir tam tiirev olarak yazilabilidiginden pertiirbatif olarak teoriye
bir katk: saglamaz. Bu nedenle, (3.42) ve (3.43), orijinal eylem (2.61)’den bir tam
tiirev ve kismi integrasyon kadar fark ettiginden bu ifadeler pertiirbatif hesapla-

malar icin birbirlerine egdegerdir ve sirasiyla self-dual ve anti-self dual eylemler

1 Q
St = 3 / d2Q*QuTr(NAs) (3. 44)
Qs 1 o Wo L 3 .34
gosd = i / d2QuaQ5Tr(3;3) (3. 45)
olarak adlandiilabilir’s.

Kabuk iistii stipersimetrik durumda, D = 0, i¢in yukarida verilen yontem kul-
lanilirsa benzer boyut ve R-yiikii analizi ile bulunan integre edilmis ayar degismez
alan polinomlan Y, X ve X, KD siipersimetrik durum icin elde edilen ¢6ziimlerle
aymidir. Ancak KU siipersimetri kullanmanin sonucu, bu alanlarin ikili kiral ve
anti-kiral siipervaryasyonu

1 ~ = b _:
— / E2{QQuTr(MAs) + GaQ°Tr(3,39)} (3. 46)
1, 1 3, - .-
A = pr _ 20 _J _ QON
T / din(~7FuF™ — SMR— AP =SB, (3.47)
ifadesini verir. Goriildiigii gibi bu ifade ve orijinal eylem arsindaki fark
Sner — SOV =T / d%(.--;-,\sz _ %:\jm) ._ (3. 48)

oldugundan, bu fark fermiyonlarin hareket denklemleri, PA = 0, PA = 0,
kadardir.

Elde edilen bu fark KU siipersimetrik durumda hareket denklemlerinin kul-
lanilmas) zorunlulugundan dolay1 dogaldir. Ancak N=1 SYM i¢in WZ modelinde
oldugu gibi orijinal KU eylem ve diigiik boyutlu alan polinomlar1 arasinda cebirsel
bir iliski (sadece siipersimetri kohomolojisi kullanarak) bulunamaz.

16Burada (3.44) eyleminin self-dual olarak adlandinlmasinin nedeni Ff, = F, + ¢#*°F),
tanim1 icin self-dualite sartinin saglanmasi, F, ,‘L",, = %e‘“’""F;;, ve eylemde F,, F* +
%e“” MEL P = %F[};F""‘" seklinde yazilabilmesidir. Benzer neden antiself-dual eylem igin
de gegerlidir.
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3.4 N=2 SYM Teorisinin Kohomolojik Yapisi

N=2 SYM eylemini diigiik boyutlu alan polinomlarindan elde etmek icin, eylem
N=2 slipersimetrisi yardimyla

Sve =Q'Q" [diaY +Q' [ dtaX + [d=x (3. 49)

formunda yazilabilir. Teori ayar déniistimleri, (U(1)) R-simetrisi ve SU(2) R-

simetrisi altinda degismez kaldigindan dért boyutta ayar degismez ayar polinom-
lan

Boyut(Y)=0 , R(Y)=0 (3. 50)

Boyut(X) = Boyut(X) =2 , R(X)=-R(X)=-4 (3. 51)

boyut ve R yiiklerine sahip olmalidir.

Tablo 2: N=2 SYM teorisi i¢in alanlarin boyutlar: ve R-yiikleri.
L | pJATAiqﬁ ¢J¢’l¢lpj€}f{QlQ
Boyut | 1 |3/2]3/2 3/213/2 2 11/211/2
R 0 -1 1 -2 2 -1 1 0 0 0 1 -1

Tablo 2’de verilen alanlarin boyutlan ve R-yiikleri incelenirse, WZ ayarinda teori
boyutsuz bir alana sahip olmadigindan

Y =0 (3. 52)

bulunur. Ayar degigmezlik ve (3.56) sartlarm saglayan X ve X coziimleri ise
tektir, |
X=c / FaTr(?) , X=c / d*zTr($'?) (3. 53)

ve sirasiyla Q ve @Qnun kohomolojisine ait olan
QX =0 , QX=0 (3. 54)

X ve X alan polinomlan kullamlarak N=2 SYM teorisi i¢in bir eylem prensip
olarak elde edilebilir.

Bélim (2.3)'de de gosterildigi gibi KD N=2 SYM teorisi igin iki farkl eylem,
Sn=1+1 (2.66) ve Sy_s (2.76) yazlabilir. Yardimci alan igerigi tamamen bir-
birinden farkli olan bu iki formiilasyondan, iki N=1 teorisinin toplami olarak
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yazilabilen Sy—;4+; eylemi, bu formiilasyonda verilen siipersimetri doniigiimleri
(2.68-2.73) kullanilarak Q*¢? ve Q*¢'? formunda elde edilemez. Bu sonucun
nedeni, N=2 siipersimetrisinin iki N=1 teorisine digaridan uygulanmas: olarak

diiglinilebilir.

Diger taraftan, [38, 3] ile verilen N=2 SYM teorisi, dogrudan N=2 siipersimetriye
sahip bir vektor ¢oklusundan elde edildiinden Bolim (3.1)’de verilen koho-
molojik yap: kullanilarak teorinin eylemi diigiik boyutlu alan polinomlarinin
siipervaryasyonu olarak bulunabilmelidir. Gergekten de, teorinin sahip oldugu
SU(2) R simetrisi ile

Q" = Q7 Q1aQ5Qas = (Q:Q1)(Q2Q2) (3. 55)
seklinde yazilirsal?,
St = 35(QQ)(@Q) [ daTr(49) (3. 56)
= %Tr / d%:[—%FM,,F‘“’ - %e‘”’""F,,,,F,\,, — iADA — i) + ¢D, D gt
VAW, ] 5, 6]~ 5[0 6 + 5D+ 2E2 4 57 (3. 50)

bagmtisi ile (self-dual) N=2 SYM eylemi elde edilir. Anti-self dual eylem S3¢ ,’in
hermitsel eglenegidir

1 - - _
S5ty = (S¥,)' = §§(Q1Q1)(Q2Q2) / d*zTr(¢'?) (3. 58)

ve N=1 SYM teorisinde oldugu gibi orijinal N=2 SYM eylemi "
Sn=z = S3t_, + 552, (3. 59)

seklinde diisiik boyutlu ayar degismez alan polinomlar1 ¢? ve ¢ cinsinden elde
edilebilir.

KU siipersimetrik durumda (D = £ = F = 0) her ne kadar KD durum i¢in
elde edilen X, X,Y c¢oziimleri gecerli olsa da (3.55)’de verilen anti-komiitasyon
bagntilar sadece hareket denklemleri kullamldiginda gegerli oldugundan, ¢?’nin

17Q%jin en genel formu denk.(3.61)de verilmistir. Burada (3.55) anti-komiitasyon bagintilan
saglandigindan (3.57) ve {3.61) birbirine egdegerdir.
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dortlii kiral siipervaryasyonlannin anlamh bir sonu¢ vermesi icin Q* iireteginin
Q: ve Q7’ler cinsinden en genel formu bulunmaldir. Bu amagla, yine SU(2) R

simetrisi kullamlarak, biraz iglernden sonra

Q* = Q1°Q1,Q:° Qa5 — ©1°QQ10Q25 + Q1°Q2"Q2pQ1, + (1 — 2) (3. 60)

bulunur. Bu dértlii kombinasyon ¢? {izerine etki ettirildiginde ise KU durum icin

1 4 4, _
or / d2Q Trod — (3. 61)
Le [ata(=tp, pw _ Lowmrp m — Eapi - Lump
? 7‘/ .’17(—&‘ uv _ge uv m\_§ $ —'2'¢W
1 2 - Y
+3¢DpD”¢T - T’\[d"a ¢]) = SHes. (3. 62)

elde edilir. Gérildiigu gibi KU sipersimetri dontigiimleri kullanildiginda elde
edilen (3.63) ifadesi ve KD durumda bulunan S, eylemi arasindaki fark (2.91-
2.94) ile verilen A, % ve ¢ n hareket denklemleri cinsinden ifade edilebilir,

Tr / diz{—i (D) — V2|, ¢1]) — ix (DA + V2[e, ¢])
+¢ (D, D*¢" — iv2[\, 9] — [4", 4, 6])}- (3. 63)

Denklem (3.63) ile verilen S¥*, ifadesinin bir diger ilging 6zelligi ise, N=2 SYM
teorisinde kullanilan instanton hesaplaryla olan iligkisidir. Bilindigi gibi N=2
SYM teorisinin (holomorfik) efektif eylemine gelen tiim pertiirbatif ve pertiirbatif
olmayan katkilar Seiberg-Witten tarafindan dualite yardimiyla hesaplanabilmistir
[39, 40]. Teorideki pertiirbatif olmayan katkular, dogrudan bir ve iki instanton igin
"bagh instanton” yontemi [41, 42, 43] kullamlarak hesaplandiginda elde edilen
sonuglarin (her ne kadar bagh instanton yontemi instanton denklemlerini yaklagik
olarak verse de) SW ¢oziimiiyle tutarh oldugu gosterilmistir [44, 45, 46].

Yukarida bahsedilen instanton hesaplarimn Sk, ile iligkisini anlamak i¢in bu
ifadede yer alan alanlarin (2.90-2.95) ile verilen orijinal hareket denklemlerini

sagladiklar unutulur ve Sk*., ifadesi bir eylem '® gibi diigiiniiliirse, S&*,’den

18Bilindigi gibi instanton hesaplar1 Euclid uzayinda tanimhdir. Ancak, Minkowski uzayindan
Euclid uzayma agagida verilen her hangi bir adimda analitik devamhlk ile gegilebileceginden
burada siipersimetrinin Euclid uzayinda verilen formiilasyonunda ¢aligmiyoruz.
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tiiretilen yeni ”hareket denklemleri”

D =iv2{\d} , D¥ =0 (3. 64)
DA=—V2[p, 8], Pb=+V2A¢] , PA=DPp=0 (3. 65)

seklini alir. Elde edilen bu denklemler Ref.[44, 45, 46]'da bagh instanton yontemi
ile elde edilen yaklagik instanton denklemleridir.

Diger taraftan yine bilindigi gibi N=2 SYM teorisi biikiiliirse (twist edilirse),
kohomolojik tipte bir topolojik ayar teorisi elde edilir [47]. Biikiilmiis N=2 SYM
(TYM) teorisinde instanton hesaplari, bu teorinin Baulieu-Singer formiilasyonu
[48] kullamilarak yapildiginda, elde edilen sonuglarim Ref.[44, 45, 46]’da verilen
geleneksel instanton hesaplariyla bulunan sonuglarla aym oldugu gorilmiigtir
[49, 50].

Bu hesapta da gosterildigi gibi Baulieu-Singer formiilasyonunda elde edilen
hareket denklemleri herhangi bir yaklagikhk kulamlmadan dogrudan instanton
denklemlerini verir [49, 50]. Dolayisiyla, Sk ,’den tiiretilen (3.65,3.66) denk-
lemlerinin instanton denklemleri ile aymi oldugu sonucundan hareketle, Shu N2
ifadesinin biikiilmiig halinin Baulieu-Singer tarafindan verilen TYM eylemini ver-
melidir.
Bu amagla SU(2) R simetrisi altinda bir ¢iftli olarak déniisen Weyl spinorleri igin
i = 1,2 siipersimetri indisleri tanimlanirsa (bkz EK B),

M=), M=y , =X, =9 (3. 66)
(3.63) ile verilen Sk,

: L1
SN—2 = Tr / fx(_EF”uFW —_ éeuunAFwFK,\ . _;_/\z_p)\z + §¢D#D"’¢T
f ;
———-/\ [, 41) (3. 67)

seklinde yazilabilir. Biikme iglemi basitce noktah veya noktasiz spinor ve
siipersimetri indislerini birbirlerine esdeger almak (6rnegin i = a) oldugundan
jea 1 s o
NG
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1
- — 8 vy
’\a - 2\/—2-(5a71+% XIW)
1 - 1
— t_ 1
=" =R (3. 68)
seklinde tanimlanan yeni alanlar v, X, ®, ®, ve
Fl =2F,, F* +ie""**F,,F\ (3. 69)

igin (3.68) ile verilen SE* , ifadesinin biikiilmii halinin

2
+&(D%® + i{y* v,}) ) (3. 70)

1 1
SN2, = {Tr / d'z(=SFLF™ + Dy, + X% (Db — Duth)*

oldugu bulunur. Bu ifade gergekten de Baulieu-Singer formiilasyonunda Ff, F¥#”
teriminin katsayisi keyfi oldugundan bu formiilasyondaki Fadeev-Popov hayalet
alanlanmn 6zel bir segimi igin Topolojik Yang-Mills eylemidir.

Goriildiigi gibi N=2 SYM teorisinin diisiik boyutlu alan polinomu Tr¢?’den elde
edilmesi bir sekilde teorideki pertiirbatif olmayan instanton hesaplan ile ilgilidir.
Bizim bilgimiz dahilinde yukarida bahsedilen yaklagik instanton denklemleri kul-
lamlarak nasil SW ¢oziimiindeki kesin sonuglarin elde edildigi konusunda ikna
edici bir agiklama heniiz verilmemistir'®. Dolayisiyla hem geleneksel ve hem de
TYM icin yapilan instanton hesaplarmm KU siipersimetri ile iligkisinin incelen-

mesinin ilging olacagim diigiiniiyoruz 2.

19Bu problem aym zamanda Ref.[51, 52]'de de belirtilmigtir.
20Bu konu fizerine galigmalarimiz halen devam etmektedir.
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4 SUPER YANG-MILLS TEORILERI VE BRST
KOHOMOLOJISI

Isminden de anlagilabilecegi gibi Cebirsel Renormalizasyon [21], bir takim yerel
ve kiiresel (global) simetriler ile karakterize edilen bir teorinin renormalize
edilebilirliginin?! sistematik bir bicimde cebirsel olarak incelenmesidir. Dolayisiyla
bu yontemde herhangi bir Feynman diyagrami hesabi yapilmadan teorinin kuan-
tum genigletilmesindeki tiim miimkiin anomaliler ve pertiirbatif agilimda klasik
simetrileri diizeltmek icin klasik eyleme eklenmesi gereken karsi terimler (counter

terms) bulunabilir [21].

Cebirsel Renormalizasyon yonteminin baglangic noktasi, uygun hayalet ve anti-
alanlarin tanimlanmasiyla incelenen teorinin tiim simetrilerini igeren bir Slavnov-
Taylor (ST) dzdesliginin yazilmasidir. ST 6zdesliginden karesi sifir (nilpotent)
bir operatér tamimlanabilir. Lineerlestirilmis ST operatorii olarak adlandirilan
bu operatoriin integre edilmig yerel alan ve alan tiirevleri polinomlar: uzayina
kisitlanmig kohomoloji simiflar1 teorideki tiim anomali ve karsi terimler ile il-
gilidir. Bagka bir deyigle teorinin renormalize edilebilirliginin ispati bu ope-
ratoriin (genisletilmis) BRST kohomolojisi siuflarimim elde edilmesi problemine
indirgenmis olur.

Cebirsel Renormalizasyon yontemi her ne kadar sadece pertiirbatif yaklagim i¢in
gecerli olsa da, bu yontemin temeli sadece yerellik ve kuvvet sayma prensip-
lerine dayandifindan, diger pertiirbatif hesap tekniklerinde kullanilmas: zorunlu
olan herhangi bir regiilarizasyondan bagimsizdir. Dolayisiyla, bir teorideki
simetrileri bozmayan bir regiilarizasyon yonteminin bilinmedigi teoriler, 6rnegin
siipersimetrik teoriler, igin de kullamlabildiginden genis bir uygulama alanina
sahiptir.

21Burada renormalizasyon ile klasik teorinin sahip oldugu simetrilerin, teorinin pertiirbatif
agilimu yapildiginda bu simetrilerin tiim mertebelerde uygulanabilirligi anlagilmahdir.
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Diger taraftan, bu boliimde incelenecegi gibi, Cebirsel Renormalizasyon
yonteminde elde edilen karesi sifir ST operatériiniin, bu operatérden tiiretilebilen
yavru (descent) denklemler yardimiyla (genisletilmis) BRST kohomolojisinin in-
celenmesi ile SYM teorilerinin eylemleri elde edilebilir [33]. Bu yontemin ilk
avantaji ilgili teorinin eyleminin diigiik boyutlu alan polinomlar ile iligkisini
agik ve dogal olarak vermesidir [33]. Diger bir avanta] ise yontemin hem KD
ve hem de KU stipersimetrik durum igin, eylemin tam olarak diigiik boyutlu alan
polinomlarindan elde edilebilmesidir. Bu sonu¢ KU durumda anti-alanlarin belli
bir kombinasyonunun, KD durumdaki yardimci alanlar gibi davranmasiyla ilgi-
lidir. Dolayisiyla SYM teorilerinin Cebirsel Renormalizasyon yontemi ile kurulan
BRST kohomolojik yapisimn incelenmesi, bu teorilerin renormalize edilebilirlik
ve renormalize olmama, 6zelliklerinin anlagilmasinin yan: sira, cebirsel yapilarinin

anlasilmasinda da faydahdir.

Bu boliimde, yukarida bahsedilen 6zelliklerin gosterilmesi amaciyla N=1 ve N=2
SYM teorilerinin BRST kohomolojik yapisi incelenerek hem KD ve hem de KU
siipersimetrik eylemlerin tam olarak diigiik boyutlu alan polinomlar cinsinden
yazilabilecegi ve SYM teorileri i¢in Bélim 3’de kargilasilan KU eylem ile diisiik
boyutlu alan polinomlarim birbirlerine baglayan cebirsel bir ifadenin bulunama-
masi problemininin bu yontem ile ¢o6ziilebilecegi gosterilecektir. Bu amagla, Ce-
birsel Renormalizasyon kullamlarak elde edilen yontem ozellikle N=1 SYM teorisi
icin oldukga ayrintili olarak véri]meye galigtlmigtir. Boylelikle kullanilan yontemin
anlagilmasi ve farkli problemlere uygulanabilirligi i¢in bu boliimiin kendi bagina

yeterli olacagini umuyoruz.

4.1 N=1 SYM Teorisi ve BRST Kohomolojisi

4.1.1 Genigletilmis BRST Doniigiimleri ve ST Operatorii

Bir teorinin Cebirsel Renormalizasyon yontemiyle elde edilen genigletilmig BRST
kohomolojisinin incelenmesi igin ilk adim, standart BRST {iretegine teorinin sahip
oldugu diger simetri ireteclerinin de eklenerek, genisletilmiy BRST iireteginin
tanimlanmasidir.



N=1 SYM terorisinin genisletilmis BRST kohomolojisini ilk olarak KD

siipersimetrik durum i¢in inceleyecegiz.

Bilindigi gibi, N=1 SYM teorisi i¢in standart BRST doniigiimleri, ¢ teorinin yerel
ayar degismezligine karsihk gelen Fadeev-Popov hayalet alani olmak iizere

s0A, = Dyc (4. 1)
sox=1i{c,A} , soA=1i{c,A} , sD =ilc, D] (4. 2)
soc = i{c, c} (4. 3)

ile verilir. Goriildigi gibi so'in karesi sifirdir.
2 _
sg=0 (4. 4)

ve ¢ anti-komiit eden bir hayalet alan olarak tanimlandiindan sg etki ettigi alan

polinomlarimn Grassman parametresini ve hayalet sayisini bir arttirir. Eylem 22

Syor= Ltr / do{-tpwp, ~tawp p il 4s)
g 4 8 2
ayar degismez oldugundan

8031\1:1 =0

dir.

N=1 SYM igin genisletilmig BRST doniiglimleri s, s¢’a eylemi degigsmez birakan
sipersimetri

6=6Q+6Q

ve Oteleme

6t = 'v,,a”
simetrileri eklenerek elde edilir. Burada 6 ve v, sirasiyla siipersimetri ve 6teleme
parametreleridir. Genigletilmis BRST déniigiimii s’nin N=1 vektor ¢oklusunun

elemanlan tizerine etkisinin

s~ 8 +06+46

2By bolimde, N=1 SYM eylemi olarak Boliim 3'de verilen ve topolojik terimi de igeren
53¢, (3.42) eylemini kullaniyoruz.
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gibi yazilabilmesi i¢in é ve &;, sg ile ayn1 Grassman paritesi ve hayalet sayisina
sahip olmahdir. @ ve 9, sirasiyla anti-komiitatif ve komiitatif oldugundan, bu
doniigiimlerin parametreleri yerine hayalet sayis: tagiyan komiitatif bir sabit Weyl

spinorii £ ve anti-komiitatif bir sabit vektorii 7, ile

§:= 50— 1€%Qq — 'if_an — 70" (4. 6)

seklinde tanimlanabilir [22, 23, 24, 25, 26, 27]. Burada, £* ve 7,’niin hayalet sayisi
bir oldugundan bu parametreler kiiresel siipersimetri ve o6teleme hayaletleri olarak

adlandirilabilirler.

Dolayisiyla, N=1 vektor coklusunun elemanlarinin s-doniigiimleri (4.6) kul-
lanilarak

sA, = Dyc+ &, +8&,)—indA, (4.7)
sA = i{c,\} — i0c*€F,, + £D — in, ¥ (4. 8)
sh = i{c,\} — id"¢€F,, — £D — in, 0"\ (4. 9)
sD = ilc, D]+ i€\ — iEPX — in, "D (4. 10)

seklinde verilir. Hayaletlerin s-doniisiimleri ise, karesi sifir olan bir s operatorii

elde etmek igin

s¢ = —;—{c, c} — 2iéaEA, — ind4c (4. 11)
sn, = —2¢0,€ (4. 12)
s = sE=0 " (4. 13)

seklinde secilmelidir. Béylece, ¢ ve 7, hayaletlerinin siipersimetri altinda da
doniismesi saglanarak, siipersimetrik ayar teorilerinde siipersimetrinin kovaryant

tiireve kapanmas) problemi ¢oziilerek [24, 25, 22, 23, 26, 27], karesi sifir olan,
s> =0, (4. 14)
genigletilmis BRST iireteci s yazmak mimkiindiir.

ST 6zdesliginin elde edilmesi i¢in ikinci adim eylemin ayar serbestliginin sabitlen-
mesidir. Bu amacla, standart BRST kuantizasyonunda oldugu gibi teoriye bir
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anti-hayalet ¢ ve bir Lagrange carpani b eklenebilir. Ancak standart durumdan
farkh olarak s? = 0 sartinin saglanmasi icin bu trivial ciftin s-déniigiimleri

s€=b—in,0C (4. 15)

sb = —2i€c,E0"¢ — in,0"b (4. 16)

seklini alir ve teorideki ayar serbestligi, eyleme bir s-tam terim eklenerek yok

edilebilir. Bu amacgla Landau tipi bir ayar sabitleme terimi secilirse
Sop =tr [ dzs(c0*A,) (4. 17)

ayar sabitlenmig eylem Sy—; + Sgf, s-nilpotent oldugundan asikar bir gekilde s
altinda degismez kalir

S(SN=1 -+ ng) = SSN-_-l =0. (4 18)

Goriildiigi gibi, genigletilmis BRST doéniigiimii s’nin kullanilmasinin avantaji,
ayar sabitleme isleminin sadece teorinin yerel simetrisi yerine siipersimetri gibi
diger simetrileri de igeren bir s-tam terim kullamlarak yapilmasidir. Bilindigi gibi
ayar simetrisi ve siipersimetri ayr1 ayri ele alindiginda, bu iki simetri altinda ayr:
ayr1 degismez kalan boyle bir terim bulmak miimkiin degildir [53]. Diger taraftan,
(4.17)’de 7, hayaletinin goziikmemesi ise, ayar sabitleme teriminin uzay-zaman

Otelemeleri altinda degismez kaldigini gostermektedir.

ST ozdesliginin yazilmas: igin son adim, eylemde teorinin icerdigi alanlarin s-
varyasyonlarina baglanan anti-alanlarin (kaynaklarin) teoriye ‘eklenmesidir. Bu
amacla notasyonda kolaylik saglamas: igin alanlar ®4 = {Au, AD,c*} ile
gosterilirse bu alanlara karsilik gelen anti-alanlar

P, = {4, X, X, D*, c*}
kullanilarak ayar sabitlenmis eyleme eklenmesi gereken terim
Sex = tr / dzd" 54 (4. 19)

seklinde yazilabilir.
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Eyleme eklenen S, terimi orijinal eylem ile aym boyut ve kuantum sayilarina
sahip olmasi gerektiginden, anti-alanlarin sahip oldugu boyut, Grassmann
parametresi ve hayalet sayilari (4.19) kullanilarak belirlenebilir. Bu nedenle
orijinal alanlarin boyutlari, Grassman pariteleri, ve hayalet sayilar sirasiyla

Boyut(®4), GP(®4) ve Gh(®*) ile gosterilirse, herhangi bir eylem icin
Boyut(S) = GP(S) = Gh(S) =

oldugundan ve s-varyasyonu etki ettigi biiyliklerin boyutunu degigtirmeden,
Grassman paritelerini ve hayalet sayilarii bir arttirdigindan, anti-alanlar igin

dort boyutta

Boyut(®%) = 4 — Boyut(®*) (4. 20)
GP(®%) = GP(®Y+1  (mod2) (4. 21)
Gh(®%) = —Gh(®4) -1 (4. 22)

elde edilir.

Kabuk digi siipersimetrik durum i¢in N=1 SYM eyleminin daha fazla
genisletilmesine gerek yoktur ve genisletilmis eylem I

I = Sy=1 + Sgr + Sex (4. 23)
igin ST 6zdegligi
o1, 81, ol aI al,
S(I) = tr/d“a:(”ﬁ;{;;—a- 5351 + st “Bn:) =0 (4. 24)

seklinde yazilir. Burada, (4.24) ST 06zdesligi, standart BRST simetrisinin
siipersimetri ve oOteleme simetrileri ile genigletilmesi ile tammlanan (4.6) s-
doniiglimleri ile elde edildiginden, YM teorileri i¢in yazilan siradan ST ozdesligi
ile beraber aym zamanda siipersimetri ve Gtelemeler icin Ward ozdesliklerini de

icermektedir.

Bir teorinin renormalize edilmesi igin pertiirbatif agilimda klasik simetrileri
diizeltmek icin gereken karsi terimleri ve ayrica olasi anomali terimlerini bul-
mak i¢in ST Ozdesliginin lineerlegtirilmesi ile karesi sifir olan bir operatoér, B
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elde edilmelidir. Bilindigi gibi, lineerlestirilmis ST operatorii olarak da bilinen,
B operatoriinlin hayalet sayilari ayr ayr sifir ve bir i¢in kohomoloji simflarinin
elde edilmesiyle sirasiyla yukarida bahsedilen tiim kars: terimler ve olasi anomali
terimleri bulunabilir 2 [21].

Bu calismamizda amacimiz N=1 SYM eylemini boyle bir B operatoriiniin ko-
homolojisi yardimiyla elde etmek oldugundan, bu kohomoloji smiflarmi in-
tegre edilmis alan polinomlari uzayna kisitlamak miimkiindiir. Dolayisiyla,
ST o6zdegligini basitlegtirmek icin genigletilmis eylemin uzay-zaman otelemeleri
altinda degigmez kalmasi

Pul; =0 (4. 25)

6 6 ]
5BA + 9, q)AcS(I)* +3pc +3 béb)

kullanilabilir. Goriildiigii gibi /P, alan ve anti-alanlarn polinomuna lineer olarak

P, =tr / d*2(8,8 —— (4. 26)

etki ettiginden Gteleme hayaleti 7,

g;fj =A, —tr/d4x(A*6 AP — X3\ = XO,A+D*8,D —c*d,c) (4. 27)
kullamilarak sabitlenebilir. Burada (4.27) ifadesi lineer olarak kimlan &teleme
simetrisi i¢in bir Ward o6zdegligidir. A, terimi kuantum alanlarinda lineer
oldugundan bu kirilmanin teorinin renormalize edilmesinde bir etkisi yoktur ve
I, igindeki 7,'lu terimler yok edilebilir. Bu amagla genigletilmis eylem
L=I+7"4, |, —8i=0 (4. 28)
anu
formunda yazilirsa lineer olarak kinlan Ward 6zdegligi nedeniyle I eylemi modifiye
edilmig ST ozdesgligini
S(I) = 2itd"EA, (4. 29)

o1 81 oI oI
S(I) = tr / ol T s + oy (4. 30)

saglar.

Denklem (4.29) ile verilen modifiye edilmis ST ozdesligi ve (4.28) gibi yazilabilen
I; genisletilmis eyleminden de goriilebilecegi gibi, genisletilmis BRST déniigiimii

2 Herhangibir ayar teorisi i¢in B operatdriiniin kohomolojisinin neden bu terimlerle ilgili
oldugu Ek C'de gosterilmigtir.



s otelemeleri igermeyecek sekilde de tanimlanabilir
s := 8p — 1£2Q, — i€,Q°. (4. 31)

Bu sonu¢ aym zamanda Ref.[33]'de BRST doniigiimleri s’nin otelemeleri de
igeren (4.6) yerine yukarida verilen (4.31) tanimin kullanilmasimin nedenidir. Bu
calismada da, herhangi bir notasyonel karmaganin olmayacagini umarak, bundan

sonra s i¢in (4.31)’de verilen tamm kullanacagiz.

KD N=1 SYM teorisinin genigletilmis BRST kohomolojisinin incelenmesi igin
uygun bir operatér, modifiye edilmig ST 6zdesligi (4.30) lineerize edilerek

8 ¢ 61 6 _0 d
554 557, + 53", 604 —l—sc%—l—sbéz) (4. 32)

By =t7‘/d4:v(

geklinde elde edilir. Bu operatoriin teorideki alanlar ve anti-alanlar {izerine etkisi,

KD siipersimetri i¢in

Bo4 = 504 (4. 33)
. 81
Bi®, = 723 (4. 34)

seklindedir. Burada not edilmesi 6nemli olan nokta, anti-alanlarin B-varyasyonlar:

§I _ 8Sn-y

Bi®h = 554 = 5oa

oldugundan karsilik geldikleri alanlarin hareket denklemlerini igermeleridir. Lite-
ratiirde Kozsul-Tate diferansiyeli olarak adlandirilan bu kisim

« O0Sn- '
6kt @ = 7;7{%4—1 , 0@t =0 (4. 35)
kendi bagina nilpotenttir
62, =0 (4. 36)

ve bir teorinin BRST kohomolojik acidan incelenmesinde nemli bir yer tutmak-
tadir [54].

B; operatorii, modifiye edilmig ST 6zdesliginin igerdigi lineer kirilma nedeniyle
(baska bir deyisle s telemeleri icermediginden) tam olarak nilpotent degildir

BB = —2itd"¢P,. (4. 37)
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Ancak, B; operatori integre edilmis polinomlar iizerine kisitlandiginda, P,’nun
bu uzaya etkisi bir yiizey integrali oldugundan,

P, /d“xx - /d“x&,,(...) ~0,
B;’nin karesi bu uzayda sifir olarak alinabilir.

KU siipersimetrik durumda yukarida verilen yontem kullanihrsa, KU teoride
yardimci alan sifir oldugundan, D = 0, genisletilmis BRST doniigtimii §

§= 5|D=0 (4 38)

ile tanimlanir®®. KU siipersimetri cebri sadece hareket denklemleri kullamldiginda
kapandigindan, 52 icin de

5% = —2i€0”€8,  (mod. A, N hareket denk.leri) (4. 39)
elde edilir.

Genigletilmis BRST doniigiimiiniin kabuk {istii kapanmasi problemi teorinin
genigletilmis eylemine standart olmayan fermiyonlarin anti-alanlarn cinsinden
kuadratik bir terim eklenerek ¢ozilebilir [22, 23, 24, 25, 26, 27]. Bu amagla
eylemin initer, ayar degismez, boyutsuz, Grassman ¢ift ve sifir hayalet sayisina

sahip oldugu hatirlanirsa, en genel boyle bir terim ¢y, ¢s reel sabitler olmak lizere
tr / Bz (cy (€N — EX*)? + et XEX)

olmahdir. Boyle bir terimin eklenmesiyle elde edilecek modifiye ST 6zdegliginin ve
lineerlestirilmig ST operatériiniin KD durumda (4.29) ve (4.37) ile verilen benzer
cebirsel iligkileri saglamas igin, biraz iglemden sonra

1
cl=——2-92 ' Cg———O

olmasi gerektigi bulunur. Dolayisiyla,

Skuad = —%gztr / diz(EN — EX*)? (4. 40)

%Burada s igin Stelemelerden bagimsiz olan (4.31) tanim kullanilmaktadir.

39



teriminin eklenmesiyle elde edilen KU N=1 SYM genisletilmis eylem [26]
I = Ssyn|p=o0+ Sgf + Sex|p=0 + Skuaa (4. 41)
kullanilarak modifiye ST 6zdegligi ve lineerlestirilmig ST operatorii
S(I) = 2ita*EA, (4. 42)
B;:B; = —2itc"EP, (4. 43)
seklinde bulunur?.

KU durumda B; operatoriiniin A ve X haricindeki diger alanlara ve anti-alanlara

etkisi KD durumda. elde edilen (4.33) ve (4.34) ile benzerdir,

Bd4 = 304 |, dP£N (4. 44)
. 61
Bi®, = =3 (4. 45)

Teorideki fermiyon alanlar A, X’in B varyasyonlar ise eyleme eklenen Sj.q terimi

nedeniyle modifiye olurlar:
Bid =3+ gPE(EN —EX) , Bid =3 — gPE(EX - EXY). (4. 46)

Buradan da goriilebilecegi gibi g2(£A* — £A*) kombinasyonu KD durumda. var olan
yardimer alan D gibi davranmaktadir,

Bfgz(f)\* - 5—5\*) = BID|D=g2(£X“—§—)—\")' (4. 48)

4.1.2 ST Operatoriiniin Kohomolojisi ve N=1 SYM Eylemi

ST operatorii B’nin kohomolojisinin incelenmesinin baglangic noktasi, B’nin et-
kisi integre edilmis alan ve anti-alan polinomlarina kisitlandig zaman (4.37) ve
(4.43) ile verilen ifadelerin sag tarafinin bir yiizey integrali olarak yazilabilmesidir.
Dolayisiyla teoride herhangi bir pertiirbatif olmayan katki yoksa®®

B / PzX =0 (4. 49)

% Burada Au = Aylp=0, 751/ = P,|p=o’dir.
% Qaligmanin bundan sonraki kismnda agikca belirtildigi durumlar harig, B operatérii hem
KD durumda elde edilen By ve hem de KU durumdaki By operatorlerini géstermektedir.
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denklemi, integre edilmis alan ve anti-alan polinomlar1 uzayinda bir kohomoloji
problemi olusturur. Ek C’de gosterildigi gibi, bu denklemin hayalet sayis: sifir ve
bir i¢in trivial olmayan ¢oziimleri,

/ d'zX + B / &z X’
sirastyla teorideki kars: terimler ve olasi anomaliler ile ilgilidir.

B operatoriiniin kohomoloji siniflarimin elde edilmesi i¢in en basit ve sik yollardan
biri, denk.(4.49)’nin yerel versiyonundan elde edilen yavru (descent) denklemlerin
¢bziimlerinin kullanilmasidir [21]. Bu amagla denk.(4.49)’un en genelde bir yiizey
integrali verdigi varsayilirsa, bu denklemin integre edilmemis hali

BX, = (€5,)°0" Xy, (4. 50)

seklinde yazilabilir. Her ne kadar standart yaklasimda, bu denklemin sag tarafi
sadece kismi tiirev 0, ile orantih ahnsa da [21], burada teorinin igerdigi
siipersimetri nedeniyle, bu terimin (5—&“)" katsayis1 ile beraber verildigini
varsayiyoruz [33]. Asagida da gosterilecegi gibi bu varsayim elde edilebilecek yavru

denklemlerinin sayisi, teorinin icerdigi siipersimetriye gore kisitlamaktadr.

Tkinci yavru denklemi elde etmek igin, standart yontemde de oldugu gibi, ilkinin
(4.50) B varyasyonu almir ve (4.37) kullanilirsa

B2 Xy = —2i€a"€8,Xp = (€5,)%0* BX1a (4. 51)

bulunur. Burada spinér indislerinde anti-simetrik Xp,5 = —Xa3, herhangi bir

tensor icin, Kk A’da verilen spinor cebri kullanildiginda
(Ean)a(gau)ﬁapaukbaﬂ =0 (4. 52)

oldugundan, (4.52) denklem (4.51)’in bir tarafina eklenebilir. Elde edilecek bu

ifade (£5,)* parantezine alinirsa, ikinci yavru denklem
BXyo = —2i,Xp + (£5,)P 0" Xang (4. 53)
seklinde yazilabilir.
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Yukaridaki iglemlere benzer olarak, iigiincti yavru denkleminin bulunmas i¢in ik-
inci denklem (4.53)’iin B varyasyonu aliirsa, elde edilen ifade bir alt ¢éziim X,a,
icerir. Ancak, A3 ¢Ozlimii spinér indislerinde tamamen anti-simetrik oldugundan
ve spinér indisleri sadece iki farkli deger (a = 1, 2) alabildiginden, bu ¢oziim 6zdesg
olarak sifirdir. Dolayisiyla, tligiincii yavru denklem

BXyog = 2i€a X1 — 2i€sX1q (4. 54)

seklinde elde edilir ve (4.49)’un yavrulama islemi bu seviyede kendiliginden son
bulur.

Yavru denklemlerin ¢oziimleri N=1 SYM teorisinin simetri igerigi ve BRST
yvonteminde tamimlanan hayalet saylarinin korunumu ile kisitlanmigtir. Bu
amagla Tablo 3’de teorideki alanlarin, anti-alanlarin ve B operatoriiniin boyut-
lari, R-ytikleri, Grassman Pariteleri ve hayalet sayilari 6zetlenmesi faydahdir.
N=1 SYM eylemi siipersimetrik ve ayar degismez oldugundan dogal olarak B

Tablo 3: N=1 SYM teorisindeki alanlarmn boyutlari, Grassmann pariteleri GP,

hayalet sayilar1 Gh ve R-yiikleri R.
Al X [D]ecle]b] € A X | D |c]|B]
d 113/212|0(2|2(-1/2] 3 (5/2] 2 |40
GP| 0} 1}(0]1}]1]0| O 110 }1;0|1
Gh| OO0 (Of2}-1/0}] 12 {-1|-1|-1|-2|1
R|O0O]-1({0]0/0]0O-1|0}| 1 0¢(0]|0

altinda da degismezdir, bagka bir degigle B operatoériiniin hayalet sayis: sifir olan
kohomoloji sinifina aittir. Bu ¢alismada amacimiz, eylemi yukarida verilen yavru
denklemlerinin ¢éziimii yardimiyla diigiik boyutlu alan polinomlari cinsinden ifade
etmek oldugundan, Lagranjiyenin dahil oldugu Ay ¢oziimleri igin
d(X)=4 , Gp(Xo)=Gh(%)= R(X)=0 (4. 55)
alinmalidir. Dolayisiyla Tablo 3’den yavru ¢oziimler A; ve &5 icin
d(x) = g C GP(X)=1 , Gh(X)=0 , R(X)=—1(4 56)
d(X)=3 , GP(X)=0 , Gh(X)=0 , R(Xp)=-2(457)

bulunur.



Goriildiigli gibi son yavru denklemin ¢oziimi, (4.57) yardimiyla B operatoriini
kullanmaya gerek kalmadan, A.X gibi bir terim olmaldir. Diger taraftan, (4.54)
denkleminin sag tarafi £ ile orantili oldugundan hayalet sayisi birdir, A.A gibi
bir terimin B varyasyonu FP hayalet alam c’yi iceremez. Dolayisiyla Xp aym
zamanda ayar degismez olmalidir. Bu 6zelliklere sahip hem KD ve hem de KU
stipersimetrik durumlar igin, k& keyfi bir sabit olmak iizere, sadece tek bir anti-

simetrik X5 ¢6ziimii bulunabilir:

Xgaﬁ = kem;tr(/\/\). (4 58)

Elde edilen bu ¢6ziim, Boliim 3'de N=1 SYM teorisinin siipersimetri kohomolo-
jisi ile elde edilen ¢oziim ile benzerdir. Bagka bir degisle eylemin dahil oldugu
siipersimetri goklusunun en alt elemani, yukarida verilen en alt yavru denkleminin
¢ozlimii ile orantihdir. Iki yaklasim arasindaki bu iligki, ayn1 zamanda, Gzellikle
coklu yapis: bilinmeyen (N=4 SYM gibi), slipersimetrik teorilerin BRST koho-
molojisinin incelenmesindeki ilk fayda olarak diigiiniilebilir.

Ikinci yavru denklemin ¢bziimii &), X; en alt denklem (4.54)’de yerine konuldugu
zaman, N=1 genigletilmig siipersimetri cebri gérece basit oldugundan, (4.54)
denkleminin sag tarafindan okunabilir. B operatorii KD ve KU siipersimetri igin
farkh oldugundan, KD durum igin

Xk = iktr(—ioc* P A\gF,, — AaD) (4. 59)
ve KU durum icin
Xl = ikt {=iot PN Fy — (G DaX + SN~ NafXN} (460)
elde edilir.
Ancak, kiiresel hayalet £’ler komiit eden spinérler

Ea&ﬁ - Eﬂfa =0

olduklarindan X’*% ¢oziimiine &, ile orantili bir terimin eklenmesi (4.54)’iin sa§

tarafimi degistirmez. Boyle bir terim X;’in boyutu ve kuantum sayilari kullanilarak

la

Xy = £ kEatr A"\ (4. 61)
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seklinde segilirse elde edilen KU coziim
ke = xkv L 0t — iktr{—ioc®PAsF,, — Mag?(EX" — EXV)} (4. 62)

formunu alir. Burada, (4.61) ve (4.62)'den goriildiigii gibi X, 'nin katsayisi i/2
olarak segilmesinin nedeni, KD ve KU coziimlerde D ve g*(EX* — EX*) yer
degistirildiginde bu iki ¢6ziimiin birbirlerine benzer olmalaridir.

KD ve KU X, ¢oziimii, X2/ ve X2* denklem (4.53)'de yerlerine konularak

: o1
Xk — ktr{—%F“"Fy,, - -;-eWMFWFM — AP+ 5% (4. 63)

1 ; o1 __
g = ktr{~3F*F, - —é—e“”’\"Fp,,F,\,.; —iAPR+ Sgt(EN — EX)?} (4. 64)

bulunur.
Goriildiigii gibi KD N=1 SYM eylemi k = 1/¢? icin elde edilen ¢6ziimler cinsinden
Sv=1 = Xp? = X5 |2 —gx-)=p (4. 65)
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde teorinin genisletilmis eylemi iginse
/d4 Xk — —lgjgz , /d‘*xxgw = —--;- dil (4. 66)
cebirsel iligkileri elde edilir.

Diger taraftan, k serbest bir parametre olarak birakilirsa, yukardaki iligkiler,

d - d .
4 kd __ — .
/ dioag? = ko 5l=kI (4. 67)
/ dizak = k- f=F2L] (4. 68)
0 dg...z dg *

halini alr. %I , ] terimleri B operatoriiniin hayalet sayisi sifir olan kohomoloji-
sine ait oldugundan, bu terimler pertiirbatif agiimda teorinin renormalizasyonu
icin eklenmesi gerekli kargi terimlerdir. Burada keyfi sabit k, baglanma sabitinin
renormalizasyonuna karsihik gelen bir parametre olarak da diisiiniilebilir [33]. Elde
edilen bu sonug Ref.[26]'da teorinin BRST kohomolojisini farkli bir yontemle in-

celenmesi ile bulunan sonugla uyumludur.
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Diger taraftan, yukaridaki Xs ve Ay ¢ozilimii, en azindan kabuk iisti siipersimetri
igin, swrasiyla eylemin dahil oldugu c¢oklunun en alt ve en iist eleman-
lar1 oldugundan (bkz Bélim 3), yukarida verilen yavru denklemlerinin X;
¢ozliimlerinin de birbirleri ile bir tirmanma operatérii yardimuyla iligkili oldugu

diigiiniilebilir [33].

Bu amagla yavru denklemlerinin sag taraflan £ siipersimetri hayaletleri ile orantili

oldugundan,
o §
N=¢ 5 (4. 69)
seklinde bir filtreleme operatérii tammmlanarak, B operatorii i¢in
B = ZB,, , N, B, =nB, (4. 70)
yazilabilir ve
B =0 (4. 71)
{Bo,Bi} = -2ito*é9, (4. 72)
{Bo,Bo}+8Bf = 0 (4. 73)
Bi={B,B} = 0 (4. 74)
cebri elde edilir.

Tirmanma iglemi i¢in uygun bir operatdér tamimlanabilmesi i¢in B operatérii

acgikca siipersimetri hayaletleri cinsinden,

o _ N . | )
B=§+&Y*+ €Y, +££°Z8 + §§d§ﬁxaﬂ + -égagﬂxaﬂ (4. 75)
gibi yazilir®” ve
- 1- - ~.;
B=By=6+&Y"+ §€d§[,X°‘ﬂ (4. 76)
- .1
£2Qo = By + By = £%(Yo + &,25 + 5gf’X,,,ﬂ) (4. 77)

ile 8 ve Q operatorleri tanimlanirsa, (4.71-4.74)’de verilen cebir yardimyla en alt

yavru denklem (4.54)’iin
/BXZQH =0 (4 78)

?"Burada dogal olarak Z¥ # ZXD and KD siipersimetrik durum icin X P=0=X gBD .

45



ve

§7Q Xonp = 20l X1g — 2i€g X1, (4. 79)

seklinde ikiye ayrilabilecegi goriiliir. Denklem (4.79)’dan goriildiigi gibi @ opera-
tori bir cins tirmanma operatdrii gibidir ve gercekten de biraz islemden sonra

yavru denklemlerinin yukarida verilen ¢oéziimlerinin birbirlerine
QyXaap = 2i(€ayXip — €8yX10) (4. 80)
QaX1s = 2ieqpXp (4. 81)
cebirsel iligkileri ile bagh oldugu elde edilerek en alt ¢6ziimden en iist ¢oziime
Q°QP Xaap = -8 (4. 82)
seklinde tirmanilabilir.

KD siipersimetri igin (4.82) ile verilen tirmanma isleminin sonucu

1
X = ~ga ¥ Qutr / T\ Ag
= L [t tpwp, _ tewwp B _iaDh 4+ 1D?
= g2 o= I Py = €@ FuFa — iAPA+ 5D°}
= Sy=1 (4. 83)

dir. Burada KD siipersimetrik durum igin filtreleme yardimiyla elde edilen @
(4.77) operatériiniin N=1 vektdr goklusunun elemanlar iizerine etkisi Boliim 3’de
kullanilan siradan slipersimetri doniigimlerinin kiral kism ile aymi oldugundan,
(4.83) ile elde edilen ifade (3.44) ile benzerdir. Ancak, KU siipersimetrik durum
i¢in @ tirmanma operatorii, eyleme eklenen (4.40) kuadratik anti-alan terimleri
nedeniyle modifiye oldugundan (4.82) tirmanma igleminin sonucu olarak

U 1 o
B = @t / d4e)Phg (4. 84)
- 1 Lo pw 3 353
= STr / din(~3FuF* = AR = 3D +..) (4. 85)
= Syl +F(®h) | (4. 86)

elde edilir. Goriildiigii gibi XF* ¢oziimii eylemden oldukga farkhidir. Ancak, elde
edilis yéntemi ile bu ¢6zlim B’nin hayalet sayisi sifir olan kohomoloji sinifina
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ait oldugundan, bir B-tam terimin bu ifadeye eklenmesi sonucu degigtirmez. Ek-
lenebilecek boyle bir terim ise, B etki ettigi polinomlarin hayalet sayisim bir
arttirdigindan anti-alanlar icermesi gerektigi aciktir. Boliim 3’de de tartisildigy

gibi Sk ,’niin KD durumdan olan farki ADA oldugundan bu terim
B [ diatrxa

formuna sahip olmahdir. Bu terim, aym zamanda yavru denklemlerin dogrudan
¢oziilmesi sirasinda elde edilen X teriminin dogrudan yavru denkleminde yerine

konulmasi ile de bulunabilir.

Dolayisiyla (4.82) iligkisinin sonucu olarak KD ve KU siipersimetrik genigletilmis

eylemler k£ = 512- igin

1 d
_§gd_gl = Ssym
= -817Q0Qatr / d*zAP)g (4. 87)
1 d=
—5925 = Ssym|p=0— Squad

_ _éqaqatr,\ﬂ,\ﬁ - iB,-tr / TN ), . (4.88)
cebirsel ifadesi ile elde edilebilir[33].

Goriildiigi gibi N=1 SYM teorisinin genigletilmis BRST kohomolojisi yardimiyla
elde edilen yavru denklemleri ile incelenmesinin avantaji hem KD ve hem de KU
siipersimetrik durumlar i¢in eylemin ii¢ boyutlu alan polinomu ¢rAA cinsinden
tam olarak bulunabilmesidir. Ayrica, (4.87) ve (4.88) cebirsel iligkileri arasindaki
fark bir tam B-terimi olarak yazilabilmesi N=1 SYM teorisinin BRST kohomolo-
jisinin KU ve KD siipersimetrik durumlar igin aym oldugunu gésterir[33]. Bu
sonug, sadece yardimel alan icerigi bakimindan farklihk gosteren Yang-Mills tipin-
deki bir ayar teorisinin BRST kohomolojisinin aym oldugunu belirten teorem [34]

ile uyumludur.
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4.2 N=2 SYM Teorisi ve BRST Kohomolojisi

N=2 SYM teorisinin BRST kohomolojisinin incelenmesi ve bu amacgla kul-
lanilacak hesaplarin daha sade ve basit olarak gosterilebilmesi i¢in teorinin SU(2)
kovaryant formiilasyonu kullanilabilir. Bu formilasyonda, SU(2) R simetrisi
altinda bir ciftli olarak doniigsen fermiyon alanlar A ve ¢ (bkz.Bolim 2), bir SU(2)
indisi 2 = 2 yardimyla

Ale = Ag; A2a = V0 (4. 89)
ve benzer olarak
X=X, Ml =7 (4. 90)
seklinde simplektik Weyl spinorleri J; ile gosterilebilir. A; spinorlerinin simplektik
olarak adlandmilmasimin nedeni, bu spinérlerin SU(2) indislerinin anti-simetrik
bir £; tensort,

Eo=ER=—&y=-E"=1, (4. 91)
yardimiyla. indirilip kaldirnlmalaridir®®:

N=¢g9) , X=X (4. 92)

N=EN, X=)\ER (4. 93)

Diger taraftan, teorinin yardime: alanlar: SU(2) R simetrisi altinda bir tighii olarak

gosterilebilir [3]:
D
(4. 94)

Bu formiilasyonda, (3.58) ile verilen topolojik terimi de igeren N=2 SYM eylemi

ise
S = 1T d 1F F* ie“"”\”F F
N=2 — E T 37(—:1' pv _'8’ pvtAp
—iX'PA; + D, D '
\/— i 4% 2 112 1 >
(X, ¢+ N[X;, ¢]) — —[¢,¢] +5D.D)  (4.95)
seklini alir.
28Burada kullandigimiz tanim nedeniyle, SU(2) indisleri igin verilen &;; tensorii siipersimetri
indisleri igin kullanilan €,g,¢€,4 tensorlerinden farklidir. (Ornegin, &; = £, ama €, = —€°P).

Simplektik Weyl spinorleri ile ilgili yararli bagintilar EK B’de verilmisgtir.
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Boliim 4.1’de aynntili olarak verilen adimlar izlenerek KD siipersimetrik N=2
SYM teorisinde kiiresel siipersimetri hayaletleri &, §; yardimiyla siipersimetriyi
ve siradan BRST doniigiimlerini iceren genigletilmis BRST déniiglimleri

sA, = Dyc+&o, N+ 85, (4. 96)
shi = i{e, N} — 10" EF, + &9, 0" — V2orED,g+ 7D (4.97)
sht = i{c, N} — i6"&F,, — V25*6'D,¢' — E7.D (4. 98)
s¢ = i[c,¢] — iV2EN (4. 99)
s¢t = ifc, '] — ivV2EN, (4. 100)
sD = ile, D] — 7 (—& PN + €D

V261N, 611+ V2E[N, 4)) (4. 101)
sc = %{c, c} — 2i&i0 E A, — V£ — V2EES (4. 102)
&€ = b (4. 103)
sb = —2i0"E9,¢ (4. 104)

seklinde tammlamr ?°. Burada FP hayaleti c’nin (4.102) ile verilen
doniigiimiindeki &£'¢" ve £;¢ terimleri yardimiyla siipersimetri cebrinin ko-
varyant tiireve kapanmas) probleminin yaninda, cebrin (2.86-2.89) ile verilen alana

bagh ayar doniigiimlerine kapanmasi problemi de ¢oziilerek, s i¢in
P (4. 105)

elde edilir. Goriildiigii gibi, burada da s &teleme simetrisini igermediginden, 2

bir uzay-zaman tiirevi iizerine kapanmaktadir.

KD teorinin ayar sabitlenmis ve anti-alanlar ile genigletilmis eylemi

I = SN2+ Sg5+ Sex (4. 106)
Sgp = —tr / d*zs(ed*A,) (4. 107)
Ser = tr / d*z(Ans AP + M)A + AfsAt + D*sD + ¢*sc) (4. 108)

29Burada, 7 Pauli spin matrislerini gostermektedir. (Bkz EK B.)
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ile verilir. Notasyonel kolaylik saglamasi icin Bolim 4.1’de oldugu gibi alan ve
anti-alanlarn

&4 = {Ay, M M 6,0, D,c} By ={A5, N, 5,¢%, 6™, D", ¢}
gosterimi i¢in, teori

S(I) = 2igo*EA, (4. 109)

o1 81 oI oI
S = tr / Polgarses 55 + 5 (4. 110)

(modifiye) ST ozdesligini saglar. Burada,

A, = tr [ da(48,4% - X0~ KON + 40,6
+678,8" + 58,0 — ¢*8,¢), (4. 111)

s iiretecinin otelemeleri icermemesinden dolay: ortaya ¢ikan klasik bir kirilmadir.

BRST kohomolojik yapmin incelenmesi i¢in uygun bir ST operatérii (4.110) nun

lineerlegtirilmesi ile elde edilir,
6[ 6 oI 6 8 0
4 e
y ”/ T seasay T 5o 004 T Coe 35 (4. 112)

Boliim 4.1’de oldugu gibi burada da By’nin alanlar ve anti-alanlar iizerine etkisi

61

A _ A * __
Biot =50 |, Bi¥y= 5

(4. 113)
dir ve

E) K]
g O <I>A3¢* ). (4.114)

BiB; = —2it0"EP, = —2iko” Etr / 42 (8, 84—
bagintisim saglar.
KU siipersimetrik N=2 SYM teorisi (D = 0) iginse KU iireteg § = s|5.,
52 = —2it0¥ €9, (mod. );, A;'1n hareket denklemleri) (4. 115)

formuna sahip olacagindan (4.106) genigletilmis eylemi kuadratik anti-alan te-
rimleri ile bir kez daha genigletilmelidir,

j = IID‘=0 + Siuad (4. 116)
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Stuas = —3'tr [ da(@EN - ERA@F-EF) . (417)

-~

Béylelikle, [
S(I) = 2i€a*EA | 5, (4. 118)

ST ozdegligini saglar ve karesi, integre edilmis alan polinomlar: iizerine etki

ettiginde bir tam tiirev olan,
B;iB; = —2i£0¥EP, | 5_0, (4. 119)
lineerlestirilmis ST operatorii Bj elde edilir.

KU durumda not edilmesi énemli olan nokta ise g2(7 (&=t — {7;\;‘) kombinas-
yonunun, KD durumdaki yardime: alan D gibi davranmasidir® :

Bidi = 8 + gPT &5 TUEX™ — E°X)) = Bril s gaes—geir) (4. 120)
BiX = 5X' — g* 874, T (&A™ — EN) = BN p_zy g aee_os) (4.121)
Big* (7 (X" — EX]) = BrDl ppt e rer—gis) (4. 122)

B operatoriiniin 3! etkisinin integre edilmig alan ve anti-alan polinomlari uzayna

kisitlanmas: ile elde edilen kohomoloji probleminin
B / dzX =0 | ] d*zX + B / &z X’ (4. 123)

¢Oziimii, Bolim 4.1.2'de oldugu gibi, (4.123) denkleminin yerel versiyonundan
elde edilebilen yavru denklemler ile bulunabilir. Teorinin N=2 siipersimetri yapist
kullanilarak ilk denklem,

Bx© = gigreeg,x ) (4. 124)

seklinde ahnabilir. Bir alt yavru denklemin bulunmasi igin (4.124)’tin B varyas-
yonu almirsa, elde edilecek ifadenin, '

B A0 = —2i'54¢9,4 O = E5#4°0,BX,),

30Bu sonug her ne kadar eyleme eklenen Skyqq teriminin bu gahismada kullanilan (4.117) for-
mundan agikca gorilse de literatiirde bu benzerligi agikea gosteren bir caligmaya rastlayamadik.

31Burada B operatérii aksi ifade edilmedik¢e KD ve KU durumda elde edilen ST operatérit
igin kullanilacaktir.
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bir tarafina

Bt ,0,10),
formundaki bir terimin eklenebilmesi i¢in boyle bir terim kendiliginden sifir ol-
mahdir. EK A ve EK B’de verilen spinor cebri kullamlarak boyle bir terimin
sadece X?'nin (iar) ve (jB) indis ikililerinde anti simetrik olmasi, X2 ;5 = -2,
durumunda bulunabilir. Béylelikle, yukaridaki ifade E"&,,By parantezine alinirsa

ikinci yavru denklem

BXY = -2i£aX© + (E54)°8,%%) (4. 125)

seklinde elde edilir. Benzer yontemle, elde edilen her bir alt yavru denklemin B
varyasyonu alinarak diger denklemler

BXZ, = —2iX0 +2i6a X + (€540, X354, (4. 126)
BXS gy = 2iiX ik = 2biaX Ty — 266 X2y
+HE)uXip krin (4. 127)
BXS osyin = — 20X 0y — 256Ky i + 206ia ey 1a
2, X 5 1 (4. 128)

seklinde bulunur. Burada X®, X® g¢oziimleri de spinér ve SU(2)-R indis iki-
lilerinde ( e, 78 gibi) tamamen antisimetriktir. Béyle bir tamamen antisimetrik
X ®) ¢oziimii ise 4, & = 1, 2 degerlerini aldigindan ve bu indis ikililerinin alabilecegi
dort farkh deger oldugundan, zdeg olarak sifirdir. Dolayisiyla, N=1 durumunda
oldugu gibi, yavru denklemler teorinin sahip oldugu N=2 siipersimetrisi nedeniyle
(4.128)'de kendiliginden son bulur.

Yavru denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in, X, @ = 0, ..., 4 ¢bziimlerinin
boyut, R yiikii ve hayalet sayilarinin bilinmesi olasi ¢6ziim simflarim oldukca
kisitlar.

Teorinin Lagranjiyeninin dahil oldugu X ¢éziimii
Boyut(X@) =4, R(X9) =0, GR(X®) =0 (4. 129)
sartlanm saglamasi gerektiginden, diger ¢6ziimler i¢in yavru denklemlerin yapis:
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Tablo 4: N=2 SYM teorisi i¢in alanlarin boyutlari, Grassmann pariteleri GP,
hayalet sayilari Gh ve R-yiikleri R.

| lA | M[glDlclelb]l & [A4] XN [¢]D|c][B
d ] 1]3/2]112]0]2]2]1/213 521312 4]0
GP| O 1 00110 O 1 0 1 11011
Gh | O 0 {0]0f{1j-1]0} 1 10 -1 ]-1)-1(-2]1
R 0 -11]2{0(0]0;0 -1 0 1120 /[01/0
ve Tablo 4 kullanilarak en alt ¢éziim X'® igin
Boyut(X®) =2, Gh(X®W) =0 R(XW) = —4 (4. 130)

elde edilir. Bu &zelliklere sahip ayar defismez bir X ¢oziimii tr¢? ile orantih
olmalidir. Dolayisiyla, X® coziimiiniin indis yapis: géz 6niine alinirsa, boyle bir
¢ozim

W = Ktr¢? (4. 131)

seklinde yazilabilir. Burada, K
Kingprrin = €apenr(EinEit + Eubik) — arepr(EiiEr + Eulin)
+earepy (i + Ein&ij) (4. 132)

geklinde €4 ve £;; tensorleri ile yazilabilen indis ikililerinde tamamen antisimetrik

bir sabit tensordiir.

Diger yavru denklemlerin ¢oziimleri, Boliim 4.1’de incelenen N=1 SYM teorisinde
oldugu gibi gibi en alt ¢oziim X®’den bir tirmanma operatdrii yardimiyla elde
edilebilmelidir. Béyle bir tirmanma operatérii, B’nin siipersiniétri hayaletleri &;

cinsinden seriye agilarak,
B=6+8Y"+ Y0 + 5825 + g,,,g ﬁxwﬂ + gwgﬂﬂxw,,ﬁ, (4. 133)
N=1 SYM teorisinde kullanilanilana benzer bir tirmanma operatorii Q;,,
£ Qia = £°Yin + £:ab° 735 + 5’ €98 X a6 (4.134)

tanimlanabilir. Dolayisiyla, N=1 SYM’de de oldugu gibi, KD ve KU siipersimetrik
N=2 SYM teorisi igin eylem ve diigiik boyutlu alan polinomlan arasindaki iligki

sirastyla
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Sk o = 1 Kin jppyirn @ Q7P Q51 QP r / d*zd? (4. 135)

ve
Sy = ¢ Kinjg.ein @2 Q7 QFY QP / d*2¢?+cyBtr / do(F* G+ A"A) (4. 136)

seklinde yazilabilir. Burada, ¢; ve ¢y katsayilar yukanda verilen bagmtilarin
agikca hesaplanmasiyla bulunabilecek sabitlerdir.
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5 SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada siipersimetrik teorilerin cebirsel yapisi kullanilarak tanimlanabilen
bir kohomoloji problemi yardimiyla, WZ modelinin ve N=1, N=2 SYM teori-
lerinin disiik boyutlu alan polinomlar: ile iligkisi incelenmistir.

Boéyle bir kohomoloji problemi, Béliim 3’de sadece siipersimetrik yapi kullanilarak
modelden bagimsiz olarak tammlanmig ve KD (kabuk dig1) siipersimetrik
WZ modeli ve N=1, N=2 SYM teorileri i¢in kullamilan eylemlerin diigiik
boyutlu alan polinomlarindan elde edilebilecegi gosterilmigtir. Bu yontem KD
yapisi bilinen diger siipersimetrik teorilere de uygulanabilir. KU (kabuk istii)
siipersimetrik durum iginse, stipersimetri cebri sadece fermiyonlarin hareket denk-
lemleri saglandiginda kapandigindan, KD durumda elde edilen bagintilarin orjinal
eylemden hareket denklemleri kadar farkh bir ifade verdigi bulunmugtur. Her ne
kadar, renormalize olmama. teorilerinin ispat: icin KU WZ modelinde etkilesme
terimi ve diiglik boyutlu alan polinomlar: arasinda cebirsel bir iligki bulunabilse
de, SYM teorileri i¢in KU durumda benzer bir cebirsel iligkinin bulunamayacag)

anlagilmigtir.

Boliim 4’de N=1 ve N=2 SYM teorilerinin sahip olduklar1 siradan BRST
simetrisi slipersimetriyi de igerecek gekilde genigletilerek, bu teoriler igin Cebirsel
Renormalizasyon yontemi ile tamimlanan kohomoloji problemi incelenmigtir.
Genigletilmis BRST kohomolojisi olarak da adlandirilan kohomoloji problemi-
nin ¢oziimii yavru denklemler yardimyla elde edilerek hem KD ve hem de
KU siipersimetrik N=1 eyleminin diigiik boyutlu alan polinomlar cinsinden
yazilabilecegi ispatlanmigtir. Benzer analiz kullamilarak N=2 SYM teorisinin
eyleminin diigiik boyutlu alan polinomlan: ile iligkisinin hangi formda olmasi
gerektigi gosterilmistir. Bu bélimde elde edilen sonuglardan da goriildigi
gibi, SYM teorilerinin BRST kohomolojisinin yavru denklemler yardimyla

incelenmesinin faydasi yavru denklemlerin yapisinin ve sayistmin kullanilan
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siipersimetriye bagh olmasi ve her bir yavru denklemin ¢6ziimiiniin eylemin dahil
oldugu siiper ¢oklunun elemanlarimi vermesidir. Dolayisiyla, bu yontemle eylemin
dahil oldugu ¢oklunun en alt elemani ve en iist eleman eylem arasindaki iligki

dogal ve zarif bir yolla elde edilir.

Ayni zamanda, Béliim 4’de KD ve KU siipersimetrik eylemler i¢in BRST ko-
homolojisinden elde edilen ifadelerin birbirlerinden bir B-tam terim kadar fark
ettigi bulunmugtur. Bu sonug, sadece yardimei alan igeriginde fark eden iki ayar
teorisinin BRST kohomolojisinin ayn1 oldugunu belirten teoremin [34], SYM teo-
rileri igin de gegerli oldugunu gosterir.

Bolim 4’de elde edilen bir diger sonu¢ ise N=1 ve N=2 SYM teorilerinde,
KU durumdaki fermiyon anti-alanlari ve siipersimetri hayaletlerinin belirli bir
kombinasyonunun KD siipersimetrik durumdaki yardimci alanlar gibi davran-
masidir. Bu sonug her ne kadar kullanilan Cebirsel Renormalizasyon yonteminde
agikca goziikse de, literatiirde (bizim bilgimiz dahilinde) bdyle bir benzerlik
agik¢a verilmemistir. Bu sonucun ilging bir uygulamasmin, bu benzerligin KD
stipersimetrik yapisi bilinmeyen teorilerde (N=4 gibi) kullamlarak, bu teorilerin
yardimcr alan igerifimin bulunmasi ya da bulunamayacagimin ispatlanmasi ola-
bilecegini diigliniiyoruz.

Bu calismada elde edilen sonuglar diger siipersimetrik modellerin cebirsel
yapisinin incelenmesinde kullanilabilecegi gibi, giinlimiizde yogun olarak ¢ahgilan
siipersimetrik teorilerin renormalize olma O6zelliklerinin ve ayni zamanda SYM
teorilerindeki pertiirbatif olmayan instanton katkilarimin anlagilmasinda da kul-
lamlabilir.

Bilindigi gibi siipersimetrik eylemlerin ve/veya etkilesme terimlerinin diigiik
boyutlu alan polinomlarinin ¢oklu siipervaryasyonu olarak yazilmasi kullamilarak
bazi renormalize olmama teoremleri ispatlanabilmisgtir [11, 12, 55, 56]. Ben-
zer olarak Ref[57, 58, 59]'da déndiiriilmis (twisted) N=2 SYM teorisinin 3
fonksiyonunun sadece bir halka katkisi aldigi Bolim 4’de kullanilan yontemle
gosterilebilmistir. Dolayisiyla, gelecekte calismayl planladifimiz siradan N=2
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SYM teorisinin renormalize olmama teoremi siipersimetrinin bilesen alan

formiilasyonunda da teorinin dondiiriilmesine gerek kalmadan gosterilebilmelidir.

Diger taraftan Boliim 3’de kisaca bahsedildigi gibi KU déniigiimler kullamlarak
elde edilen "eylem” N=2 SYM teorisindeki instanton denklemlerini kesin olarak
vermektedir. Benzer sonu¢ BRST kohomolojisi kullamlarak da gosterilebilir.
Bagka bir degisle, bir gekilde KU siipersimetrik durum ve instantonlar arasinda
bir iligki oldugu gézilkmektedir. Bu tezde elde edilen sonuglar yardimiyla su anda
devam ettigimiz bu konudaki ¢aligmamizla yukaridaki 1].1§k1y1 agiklayarak Bolim

3’de bahsedilen instanton hesaplarina aciklik getirmeyi umuyoruz.
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EK A: NOTASYON VE SPINOR CEBRI

Bu galisma boyunca Wess ve Bagger uzlagimlarnm [1] kullamyoruz :

Nuv = diag(—la L1, ]-) (Al)
€91 = —€192 = 612 = —621 =1 (A2)
60123 =1= —€0123 (A3)

Bu uzlagimda antikomiit eden iki bilegenli Weyl spinorleri

Yo =€pd® =Py (A4)
Ya=et®  ,  t=ePy, (A5)
PX = ¢%Xa = —PaX® = X*Pa = XP (A.6)
PX = PsX* = —P*Xa = XaP" = XP (A7)
(ex)" = X¢ = X (A.8)

ozelliklerini saglar. Spinérlere gore tiirev alma iglemi ise

0" o O s O_p 0 9

305~ °F 5, 568 B0, 8p= ~ 4858, (4.9)

seklindedir. Burada noktali spinorler SL(2,C)’nin (1/2,0) reprezantasyonuna
ve noktasizlar da eglenik reprezantasyon (0,1/2)’ye gore doniigmektedirler. Tk
bilegsenli Weyl spinérlerinin, Dirac ve Majarona spinérleri ile iligkisi agagidaki

gibidir:
‘I’D—(;‘;‘;!) ; ‘I’M—(§a> (A.10)
0 o* —i 0
7= ( sy 0 ) ;T —7"717273—< o _i)- (A11)

Sigma matrisleri

o_ (-1 0 [0 1 s [0 —i s (1 0
o-(o _1),a—<10),a’-—<i 0 17 =10 1 . (A12)



seklinde verilmistir. Bu tanimlardan

7° = o° ’ 7123 — _ 128 (A.13)
O = Capeapd ™, 549 = Mok, (A.14)
Tr(o*a") = -2 , oty = —28868 (A.15)

(6" + 0”52 = —2mP6P | (3"0” + 5"0’")% = —277“"5% (A.16)

o537 o* + c*5V " = 2(n*P ¥ — nPot — pa?) (A.17)
Gove + G gV a* = 2(n*e” — nMet — ) (A.18)
5% 0> — Vot = 2ieM Mo, |, G0V — 20V = —2ie™ 5, (A.19)

T Y TR e

ﬂ
o= 0 =5"4 (A.21)
ot Pegy = ot Peg, (A.22)
%e’“”“‘ Oa =0, G, = g (A.23)
Tro® e = —l(n"’\n”‘ ) — e‘“’ R~ (A.24)
0605 aaa‘;ﬁ = 2(0"€)apess + 2(€6*) 44608 (A.25)
a‘;aaﬂﬁ + 0050, = -1+ 4oM€)ap(€6™ )sp (A.26)
oo = %(—n’“’ o* + na¥ + i g,) (A.27)
ohg = —;—(7)"’\0" — o + i) (A.28)
g = 1(—17*”5“ + e — i ) (A.29)
o = —(n“’\ 5 — e — iP5, (A.30)
oo, = 0,6 = —go“ , &, =0,0" = —g&“ (A.31)
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1
0,y = (e = TbE) (A.32)
HIGE = (5 SFese + 54 906]) (A.33)
" 50, = 5(0“ €55 — G "‘“’5;3’) (A.34)
_uvé 1 &b &

bagmtilarm sagladiklar gdsterilebilir {1, 60]

Calisma sirasinda biiyiik kolaylik saglayan anti-komiit eden Weyl spinérleri igin
diger iligkiler agsagidaki gibidir [1]:

Bus = %eaﬁoe 98 = --21-601’90 (A.36)
7a36 _ L _afgs i 1 oz

6207 = 5e*00 , 68y = — S50 (A.37)

X0’ =—go"x , (xo"@)' =p5"% (A.38)

xo*3"p = pa¥atx , (xotd ) = 5oy (A.39)

Xo*p = —patx , (xo"o)l = —ga*x (A.40)

1
(Yp)Xa = —§(<P0’” X)(Wou)a (A.41)

Son olarak, bu galiymada N=1 ve N=2 SYM teorilerinin alanlarin ayar grubunun

adjoint gosteriminde ve matris formunda aliyoruz:

® =%, [r% ) = if%re, Tr(r°rd) = 6% (A42)
D,® = 0,®-i[A, P (A.43)
F., = 0,A —98,A,—i[A, A). (A.44)

Burada f®¢ tamamen antisimetrik yap: sabitleridir.
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EK B: SIMPLEKTIK WEYL SPINORLERI

SU(2) R simetrisi altida ikili olarak déniigen iki Weyl spinérii ¢ ve 1 igin simp-

lektik Weyl spinorleri,
M=y d=9 , ¥=—y AN=gp (B.1)
Meg N=¢ , l=-3 =g¢ (B.2)
)\i = gij/\j y )\z = Ajgji (B.3)
/—\i = gz'j-)_\j y XL = ;\jgji (B4)

seklinde tanimlanabilir. Burada,
En=E% =&y =-E=1 (B.5)
dir.
Simplektik spinérierin siipersimetri doniigiimlerinde kullanilan ¥ Pauli matrisleri
7 = (01, 09, 03) (B.6)
# =g, , 7.7 =266 &6, (B.7)
seklinde tanimlanmigtir. Bu notasyonda kompleks eglenik agagidaki gibi verilir:
(Vi)' = (B.8)
=8 , &)= (B.9)

& komiit eden, 7 anti-komiit eden ve ¢ komiit veya anti-komiit eden simplektik

Weyl spinorleri i¢in
el = - G =G , Fi= — @t (B.10)
wib; — ot = Egerd® By — it = E B (B.11)
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ity — et = —Eigrtd” (B.12)

Yo = 0= P50 (B.13)
1
§ibia = §5z‘j§z?€ka (B.14)
godg, =0 , §atPes=0 (B.15)
oY = 1R\ GalE¥) =-5&EWa (B

ile verilen 6zdeslikler yukardaki tammlar kullamilarak biraz igslemden sonra elde
edilebilir.
Son olarak bu ¢aligmada

N E QL Y
ve

Xz’) E:i’ ’\7,*7 Qi7 QZ
lerin SU(2)R indisleri sirasiyla denk.(B.3) ve denk.(B.4)'e gore indirilip
kaldiriimaktadir.
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EK C: ST OPERATORU, KARSI TERIMLER VE
ANOMALILER

Cebirsel Renormalizasyon yonteminde genigletilmis BRST simetrisi ile elde edilen
genisletilmig eylem I klasik ST 6zdesligini saglar 32,

S(I) =0 (C.1)

Klasik ST ozdesliginin kuantum genigletilmesinin elde edilmesi i¢in bir pargacik

indirgenemez Green fonksiyonlarmnin iireteci
F'=I+0() (C.2)

seklinde yazilabilir. Bilindigi gibi eger I' icin ST ozdesligi tiim mertebelerde
saglaniyorsa
ST)=0 (C.3)

teoride anomali yoktur. Diger taraftan (C.3) n. mertebede kiriliyorsa
S(T) = A"A + O(R™) (C4)

teori n. mertebede anomaliye sahiptir. Burada A hayalet sayis: bir olan integre

edilmis alan, anti-alan ve hayaletlerin bir polinomudur.

ST o6zdesliginin lineerize edilmesi ile elde edilen ST operatdrii, hayelet sayis: ¢ift

olan herhangi bir polinom igin
BrS(F) =0 (C.5)

esitligini cebirsel olarak saglar. Dolayisiyla, bu esitlikten hayalet sayis: ¢ift bir F
polinomu igin B’nin karesi sifir olma garti,

BrBr =0 (C.6)

32Bu boliimde verilen yaklagim ayrintih olarak [21] ve [57]’de bulunabilir.
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elde edilir ve B operatoriiniin kohomoloji simflari
BrX =0 , X #BzX (C.7)
denklemlerinin ¢6ziimleri seklinde tammlanir.

Teorideki olasi anomali terimlerinin elde edilmesi i¢in I', (C.2) formunda
oldugundan, lineerlestirilmis ST operatorii

Br = By + O(h) (C.8)
seklinde yazilirsa, (C.5) esitligi her durumda cebirsel olarak saglandigindan,
BrS(T') = 0, n. mertebedeki (C.4) kirilmas: icin

(Br + O(R))(F"A + O(F™ 1)) =0 (C.9)

elde edilir. Dolayisiyla, bu denklemin %’1n en diiglik mertebesi igin, hayalet sayisi

bir olan A anomali teriminin
B;A=0 (C.10)

denklemini saglamasi gerektigi bulunur. Denklemin en genel ¢6ziimii
A=kA+B/A , A#B/A (C.11)

formundadir®. Burada k numerik bir sabittir ve bu sabitin degerinin bulunmas:
i¢in standart Feynman diyagramlar: hesab1 yapilmalidir. Bagka bir deyigle kA # 0
icin Cebirsel Renormalizasyon yoéntemi teorideki potansiyel bir anomali terimini

verir.

Teorinin renormalizasyonu igin I'’ya eklenmesi gereken karsi terimlerin analizi igin
Fe=T+a"K (C.12)

yaziir ve ST 6zdesgliginin
S(Tk) = O(R™) (C.13)
seklinde saglandifi varsayilirsa
= SO +r(Br+OHR)K =0 . (C.14)

33 Buradaki B-tam terim I'nin ' = T'—A"B;A seklinde yeniden tamimlanmas: ile yok edilebilir.
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olacagindan, A'in en diigliik mertebesi icin
BiK =0 (C.15)

elde edilir. Goriildiigii gibi, B operatériiniin hayalet sayisi sifir igin kohomoloji
siniflarinin bulunmas: ile eyleme eklenmesi gereken karsi terimler K elde edilebilir.

Boliim 4’de KD siipersimetrik N=1 ve N=2 SYM teorilerinde elde edilen (modi-
fiye) ST 6zdeslikleri ve bunlara karsihk gelen lineerlestirilmis ST operatorlerinin
alanlar, anti-alanlar ve haysletler cinsinden agik hali ise agagidaki gibidir:

oI 6I+ o1 6I+§_I 5_I.+ 61 &I
6A%6AR ~ X 8)g 6N, 6X* 6D+ 6D

61 61 3[ ol
+§5—c 3 +Sb%) (C.16)

S(HN= = tr / d*z(

61 6§ 6 &
N=1 __ 4
B = o [d 5az 548 + 54, 64

+6I ) +6I 6+6I¢5+615
Shg 6X* T XN, | EXGENL T SALEXG

6I & oI &6 6I &6 oI & o
ram e+ Dt iRt Gede S ) (©1D

61 61 o1 I 81 61  6I8I 4l ¢l
N=2 __ - —
s = ur [ d4‘”(5A* TR TN WS OO I FF A Wb
51 61 6161 Ol
+55 50 T o se T %% T %) (C.18)

61 & 61 &
N=2 __
B = o [ T 5+ 5, A

L6 & 8 & 6 6 oI ¢
VST S T S W ST TS LY S T S

L8 erer ol 6 | 6 &
5064 | bpbg* | 6™ bt | bt b

61 6 61 6 616 55_{_6__(_8 0 +sb—-) (C.19)

t5BsD 56D 6cdc | bcbe T Cae

KU stipersimetrik durum igin ilgili (modifiye) ST ozdeslikleri ve operatorleri
yukaridaki ifadelerde yardime: alanlar D ve D'nin yok edilmesiyle bulunabilir.
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