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ABSTRACT

Fundamental, dipole and vortex solitons are obtained in a lattice with a vacancy defect for the
two-dimensional nonlinear Schrodinger (NLS) equation with mean term (NLSM System).
Although the first nonlinear semi infinite band-gap structures are almost overlapping for the
NLS equation and NLSM System, there is a marked difference between soliton powers of
these models. The linear stability spectrum and the nonlinear evolution of NLSM solitons are
investigated by using direct simulations. The stability analysis shows that the fundamental,
dipole and vortex solitons can be nonlinearly stable under suitable conditions, but none of
these solitons are linearly stable. Also, it is shown that the nonlinear stability results of
fundamental solitons are in good agreement with Vakhitov-Kolokolov (VK) stability
criterions.

OZET

Dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) denklemine kuadratik katkilar dahil edildiginde NLSM
sistemi elde edilmektedir. NLSM sisteminde bosluk diizensizlii iceren potansiyelin
varliginda lokalize dalga ¢6ziimlerinin (temel, dipol ve vorteks solitonlarin) var oldugu
gosterilmistir. NLS denkemi ve NLSM sistemi i¢in birinci dogrusal olmayan (nonlinear) bant
yapist ¢ok benzer olmasina ragmen soliton giicleri arasinda onemli fark oldugu gorilmiistiir.
Elde edilen solitonlarin dogrusal kararlilik spektrumlar1 ve dogrusal olmayan ilerleyisleri
sayisal yontemlerle incelenmistir. Kararlilik analizleri, belirli kosullar altinda diizensiz kafes
solitonlarinin dogrusal olmayan kararlilifa sahip olabilecegini fakat bu solitonlarin dogrusal
olarak kararsiz oldugunu gostermistir. Ayrica, dogrusal olmayan kararlilik i¢in elde edilen
sonuclarin  Vathikov—Kolokolov (VK) kararlilik kriterleri ile uyum i¢inde oldugu
gOrilmiustir.
GIRIS

Dogrusal olmayan (nonlinear) dalga denklemlerinin ¢oziimleri, optik, akiskanlar dinamigi
veya plazma fizigi gibi alanlarda genis olarak yer tutan O6nemli bir konudur. Bu dalga
problemlerinin ¢éziimleri farkli 6zellikler tagir. Bu ¢oziimler kararli lokalize dalgalar (soliton)
veya soniimlii dalgalar olabilir.

Sayisal yontemlerden faydalanarak bir¢cok dalga denkleminin soliton ¢dziimlerinin oldugu
kanitlanmistir. Bu dalga denklemlerine 6rnek olarak Korteweg-de Vries (KdV) denklemi,
dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) denklemi veya bu ¢alismada da model olarak kullanilan
NLS denklemine kuadratik katkilari igeren (NLS with mean term) NLSM sistemi
gosterilebilir.

Son yillarda diizenli (kristal veya yar1 kristal) potansiyeller kullanilarak elde edilen temel
dipol ve ¢oklu (vorteks) solitonlarla ilgili ¢ok sayida ¢alisma yayinlanmustir [1,2]. Fakat
diizensizlik igeren potansiyellerle ilgili cok az sayida ¢alisma vardir [3,4].
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Doyurulabilir dogrusal olmayan ortam veya dis potansiyel kullanilarak yoOnetici
denklemlerden kararli ¢oziimler elde etmek literatiirde bilinen bir yontemdir. Fakat, NLSM
sisteminin bir potansiyelin varliginda incelendigi herhangi bir ¢alisma bulunmamaktadir.

Bu calismada NLSM sisteminin temel, dipol ve coklu solitonlar1 diizensiz bir potansiyelin
varliginda incelenmistir. Kullanilan fiziksel sistemin yonetici modeli, bir potansiyel iceren
NLSM Sistemi asagidaki sekilde tanimlanir [5].

iu, +%Au +|u|2 u—pud -V (x,y)u=0
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Burada u(x,y,z) birinci harmonigi, ®(X,y) kuadraritk etkileri gostermektedir. p ile v
kullanilan malzemenin (ortamin) fiziksel 6zelliklerine gore degismektedir. p <0 durumunda
su dalgalari, p>0 durumunda elektromanyetik dalga ¢ozlimleri elde edilir (p=0
durumunda NLS denklemi elde edilir).

V (x,y) dis potansiyeli gostermektedir. Bosluk diizensizligi (vacancy defect) igeren potansiyel

. 2
V(x,y)= %[Zcos(kxxﬁ ZCos(kyy)+e'g(X'y)}
ile verilmektedir [3]. Burada 6(x, y) faz fonksiyonu

0(x,y)= tan‘l(—y_ yoj—tan‘l(—er Yoj
X

X

olarak tamimlanir. V, potansiyel derinligini belirleyen katsayidir. &(x,y)=0 olarak
alindiginda diizensizlik icermeyen bir periyodik potansiyel elde edilir.
Bu potansiyellere ait iistten goriiniisler ve diyagonal kesitler asagidaki sekilde verilmistir.
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Sekil 1. (a) Periyodik potansiyelin iisten goriiniisii; (b) Sinir diizensizligi i¢eren potansiyelin
iistten gortiniisii; (c) Periyodik potansiyelin diyagonal kesiti; (d) Bosluk diizensizligi igeren
potansiyelin diyagonal kesiti.

SAYISAL YONTEM
NLSM Sisteminin soliton ¢oziimlerini elde etmek i¢in Ablowitz ve Musslimani’nin ortaya
koydugu Spektral Renormalizasyon (SR) yontemi kullanilmistir [6]. SR yonteminde, NLSM
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Sistemi Fourier uzaymnda ele alimip, u = f (x, y)e " ¢dziim onerisi ile lineer olmayan terime
gore bir yakinsama faktorii belirlenir. Bu ¢alismada yakisama kosulu 107 olarak almmustir.

SR yontemiyle soliton ¢oziim elde etmek i¢in kullanilan Gaussian baslangi¢ kosulu asagidaki
sekildedir.

X Y, O _ Ze (x+%, ) +(y+Yn) }+i6n

Burada X, ,y, solitonlarin yerini, 6, faz farkini, M soliton sayisini (temel, dipol, ¢oklu)

belirlemek i¢in kullanilir. A degeri, solitonu belirlenen yere odaklamak ve yakinsakligi
saglamak i¢in kullanilir.

Calismada, aksi belirtilmedikge, p=1, v =1, A=1, V, =12.5ve u =0.50larak alinmistir.
SOLITONLARIN VARLIGI VE KARARLILIK ANALIZi

SR yontemi kullanilarak bosluk diizensizligi igeren potansiyelin varliginda NLSM yonetici
sisteminin temel, dipol ve ¢oklu ¢oziimleri merkezdeki bos hiicre civarinda elde edilmistir.
Ayn1 yontem kullanilarak birinci dogrusal olmayan bant yapisi potansiyel i¢inde diizensizligin
oldugu ve olmadigi (periyodik oldugu) durumlar i¢in karsilagtirilmigtir.
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Sekil 2. Bosluk diizensizliginin oldugu ve olmadig: (periyodik) durumlar i¢in bant yapisi.
Bosluk diizensizliginin oldugu durumda soliton ¢6ziim elde edilebilecek (gap) alaninin daha
dar oldugu Sekil 2°den goriilmektedir. Benzer sekilde NLS (0 =0) ve NLSM sisteminde (

p =1) soliton ¢6ziim elde edilebilecek alanlar karsilastirildiginda bant sinirinin iki durum igin
Ortlistiigli goriilmiistiir.
Bosluk diizensizligi igeren potansiyelin merkezine odaklanan temel soliton ve merkezin

etrafina odaklanan ikili ve coklu solitonlar sirasiyla Sekil 3, Sekil 4 ve Sekil 5°te
gosterilmistir.
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Sekil 3. Bosluk diizensizligi igeren potansiyelin merkezine odaklanan temel solitonun (a) 3
boyutlu goriiniisii; (b) Ustten goriiniisii.

-10 -10

Sekil 4. Bosluk diizensizligi civarinda elde edilen ikili (dipol) solitonlarin (a) 3 boyutlu
goriiniisii; (b) Ustten goriiniisii; (c) Faz yapisi.

(a)
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Sekil 5. Bosluk diizensizligi civarinda elde edilen ¢oklu (vorteks) solitonlarin (a) 3 boyutlu
goriiniisii; (b) Ustten goriiniisii; (c) Faz yapist.
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Elde edilen solitonlarin dogrusal ve dogrusal olmayan kararliliklar1 incelenmistir. Dogrusal
kararlilik analizi i¢in 6zdeger dagilimi incelenmistir. Dogrusal spektrumu elde etmek igin
NLSM denklemi dogrusallastirilip, dogrusal 6zdeger problemine doniistiiriilmektedir. Bu
0zdeger problemi “Fourier collocation” yontemi ile sayisal olarak ¢oziiliip 6zdegerler elde
edilmektedir [7]. Pozitif gercel degerli herhangi bir 6zdegere sahip solitonlar kararsiz olarak
nitelenmektedir.
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ekil 6. (a) Temel; Ikili; (c) Coklu solitonlarm dogrusal 6zdeger spektrumu.
Sekil 6. (a) 1; (b) Ikili; (c) Coklu solitonl dogrusal 6zdeg k

Dogrusal olmayan kararlilik incelenirken, ilk olarak soliton giiciiyle (P) solitonun dogrusal
olmayan kararlilig1 arasindaki iliskiyi ortaya koyan Vakhitov-Kolokolov (VK) kararlilik
kriterleri agiklanmistir [8]. Bu kriterlere gore solitonun kararli olabilmesi i¢in soliton giiciiniin
(P), ozdeger (u) arttik¢a azalmasi (egimin negatif olmasi) ve gii¢ degerinin kritik gii¢
degerinin altinda olmas1 gerekir [8]. Giiciin kritik degeri NLS denklemi igin 5.85’tir. Soliton
giicii
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ile verilir.

Diizensiz potansiyel i¢cindeki temel solitonun NLS denklemi ve NLSM sistemi i¢in gii¢ analizi
Sekil 7°de gosterilmektedir.
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I
Sekil 7. Bosluk diizensizligi iceren potansiyelin varliginda NLS denklemi ve NLSM sistemi
icin gii¢ analizi.

Sekil 7°de goriildiigi gibi 6zdeger (n) arttikga gii¢ (P) azalmaktadir (yani grafigin egimi
negatiftir). Dolayist ile kritik bir gii¢ degerinin altinda yer alan solitonlarin dogrusal olmayan
kararliliga sahip olmas1 beklenmektedir.

XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 181



Bagcii, Bakirtas? ve Antar3

(P) - (n) analizi yapildiktan sonra solitonun en biiyiikk genlik degeri ile potansiyel iginde
ilerleyen soliton profilinin sekli ve konumu incelenmistir. En biiyliik genlik degerinin
degismedigi (veya ihmal edilebilir 6l¢iide degistigi) ve soliton profilinin sekli ile konumunun
degismedigi durumda ele alinan soliton dogrusal olmayan kararliliga sahip olarak
nitelenmektedir.

Sekil 3’te elde edilen temel solitonun dogrusal olmayan kararlilig: Sekil 8’de incelenmistir.
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Sekil 8. Bosluk diizensizligi i¢eren potansiyelin merkezine odaklanan temel solitonun
ilerleyisi sirasinda (a) Ustten goriiniisii; (b) En biiyiik genlik degeri.

Sekil 8’de goriildiigii gibi temel solitonun ilerleyisi sirasinda iistten goriinlisii degismemis ve
en biiylik genlik degeri ¢ok kiigiik salinimlar yapmistir. Bu durum, bosluk diizensizliginin
merkezine odaklanan temel solitonun dogrusal olmayan kararliligin1 gostermektedir. Sekil
7’deki gii¢ analiziyle birlikte ele alindiginda, elde edilen sonucun VK kararlilik kriterleri ile
uyum i¢inde oldugu goriilebilir.

Benzer sekilde Sekil 4 ve Sekil 5°te elde edilen ikili (dipol) ve ¢oklu (vorteks) solitonlarin
dogrusal olmayan kararlilik analizleri sirasiyla Sekil 9 ve Sekil 10°da gosterilmistir.
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Sekil 9. Bosluk dﬁzensizligi civarinda elde edilen ikili (dipol) solitonlarin ilerleyisi sirasinda
(a) Ustten goriiniisii; (b) En biiyiik genlik degeri.
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Sekil 10. Bosluk dﬁzensizligi civarinda elde edilen ¢oklu (vorteks) solitonlarin ilerleyisi
sirasinda (a) Ustten goriiniisii; (b) En biiyiik genlik degeri.

Diizensizlik iceren potansiyel igerisinde elde edilen ikili ve ¢oklu solitonlarin ilerlerken
yerlerini koruduklar1 ve en biiyiik genlik degerlerinin salinim yaptig1 Sekil 8 ve Sekil 9°dan
goriilebilir. Bu durum diizensizlik i¢eren kafes yapisi icinde elde edilen ikili ve ¢coklu
solitonlarin dogrusal olmayan kararliliga sahip olduklarini gostermektedir.

SONUCLAR

Bu calismada NLSM sistemine diizensiz bir potansiyel eklenerek soliton ¢ozlimler elde
edilmistir. Potansiyel igerisinde diizensizlik yaratildiginda birinci dogrusal olmayan bant
yapisinin daraldigi, yani soliton ¢6ziim elde edilebilecek araligin daraldig goriilmiistiir. Elde
edilen temel, dipol ve ¢oklu solitonlarin dogrusal kararlilik spektrumlar1 ve dogrusal olmayan
ilerleyisleri incelenmistir. Yapilan kararlililik analizlerine gore diizensiz kafes igerisinde
temel, dipol ve c¢oklu solitonlarin dogrusal olmayan ilerleyislerinin kararli oldugu
goriilmiistiir. Elde edilen sonuglar VK kararlilik kriterleri ile uyum igindedir.

Dogrusal kararlilik spektrumlart her bir durum igin incelenmis ve tiim solitonlarin pozitif
gercel degerli 6zdegerlere sahip oldugu, dolayisi ile dogrusal olarak kararsiz olduklari
gorilmiistiir.

Caligmada ayrica NLS denklemiyle NLSM siteminin bant yapilari ve soliton giigleri
karsilastirilmistir. Karsilastirma sonucunda bant yapilar1 ¢ok benzer olsa da soliton giicleri
arasinda onemli farklar oldugu goriilmiistiir.
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