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OZET

Bu ¢alismada, ikiz silindirik bosluk igeren ve bosluklardan biri kismi harmonik i¢ basingla
zorlanan homogen, izotrop ve lineer elastik ortamin dinamik davranigi incelenmigtir,
Newton’un ikinci yasasindan faydalanarak hareket denklemleri yazilmis, homogen, izotrop ve
lineer elastik ortamlar igin gegerli biinye bagintilari kullanilarak Navier denklemleri elde
edilmigtir. Kuple hareket denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri kullanilarak
kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemine indirgenmistir. Indirgenmis dalga
denklemleri Bessel — trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla analitik olarak ¢oziilmiistiir.
Coztim sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyen sabitler delik yiizeyleri iizerinde yazilan sinir
kosullari ile hesaplanmistir.

ABSTRACT

In this study, response of a homogeneous, isotropic and linear elastic infinite medium, which
includes two cylindrical cavities, is investigated when partially subjected to harmonic inner
pressure. Equations of motion that is written based on Newton’s second law and then Navier’s
equations are derived using constitutive equations for homogeneous, isotropic and linear
elastic medium. Coupled equation of motions is reduced into two wave equations by use of
Helmbholtz potentials in polar coordinates. These reduced wave equations are solved by using
the multiplication series of the Bessel and the trigonometric functions. Unknown coefficients
were calculated by applying boundary conditions on the cavities.

1. GIRIS

Igerisinde bosluk bulunan elastik bir ortamin dinamik etkiler karsisindaki davranist, gegmiste
birgok aragtirmaci tarafindan incelenmistir. Tiineller, isale hatlan, yeralt1 santralleri, su alti
boru hatlar1 bu tip aragtirmalarin temel problemleri olmustur. [1,2]

Dairesel silindirik bir bosluk igeren bir elastik yarim uzayda harmonik titresimleri Engin ve
Coskun [3] tarafindan aragtirilmigtir, Kutupsal koordinatlarda yazilan hareket denklemleri,
Helmholtz potansiyellerinin kullanilmasiyla iki adet ayrik dalga denklemine indirgenmisgtir.
Indirgenmis dalga denklemleri Bessel fonksiyonlar ve trigonometrik fonksiyonlar garpim
serileri yardimiyla analitik olarak ¢oziilmistiir,

Tek silindirik bogluga sahip yartm uzayin, igten zorlanma durumuna karsi gelen davranist,
Verruijt [4] tarafindan kompleks degiskenler metodunu kullanilarak incelemistir. Verruijt, bu
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calismasinda, Sokolnikoff ve Muskhelishvili’nin karsilastifi zorluklardan bahsetmis ve bu
zorluklarin birtakim analitik ve sayisal analizlerle agilabilecegini géstermistir.

Tasit veya sismik yiikler altinda viskoelastik ortamda gomiilii goklu silindirik bogluklu
sistemlerin {i¢ eksenli davranist Guan ve Moore [5] tarafindan aragtirilmigtir, Calismada, ana
tiinel sabit hizli hareketli arag yiikiine ve radyal basinca maruzken ana tiinel ve servis tiinelj
arasindaki zemin etkilesimi aragtirilmigtir. Coziim fonksiyonlari olarak Bessel — Fourier
fonksiyon serileri kullamilmugtir.

Moore ve Guan [6], baska bir ¢alismalarinda igerisinde iki adet silindirik bosluk bulunan
sonsuz ortamin sismik yiikler altindaki ii¢ boyutlu davramgini ardigik yansimalar ySntemini
kullanarak incelemigtir. Bu galismada, yontemin yakinsakligi hem analitik olarak hem de
sayisal olarak gosterilmistir. Sismik yiikler altinda silindirlerin birbiri ile etkilesimi sayisal
olarak incelenmistir. Ikiz silindirik bosluk igeren uzayin iki boyutlu davranisi ile ii¢ boyutlu
davranisinin farkli olacagi bulunmustur,

Bu ¢alismada, ikiz silindirik bogluk igeren ve bosluklardan biri kismi harmonik i¢ basingla
zorlanan homogen, izotrop ve lineer elastik ortamin dinamik davramgi incelenmistir.
Newton’un ikinci yasasindan faydalanarak hareket denklemleri yazilmis, homogen, izotrop ve
lineer elastik ortamlar igin gegerli biinye bagintilari kullanilarak Navier denklemleri elde
edilmigtir. Kuple hareket denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri kullanilarak
kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemine indirgenmistir. Indirgenmis dalga
denklemleri Bessel — trigonometrik fonksiyon serileri yardimiyla analitik olarak ¢cOzilmiistiir.
Coziim sonunda ortaya gikan bilinmeyen sabitler delik yiizeyleri iizerinde yazilan sinir
kosullari ile hesaplanmastir.

2. TEMEL DENKLEMLER VE COZUM

Tam sonsuz ortamda, a; ve a, yarigapl, Sekil 1’ de gériildiigii gibi iki silindirik oyuk goz
Oniine alalim. z, oyuk ekseni boyunca ortamin geometrisi, malzeme 6zellikleri ve zorlamanin
degismedigi kabul edilirse problem diizlem gekil degistirme hali olarak g6z Gniine alinabilir.
Oyuklardan birinin ig yiizeyi, oyugun ortasim merkez kabul eden kartezyen eksen takimindaki
x ekseni ile pozitif yonde a,ve azagilar yapan noktalar arasinda harmonik ig basingla
yiklenmistir. Bu acilar arasinda harmonik yiik genligi 0, agisi ile degismektedir. o ve
a; agilar1 arasinda kalan kisim diginda oyuk yiizeyi serbesttir. Problemin geometrisi nedeniyle
kutupsal koordinatlarin kullanilmasi tercih edilmistir. Yonetici denklemimiz olan Navier
denklemi agagidaki gibi vektorel formda yazilabilir.

- - 27
A+ WVV.U+uV U =p aatgj )]

Burada U(r,0,t) yerdegistirme vektdrini, p kiitle yogunlugunu, A ve u Lamé

degismezlerini, V Nabla operatdriinii, ¢° de zamani gostermektedir. r ve @ kutupsal
koordinatlardir.
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Sekil 1. Problemin geometrisi

Zorlamanin harmonik olmasi nedeniyle ortaminda davranigi da harmonik olacaktir. Bu sayede

yer degistirme vektorii U(r,8,1) = ii(r,0)e”™ olarak alinabilir. Burada #i(r,8) yer degistirme
genligidir. Bu durumda kutupsal koordinatlarda yonetici denklem:

A+ ,u)VV.:H e u= - pa’ M )
formuna gelir. Helmholtz ayirma teoremi kullanilarak # yerdegistirme vektoriinii
@(r,0)skaler vey(r,0) = y(r,0)é, vekiirel potansiyel fonksiyonlari cinsinden

i =Vp+Vx(yeé,) 3)
formunda yazilip Navier denkleminde yerine yerlestirdigimizde agagtda goriilen indirgenmig
dalga denklemlerini elde ederiz.

Vio+klp=0, Viy+kly=0 @)
Coziimiin tek degerli olabilmesi igin ¢ vektdr potansiyelinin diverjansi sifir olmahdir.

Indirgenmis dalga denklemindeki ki =w/\{p/(A+2u) boyunadalgasayisi, k,=w/\/p/u
de enine dalga sayisi olarak tantmlanmaktadir.

Carpanlara ayirma yonteminin kullanimasiyla dalga denklemlerinin ¢oziimii Bessel —
trigonometrik fonksiyonlar serisi olarak agagidaki gibi elde edilmektedir.

©

¢(r, 9) = Z [(A,H,(,I)(klr) + BHHI(IZ)(k|r)) Cos ne + (QIH(I)(kIr)+ DnHl(VZ)(klr))Sin ne:l (Sa)

"
n=—w

w(r,0) = i [ HL (k) +FHP, (k) cos nf+ (G H® (eyr)+ H,HS, (kyr)) sin no]  (5b)

Burada f,(x) tigiincii nevi Bessel fonksiyonudur ve J, (x)ve ¥,(x) (birinci ve ikinci nevi

Bessel fonksiyonlari) cinsinden gu sekilde tariflenmistir.
H)(x)=J,(0)+iY,(x), HP(x)=J,(x)-i¥,(x) (6)

775



H®(x) fonksiyonu sonsuzda radyasyon kosulu dolayisiyla atilabilir. Bessel fonksiyonlarinin

indislerinin tam say1 olmasi nedeniyle bu sonsuz serileri - yerine sifirdan baglatmak kabildir.
Boylece, her iki oyuk i¢in ¢(r,0) ve y(r,0) fonksiyon serileri,

0" (1,0 = Y [AVHD (ki) cos n, + B H (k) sin 6, | (7)
e
v (,6)= E[C,(,')HL') (k,1)cosn@, + DV H (k1) sin nﬁl] (7b)
P ?(r,,6,) = E[A,‘,Z’Hf,”(klrz)cos n6, + BPHY (kr,)sin né’z] (7c)
w?(r,,6,) = i[cf,”ﬂ,‘,') (kyry)cos n, + DV H (kyr;)sin nf, | (7d)
i

halini alir. Bu seriler yakinsak oldugu igin n sayisi, sonlu bir N sayisida kesilebilir. Ortamdaki
toplam potansiyel ifadeleri agagida gosterildigi gibidir:

(D(rpeprzaez)=§D“)("|’01)+¢(2)("27€2) (8a)
W (1,650, 0,) =" (7,0) +y ) (1,,6,) (8b)
Gerilme ve yer degistirmeleri r | ve 8, koordinatlarina bagh olarak bulmak istedigimizde,
toplam potansiyeller igerisindeki ikinci oyuktan gelen r » ve 0,’ye bagh

»® ve w® potansiyellerinin r, ve 6 koordinatlarina bagh ifadesini bulmak igin agagida

gosterilen Graff Toplama Formiilii kullanilmigtir [7].
cos(nf, ) s R cos(mé,)

H, (k, =) —(H, (kD)X (-D)'H, . (k;D))J, (k. 9

n( Jrl){ } Z ( m—n( g ) ( ) m+n( j )) m( ,'I){Siﬂ[ﬂf()l)} ( )

sin(nfh, ) w2
Burada D, iki oyuk arasindaki mesafeyi gosterir. Formiildeki 8o Kronocker Deltasi olup,
sOyle tariflenmigtir

5 ~Jb m=0 (10)
om 0, m=0

Benzer gekilde diger oyuk igin doniigiim yapmak gerektiginde bu kez asagidaki Graff
Toplama formiilii kullaniimigtir.

5 (J = _[‘ L 3
H"(k‘m){co:»(n .)} _ Z 2-6,, (H,,_,,,(ij)i(—l)"' H,,H,,(k,»D))J,,,(k_,rz){cog(}”b" )} (an

sin(nt)) 2 sin(md,)

Yer degistirme vektoriiniin  kutupsal koordinatlardaki bilegenleri toplam potansiyel
fonksiyonlar cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

_Op loy
o o8 (122)
10p oy
[t s 12b
=90 o (12b)
Yer degistirmeler cinsinden gerilme ifadeleri de su sekildedir:
B ou, A iy,
o, —(/7,+2}1)E+7(u,+$) (13a)
-2 ou, 1 142 ou,
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M Ou, Ou, 13
=— ) —_—— + C)
0= (' ar 0 aa) (

3. SINIR KOSULLARI

Birinci oyuk yiizeyinin sekilde gosterilen kismina etki eden harmonik i¢ basing genliginin
6,’e bagh olarak ifadesi, Heaviside Basamak Fonksiyonu yardimiyla §8yle yazilabilir:

P(9|)=Po{a2 ia, (4 —0:1){H('9I “al)“H[ﬁ, A ;al ﬂ+
a5 ol
5 5
a —a,+5(6, -a, +(a, -cx,)/S){H(eI e _a'J»H(HI _az)}}
a -, 5

Yiik fonksiyonunu (0, 2r) periyotlu Fourier serisine agip, seriyi sonlu N sayisinda
kestigimizde asagidaki ifadeyi elde ediyoruz

P(5|)=[§ J P(Cf)d§]+ ZK% I P(&)Cos(né) a’f]Cos(nH, )+

n=l

2 (15)
(l | P(g‘)Sin(n.f)d§) Sin(nb, )J
T 0
Birinci oyuk yiizeyindeki sinir kosullan s6yle olacaktir:
O—rr(gl’rl)q:al =-P(6) T:B(gl”i),l=al =0 (16)

Potansiyel fonksiyonlarin seri ¢dziimlerinin, potansiyellere bagli gerilme ifadesinde yerine
yerlestirilip, birinci oyuk yiizeyindeki o, Ve 7, sinir kosullarinin saglatiimasi ile toplam
8N+4 adet bilinmeyen katsayinin bulunmast igin 4N+2 adet bagint: elde edilir.

Ikinei oyuk yiizeyindeki simir kosullari da styledir

o, (0,,1,) =0 r,y(¢92,r2)r2:ﬂ2 =0 17
ikinci oyuk yiizeyindeki sinir kosullarinin saglatiimasi ile de 4N+2 bulunur. Elde edilen 8N+4
bagint: ile 8N+4 bilinmeyen hesaplanr.

=

4. SONUCLAR

Zorlama genligi (Po), zorlamanin etki edecegi ag1 araliklari (o ve ay), zorlama frekansi (w),
oyuk caplari (a, ve ay) , iki oyuk arasindaki mesafe (D), & ve p malzeme sabitlerinin gesitli
degerleri igin istenilen her noktada yer degistirme ve gerilme bilesenleri hesaplanabilir.
Sayisal uygulamalarda kiitle yogunlugu p = 2665 kg/m’, Elastisite modiilii E = 7.567x10° Pa,
Poisson orani v =0.25, N=20, i¢ basing genligi Po= 100’000 Pa, ¢y =240% ve o, =300"
secilmigtir. I basing genligi 240° ve 300 lik agl araliginda ilk 12°lik kisimda lineer artarak
100°000 Pa degerine ulagan, sonra 36’ lik kisimda sabit ve son 12°lik kisimda lineer olarak
azalarak sifira giden bir fonksiyondur.

Sekil 2°de 1. Oyuk yiizeyindeki gerilme ve yer degistirme bilesenlerinin gevre boyunca
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Sekil 2. ©®=1000 rad/s, D=15m, a,=4m, a;=4m igin birinci oyuk yiizeyindeki gerilme ve yer
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Sekil 3. ®=1000 rad/s, D=15m, a;=4m, a;=4m igin ikinci oyuk yiizeyindeki gerilme ve yer
degistirmeler
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Sekil 4. D=15m, a;=5m, a,=5m i¢in agisal frekanstaki degisimin birinci oyuk yiizeyindeki g
gerilmesine etkisi
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Sekil 5. D=15m, a;=5m, a;=5m igin agisal frekanstaki degisimin ikinci oyuk yiizeyindeki ogg
gerilmesine etkisi
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Sekil 6. =1000 rad/s, a,=5m, a,=5m igin iki oyuk arasindaki mesafedeki degisimin ikinci
oyuk yiizeyindeki oo gerilmesine etkisi
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Sekil 7. ©=1000 rad/s, D=15m, a,=5m igin ikinci oyuk yarigapindaki degisimin ikinci oyuk
ylizeyindeki cgg gerilmesine etkisi
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degisimi goriilmektedir. Coziim sonunda elde edilen radyal gerilme ile yiikleme
fonksiyonunun iist iiste diigmesi, gerek Fourier serisinde gerekse Graff ekleme teoreminde
alinan terim sayisinin yeterli oldugunu gostermektedir.

Sekil 3’de 2. Oyuk yiizeyindeki gerilme ve yer degistirme bilegenlerinin ¢evre boyunca
degisimi goriilmektedir. Bu oyuk yiizeyindeki gerilme ve yer degistirme bilesenleri
zorlamanin oldugu 1. oyuktakilere gére daha kiigiik olup, bu da beklenen bir durumdur.

Sekil 4 ve sekil 5’de oyuk ¢evreleri iizerindeki radyal gerilme bilesenlerinin zorlama frekansi
ile degigimi goriilmektedir.

Sekil 6’da oyuklar arasi mesafenin degigimi ile 2. oyuktaki radyal gerilmenin degisimi
goriilmektedir. Beklendigi gibi ara mesafe biiyiidilkge 2. oyuktaki gerilmede azalma
olmaktadir.

Sekil 7°de 2. oyuk yarigapinin kiigiilmesi ile 2. oyuktaki radyal gerilmenin azaldip
goriilmektedir. Oyuk yarigap: azaldikga gerilmenin daha homogen bir yapiya yaklasmaktadir.
Bu da beklenen bir sonugtur.
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