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YERCEKIMI ETKIiLI NEWTONYEN OLMAYAN DUSEN FiLM AKISI

OZET

Akis temelde komsu akiskan pargaciklarimin hareketi ile birbirlerinden uzaga ve
yakina giderek uzama, birbiri ilizerinden ve yakinindan gegerek kesme, seklinde iki
tiirde gercgeklesir. Akis ve bu davranisi sergileyen akigkani irdeleyen akiskanlar
mekanigi, akiskan statigini ve dinamigini Dbiitiinlemesine inceleyerek hava
hareketlerinin sebep oldugu iklimsel durumlari, ulasim araglarinin tasarimini, 6zel
olarak tasarlanan yapilari, hidrolik 6zellikte makineleri, canlilara ait ¢ogu
sayllamayacak s1vi ve gazlar ile ilgili miihendislik uygulamalarini kapsar. Akiskanlar
mekanigi acisindan biitiin maddeler kat1 ve akigkan olmalar1 bakimindan iki halde
bulunmaktadirlar. Teknik agidan bakildiginda bu iki hal arasindaki farklilik kesme
gerilmesi  veya  tegetsel gerilme  karsisinda  sergiledikleri  tepkilerle
belirlenebilmektedir. Katiya uygulanmakta olan kayma gerilmesi diisiiniildiiglinde
bir nebze sekil degisimi ile karsilasilir. Oysa akiskana bir gerilme uygulandigi
takdirde harekete ge¢me ve sekil degisimi gozlenir. Newtonyen akigkanlar
viskoziteyi olusturan kesme gerilimi ile kesme hizi oranmin dogrusal oldugu,
Newtonyen olmayan akiskanlar ise sifir ya da dogrusal olmadigi akiskan tiirtidiir.
Newtonyen olmayan durumda viskozite belirli bir sicaklik ve basing degerinde sabit
olmazken akigskanin kesme hizi, akis geometrisi ve akiskan elemaninin kinematik
gecmisine bagli olur. Maddenin akis ozelliklerini inceleyen Reoloji, Newtonyen
olmayan akigskanlar1  smiflandirmistir.  Newtonyen olmayan akiskanlarin
davraniglarin1 ifade etmek (izere bircok model olusturulmustur. Bu modellerden biri
olan ve bircok c¢alismada kullanilan Newtonyen olmayan ve viskoziteyi hiz
degisiminin {issel bir ifadesi olarak ele alan Power-law modelidir. Power-law akis
modelinde Newtonyen olmayan problemler i¢inde diisen film akisiyla alakali
calismalar da mevcuttur. ilk calismalar daha cok deneysel olarak ilerlerken, diisen
film akis hidrodinamigi ile ilgili Power-law akis modelinde calismalar yapmustir.
Power-law modeline uyan tipte film akislariyla alakali yer ¢ekimi etkisindeki
durumlar i¢in integral metodu ve benzerlik ¢oziimleri kullanilarak yapilan ¢alismalar
da mevcuttur.

Bu ¢alismada Power-law modeline uygun Newtonyen olmayan film tipi akis igin
streklilik, momentum, enerji denklemleri ile sinir kosullar1 verilmistir. Yeni
tanimlanan benzerlik yaklasimiyla denklemler boyutsuz hale getirilmistir. Az grid ile
kisa zamanda yeterli hassasiyette dogru sonug¢ verebilen yontemler den biri olan DQ
(Differential Quadrature) ile dogrusal olan ya da olmayan adi veya kismi diferansiyel
denklemlerin cebirsel denklemlere doniistiiriilmesiyle daha basit sekilde ¢6ziim
arayan DT (Differential Transform) yontemine c¢alismada yer verilmistir. Sinir
sartlarina uygun olarak ¢oziilen denklemler kaynak calisma ile kiyaslanmis ve
sonuglar yorumlanmastir.
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GRAVITY-DRIVEN NON-NEWTONIAN FALLING FILM FLOW

SUMMARY

Basically, the fluid particles move away from each other or come closer to each
other. It is called elongating. Additionally they can move above the other or pass by
each other so shear occurs. The study of fluids either in motion (fluid dynamics) or at
rest (fluid statics) defines fluid mechanics. Both liquid and gas are capable of
flowing freely so they are fluids because they can be made to move or flow.

Lots of different fields can be thought which are releated to fluid mechanics such as
blood flow, swimming, pumps, fans, turbines, airplanes, ships, rivers, windmills,
pipes, engines, filters, jets etc. Almost everything on this planet is a fluid or moves
near or within a fluid.

All matter have two states from the view of fluid mechanics as solid and fluid. The
obvious difference between solid and fluid lies with their reaction to an applied
tangential or shear stress. While any shear stress, no matter how small, applied to
fluid a motion happens, a solid resists by a static deflection under the effect of shear
stress. The fluid deformation and motion do not stop until the stress is stop.

Viscous-flow theory was unexploited, since Newtonian viscous terms had been
added by Navier (1785-1836) and Stokes (1819-1903) to the equations of motion
successfully. For arbitrary flows the resulting Navier-Stokes equations were too
difficult to analyze. In 1904, a very important paper was written by a German
engineer, Ludwig Prandtl (1875-1953). He stated that fluid flows which have small
viscosity can be divided into a thin viscous or boundary layer, near solid surfaces and
interfaces, closed to the nearly inviscid outer layer, so the Euler and Bernoulli
equations could be used. In modern flow analysis, boundary-layer theory, supplying
better understanding about many flow phenomena, was a very important tool. Many
different texts were written about boundary-layer theory.

Rheology is the study of deformation and flow of fluids in response to stress. As
mentioned before fluids include both gases and liquids. If the
stress versus strain rate curve is linear and passes through the origin, then the fluid is
Newtonian fluid. A non-Newtonian fluid is a fluid, not obeying Newton’s law of
viscosity, whose flow properties differ in any way from those of Newtonian fluids.
Therefore, shear stress cannot be defined as a linear function of the shear rate, or
shear stress versus shear rate does not pass through the origin.

The apparent viscosity, defined as shear stress divided by shear rate, depends on flow
geometry shear rate, kinematics of fluid element etc. It is not constant at a given
temperature and pressure.

There has been an immense amount of study performed on Non-Newtonian power-
law fluids. While the first studies were carried out experimentally, numerical
calculation techniques for non-Newtonian fluid flow have been also studied.
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Hydrodynamics of falling film flow of power law fluids was reviewed. Similarity
analysis and integral method approach have been applied in the theoretical studies of
the hydrodynamics of gravity-driven power-law films. The accelerating film flow
was divided into three regions as the boundary layer region, the fully viscous region,
and the developed flow region by applying similarity transformations.

In this research, the objective is to gain a better understanding of the behavior of a
gravity-driven non-Newtonian Power-law film flow on an inclined plane. For this
project, first, power law non-Newtonian fluids characteristics are introduced and then
the equations of motion are driven. Moreover, by applying the new similarity
approach, the equations are nondimensionalized. Then, the boundary conditions have
been changed to solve the new equations.

In order to solve these partial differential equations previous researchers have used
numerical method, a standard shooting technique based on classical 4th-order
Runge—Kutta integration, in combination with a Newton iteration procedure. Also
they have written the partial equations as a system of first order differential equations
and solved again adopting the shooting method means of fifth-order Runge—Kutta
integration which utilize variable grid spacing . After that a Newton iteration
procedure has been applied to satisfy the boundary conditions. In this research, to
solve the equations of the problem two different methods have been investigated.

Differential quadrature method was developed to provide solutions to differential
equations of any systems. Then, for boundary or initial value conditions for
engineering problems DQM became an alternative approach to the standard methods
like finite elements or finite difference. The main point in DQM is, the partial
derivative of a function on a discrete point respect to a variable can be approximated
as a weighted linear sum of unknown function values at specific region which
contains all discrete points of this variable. The most important part is to define the
weighted coefficients.

The method varies according to the function which is chosen for calculation of
weight coefficients. The function is approximated by a (n-1)th degree polynomial in
Polynomial Differential Quadrature (PDQ), a Fourier series expansion in the Fourier
Expansion Base Differential Quadrature (FDQ), employing harmonic functions
named the Harmonic Differential Quadrature (HDQ).

DQM performance is dependent on not only the sampling grid points but also
boundary conditions. Without restricting the choice of grid meshes to find simple
algebraic expressions for the weighting coefficients, the Generalized Differential
Quadrature Method (GDQM) has also been developed. Moreover, in the previous
researches, it can be seen that proper grid points and weighting coefficients effect the
results. In the problems having linear equations and homogenous boundary
conditions, for solution, equal grids are adequate.

Grid points through the Chebyshev-Gauss-Lobatto method is appropriate for
vibration problems. For the problem in this research a nonuniform mesh like in
Chebyshev-Gauss-Lobatto method have been thought. But the boundary of variables
are on one side so the density of grid points had to be high near only the boundary.
Therefore, it has been necessary to define new grid types which dense near only the
boundary conditions. For this purpose two different grid types have been formulated.

The differential transform method (DTM) is an efficient technique, having a
considerable accuracy and easiness, for solving differential equations. The concept of

XX



DTM was first introduced in 1980s. It applied to electrical circuit analysis solving
not only linear but also non-linear initial value problems. At a point in terms of
known and unknown boundary conditions, the differential transform method gives
exact values of the nth derivative of an analytical function. DTM constructs an
analytical solution in a polynomial form for differential equations.

Differential transform is a simulation method, depending on on Taylor Series
expansion, contrary to higher order Taylor series, this method does not need the
symbolic calculation of derivatives. For large orders The Taylor series method is
computationally taken long time. Obtaining analytical Taylor series solutions of
differential equations by iteration, desired results can be found with great accuracy.

The nondimensionalized equations for the problem in tihs work are solved by using
Generalized Differential Quadrature Method and results are compared with the
reference work. Also Differential transform method results are obtained for the
problem and compared with GDQM results.
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1. GIRIS

Gelismekte olan teknoloji, bununla birlikte artan bilgi birikimi kuskusuz hayatin en
onemli parcalarindan biri olan akiskana dair ¢cok Onemli veriler elde edilmesini
saglamistir. Dogal olarak, akiskanlar mekanigi denilen akiskan statigini ve
dinamigini biitlinlemesine ele alan bir konunun ne denli 6dnem arz ettigi ortaya
cikmaktadir. Giinlimiizde hizi yiiksek hava hareketlerinin sebep oldugu iklimsel
olaylar1 (hortum, kasirga vb.), ulasim araglarimin tasarimi (hava ve uzay araglari,
denizin istii ve alt1 ile karada kullanilan araglar vb.), 6zel olarak tasarlanan yapilar
(kopriiler, binalar vb.), hidrolik 6zellikte makineler, canlilara ait solunum, kan akisi
gibi daha sayilamayacak siv1 ve gazlar ile ilgili mithendislik uygulamalar1 akiskanlar
mekaniginin ilgi alanina girmektedir. Diinya {lizerinde yer almakta olan ¢ogu seyin
akiskan o6zellikte oldugunu ve akiskan i¢inde ya da akigkan civarinda hareket ettigini

sOylemek kuskusuz hatali olmaz.

Akiskanlar mekanigi agisindan biitiin maddeler kat1 ve akiskan olmalar1 bakimindan
iki halde bulunmaktadirlar. Teknik agidan bakildiginda bu iki hal arasindaki farklilik
kayma gerilmesi veya te8etsel gerilme karsisinda sergiledikleri tepkilerle
belirlenebilmektedir. Katiya uygulanmakta olan kayma gerilmesi diisliniildiiglinde
bir nebze sekil degisimi ile karsilasilir. Oysa akiskana kiigiik olgekte bir gerilme
uygulandigi takdirde harekete gecme ve sekil degisimi gozlenir|[1].

Akigkanlar mekanigi bilimine katki saglamis Onemli caligmalar ve sahsiyetlere
deginilmek istenirse Oncelikle akigskana ait bilinen ilk ¢alisma sivilarin kaldirma
kuvvetini kesfeden Archimedes (MO 285-212) tarafindan olmustur. Tek boyutlu-
stirekli akis icin siireklilik denklemini ¢ikaran Leonardo da Vinci (1452-1519) dalga
hareketleri, jet akislari, siiriiklenme kuvvetleri vb. hakkinda bilgiler vermistir. Daniel
Bernoulli (1700-1782), Leonard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) ve Pier Simon Laplace (1749-1827) siirtiinmesiz akislarla alakali yaptiklar
calismalar 6nemlidir. Henri Pitot (1695-1771), Wilhelm Eduard Weber (1804-1891),
James Bicheno Frangis (1815- 1892), Jean Louis Marie Poiseouille (1799-1869)

akigskanlar mekanigi i¢cin 6nemli ¢alismalara imza atmislardir. Lord Rayleigh (1842-
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1919) boyut analizi teknigini gelistirirken Osborne Reynolds (1842-1912) klasik
boru deneyini (1883) gergeklestirerek akiskanlar mekanigine ¢ok 6nemli boyutsuz
sayilar1 kazandirmiglardir. Kesme gerilimi ile hiz degisiminin dogrusal olmadigina
dair bir¢cok bilim adamlar1 ¢alisma yapmistir. Newtonyen olmayan akigkanlar icin
onemli gelismeler kaydedilmistir. Navier-Stokes denklemleri olarak da bilinen Henri
Navier (1785-1836) ve George Stokes (1819-1903) tarafindan bulunan, siirtiinme
terimleri Newtonyen akigkanlara eklenerek momentum denklemleri olusturulmustur.
Ludwig Prandtl (1875-1953) simir tabakanin yiizeye yakin yerlerde de -etkili
oldugunu haricinde siirtinme kuvvetinin olmadigt durumda da Bernoulli
denkleminin uygulanabilecegini gostermis, bunu destekler mahiyette basta Thedore
von Karman (1881-1963) ve Sir Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975)’un olmak

tizere deneysel ve teorik birgok ¢alisma kaydedilmistir [2].

Yukarida da bahsedildigi tlizere 1904 yilinda Ludwig Prandtl smir tabakasi
yaklagimini ortaya atmistir. Bu c¢alisma hig¢ siiphesiz belirli bir geometri etrafindaki
hareket eden akiskanlarla ilgili arastirmalar1 ivmelendirmistir. Nitekim Schlichting
sinir tabakayla alakali birgok temel ¢alisma 6rneklerini kitabinda toparlamistir [3].
Sinir tabaka, polimerler iizerinde molekiiler yap ile akan madde 6zellikleri arasinda
ilgi kurmaya calisan fiziksel kimya dalindaki arastirmacilar1 hareketlendirmistir.
Polimer malzemenin son yiizyilda 6zellikle 6n plana ¢ikmasi girisimleri daha da

artirmistir.

Newtonyen akigkanlara hava, su, benzin, siit 6rnek olarak verilebilir. Newtonyen
olmayan akiskanlar giinliik hayatta siklikla karsilasilabilen akiskan tipleridir.
Yumurta aki, bal, bitkisel yaglar, ketgap, boya, tutkal vb. 6rnek verilebilir. Maddenin
akis  Ozelliklerini  inceleyen Reoloji, Newtonyen olmayan akiskanlari
siniflandirmistir. Newtonyen olmayan akiskan yukaridan dokiildiigiinde yerdeki cap
artarken, momentumun korunumu prensibiyle aciklanan Newtonyen akigskanin
yerdeki ¢ap1 kiiclilmektedir. Newtonyen olmayan akiskanlarin davraniglarini ifade
etmek lizere birgok kayma gerilmesi modeli olusturulmustur. Power-law yada

Ostwald de Walde), Cross, Ellis ve Sisko modelleri 6rnek olarak verilebilir.
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Sekil 1.1 : Akiskan tiirleri.

Viskoziteyi hiz degisiminin iissel bir ifadesi olarak tanimlayan Power-law modeli
Newtonyen olmayan akiskanlarda siklikla uygulana gelmistir. Power-law modelinin
uygulandig1 bircok sinir tabakasi caligmasi yapilmistir. Acrivos vd. 1s1 transferi
igeren yatay diiz bir plakadan akan akis1 detayl olarak ele almiglardir [4]. Schowalter
iki ve li¢ boyutlu sinir tabakasi denklemlerini gelistirerek bazi benzerlik ¢ozlimlerini
elde etmistir [5]. Lee ve Ames Power-law modelini de kullanarak kararli yapidaki
sinir tabakasi denklemlerini Lie Grup doniisiimii kullanarak kismi diferansiyel
denklemleri adi diferansiyel denkleme indirgemis ve bu denklemleri niimerik
¢ozmiislerdir [6]. Na ve Hansen Power-law akiskanlarina ait ii¢ boyutlu sinir tabakasi
denklemlerinin benzerlik ¢ézlimlerini ayrintilariyla incelemislerdir [7]. Mansutti ve

Rajagopal Power-law akiskanlar1 i¢in gerilme biinye denklemini olusturmuslardir

8].



Power-law akis modelinde Newtonyen olmayan problemler iginde diisen film
akisiyla alakali calismalar da yapilmistir. Bu caligmalar ilk baslarda daha ¢ok
deneysel olarak ilerlemistir [9-11]. Diisen film akis hidrodinamigi ile ilgili Power-
law akis modelinde calismalar yapmistir bu c¢alismalar Andersson ve Irgens
tarafindan gozden gecirilmistir [12]. Diisen film yatay akis durumunda mevcut
literatiiriin evaporatdrler hakkindaki kismini kapsayan ayni zamanda tek diiz boru,
genisletilmis yiizeyler, boru demetleri iizerindeki 1s1 transfer performansini etkileyen
akis model ¢alismalarini ve deneysel parametreleri de iceren ¢alismalar da mevcuttur
[13]. Power-law modeline uyan tipte film akislariyla alakali yer ¢ekimi etkisindeki
durumlar icin integral metodu ve benzerlik ¢oziimleri kullanilarak yapilan caligmalar
da mevcuttur [14-19]. Sinir tabakas1 bolgesi, tamamiyla viskoz bolge ve gelismis
akis olmak tizere ii¢c temel bolgeye bolerek Andersson ve Irgens hizlanan film akigini

incelemistir [19, 20].

Bu caligmada oncelikle Newtonyen olmayan film tipi akis icin gerekli siireklilik,
momentum, enerji denklemleri ve buna bagl sinir kosullar1 verilmistir. Akis Power-
law modeline uygun olarak belirlenmistir. Ardindan yeni tamimlanan benzerlik
yaklagimiyla [35] denklemler boyutsuz hale getirilmistir. Sinir kosullarinda da yine

gerekli doniisiim uygulanmigtir.

Bilindigi gibi kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sonlu farklar, sonlu
elemanlar, siir elemanlar gibi farkli sayisal ¢6ziim yontemleri bir¢ok farkli problem
tipinde uygulana gelmistir. Kullanim orani digerlerine gore daha sik olan sonlu
elemanlar yonteminde c¢oziim bdlgesi fazla sayida elemana boliinerek c¢oziim
hassasiyeti artmaktadir. Lakin artan say1 daha iyi bir sistem gereksinimi ve daha fazla
hesap siiresine neden olur. Cogu miihendislik probleminde belli noktalardaki

degerlerin gergcege yakin olmasi istenir.

Tiim bunlar hesaba katildiginda daha az grid ile kisa zamanda yeterli hassasiyette
dogru sonug verebilen yontemler den biri olan DQ (Differential Quadrature) yontemi
calismada uygulanmistir. DQ yonteminde fonksiyonun belli bir degiskene gore
tiirevi, ¢oziim bolgesinde ag olusturarak bilinmeyen fonksiyon degerleriyle dogrusal
bir toplam seklinde ifade edilerek belirtilir. Siir sartlar1 da yonteme uygun hale

getirilerek olusturulan denklem takimlari ¢oziiliir.



Bunun yaninda dogrusal olan ya da olmayan adi veya kismi diferansiyel
denklemlerin cebirsel denklemlere doniistiiriilerek daha basit sekilde ¢oziim arayan

DT (Differential Transform) yontemine ¢alismada yer verilmistir.

DQ ve DT yontemleri ile elde edilen boyutsuz dogrusal ve dogrusal olmayan
denklem takimlar1 sinir sartlarina uygun olarak ¢ozililmiis ve kaynak calisma olan

[35] ile kiyaslanmis ve sonuglar yorumlanmugtir.






2. AKIS VE AKISKAN TURLERI

Temel olarak kesme ve uzama akisi denilen akiskanlarin komsu pargaciklarinin
hareketi ile alakadar akma ¢esidi vardir. Komsu parcaciklar birbirlerinden uzaga ya
da yakina akisiyla uzama, birbirlerinin iizerinden, yakinindan gecerekse kesme akisi
meydana getirirler.

Hareketli akigkan temasta oldugu akiskan ya da katiya enerji kaybederse yavaslar, bu
tip siirtinme kaynakli enerji kaybi1 sebebiyle hiz azalir, buna viskozite (agdalilik,
akmazlik) sebep olur. Viskozite akiskanini tiim pargaciklar1 i¢in ayni mertebede
etkilidir.

Akigkanin akmasi i¢in kuvvet uygulanabilir bu da hiz kazandirilmas1 demektir. Hiz
sabitken viskozite artarsa kuvvet artar, hiz azaliyorsa ve kuvvet sabitse yine
viskozite artryordur.

2.1 Newtonyen Akiskanlar

Aralarinda belirli bir dx mesafesi olan iki ince tabaka arasinda akiskan oldugu
diisiintilerek bir F kuvvetiyle kesmeye maruz birakilirsa bu kesmeye esit ve ters

yonde bir ig¢ siirtlinme kuvvetiyle denge olusur.

Yuzey Alam A

F— T Hareketli tabaka —dV

Sekil 2.1: Akiskan modeli.

Sekil 2.1°’de goriildiigii gibi iist kisimdaki alana etkiyen kuvvet kesme gerilimine
(shear stress) sebep olacaktir. Yani hareketi baslatmak icin birim alana etkiyen

kuvvet;



T=— (2.2)

r : Kesme gerilimi (N /m?)

F : Kuvvet (N)
A : Alan (mz)

Seklinde ifade edilir. Hiz ve plakalar arasindaki mesafenin birbirlerine orani ise

kesme hiz1 (shear rate) olarak ifade edilir ve

Y

e (2.2)

y : Kesme hiz1 (1/s )

dV :Hiz (m/s)
dx : Tabalar aras1 mesafe (m)

olarak belirtilir. Elde edilen kesme gerilimi ve kesme hizinin orantili olarak artisi
viskozite olarak tanimlanir, yani akisa kars1 akigkanin gostermis oldugu egilim olarak

nitelendirilir. Viskozite en yaygin ifadesiyle;

7, =~ 2.3)

I
Bagintisiyla verilir. Newtonyen olmayan akigkanlar i¢in sayet akiskan kesme hiziyla

iliskili ise 7, kesme hizindan bagimsiz ise 7 olarak sembolize edilir. Yukarida

tanimlanan viskozite ifadesi, mutlak viskozite (dinamik viskozite) olarak da

tanimlanabilirken, kinematik viskozite ise dinamik viskozitenin (p)ayn sicakliktaki

yogunluguna (o) bélinmesiyle;

(2.4)



olarak tanimlanir [21].

2.2 Newtonyen Olmayan Akiskanlar

Newtonyen olmayan akigkanlar yukarida irdelenen viskoziteyi olusturan kesme
gerilimi ile kesme hizi oran1 degisiminin sifir ya da dogrusal olmadig1 akiskan
tiiriidiir. Viskozite belirli bir sicaklik ve basing degerinde sabit olmazken akigskanin
kesme hizi, akis geometrisi ve akigkan elemaninin kinematik ge¢misine bagl olur.

Bu noktadan hareketle temel olarak ii¢ sinifta degerlendirme yapilmasi miimkiindiir.

1) Belirli bir andaki kesme degeri sayesinde kesme hizinin herhangi bir noktada
belirlenebildigi akiskanlar zamandan bagimsiz olarak nitelendirilirler. Elastik
olmayan, Genellestirilmis Newtonyen, Tamamiyla Viskoz gibi adlandirmalar da

yapilabilir.

1) Zamana bagli olan akigkanlar kesme hizi ile kesme gerilimi arasindaki iligki,
kesme siiresi ve kinematik 6zelliklere bagli daha karmasik akigkanlar olarak ifade

edilebilirler.

iii)Elastik kat1 ve ideal akis ozelliklerini gosteren ve deformasyondan sonra kismi
elastikligin  geri  kazanilabildigi  yapilar  viskoelastik  akigkan  olarak

tanimlanmaktadir [21].

2.2.1 Zamandan Bagimsiz Akis Davranisi

Bu tipte malzemelerin akis davranisi basit bir kesme kuvvetine maruz birakildiginda

su sekilde ifade edilebilir;
7 = f(7) veya tersi olarak 7 =g(7) 2.5)

Ifadeye bakildiginda belirli bir noktadaki 7 yani kesme hiz1 degeri yine bu noktadaki

7 yani kesme gerilimi ile belirlenebilir seklinde ¢ikarim yapilabilir. Bu tiire uyan

akiskanlar ise ii¢ gruba ayrilabilir [21]:

i) Kesme Incelmesi (Sanki-Plastik)
i1) Kesme Kalinlagmasi (Dilatant)

ii1)Viskoplastik Akiskan (Viscoplastic Fluid)



Elastik kat1 ~ Viscoplastik

~ Bingham

Newton tipi (, > 1)

" Newton tipi ( )

_ Dilatant

Kesme Gerilimi

 Ideal Akiskan

E >

dv

Kesme Hizt dx

Sekil 2.2 : Zamandan bagimsiz akigkanlar.

2.2.1.1 Kesme incelmesi (Sanki-Plastik)

Zamana bagli olmayan en yaygin Newtonyen olmayan akiskan sanki-plastik ya da
yalanc1 plastik (pseudoplastik) olarak adlandirilan kesme incelmesi olarak da
nitelenen tipidir. Azalan bir viskozite ve artan bir kesme gerilimi ile ifade edilir.
Kesme incelmesi davranisi sergileyen cogu polimer ¢ozeltisi ve eriyik yiiksek
mertebelerde kesme hizina maruz kalinca Newtonyen davranis gosterirler. Kesme
incelmesi davranigh akiskanin viskozitesi artan kesme hiziyla azalir. Dogal ve

sentetik zamklar 6rnek olarak verilebilir.

Ayrica bu tip akiskan davraniglarinda kritik bir kesme degeri vardir ve bu nedenle
viskoplastik olarak adlandirilmistir. Bu davranista olan malzemeye bu kritik

degerden diistik gerilim uygulandiginda kati, biiyiik gerilimde ise akis goriiliir.

1) Kesme hizinin sifir oldugu yerde limit viskozite (770) kesme hiziyla ile sabit
degisim gosterir.

1) Viskozitenin kesme hiz1 ile degistigi ve Power-law modelinin uygulanabildigi

bolge orta kisim

1i1) Kesme hizinin sonsuza gittigi yerde limit viskozite (7700) kesme hiziyla ile sabit

degisim gosterir [21].
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Kesme Gerilimi

Kesme Hiz1

Sekil 2.3 : Kesme Incelmesi Davranis.

Bu tip akis davraniglarinin modellenmesinde ¢esitli
kullanilmistir.

Power-law yada Ostwals de Waele Modeli

Kesme incelmesi davranigindaki bir akigkan kesme gerilimi ile kesme hiz1 grafiginin

logaritmik formunda belirli bolgede dogrusal olarak yer alir, bu kisimda Power-law

esitligi gegerli olabilir.

matematiksel modellemeler

100_

Brookfield

- viskozimetresi

102k Koni ve Tabaka

]
I
I
]
]
1
]
]
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I
: viskozimetresi
|
I
I
I
I
I
]
I
I
I
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Gorunur Viskozite (Apparent viscosity) (Pa s)

Kapiler
viskozimetresi

102 10° 10?
Kesme hizi (s77

10* 108
)

Sekil 2.4 : Power-law Modeli (Ostwals de Waele Modeli) [21].
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r=Ky" (2.6)

K : kivamlilik parametresi (biiyiikse daha viskoz) (N / m’s")

n : Power-law ussel sabiti

Esitlikte yer alan iissel sabit Newtonyen akiskandaki sapmanin bir derecesidir.
Newtonyen akiskan icin degeri 1 olmakla birlikte sanki-plastik olanlar igin O ile

larasinda, kesme kalinlagsmasi i¢in 1’den daha yiiksek olarak tanimlanir.

Kesme incelmesi davranisindaki akiskanlar i¢in basit bir model olan bu model belirli
araliktaki kesme hizlarinda kullanilir. Sifir veya sonsuz degerlerindeki kesme

hizlarinda bulunan limit viskozitelerinin belirlenmesinde kullanilmaz [21].

Carreau Modeli

Power-law modeline gore daha genis bir kesme hizi araliginda polimer akis
davraniglarinit temsil eden bir modeldir. Diisilk kesme hizlarinda polimer eriyik

viskozitelerini ifade etmektedir.

n—1

n=n.+(m-n)(1+(2) ) @.7)

1, : Kesme hizinin sifir oldugu yerde limit viskozite

n, : Kesme hizinin sonsuza gittigi yerde limit viskozite

A : Dogal zaman (natural time) viskozitenin azalmaya basladig1 kesme hizinin (-1).
kuvveti yani tersidir.

Ayrica yukaridaki ifade viskozite bolgesi ile kuvvet yasasi bolgesi arasindaki gegisi
ifade eden a parametresini kullanan Carreau-Yasuda modelinin 6zel hali olarak

diisiintilebilir. Gegis bolgesi a<l iken uzarken, a>1 iken kisalir [21].

n-1

n=n,+(m-n)(1+(27))* 2.8)

12



Cross Modeli

Newtonyen akiskanlar1 & — 0 temsil ederken, yiiksek kesme hizlarinda ise Power-

Law modeline yaklagsmaktadir [21].

n=n, +M (2.9)

1+k(7)

1, : Kesme hizinin sifir oldugu yerde limit viskozite

n,, : Kesme hizinin sonsuza gittigi yerde limit viskozite

Ellis Modeli

Diisiik kesme hizlarinda Power-law modelinden fark edilir derecede ayrilir, bu

nedenle bu modelin tercih edilmesi uygun olabilir [21].

| E— (2.10)
" k(j
T2

a : Kesme incelmesinin 6l¢iisii (biiyiikse, yiiksek kesme incelmesi)

7, : Kesme hizinmn sifir oldugu, viskozite degerinin yarisindaki (7, /2)kesme

degeri

2.2.1.2 Kesme Kalinlasmasi (Dilatant Davranis)

Sanki-plastik akis davranisinin tersini sergilemektedir. Kesme gerilimi arttigi
takdirde viskozite de artmaktadir. Akisa kars1 direng¢ artmakta olan hiz ile artar, yani
karistirdik¢a direncin artacagi goriiliir denilebilir. Siispansiyonlar, yagli boyalar
ornek olarak verilebilir. Bu akis tipinde akiskan elemanlar1 arasinda siki bir yerlesme
vardir. Pargaciklar arasindaki bosluk kesme hizinin artisiyla artmaktadir. Bu akig
grafigi incelenirse kesme gerilimi ile kesme hiz1 grafigi i¢biikey bir goriiniimdedir.
Kesme kalinlagmasi esasen uygulanan kesmeden dolayr olusan bir sonugtur yani
kesme ile yapisal birimlerin biiyiikliiklerindeki artmadan otiirii olusur. Dilatant
davranigs hacmindeki artis1 da igerdiginden dolay1 kesme kalinlagsmasi davranigini

tanimlamak i¢in kullanmak dogru degildir [23].
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2.2.1.3 Viskoplastik Akiskan (Viscoplastic Fluid)

Bu akis tipinde akigkan akmaya baglamadan veya deforme olmadan 6nce gerekli bir
baslangic akma gerilimi varligiyla ifade edilir. Uygulanan gerilim bu baglangic
geriliminden daha diisiikse kati, daha yiiksekse dogrusal veya dogrusal olmayan bir
davranig sergilerler. Eger dogrusal bir ilerleme varsa Bingham Plastik, dogrusal

degilse sanki-plastik davranis goriilmektedir [21].
Bingham Plastic Modeli

Malzeme akmaya baglamadan evvel gerekli belli bir baslangi¢ gerilim degerine sahip

akiskan davranigini tanimlamak i¢in kullanilir.
T=T,+n,y T>71,igin (2.11)

y=0 7<7,i¢in

Kesme gerilimi ile kesme hizina ait grafikten egrinin ekstrapolasyon degerleri
vasitastyla Bingham plastik viskozitesi ve kritik kesme gerilimi degerleri

belirlenebilir [21, 22].
7, : Kritik kesme gerilimi
n, : Bingham plastik viskozitesi

Herschel-Bulkley Modeli

Bu model Newtonyen, Bingham Plastik ve Power-law akigkanlarini tanimlayan {i¢

parametreye dayali bir modeldir:
r=1,+Ky" v>r1,icin (2.12)
y=0 t<7,i¢in
7, : Kritik kesme gerilimi (baslangi¢ gerilimi)

K : kivamlilik parametresi (biiyiikse daha viskoz) (N /m’s™)

n : akis davranis sabiti

y :Kesme hizi (1/s)
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K ve n degerleri log(r—ro) ile logy egrisinin ekstrapolasyon ve egim degerleri
vasitasiyla belirlenebilir. Bu model yukarida da belirtildigi gibi 7, =0 1iken Power-

Law modelini n =1 iken Bingham Plasktik modelini temsil eder. Bingham baslangi¢
gerilimi ile n=1 ile indirgenmis bu modelin baslangic gerilim degerleri farklidir

[21].
Casson Modeli

Yazici miirekkeplerinin davraniglarini ifade etmek i¢in gelistirilen bu iki parametreli

yap1 esasli model farkli dispersiyon sistemleri i¢in de kullanilir.

1
1/2

=72+ (7)) T>1,icin (2.13)

y=0 7<7,i¢in
7, : Kritik kesme gerilimi (baslangic gerilimi)
n, : Kesme hizinin sonsuza gittigi yerde limit viskozite

y : Kesme hiz1 (1/5s)

Kesme gerilimi ile kesme hizinin karekoklerinin grafiginde, limit viskozite egimli ve
ekstrapolasyonu baglangi¢ gerilimi karekokii olan bir dogru elde edildiginde bu
modele uygun davranigli bir malzemedir. Kan, yogurt, domates piiresi, erimis

cikolata ornek olarak gosterilebilir [21].

2.2.2 Zamana Bagh Akis Davranisi

Zamana bagli kesme incelmesi ve kesme kalinlasmasi davranisini gosteren

akigkanlarda goriilmektedir.

2.2.2.1 Tiksotropik

Tiksotropik akis davranisi zamana bagli kesme incelmesi davranisini gosteren
akiskanlarda goriilmektedir. Kolloid biriminde tiksotropi en eski reolojik olaylardan
biri olarak belirtilir. Tiksotropide gerilim ile viskoz 6zelligin geri doniisiimlii bir
bicimde azaldig1 kaydedilmektedir. Kalkan gerilimle eski hale geri doniigiim yasanir.
Bu davranista olan akiskan disperse faz iceren heterojen yapilardir. Endiistride ve

dogal sistemlerde oldukca yaygin olan Tiksotropik sistemlerde parcaciklarin silindir,
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cubuk, disk tiplerinde olabilecegi diisiiniiliir. Tiksotropi terim olarak Peterfi’nin
hiicrede protoplazmanin sivilasabilecegini tespit etmesiyle Freundlich tarafindan
onerilmistir. Thixis (Yunanca sallama, ¢alkalama) ve trepo (Yunanca donme,

degisme) kelimelerinin birlesmesinden olugsmustur.

Bu oOzellikte olan sistemler jel-sol-jel doniisiime sahip dispersiyonlardir. Gerilim
durdugunda kati, uygulandigi zaman akis baslar jelden sole dogru bir gidis vardir

gerilme uygulamasi sonlandirilirsa yapi eski hale doner.

Bosluk dolgulu bir ag yapisinda floklarin olusumuna sebep olan zayif c¢ekim
kuvvetiyle bagh tanecikler aras1 baglar gerilimlerle akis boyunca kirilabilecek kadar
zay1f 6zelliktedir. Gerilme hiz1 artinca boyutta azalma ile floklarda kirilmalar olusur,
bu da viskozitenin azalarak tiksotropik davranisi ortaya ¢ikarir. Azalan kesme hizi
ise floklar1 biiyiitecek ve durgun hale gelen akista ise agin yeniden olusmasi

saglanarak eski hale doniis gergeklesecektir [21].

Tiksotropik

Kesme Gerilimi
|

Reopektif

| |
Kesme Hizi

Sekil 2.5 : Tiksotropik Akis Davranisi [21].

2.2.2.2 Antitiksotropik ve Reopektif

Yukarida irdelenen Tiksotropi kesme incelmesi davranisi olarak nitelenirken,
antitiksotropik ise kesme kalinlagsmasi olarak ortaya ¢ikmaktadir. Reopektif davranis

olarak onceden bilinmekte olan davranig artik anti tiksotropi olarak nitelenmektedir.
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Reopeksi ile anti tiksotropi bazi durumlarda birbirleriyle karistirilabilmektedir, ama
reopekside calkalama uygulandiginda solden jele dogru gidis kendi halinde olan

sistemdeki jele dogru gidisten daha hizli olarak goriilmektedir [21,22].
Weltman Modeli

Bu model tiksotropik ve antitiksotropik davranigini karakterize etmek igin

kullanilmaktadir.
7= A— Blogt (2.14)

7 : Kesme gerilimi
A ve B : t=1 sn deki gerilim degeri olan sabitler
t : Siire (s)

Weltman modeline gore kesme geriliminin zamanin logaritma degerine karsilik
egrisi, —B egimli ve ekstrapolasyonu A olan dogru veremektedir. Tiksotropik

davranis i¢in B negatif, antitiksotropik i¢inse B pozitif olur [22].
Tiu ve Boger Modeli

Tiu ve Boger tarafindan kritik kesme gerilimine sahip tiksotropik davranigini
incelemek icin daha ayrintili bir model gelistirilmistir. Modifiye edilmis Herschel-
Bulkley modelinin degistirilmis halinden yararlanarak olusturulan bu model kesme

gerilimini zamana bagli olarak [22];
T =/1[f0 +K(y’)"] (2.15)

7, : Kritik kesme gerilimi (baslangic gerilimi)
K : kivamlilik parametresi (biiyiikse daha viskoz) (N / m*s")

n : akig davranig sabiti

y : Kesme hizi (1/s)

A : Zamana bagli bir parametre
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3. DUSEN FiLM AKISI

Diisen film akis1 giiniimiizde kullanimi1 yayginlasan evaporatif kondenserler ve kapali
tip sogutma kulelerinde, absorpsiyonlu sogutma basta olmak iizere bir¢cok alanda
kullanilmaktadir. Diisen film akis1i bahsedilen sistemlerin 1s1 degistiricilerinde,
absorpsiyonlu sogutma sistemlerinin absorber ve evaporator kisminda kullanilir.
Islaklik alanin1 en az diizeyde su kullanarak saglamak buharlagan sivi miktarini, 1s1
ve kiitle transferini artirmaktadir. Benzer ifadesiyle diisen film akista 1s1 ve kiitle
transfer alanini arttirmak 1s1 ve kiitle transferini artirmakta, baska bir ifade ile en az
stvi miktariyla, 1slaklik alanimi arttirmak biiylik 6nem tagimaktadir. Sonug olarak da
sistemin isletme maliyeti ve ilk yatirim maliyeti gibi konularda tasarruf edilmesi

saglanacaktir.

Istya karst duyarli malzemelerde 1s1 transferi boyunca, kisa kalis siiresi, yakin
sicaklik kontrolii ancak kati bir yiizey boyunca ince bir diisen film akisiyla
saglanabilir. Bu tarz bir sogutma yiyecek ve polimer isleme, damitma, evaporator
(buharlastiric1) sistemleri gibi bir¢ok endiistriyel uygulamada karsilasilabilecek bir
durumdur. Diisiik sicaklik farki ve kiitle akisinda yiiksek 1s1 transfer oran1 yakalamak

bir¢ok ¢alismaya sebep olan bir konudur.

Newtonyen olmayan Power-law akis modeline uyan problemler bir¢ok kitapta
irdelenmistir[24-28]. Sayisal yontemlerin Newtonyen olmayan akislarda
uygulanmasiyla alakali da alakali yayinlar da mevcuttur[29,30]. Power-law akis
modeline uyan diigen film akis hidrodinamigi ile ilgili Andersson ve Irgens yapilan
caligmalar1 gozden gecirmistir[9]. Lakin Diisen film akista ilk ¢alismalar daha ¢ok
deneysel olarak yer almaktadir[10-12]. Ayrica calismalarda kullanilan akiskana, boru
malzemesine ve sayisina, dizilisine dair fakli incelemeler yapilmistir. Birden fazla
yatay boru iizerinden diisen sivi film akisini damlama karakteristigi diisiiniilerek
deneysel olarak incelenmistir[31]. Yatay ve hareketli borular iizerine diisen laminer
film akis1 igin Integral metodunu kullanarak enerji denklemlerinin ¢dziip bir

noktadaki laminer film kalinligin1 Reynolds ve Arsimet sayisinin (Ar) ve yatay
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borudaki agisal pozisyonun fonksiyonu olarak ¢éziime kavusturulmustur [32]. Yatay
tipte diisen film evaporatorler hakkindaki mevcut literatiirii kapsayan ayni zamanda
tek diiz boru, genisletilmis ylizeyler, boru demetleri iizerindeki 1s1 transfer
performansini etkileyen akis model ¢alismalarini ve deneysel parametreleri de igeren
calisma da mevcuttur[33]. Yiiksek viskoziteli diisen film akisindaki su gliserin
karigimi gibi akiskanlarin davranigini ¢alisilmistir[34]. Yer ¢ekimi etkili Power-law
modeline uyan tipte film akislariyla alakali integral metodu ve benzerlik ¢oziimleri
kullanilarak yapilan teorik c¢alismalar da olmustur[14-19]. Bunun yaninda film
akisinin reolojik Ozelliklerinin  hidrodinamik giris uzunluguna etkisi ortaya
cikartlmistir[ 19]. Farkli bir yaklagimsa Andersson ve Irgens tarafindan hizlanan film
akisin1 sinir tabakasi bolgesi, tamamiyla viskoz bolge ve gelismis akis olmak {izere
lic temel bolgeye bdlerek inceleme yapmislardir[19, 20]. Daha sonra Power-law
modeli i¢in smr tabakast momentum denklemini Falkner-Skan tipinde adi
diferansiyel denklemlere doniistiirmek {lizere bir benzerlik yaklasimi onermislerdir.
Ardindan f{iretilen bu denklemler Newton iterasyon yontemiyle birlikte 4.
Mertebeden klasik Runge—Kutta temelli shooting teknigi kullanilarak sayisal olarak

¢cOziilmiistiir.

Yakin bir zamanda ise yine Andersson ve Shang tarafindan yeni bir benzerlik
yaklasimi hizlanan Newtonyen olmayan film akisi i¢in gelistirilmistir. Power-law
modeline uyan egik yiizey iizerindeki akis hareketinin hidrodinamigini temsil eden
kismi diferansiyel denklemler hiz bileseni yaklasimiyla iki adi diferansiyel denkleme
doniistiiriilmiistiir. Sifir ile doksan derece arasinda herhangi bir egim degerinde
gecerli olmasina ragmen tek parametreli problem sadece Power-law modelin
indeksine baglidir. Buna ragmen, yiizey siirtlinme katsayis1 ve hiz bilesenleri gibi
egime baglh parametreler diisey ve acili durumlar arasinda tiiretilebilmistir. Power-
law indeksinin 0.1 ile 2 degeri arasinda sayisal ¢oziimlemelere yer verilmistir. Bu
yontem sayesinde sinir tabakasina giren kiitle debisi, sinir tabaka bolgesi uzunlugu

gibi hesap gii¢liigli yasanilan degerlerin saptanmasi saglanmistir[35].

3.1 Fiziksel model ve Denklem Olusturulmasi

Egimli bir yiizey lizerinde hizlanan Newtonyen olmayan Power-law modeline uygun
laminar bir akis problemi icin akigkanin sikistirilamaz ve elastik olmadigi kabul

edilmistir.
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ST - Sinir tabaka %
STB - Suur tabaka bolgesi

GAB - Gelismis akis bolgesi

TVB - Tam viskoz bolge

SAC - Serbest akis ¢izgisi /
SF - Srvi film .

Sekil 3.1 : Hizlanan film akis modeli.

Sekil 3.1° de gosterilen akis icin temel kiitle, momentum ve termal enerji

denklemleri viskoz sinir tabaka i¢in;

8
Wy Ny 3.1)
ox 0Oy
ow,  ow. K(ow ) 0w,
W, +w, =gcosa+n— > 3.2)
ox dy p\ dy oy

2
wo Dy, L2 0T (33)

Sinir kosullart ise:

yZSI;WX :Wx,oo (3‘4)



seklindedir. Burada;

w,, W 1 X vey yonlerindeki hiz bilesenleri
g : Yercekimi ivmesi
a : Egimli yiizeyin diisey eksenle yaptigi aci

9,,0, : Momentum ve termal sinir tabaka kalinliklar:

w__, T :Smir tabaka disindaki hiz ve sicaklik degerleri

T, : Egimli ytizeydeki duvar sicakligi

K,p,n,C,,A : akis Ozelliklerini temsil eden biiyiikliikler sirasiyla (Katilik sabiti,

yogunluk, Power-law indeksi, 0©zis1, 1sil iletkenlik) ayrica sabit olduklari

varsayilmistir.

Sinir tabakadaki w,, hiz bileseni dis akis hizina ulastiginda;

W, =+/28Xcosa @3.5)

degerini alir.

Yukarida verilen denklemdeki Power-law indeksi n=1 oldugu durum Newtonyen
akist temsil etmektedir. Eger n degeri 1’den biiylikse o zaman daha evvelde
bahsedilen kesme kalinlagsmasi ya da dilatant akiskani temsil etmektedir. Bu degerin
1’den kiigiik oldugu durum da kesme incelmesi yani sanki-plastik (yalanci plastik)

akigkan tipini simgeler.

3.2 Yeni Benzerlik Doniistimii

Bu benzerlik doniisiimii literatiir aragtirmalarinda deginilen Anderson ve Irgens [20]
tarafindan One siiriilen dis akig hizi Falkner-Skan tipi w, .. @ex™ dis akim hizi
Power-law modeline uyan akigkan i¢in bile momentum sinir tabakasi denklemi
doniisiimiinde benzerlik ¢oziimiine izin verir. Bundan 6tiiri daha genel bir Falkner-
Skan tipi doniisiim Anderson ve Irgens [20,36] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
Shang ve Anderson tarafindan Falkner-Skan tipindeki gibi bir akim fonksiyonu
gerektirmeyen Newtonyen olmayan Power-law modeline uygun akiskanin kismi
diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinde yeni bir doniisiim yolu izlenmistir [35].

Lakin bu doniisimde de Power-law indeksinin n=1 oldugu durumda sicaklik
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benzerlik ¢ozlimiine gidilebildigi i¢in sanki-benzerlik (pseudo-similarity) doniisiimii
Newtonyen olmayan Power-law modeline uygun diisen film akiskana

uygulanmistir[37].

Kaynak [37]” de yer alan yeni boyutsuz degiskenler su sekilde belirtilmistir:

n= XRexl/(Hn) (3.6)
X

=2 G3.7)
X

R =% 3.8
¢, =X (3.8)

Re_ Genellestirilmis bolgesel Reynolds sayisidir. Boyutsuz hizlar ise sadece 1’ ya

bagli olarak;

W W
\\Y =—= = X 3.9
(ﬂ) Wi oo \/ngcosa (3:9)

\%% w
=7 = Y__Re " (3.10)

()= W,. +/2gxcosa

seklinde verilmistir. Boyutsuz sicaklik ifadesi ise hem 1 hem de ¢ ’a bagli olarak;

T-T
0(n.e) = G.11)
D o

seklinde tanimlanmustir.

Problem i¢in daha Onceden verilen kiitle momentum ve enerji denklemlerinde

boyutsuzlagtirma yapilmak istenirse Oncelikle boyutsuz parametrelerin tiirevleri ele

alimmalidir;
" 2on 1/(1+n)
on_o (zRexv(Hn)]:i 2 X W P 3.12)
ox Ox\ x ox| x K
on___n 1 (3.13)

Ox 2(n+1);
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on _1

5 ;Rex”(“") (3.14)

% _ xL (3.15)
0

% =0 (3.16)

ao_doon oo
oy 0n oy Oe Oy

;0=1 ve €'a bagh fonksiyon (€ gibi)  (3.17)

o0 _oon, dode
Ox 0n ox O€ Ox

90 _00on
Ox 0n oOx

;O=Sadece n'ya bagh fonksiyon(wx, w, gibi) (3.18)

20 _a0n
oy 0n oy

Elde edilen boyutsuz degiskenlerin tlirevleri sirasiyla denklemlerdeki her bir terim
icin kullanilacak ve nihai olarak boyutsuz kiitle, momentum ve enerji ifadeleri elde

edilecektir. Buradan hareketle Denklem (3.9) kullanilarak;

w, =W, (17)+]2gxcosa

olmak tizere;

ow, dW.(n)on geosa
M 27 0N |80 gy
ox dn oOx greosa 2x " ()

awxdex(ﬂ)(_ n )QJ\/@CTSO(+ E% W, (n)
X

ox dn 2(n+1) x 2
ow aw.(n)( n \/ gcosa \/ geosa

L=— /4 3.19
ox dn [(nJrl)n] 2x " 2x () (3.19)

Boyutsuz hizin x bileseninin x’e gore tiirevi bulunur.
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ow, :md%(ﬂ)ﬁ_ﬂzmdm(ﬂ)l&xu(w)
dn Oy dn x

oy
8Wx _ 2gc0sa dW‘c (77) Rexl/(lJrn) (3‘19)
v\ x dn

Hizin x bileseninin y’ye gore tiirevi bulunur.

2 aw.
0 MZ}X _0 fZgCOSO{ () Rex”(”") olarak diistintiliirse;

oy oy X dn

2

52";& _ [2gcosa Rexl/(nn) d WXSU) lRexl/(nn)

oy X dn” x

2 d*W,
0 L |2gcosa 1 g, 2 —Xz(") (3.20)
oy X x dn

Hizin x bileseninin y’ye gore ikinci mertebeden tiirevi bulunur. Denklem (3.10)

kullanilarak;

w, =W, (n) 2gxcosaRe, """

y y

olmak tizere;

ow aw.
Y = 2gxcosaReX71/(“") — 7 (77)5_77
oy dn oy
i = J2gxcosaRe """ LA (n) lRe (k)

X

oy dn x

8Wy — 2gCOS(X dVVy (77) (3 21)
oy V' x dn '

hizin y bileseninin y’ye gore tiirevi bulunur.

or _oron ot oe
Ox On Ox O€ Ox

oT 8(9(77,5)
9 _(r 7\
on (T, -T.) on
oT 59(77,6)
D (1,-T

Oe ( P w) O€
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olmak tizere;

O _ (g, \200e) _n_n g 79001 (3.22)
o on  2(n+1)x Oe X,

Sicakligin x e gore tiirevi bulunur.

Oy 0n oy O€ Oy

o o an o oe

oT 00(n,e
T (g, 1,)70l)
n on

[2e}

E_(1,-T )%’7’6)11@ M) (3.23)

sicakligin y’ye gore tiirevi bulunur.

2
o1 _0 [(T . )ae(n,e) 1 Rex1/(1+n)]
oy Oy on x

olarak diisiintilebilir.

oo _doon 000
oy 0n oy Oe€ oy

olarak verilmisti.

O= (TD _ Tw ) 80;779 6) lRexl/(lJrn)
n X

kabul edilirse;

52_T21R 1/(1+11)(T T) 0 (ae(naf)JlRexl/(lm)
oy «x on on X

o°T 1 2/(14n) 0 89(7], )
~—~ =—R T —T — 2/ 3.24
e VN T, T, )— p e (3.24)

Kismi tiirevler alindiktan sonra denklemlerde yerlerine konulurlarsa ilk denklem olan
(3.1) ifadesi:
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e o e

Ikinci Denklem olan (3.2) ifadesi:

(m(n)m)[_d%(n)[( .

dn n+1)

N

aw.

W > Re ) 2gcosa x

(7, (n)2gxcosaRe, )[/ ——
n—1

nﬁ( ’2gcosa aw., (77) Rex”(”")] [ /—2 Re,

yo, X dn X x

Uciincii Denklem olan (3.3) ifadesi:

n

(’7)] —0 (3.25)
n
gcosa gCOSC(
w
2x +\/ 2x 7 (77)] "
(77) Rexl/(H”)J = gcosa + (3.26)

geosa 1

(.0 e (7,7, )

+(Wy (n) ngcosaRex_”(”"))((TD -T,)———

_ A LLRexz/(nn)(TD_T )i[ae(ﬂaf)j

- pC, | X7 "/ on

Seklinde elde edilmis olur. Denklem (3.25) diizenlenirse:

2/(14n)

) (n+1)" dn dn
Denklem (3.26) diizenlenirse:
n_dW.(n aw.(n
w0 )= e )
n=1 5
YN AL L
dn dn
Denklem (3.27) diizenlenirse:
n 00(n,¢) 00(n,e) 1 0°6(n.¢)
- W (n)-W.(n) |——L+eW =
s ) [P ) ) O

Denklem (3.30) da Pr, su sekilde ifade edilir.
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pr. = e g 20 (3.31)
a

Burada a parametresi termal yayicilik (thermal diffusivity):

a= (3.32)
pCp
Sinir kosullar:
89(77,6)
=0, (n)=0.,(n)=0,0(,¢)=1,—===0
n=n5:W,(n)=1 (3-33)
60(77,6)

n=1,:0(1,¢)=0, =0

€

seklinde verilir. Bakildiginda (3.33) denklemi yani enerji ifadesi 77 ve ¢ ’ e bagl iki
boyutlu bir ifadedir. ifadeyi kaynak [37] de yer aldig1 gibi tek boyuta indirgemek

i¢cinse su iglemler yapilir;

89(7],6)

- (3.34)

f(n.e)=

olarak tanimlanir, boylece nihai olarak verilen {i¢iincii denklem yeni boyutsuz

parametreyle;

(_ 2(nn+1) W, (n)-W, (n)]%’;’f)wﬂ/x (n)f (n.¢) = %6298%77’6) (3.35)

olarak yazilir ve €’a gore tiirev alinirsa;

(_ﬁnw)‘(")_wy (”)]M+%(n)f(n,e)+gm(,7)f(mf)

n+l1 on on

o[ 1)200ne) 1 &1 (n.e)
 Oe Pr, o’n Pr, o'

) o[ 1 .. .
haline doniisiir burada a—[P—j parametresinin tiirev alinmig hali yazilmamustir,
e\ Pr

X

ayrica ifade etmek gerekirse;
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-2/(14n)

P - X+j2gxcosa x" (\/ngcosa )2_’7 P

a K
n-1 2-n —2/(1+n)
. xz(wl)\/m x"(«/2gxcosa) yo,
=
X a K
Cnel -l sp \2/(1+n)

o 1] 0 " N gxcosa x" (\/ngcosa) P
Oe\ Pr, ) Oe€ a K

- 2 n 2/(1+n)
(1) nmt i Jgeosa || X (V2eeosa) " p
oc\ Pr, ) 2(n+1)" a K
o[ 1 n-1 11
Be - = 3.37
86[%} 2(n+1) € Pr, (3.37)

olarak tespit edilir ve yerine konursa;

[_2(n”+1)’7%(77)—%(77)]%7;6)+m(,7)f(,736)+6m(n)f(n,e)

[ om=1 101 826?(77,6)+ 1 3*f(n,e)
\2(m+l)eprr ) @y Pr. O

(— d UVK(H)—V’G(U)JMWK(ﬂ)f(ﬂaf)ﬁWx(n)f (m.c)

2(n+1 0 0
(+1) 7 " (3.38)
(L) -1 18°0(nc)  O°f(n.e)
- Pr. 2(n+1)e o’n o’n
Burada yeni bir boyutsuz degisken tanimlanirsa
00(n,
g(me)=cf(n.e)=¢ (n.) (3.39)

Oe

0 /0e igeren terimler diisiiriildiiglinde yeni bir denklem daha elde edilmis olur enerji

ifadesi igin;
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s ) [ ().

2(n+1 on
(3.40)
(1) n-l 1820(77,6)+82g(77,5)
- Pr, 2(I’l+1)6 o'n o’'n

Ayrica ilk yola cikilan denklemde g(?],f) yerine yazilip simir kosullar1 tanimina

gecilebilir.

L_ - HVV)C(U)—V%(H)J@Q(W)+W(ﬂ)g(n>6)=Lazga(W) (34D

2(n+1) on '

Yukaridaki denklemler igin sinir sart1

n=0,g(n,e)=0
(3.42)

n=n5:8(n¢)=0

biciminde tanimlanmaktadir.
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4. COZUM YONTEMI

Tez kapsaminda elde edilen boyutsuz denklemler sinir sartlar1 dahilinde iki farkl
yontemle ¢oziilmiistiir. Yontemlerin en 6nemli 6zelligi dogruluklarinin gayet yiiksek

olmasi ve ¢dziim siiresinin de uzun olmamasidir.

4.1 Diferansiyel Quadrature Yontemi (DQ)

Diferansiyel quadrature (DQ) yontemi bir fonksiyonun verilen ayrik bir noktadaki
belli bir degiskene gore kismi tiirevinin, o degisken bolgesinde yer alan tiim ayrik
noktalardaki fonksiyona ait degerlerin agirlikli lineer toplami seklinde ifade
edilmesini temel alir [39]. Uygun goriilen bir yaklasiklikta sonug eldesi i¢in az sayida
grid (ag, 1zgara) kullanilmaktadir. Ozellikte miihendislik problemlerinde sik sik
karsilagilabilen baslangic ve siir deger problemlerinin ¢oziimiinde etkili ve fakl bir

yaklasim olarak degerlendirilebilir.

Tek boyuta sahip bir u(x) fonksiyonunun birinci tiirevi yazilmak istenirse;

ux(x[):g—z :ZN:ciju(xj); i=123,...N 4.1)

J=1

x; @ Degisken bolgesinde yer alan ayrik noktalar

u (x j) : Ayrik noktalara ait fonksiyon degerleri

c; @ Aynk noktalarin timiindeki fonksiyon degerlerini, fonksiyonun birinci
mertebeden tlirevine baglamak i¢in lineer toplamda yer alan agirlik katsayilar

N : Ayrik nokta sayisi olmak iizere;

u fonksiyonun i .nci ayrik noktaya ait birinci mertebeden tiirevi Denklem (4.1)’deki
gibi ifade edilir.

Burada dikkat ¢eken en onemli kisim agirlik katsayilaridir. Agirlik katsayilarinin

nasil belirlenecegi koordinatlar yoniinde, stireklilik sartini ihmal etmeyen
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fonksiyonlarla yaklagimlar uygulanmaktadir. Agirlik katsayilar1 segilen fonksiyona
baglidir ve fonksiyon tipine gore yontem Polynomial Differential Quadrature (PDQ),
Fourier Expansion Base Differential Quadrature (FDQ), Harmonic Differential
Quadrature (HDQ) gibi isimler almaktadir [40]. Bu katsayilarinin belirlenmesinde
onemli calismalar yapilarak ¢6ziim onerilerinde bulunulmustur [40-43]. Belmann vd.
agirlik katsayilarimi hesaplamak icin iki farkli yontem oOnermislerdir [44]. Ilk

yaklasimda test fonksiyonu olarak:

gk(x):xk; k=0,1,2,3,...N—1 4.2)

Bu denklem N tane test fonksiyonu verir. Denklem (4.1)’ de g, (x) yazildigs

takdirde i ve j 1’den N’ e kadar alinarak N x N kadar agirlik katsayist elde edilmis
olur. Bu katsayilarin hesab1r icin N adet test fonksiyonu N adet grid noktasina

uygulanmalidir.

Dex, =1 4.3)

N
dex =k k=0123,.. ,N-lvei=123,...,N
J=l

Lakin bu denklem sisteminin matris determinanti Vandermonde formunda oldugu
i¢in tekil bir ¢6ziimii bulunmaktadir. N biiyiik ise matrisin tersini almak zorlasir ve
genel olarak N degeri 13’ten kiigiik alinir. Hamming’ in 6nerdigi yontemle analitik,
Bjorck ve Pareyra’nin Onermis oldugu ozel algoritmalarla da sayisal ¢oziilebilir

[45,46].
Ikinci yaklagim ilkine benzemekle beraber farkli bir test fonksiyonuna sahiptir.
Denklem (4.1)’1 saglayacak bicimde x, kadar 6telenmis Legendre Polinomu’nun

kokleri olan fonksiyon test fonksiyonu olarak belirlenir.

L
g (x)= N(xz . k=123,...,N 4.4)

N : Grid nokta sayis1
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Ly (x) : N. Dereceden Legendre Polinomu
LN(I) (x) : N. Dereceden Legendre Polinomu’nun birinci mertebeden tiirevi olmak
lizere;

N grid noktasinda (xl,xz,...,xN)Denklem (4.3) uygulandiginda Belmann vd. agirlik

katsayilarin1 hesaplamak igin;

LN(I)(xi) o
¢ = N
! (1)
()L () 4.5)
o - 1-2x, i
! _in(xl.—l)’ /

seklinde basit cebirsel ifadeler elde etmislerdir [44].

4.1.1 Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature (GDQ)

Diferansiyel Quadrature yukarida temel olarak irdelenirken, agirlik katsayilarinin
onemi ve hesabindaki giicliikler iizerinde duruldu. ilk yaklasimda denklem katsay:
matrisi Vardermonde sistemi oldugundan determinant hesabinda zorluklar meydana
gelmistir ve ¢Oziimiin tekilligi vurgulanmistir. NxN’lik denklem takimi ¢d6zme
gerekliligi de buna ek olarak diisiiniilebilir. Bunun yaninda artan grid sayis1 sonucu
ciddi sekilde etkilemektedir. Ozellikle 20’ den daha biiyiik grid sayis1 ¢dziimiin
giivenilirligini olumsuz etkilemektedir. Ikinci yaklasima bakildiginda farkli sinir
sartlar1 ve geometri diisiiniildiigiinde metodun uygulanmasi zorlasmaktadir. Az grid
noktas1 sayisi ile her adimda lineer denklem sistemi ¢Oziimiinii gerektiren ilk
yaklasimla, Legendre Polinomu’na bagli kisitlanan diiglim noktalarin1 gerektiren
ikinci yaklasim genel manada metodun uygulanabilirligini olumsuz etkilemektedir.
Bu baglamda metodun uygulanabilirligini kolaylagtiran ve kullanim yelpazesini
genisletmekle birlikte tim bu karsilasilan sorunlar1 ortadan kaldirmaya ydnelik
caligmalar olmustur. Farkli grid noktalar1 ve yiiksek mertebeden tlirevler i¢in uygun
olan agirlik katsayisi hesabi elde edilip Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
(GDQ) metodu ortaya cikarilmistir. Agirlik katsayilari icgin tekillige sebebiyet
vermeyen ve ¢ok sayida lineer denklem takimi ¢6zmek zorunda biraktirmayan

analitik ifadeler Shu ve Richards tarafindan Onerilmistir ve Navier-Stokes
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denklemlerinin ¢6ziimiinde GDQ metodunun uygulanisini dairesel bir silindiri gegen

akim problemi i¢in gostermislerdir [41]. Bu metotta agirlik katsayilart igin;

1) M(l)(x,-) . .
Aij = o ;0 L, j=123,...,N,, i#]
e ) »
p(l)(y) )
B = ’ i, j=1,23,.. ,Ny,i#j

Burada;
. Ny | Ny
M()(xl): I1 (x —xj)veP()(yl.): I1 (y,-—y_,)
J=Li#j J=Li#j
i 4.7
A =r| 4 - i =123, N, i # jver=23,..,N, -1
. (xi_xj)

1) p (1 B"(H)
B =r| B B i, j=1,2,3,..,N ,i# jver=23,..,N, -1 (4.7)
(y,-—yj)

Ny
A== 4" i=123,. N ver=23.. N, -1

J=Li#j

Ny
BY=->BY; i=123.. N ves=23,.,N, -1

J=Lizj

olarak tanimlanir.

4.1.2 Diigiim Nokta Tipi ve Secimi

Diferansiyel quadrature (DQ) metodunda ¢6ziimiin hassasiyeti bir kistm problemler
icin her ne kadar sinir kosullarina bagli olsa da genellikle diigiim nokta sayis1 ve
nasil segildikleri de ¢ok etkilidir. Literatiirde dnceden yapilmis calismalarda homojen
sinir kosullarina sahip lineer karakterli denklemlerin ¢éziimii i¢in esit aralikli grid
yapist yani esit aralikli diiglim noktalar1 bahsedilen hassasiyet i¢in yeterli olmustur.
Bununla birlikte titresim problemlerinde (Chebyshev-Gauss-Lobatto) grid yapisi
daha iyi sonug¢ verdigi goriilmektedir. Esit aralikli olmayan diiglim noktas1 se¢iminin
zamana bagli ve baslangic deger problemlerinde en uygun c¢oziimler sundugu
belirtilmistir. Ele alinan problem i¢in en etkili se¢imin bilinmesi zaman agisindan
fayda saglayacaktir. Calismada diiglim araliklar1 i¢in esit aralikli olmayan grid
noktalart tercih edilecektir. Her bir koordinat dogrultusunda esit grid araligi

kullanilmak istenirse:
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X, = ; i=1,23,...,N,
N, -1
1 4.8)
J— .
L= 5 :1,2,3,...,N
=N v
Sekil 4.1 : Esit aralikl1 diigiim noktalar: tek yon i¢in (N, =10).

Sekil 4.2 : Esit aralikli diigiim noktalar: iki yonde (N, , N, =10).
Bi¢iminde diiglim noktalar secilir[41]. Esit aralikli olmayan grid araligi tercih
edilirse (Chebyshev-Gauss-Lobatto) noktalari i¢in:

xl.=l 1-Cos i1 ||y i=L2,...,N,
2 N, -1
4.9)

1 j—1
=—|1-Cos zTll; =1,2,...,N.
yj 2|: (Ny—l J:| .] Y

Sekil 4.3 : Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalari tek yon i¢in (N=10).
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Sekil 4.4 : Chebyshev-Gauss-Lobatto diigiim noktalari iki yonde (N, , N, =10).

diigiim noktalar1 olmaktadir. Diiglim noktalarinin se¢iminde en 6nemli husus sinir
degerlerine yaklasildiginda daha sik gridler olusturmaktir. Buradan hareketle eger
sinir kosullarimiz degisken icin tek tarafli ise her iki ucu siklasan Chebyshev-Gauss-
Lobatto diigiim noktalar1 kullanmak bir avantaj saglamayacaktir. Bu calismada
diigiim araliklar i¢in esit aralikli olmayan (Chebyshev-Gauss-Lobatto) noktalarindan
farkl1 diigliim noktalar1 olusturulmus ve kullanmilmistir. Bu {retilen diigim

noktalarindan ilki;

(4.10)

Sekil 4.5 : Uretilen ilk diigiim noktalar1 tek yon igin (N=10).
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Sekil 4.6 : Uretilen ilk diigiim noktalari iki yénde (N, , N, =10).

Uretilen diigiim noktalarindan ikincisi;

{ (i_l) } .
x, =1-cos 7|, i=L2,...,N,
n—l)

(
(=1 | .
2(’1_1)7[}, j=12,...,N,

[\

@.11)

Y, :l—co{

Sekil 4.7 : Uretilen ikinci diigiim noktalar1 tek yon icin (N=10).

Sekil 4.8 : Uretilen ikinci diigiim noktalar iki yonde (N, , N, =10).
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4.2 Diferansiyel Transform (DT) Yontemi

Diferansiyel Doniisgim Yontemi DTM (Differential Transform Metod) ilk olarak
elektrik devreleri i¢in Zhou tarafindan dogrusal ve dogrusal olmayan baslangi¢
problemlerine uygulanmistir[47]. Yontem, Taylor Serisi acgilimini esas alarak
polinom tipi ¢dziim Ongoriisiine dayali yar1 analitik 6zellik tasir. DTM bu analitik
Taylor Serisi yaklasimini yinelemeli (iterative) bir yontem izleyerek ¢ézme imkéani
saglamaktadir. Bu sayede bir¢ok durumda analitik olarak ¢oziilmesi karigsik olan
denklemlere Laplace, Fourier gibi integral doniisiimleri uygulanarak diferansiyel
ifadeleri cebirsel hale getirmede karsilagilabilecek integrallerin zor alinmasi veya ters
doniisiimiinde sorun yasanilmasi gibi durumlar ortadan kalkmis olmaktadir. Ayrica
DTM baz1 siireksizlik ve tekilliklerin ortadan kaldirilmasinda da gayet basarili
olmasinin yani sira basitligi ve dogrulugunun yiiksek olmasi1 6nemli 6l¢iide avantaj
saglamaktadir. Nihai olarak DTM sayesinde dogrusal olan veya olmayan
problemlerin ¢6ziimii gibi, siirekli sinir sartin1 saglamayan problemlerde de olumlu

sonu¢ alinmaktadir.

4.2.1 DTM Teoremleri ve Uygulanmasi

Tez caligmasinda irdelenen problem tek boyutta incelendigi icin Diferansiyel
Doéniisiim Yontemi’ne ait bir boyutlu doniisiimlerden ¢alismada kullanilan kadar1 ile

iktifa edilecektir.

Tek degiskenli w(x) fonksiyonuna ait diferansiyel doniisiim fonksiyonu W(k) ise,

w(x)’ nin bir boyutlu diferansiyel transformu

1| d*

olarak tanimlanmaktadir.

W(k) transform fonksiyonunun tersi bulunmak istenirse, diferansiyel ters transform

fonksiyonu da,
W) =S (x-x,) W (k) 4.13)

bi¢giminde tanimlanir.
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(4.12) ve (4.13) dikkate alindiginda

w(x)=§(;(x_k!°) {dc;:gx)} (4.14)

ifadesine ulasilmis olur [48].

Dontisiim denklemleri sayesinde matematiksel doniistimler uygulandiginda bir
boyuttaki diferansiyel donilisiim ifadelerinin elde edildigi temel teoremlerden bir

kismi tablo olarak verilebilir.

Cizelge 4.1 : DTM Doniisiimii [48,49].

Fonksiyon Transform Fonksiyonu

w(x) = u(x)£v(x) | Wk)=UK)£V(k)

w(x) = cu(x) W(k)=cU(k)

W x) = x" I, k=m

W (k) = S(k —m) =
(k) = ok —m) {o, aksi halde

d’u(x) W (k) = (k + 1)k +2)...(k + P)U (k + ) = £
dx” k!

w(x) =

U(k+r)

w(x) = u(x)v(x) W (k) = Zk: UV (k-r)

W(k)=U(k)®V(k)®S(k) = zk: kz UV )S(k—r—1)

r=0 t=

~

w(x) = u(x)v(x)s(x)

Kisaca tanimi yapilan ve teoremlerinden bahsedilen yari-analitik bir yontem olma
0zelligi tasityan DTM ig¢in incelenen problem ait denklemler (3.28) ve (3.29)’dur. Bu

ifadeler tekrardan hatirlanirsa;

M(n)—(nzl)nd%;n)ﬂd@;")=o
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" (ﬂ)[W )t dWx(m}zWy <n)"Wx—(’7)=1+zn(dW’7>j“ 2, (n)

' dn dn dn d’n

Sinir sartlari ise Denklem (3.30) da;

n=0;W,(n)=0,W,(n)=0
n=n,:W,(1)=1

ifadesiyle verilmistir.

Denklemlere bakildiginda (d /8 (77) / d?])'H terimi hari¢ diger terimlere Diferansiyel

Transform Yontemi uygulamada sorun olmamaktadir. Ciinkii problemin yapisi ele
alindiginda Power-law indeksi olan n degeri sadece tamsay1r olarak ele
alinmayacaktir. Ayn1 zamanda rasyonel ifadeler de alacaktir. Bundan 6tiirii doniisiim

icin ek bir islem gerekmektedir.
n—1
aw.
F= ("—(77)] 4.15)

Olmak iizere yeni bir fonksiyon tanimlansin. O takdirde yeni denklem;

7, (n)(WX (n)- (n’il)” d@‘;")}% (n)—d%") =1+2nF—dZZV;‘(") (4.16)

seklinde olusacaktir. Elbette yeni tamimlanan fonksiyonun smir sarti da

belirlenmelidir. Buradan hareketle dncelikle F fonksiyonunun tiirevi yazilirsa;

o [ @)\ W (n)
F'=(n 1)[ o J =
R P UAUNNUAC)
( dn J dn’
(oo
F [dVE‘;")]—F dzZ’;S”) =0 4.17)



Seklinde yazilabilir. Siir kosulu;

n =0,
W' (n)=p (4.18)
F(np)=p""

Olarak ifade edilebilir.

Ik denklem olan siireklilik denklemine Diferansiyel Transform Y®dntemi

uygulanirsa;

k

(k+1)wy[k+1]=0 (4.19)

I:O

ikinci denklem olan F fonksiyonu igin yazilan ifade;
[i(Hl)Wx[l+1](k—l+l)F[k—l+1]+Wx[1](k+l)F[k+1]j
—(n—1)(2F[1](k—l+1)(k—l+2)Wx[k—l+2] (4.20)
+(1+k)(2+k)F[O]Wx[2+k]] =

Uciincii ve son denklem momentum ifadesi de;

ZZWx S[1-t-1)(k—1+1)Wx[k—1+1]

1+”10xo
K

+2Wx[l]Wl[k—l]+ZZWy[l](k+1—l)Wx[k+1—l]—§[k]

) =0 (4.21)
Zn(Zk 141)(k—1+2)Wx[k-1+2]F[I]
+(1+k)(2+k)F[0]Wx[2+k]j:O

seklinde olup doniisiimler tamamlanir.
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5. GDQM VE DTM YONTEMLERIYLE DUSEN FiLM AKISI ANALIZi

Yergekimi etkili Newtonyen olmayan diisen film akisi i¢in Andersson ve Shang
tarafindan daha evvel Shang ve Wang ile Shang vd. tarafindan kullanilan shooting
teknigi adapte edilip sayisal olarak ¢oziimlemeler elde edilmistir [50,51]. Dogrusal
olmayan iki-noktada sinir kosuluyla tanimli problem o6ncelikle Denklem (3.1) ve
(3.2)’den ti¢ adet adi diferansiyel denkleme indirgenmis, ardindan 5. Mertebeden
klasik Runge—Kutta yontemi uygulanarak ¢6ziilmiis ve Newton iterasyon yontemiyle
dis sinir kosullar1 saglanmaya ¢alisilmistir. Calismanin temel farkliligi Andersson ve
Irgens tarafindan esit grid aralikli 4. Mertebeden Runge-Kutta yontemi yerine
degisken grid araligmma sahip 5. Mertebeden Runge-Kutta kullanilarak sonuca
gidilmesidir [35].

Bu calismada ise sayisal yontemler yerine yar1 analitik Diferansiyel Transform ve
Diferansiyel Quadrature yontemleri kullanilmistir. Ve elde edilen sonuglar kaynak

calismayla kiyaslanarak degerlendirilmeler yapilacaktir.

Oncelikli olarak Sekil 5.1°de Hizin x ydniindeki bileseninin farkli Power-law indeks

degerlerine gore boyutsuz 1 ile degisimi verilmistir.
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1.0
== n=0.5
----- n=1
0.8r -- n=l5 1
— n=2
N33 g
[ =
[
e
04+ g
;
D2t g g
]
[
[T
¥
DD 1 1 ! !
0 2 4 f 8 10
n
(a)
6
1.00 — = . —
——
0.80
1-9:n =2.0,1.5,1.2,1.0,0.7,0.5,0.3, 0.2,
Wi
0.60 —
0.40 —
0.20
0.00 t | T ‘
2.00 4.00 6.00 n 8.00 10.00

(b)

Sekil 5.1 : Hizin x yoniindeki bileseninin farkli Power-law indeksine gore boyutsuz

nile degisimi (a) GDQM ile elde edilen (b) Kaynak sonucu [35].
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Elde edilen ¢6ziimle kaynak sonucunun uyumlu oldugu agikca goriilmektedir. Artan

n degerleriyle birlikte boyutsuz hiz degerinin 1 e ulasmasi mdegerinin daha kiiciik

oldugu yerlerde gozlemlenmektedir.

Cizelge 5.1 : Boyutsuz hiz gradyaninin Power-law indeksine gore degisimi.

n Kaynak [35] GDQM DTM
0.2 1.9602 1.97616 -
0.25 1.65736 1.66233 -
0.3 1.46275 1.51242 -
0.4 1.23218 1.2724 -
0.5 1.10437 1.10524 1.09435
0.6 1.02613 1.02233 -
0.7 0.97519 0.97628 -
0.8 - 0.940673 -
0.9 - 0.916623 -

1 0.89972 0.908542 -

1.1 - 0.890576 -
1.2 0.87902 0.878411 -
1.3 - 0.871854 -
1.4 - 0.868243 -
1.5 0.86592 0.865977 0.865909
1.6 - 0.864818 -
1.7 - 0.863844 -
1.8 - 0.863696 -
1.9 - 0.863671 -
2 0.86361 0.863623 0.863626
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Sekil 5.2 : Boyutsuz hiz gradyaninin Power-law indeksine gore degisimi.

Sekil 5.2°de boyutsuz hiz gradyaninin Power-law indeksine gore degisimi duvar

tizerinde yani n=0 i¢in verilmistir. Cizelge 5.1 de incelendiginde kesme kalinlagsmasi

yani n>1 durumu i¢gin GDQM ile kaynak calismada yer almayan veriler de

bulunmustur.

_ Th _ ~1/(1+n) dWx
i 1/2pw, ° = 2he, K dn j }
X,00 n=0

Boyutsuz iz gradyani duvar tizerindeki kesme geriliminin boyutsuz ifadesi olan C,

degerinin hesabinda kullanilmasi sebebiyle 6nem arz etmektedir.

Bununla birlikte kaynak calismada kiitle debisi sinir tabakasi bolgesi uzunlugu ve

kritik film kalinliklar1 i¢in denklemler tiiretilmistir.

Momentum sinir tabaka kalinligi ile termal siir tabaka kalinlig1 birgok Power-law
modeli diisen film akiginda farklilik gdstermektedir. Boyutsuz hizin aerodinamik

siir tabaka teorisinden bilindigi lizere 0.99’a esit oldugu n degeri momentum sinir

tabaka kalinhig1 olarak degerlendirilmektedir. Kaynak calismada %10* hata payiyla

boyutsuz hizin 1’e esit oldugu kabul edilerek 0.1 <n <2 i¢in ¢oziimleme yapilmistir.

Termal momentum kalinliginin ise sadece Power-law indeksine degil ayn1 zamanda

46



PR

bolgesel Prandtl Pr_sayisiyla degistigi goriilmiistiir. Termal momentum kalinliginin
azalan bolgesel Prandtl Pr sayisiyla ve artan Power-law indeksi n ile arttig
saptanmustir [37,38]. Belirli bir n degeri igin kritik bir bolgesel Prandtl Pr, sayisi

olmasi gerektigi ve degerinin ise momentum sinir tabasi kalinligi ile termal sinir
tabakas1 kalinhiginin esit oldugu durumda tespit edilecegi belirtilmistir. Kritik

bolgesel Prandtl sayist Pr,” ile kritik momentum kalinhig ise 7,," simgelendirilmis

ve degisimleri grafiklerle gdsterilmistir.

20.00 —
n #
20.00 —
10.00 —
— “ﬁ-\_‘\\_‘-‘-‘_-‘-‘-\_
—
-
0.00 — I . r ; I I e
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

Sekil 5.3 : Kritik momentum kalinlig1 #,,” ile Power-law indeksi degisimi[37].

8.00 - |

i R
8.00 —
* |
Pr, -
a.00 i{
2.00 —

0.00 — T T | T T |

0.00 0.40 0.8B0 1.20 1.60 2.00

Sekil 5.4 : Kritik bolgesel Prandtl sayist Pr,"ile Power-law indeksi degisimi[37].
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Bunun yaninda Shang ve Gu [52] tarafindan termal sinir tabaka kalinhigi 7,

69(77,6)/877 =0.00001 degeri i¢in farkli bolgesel Prandtl sayilarina ve Power-law

indeksi n ‘e gore nasil degistigi belirlenmistir. Sekil 5.5’te Shang ve Gu tarafindan

verilen grafikte belirli bir Power-law indeksi n igin kritik bolgesel Prandtl sayist Pr.”
bolgesel Prandtl sayisindan  Pr_ kiiciikkken termal sinir tabaka kalinliginin

momentum sinir tabaka kalinligindan daha ince oldugu goriilmektedir. Pr_ sayisi

arttik¢a bu fark daha da agilmaktadir.

50 ——
1

40

30 |

?75,,- and 77[8} *
20 7 2

10 7

0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 5.5 : Kritik momentum ve termal sinir tabaka kalinliginin Power-law indeksi n

ile degisimi (1-5: Pr, =0.01,0.1,1,10,100 ve 6: 1751*) [52].
Bu sebeple Sicaklik gradyanlar1 sadece en igteki hiz smir tabakasi bdlgesiyle
siirlandirilir. Eger iki siir kosulu duvardan (7 =0) momentum sinir tabakasina (

n =15 ) kadar belirlenerek ¢oziim yapilirsa, dogruluk payr azalacaktir. Buradan

hareketle sicaklik gradyanlarinin yok oldugu yerdeki hiz degerini sinir kosulu olarak

atamak uygun olmaktadir.
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Cizelge 5.2 : Boyutsuz hiz alaninin (n=0.5) benzerlik ¢6ziimti.

Wy Wx Wy Wx (%Fark) (%Fark)
N (kay. [37]) (kay.[37]) (GDQM) (GDQM) Wy Wx
0 0 0 0 0 0 0
0.1 -0.00181 0.10527  -0.0018151 0.105366052 0.22637 0.08839
0.2 -0.00713 0.20058  -0.007136778 0.200767861 0.10910 0.09316
0.3 -0.01578 0.28652  -0.015790805 0.286791935 0.09385 0.09421
0.4 -0.02758 036374  -0.027600211 0.364078637 0.09143 0.09365
0.5 -0.04235 0.43289  -0.042386197 0.433294644 0.09256 0.09371
0.6 -0.05991 0.49464  -0.059969414 0.495111555 0.09249 0.09493
0.7 -0.08010 0.54966  -0.080171407 0.550189651 0.09290 0.09727
0.8 -0.10272 0.59856  -0.102816099 0.599165901 0.09258 0.10089
09 -0.12761 0.64197  -0.127731211 0.642645467 0.09185 0.10522
1.0 -0.15461 0.68045  -0.154749556 0.681196039 0.09156 0.10993
1.2 -0.21426 0.74469  -0.214459188 0.745575109 0.09203 0.11939
1.4 -0.28048 0.79499  -0.280746939 0.796008423 0.09410 0.12785
1.6 -0.35221 0.83441 -0.352547054 0.83553935 0.09712 0.13535
1.8 -0.42850 0.86537  -0.428933731 0.866607378 0.10052 0.14264
2.0 -0.50859 0.88979  -0.509118798 0.89113086 0.10319 0.15092
2.2 -0.59182  0.90914  -0.592442 0.910597 0.10561 0.16070
2.5 -0.72136  0.93108  -0.722144966 0.932731927 0.10854 0.17785
3.0 -0.94650 0.95502  -0.947581148 0.957013943 0.11444 0.20931
3.5 -1.17942  0.96948  -1.180873327 0.971781916 0.12322 0.23775
4.0 -1.41735 0.97857  -1.419242878 0.981155222 0.13355 0.26429
4.5 -1.65860 0.98450  -1.660963841 0.987388842 0.14252 0.29313
5.0 -1.90210 0.98851 -1.904973922 0.991711253 0.15109 0.32415
6.0 -2.39335 099328  -2.397535492 0.996943959 0.17488 0.36887
8.0 -3.38444 099729  -3.39221396 0.99789%4 0.22970 0.06056
10.0 -4.38037 0.99879  -4.393085901 0.9989943  0.29029 0.02035
12.0 -5.37828 0.99949  -5.398538959 0.9993183  0.37668 0.01698
15.0 -6.87681 1 -6.885000802 1 0.11911 0.00000

Boyutsuz hiz bilesenlerinin Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Yontemi ile

Power-law indeks degeri 0.5 i¢in boyutsuz 7 ile degisimi Cizelge 5.2°de verilmistir.
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Yiizdelik farkliliklara bakildiginda da goriilmektedir ki, % 0,4’ten daha az bir farkla

sonugclar birbirleriyle uyumludur.

Cizelge 5.3 : Boyutsuz hiz alaninin (n=0.5) GDQM ve DTM benzerlik ¢oziimii.

Wy Wx Wy Wx (%Fark)  (%Fark)
n (GDQM) (GDQM) (DTM) (DTM) Wy Wx
0 0 0 0 0 0 0
0.1 -0.0018151 0.105366 -0.00179 0.104291 1.12804 1.03046
0.2 -.00713678 0.200768 -0.00706 0.198665 1.04577  1.05875
0.3 -0.0157908 0.286792 -0.01563 0.283716 1.03748  1.0841
0.4 -0.0276002 0.364079 -0.02732 0.360083 1.04288  1.10966
0.5 -0.0423862 0.433295 -0.04195 0.428422 1.05117 1.13728
0.6 -0.0599694 0.495112 -0.05934 0.489396 1.05972 1.16788
0.7 -0.0801714 0.55019 -0.07932 0.543656 1.06803  1.20175
0.8 -0.102816 0.599166 -0.10172 0.591834 1.07627  1.23881
0.9 -0.127731 0.642645 -0.12636 0.634531 1.08473  1.27878
1 -0.15475  0.681196 -0.15308 0.672313 1.09369 1.32133
1.1 -0.18371  0.715344 -0.18171 0.705704 1.10332 1.36613
1.2 -0.214459 0.745575 -0.2121  0.735187 1.11371  1.41294
1.3 -0.246851 0.77233  -0.24411 0.761204 1.12487 1.46161
1.4 -0.280747 0.796008 -0.27759 0.784152 1.13674 1.51204
1.5 -0.316019 0.816971 -0.31243 0.804389 1.14925 1.56421
1.6 -0.352547 0.835539 -0.3485  0.822234 1.16233  1.61814
1.7 -0.390219 0.852 -0.38568 0.837974 1.17588  1.67386
1.8 -0.428934 0.866607 -0.42389 0.851858 1.18985 1.73142
1.9 -0.468596 0.879585 -0.46302 0.864111 1.20419  1.7908
2 -0.509119 0.891131 -0.50352 0.873468 1.11175 2.02219
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Sekil 5.6 : Boyutsuz hiz bilesenlerinin Power-law indeksi n=0.5 i¢in boyutsuz 7 'nin

0 <n <2.5araligindaki degerleriyle degisimi.

Ayrica verilmis olan GDQM sonuglari ile Diferansiyel Transform Yontemi (DTM)

ile elde edilen sonugclar da birbiriyle uyumludur.
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Sekil 5.7 : Boyutsuz hiz bilesenlerinin Power-law indeksi n=0.5 i¢in boyutsuz 7 'nin
0 <7 < 2araligindaki degerleriyle degisimi.
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Cizelge 5.3’e¢ bakildiginda DTM sonuglarinin yiizde 1-2 civarinda farklilik
sergiledigi goriilmektedir.
Bu farkliliga kuskusuz smir degerlerinin yani 7 degerinin 0 ile 15 arasindaki

farkliligin sebep oldugu diisiiniilmektedir. Daha yakin sinir degerleri arasinda DTM

sonuclarinin dogrulugu ciddi diizeyde artar.

Boyutsuz hiz alan1 ¢oziimlerinin yaninda sicaklik ¢oziimlerinin degisimi de Cizelge
5.4°te gosterildigi sekliyle elde edilmistir. Sonuglara ge¢cmeden evvel bahsedilen
momentum simir tabakasi kalinligr ile termal sinir tabakasi kalinligina yonelik
sonuglara bakilirsa Oncelikli olarak elde edilen momentum smnir tabaka kalinligi

n =15 iken hesaplanmustir.

Ayrica n=2.5 igin elde edilen W, (17)=W (2.5)=0.93108 degeri sicaklik

gradyanin1 Shang ve Gu tarafindan onerilen 0.00001 degerinden daha diisiik bir

degere tasidigindan siir hiz degeri olarak kullanilmistir. Yani boyutsuz hiz alaninin

yer aldig1 ¢gizelge W, (2.5)=0.93108 degerinde kesilmistir. Bu dogrultuda elde

edilen sonugclar ile kaynak [37] calisma sonuglarina Cizelge 5.4 yardimiyla bakilabilir.
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Cizelge 5.4 : Boyutsuz hiz alanini ve sicakligin (Pr, =10 ve n=0.5) benzerlik

¢Ozimil.

Wy Wx 0 Wy Wx 0 (%Fark)

n (kay. [37]) (kay. [37]) (kay.[37]) (GDQM) (GDQM) (GDQM) 0

0 0 0 1 0 0 1 0
0.1 -0.0018 0.1053 0.8861 -0.0018  0.1054  0.8861  0.0011
0.2 -0.0071 0.2006 0.7727 -0.0071  0.2008  0.7728  0.0126
03 -0.0158 0.2865 0.6611 -0.0158  0.2868  0.6613  0.0318
04 -0.0276 0.3637 0.5531 -0.0276  0.3641 0.5534  0.0500
0.5 -0.0423 0.4329 0.4511 -0.0424  0.4333  0.4514  0.0627
0.6 -0.0599 0.4946 0.3574 -0.0600  0.4951 0.3577  0.0689
0.7  -0.0801 0.5497 0.2743 -0.0802  0.5502  0.2745  0.0692
0.8 -0.1027 0.5986 0.2032 -0.1028  0.5992  0.2033  0.0689
09 -0.1276 0.6420 0.1449 -0.1277  0.6426  0.1450  0.0761
1.0 -0.1546 0.6804 0.0991 -0.1547  0.6812  0.0992  0.1089
1.2 -0.2143 0.7447 0.0406 -0.2145  0.7456  0.0407  0.3885
1.4 -0.2805 0.7950 0.0136 -0.2807  0.7960  0.0137  0.5077
1.6 -0.3522 0.8344 0.0037 -0.3525  0.8355  0.0037  0.5101
1.8 -0.4285 0.8654 0.0008 -0.4289  0.8666  0.0008  0.7435
20 -0.5086 0.8898 0.0001 -0.5091  0.8911 0.0001  0.8086
22 -0.5918 0.9091 0.0000 -0.5924 09106  0.0000 0.9183
24 -0.6776 0.9246 0.0000 -0.6784  0.9261 0.0000  0.9411
25  -0.7214 0.9311 0.0000 -0.7221 09327  0.0000  0.0000
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Sekil 5.8 : Boyutsuz sicakligin Power-law indeksi n=0.5 i¢in boyutsuz 7 'nin
0 <7y <£2.5araligindaki degerleriyle degisimi.

Belirli bir Power-law indeksi n igin bolgesel Prandtl sayis1 (Pr, ) kritik bolgesel
Prandtl sayist (Pr.") biiyiikken termal sinir tabaka kalinliginin momentum sinir
tabaka kalinligindan daha ince oldugunun iizerinde durulmustu.

GDQM ile elde edilen sicaklik dagilimi ile kaynak [37] sonuglarinin uyumlu oldugu

gorilmektedir. Yilizde 1’den daha az bir yaklasim elde edilmistir. Sekil 5.8

yardimiyla da goriilebilecegi iizere sicaklik artan 7 ile yani duvar ylizeyinden

uzaklagtik¢a azalmaktadir.
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Cizelge 5.5 : Boyutsuz hiz alaninin (Pr_ =1ve n=1.5) benzerlik ¢6zlimii.

Wy Wx Wy Wx 0 (%Fark) (%Fark)
L (kay. [37]) (kay.[37]) (GDQM) (GDQM) (GDQM) Wy Wx
0 0 0 0 0 1 0 0

0.1 -0.00087 0.08479 -0.00086 0.08481 0.95170 1.43781 0.02256
0.2 -0.00351 0.16592 -0.00349 0.16596 0.90351 0.57237 0.02300
0.3 -0.00796 0.24334 -0.00796 0.24340 0.85541 0.09840 0.02427
0.4 -0.01427 031697 -0.01427 0.31705 0.80740 0.03409 0.02607
0.5 -0.02246 038677 -0.02247 0.38688 0.75957 0.04724 0.02768
0.6 -0.03260 0.45268 -0.03261 0.45282 0.71203 0.03040 0.02963
0.7 -0.04472 0.51468 -0.04472 0.51484 0.66492 0.00760 0.03103
0.8 -0.05887 0.57272 -0.05886 0.57291 0.61842 0.01188 0.03231
0.9 -0.07510 0.62679 -0.07508 0.62700 0.57271 0.02241 0.03323
1 -0.09344 0.67689 -0.09342 0.67712 0.52799 0.02358 0.03409
1.2 -0.13662 0.76517 -0.13660 0.76545 0.44239 0.01021 0.03618
1.4 -0.18865 0.82780 -0.18867 0.83814 0.36321 0.01238 1.23351
1.6 -0.24964 0.89526 -0.24971 0.89570 0.29182 0.02778 0.04839
1.8 -0.31951 0.93841 -0.31959 0.93898 0.22917 0.02764 0.06096
2 -0.39788 0.96846 -0.39793 0.96920 0.17573 0.01125 0.07641
2.2 -0.48405 098712 -0.48399 0.98799 0.13147 0.01202 0.08860
24 -0.56679 0.99660 -0.57666 0.99746 0.09589 1.71106 0.08534
26 -0.67432 0.99974 -0.67437 0.99999 0.06814 0.00860 0.02440
2.7 -0.72411 1.00000 -0.72450 1.00000 0.05687 0.05337 0.00000
2.8 -0.77411 1.00000 -0.77422 1.00000 0.04715 0.01447 0.00000
3 -0.87411 1.00000 -0.87422 1.00000 0.03177 0.01281 0.00000
34 -1.07411 1.00000 -1.07422 1.00000 0.01329 0.01043 0.00000
3.8 -1.27411 1.00000 -1.27422 1.00000 0.00499 0.00879 0.00000
4 -137411 1.00000 -1.37422 1.00000 0.00294 0.00815 0.00000
44 -1.57411 1.00000 -1.57422 1.00000 0.00092 0.00711 0.00000
4.8 -1.77411 1.00000 -1.77422 1.00000 0.00024 0.00631 0.00000
5 -1.87411 1.00000 -1.87422 1.00000 0.00012 0.00598 0.00000
54 -2.07411 1.00000 -2.07422 1.00000 0.00002 0.00540 0.00000
5.6 -2.17411 1.00000 -2.17422 1.00000 0.00000 0.00515 0.00000
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Kritik bdlgesel Prandtl sayisinin (Pr,"), bolgesel Prandtl sayisindan ( Pr, ) biiyiikken

bu defa da momentum sinir tabaka kalinliginin termal sinir tabaka kalinligindan daha
ince oldugu goriilmektedir. Bu durumda sicaklik gradyani siirtiinmesiz akis igine
kadar genisleyebilecektir. Belirli bir hiz degeri (sicaklik gradyaninin 0.00001 den
daha diisiikk oldugu) smir deger olarak kabul edilip daha evvel ¢oziim yapilmisti.
Burada da bu boyutsuz hiz degeri momentum sinir tabakasinin astifinda 1 degeriyle

sabit kalacaktir. Ve hizin tiirevi sifira gidecektir.

Bundan dolayi;

aw. (1) 5.1)

kabulleriyle (3.28) de ifade edilen boyutsuz hizlarla siireklilik denklemi tekrar

yazilirsa;

W.(n)- + =0
() (n+1)" dn dn

aw. -
- (77) = -1 (5.2)

dn 2

olur ve buradan C sabit bir say1 olmak kosuluyla;
-1

Wy(n):77y+C (5.3)

seklinde boyutsuz hizin diger bileseni yazilabilir. Denklemde gegen C ifadesi

momentum sinir tabakasi1 degerinden elde edilip sinir tabakay1 gegtikten sonra (5.3)
esitliginde yerine koyarak ta ki termal sinir tabakaya kadar W, (n) degerlerinin
hesabinda kullanilacaktir. W, (77) ise belirtildigi gibi sabit 1 degeriyle ilerleyecektir.
Tiim bu bahsedilenleri Cizelge 5.5’te gormek miimkiindiir.

Denklem (5.3)’ te verilen C sabit degeri 0.62578 olarak hesaplanmistir. Ve ardindan
Cizelge 5.5’te de gortildugii tizere W, (77) hiz dagilimi momentum sinir tabakasi olan

2.7 degerinden sonra termal sinir tabakasi 5.6 degerine kadar (5.3)’te belirtilen

sekilde siirdiiriilmiistiir. W;(n) degeri de momentum sinir tabakasindan sonra
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sabitlenerek devam ettirilmistir. Bu sekilde ilerletilen degerler sicaklik hesabi igin

dogacak hatay1 gidermek amaclhdir.
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Sekil 5.9 : Boyutsuz hiz bilesenlerinin Power-law indeksi n=1.5 i¢in boyutsuz 7 nin

0 <7 <5.6 araligindaki degerleriyle degisimi.
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Sekil 5.10 : Boyutsuz hiz bilesenlerinin Power-law indeksi n=1.5 i¢in boyutsuz 7

'nin 0 <7 <2 araligindaki degerleriyle degisimi.
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Hesaplanan GDQM sonuglar1 ile DTM ile elde edilen sonuglar yine birbiriyle
uyumludur. Cizelge 5.3’e¢ bakildiginda DTM sonuglarinin yiizde 1’den daha az
farklilik vardir.

Sinir degerlerinin yani 7 degerinin 0 ile 15 olmasindan dolayt DTM ¢dziimiiniin

Power-law indeksi n=0.5 i¢in ylizde 1-2 civarlarinda farkli oldugundan bahsedilmisti.

Bunu dogrular mahiyette n=1.5 i¢in yapilan ¢6ziim degerlendirilebilir. Yani 7

degerinin 0 ile 5.6 siir degerlerindedir ve goriildiigli lizere Cizelge 5.6’da fark

bliylik ol¢iide azalmstir.

Cizelge 5.6 : Boyutsuz hiz alaninin (n=1.5) GDQM ve DTM benzerlik ¢6ziimii.

Wy Wx Wy Wx (%Fark)  (%Fark)
T (GDQM) (GDQM) (DTM)  (DTM) Wy Wx
0 0 0 0 0 0 0
0.1 -0.0008596 0.084807 -0.000865 0.084787 0.61965  0.0229824
0.2 -0.0034930 0.16596  -0.003513 0.165922 0.57709  0.0230863
0.3 -0.0079561 0.243395 -0.007963 0.243336  0.094201  0.0242227
0.4 -0.0142699 0317052 -0.014265 031697  0.0327345 0.0258892
0.5 -0.0224726 0386875 -0.022461 0.386768 0.0490591 0.0277118
0.6 -0.0326079 0.452817  -0.032597 0.452684 0.0311075 0.0294364
0.7 -0.0447224 0.514838  -0.044719 0.514679 0.0073149 0.0309197
0.8 -0.058864 0.572906 -0.058870 0.572722 0.011478  0.0321182
0.9 -0.0750802 0.627002  -0.075096 0.626795 0.0219042 0.0330771
1 -0.093416 0.677119  -0.093438 0.676889 0.0240079 0.0339168
1.1 -0.113912 0.723261 -0.113934 0.72301  0.0193891 0.034817
1.2 -0.136604 0.765451 -0.136618 0.765175 0.0102703 0.0359996
1.3 -0.161518 0.803725 -0.161517 0.803422 0.0010072 0.0377078
1.4 -0.188672 0.838138 -0.188649 0.837801 0.0122723 0.0401818
1.5 -0.218072 0.868764 -0.218025 0.868385 0.0216943 0.0436315
1.6 -0.24971  0.895697 -0.249641 0.895266 0.0278877 0.0482031
1.7 -0.283564 0.919055 -0.283479 0.91856  0.0299764 0.0539411
1.8 -0.319594 0.938977 -0.319506 0.938407 0.0276343 0.0607437
1.9 -0.357742 0.955628 -0.357667 0.954975 0.0211108 0.0683104
2 -0.397929 0.969197 -0.397884 0.96846  0.0112491 0.0760826
2.1 -0.440053 0.979902  -0.440055 0.979088 0.0004981 0.0831744
2.2 -0.483988 0.98799  -0.484046 0.987119 0.0120517 0.0882963
2.3 -0.529583 0.993739  -0.529692 0.992848 0.0206835 0.0896698
24 -0.576657 0.997455 -0.57679  0.996609 0.0229839 0.0849379
2.5 -0.625001 0.999481 -0.625094 0.998771 0.0148144 0.071074
2.6 -0.674374 0.999998  -0.674315 0.99975  0.0087591 0.0248761
2.7 -0.724501 1. -0.724113 1. 0.0535608  0.0000000
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Cizelge 5.7 : Sicaklhigin (Pr, =1ve n=1.5) benzerlik ¢oziimii.

Wy Wx 0 Wy Wx 0 (%Fark)
L (kay. [37]) (kay.[37]) (kay.[37]) (GDQM) (GDQM) (GDQM) 0
0 0 0 1 0 0 1 0

0.1 -0.00087 0.08479  0.95148 -0.00086 0.08481 0.95170 0.02312
0.2 -0.00351 0.16592  0.90298 -0.00349 0.16596 0.90351 0.05886
0.3 -0.00796  0.24334  0.85455 -0.00796 0.24340 0.85541 0.10039
04 -0.01427 0.31697  0.80625 -0.01427 0.31705 0.80740 0.14259
0.5 -0.02246 0.38677  0.75820 -0.02247 0.38688 0.75957 0.18135
0.6 -0.03260 0.45268  0.71051 -0.03261 0.45282 0.71203 0.21384
0.7 -0.04472  0.51468  0.66334 -0.04472 0.51484 0.66492 0.23801
0.8 -0.05887 0.57272  0.61686 -0.05886 0.57291 0.61842 0.25270
09 -0.07510 0.62679  0.57123 -0.07508 0.62700 0.57271 0.25778
1 -0.09344 0.67689  0.52666 -0.09342 0.67712 0.52799 0.25298

1.2 -0.13662  0.76517  0.44143 -0.13660 0.76545 0.44239 0.21719
1.4 -0.18865 0.82780  0.36265 -0.18867 0.83814 0.36321 0.15490
1.6 -0.24964  0.89526  0.29160 -0.24971 0.89570 0.29182 0.07676
1.8 -0.31951 0.93841 0.22918 -0.31959 0.93898 0.22917 0.00517
2 -039788  0.96846  0.17588 -0.39793 0.96920 0.17573 0.08352

2.2 -0.48405 098712  0.13167 -0.48399 0.98799 0.13147 0.15203
24  -0.56679  0.99660  0.09609 -0.57666 0.99746 0.09589 0.21133
2.6 -0.67432  0.99974  0.06832 -0.67437 0.99999 0.06814 0.26106
2.7 -0.72411 1.00000  0.05703 -0.72450 1.00000 0.05687 0.28196
2.8 -0.77411  1.00000  0.04730 -0.77422 1.00000 0.04715 0.30199
3 -0.87411 1.00000  0.03187 -0.87422 1.00000 0.03177 0.32909

34 -1.07411 1.00000  0.01332 -1.07422 1.00000 0.01329 0.28309
3.8 -1.27411 1.00000  0.00497 -1.27422 1.00000 0.00499 0.22925
4 -1.37411 1.00000  0.00291 -1.37422 1.00000 0.00294 0.91796

44 -1.57411 1.00000  0.00091 -1.57422 1.00000 0.00092 1.23295
4.8 -1.77411  1.00000  0.00024 -1.77422 1.00000 0.00024 1.34078
5 -1.87411  1.00000  0.00012 -1.87422 1.00000 0.00012 1.86795

54 -2.07411 1.00000  0.00002 -2.07422 1.00000 0.00002 1.91872
5.6 -2.17411 1.00000  0.00000 -2.17422 1.00000 0.00000 0.00000
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Sekil 5.11 : Boyutsuz sicakligin Power-law indeksi n=1.5 i¢in boyutsuz 7 'nin
0 <77 £5.6 araligindaki degerleriyle degisimi.

Sicaklik ¢oziimlerinin degisimi de Cizelge 5.10°da gosterildigi sekliyle elde
edilmistir. Boyutsuz sicaklik degisimi kaynak sonucuyla Ortlismekte, duvar
yiizeyinden uzaklastik¢a azalmaktadir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Diisen film akis1 evaporatif kondenserler ve kapali tip sogutma kulelerinde,
absorpsiyonlu sogutma basta olmak iizere sistemlerin 1s1 degistiricilerinde,
absorpsiyonlu sogutma sistemlerinin absorber ve evaporator kisminda kullanilir.
Istya karst duyarli malzemelerde 1s1 transferi boyunca, kisa kalis siiresi, yakin
sicaklik kontrolii ancak kati bir yiizey boyunca ince bir diisen film akisiyla

saglanabilir.

Calismada oOncelikle yercekimi etkili Power-law modeline uygun Newtonyen
olmayan film tipi akis i¢in siireklilik, momentum, enerji denklemleri ile smnir
kosullar1 verilmistir. Yeni tanimlanmis olan benzerlik yaklagimiyla denklemler
boyutsuz hale getirilmistir. Daha sonra az grid sayisi1 ile kisa zamanda yeterli
hassasiyette dogru sonug¢ verebilen yontemlerden biri olan DQ (Differential
Quadrature) ile dogrusal olan ya da olmayan adi veya kismi diferansiyel
denklemlerin cebirsel denklemlere doniistiiriilmesiyle daha basit sekilde ¢6ziim
arayan DT (Differential Transform) yontemi detayli sekilde ele alinarak

ozelliklerinden bahsedilmistir.

Son olarak kaynak calisma ile elde edilen sonuglar kiyaslanmis ve hiz ve sicaklik
¢Oziimlerinin farkli Power-law indeks degerlerinde (ki bu akiskan karakterini belirten
bir kriterdir) degerlerinin kaynak calismayla uyumlu oldugu goriilmiistiir. Ayrica
calismada Diferansiyel Quadrature ve Diferansiyel Doniisiim yontemleriyle elde
edilen sonuglar da birbirleriyle kabul edilebilir benzerliktedir. Bunun yaninda kaynak
calismada yer almayan farkli Power-law indeks degerleri i¢in boyutsuz hiz tiirevleri
de Diferansiyel Quadrature yontemi sayesinde bulunmustur. Bu deger yiizey

geriliminin boyutsuz ifadesinde kullanilmasindan dolay1r 6nem tagimaktadir.

Probleme basarili sekilde uygulanan yontemler farkli sinir sartlart altindaki

calismalarin ¢dziimleri i¢in uygulanabilir ve problem gelistirilebilir.
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