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OZET

Yogunluklart birbirinden farkli iki akiskandan birinin digerinin icine yercekimi akiminin
etkisiyle akmasi sonucu olusan yercekimi akimlarinin meydana gelmektedir. Bunda dogal
olaylar etkili olacagi gibi insan faktdrii de rol oynamaktadir. Ornegin. yogunluk fark: ya da
1s1l etkiler sonucu yercekimi akimi meydana gelebilir. I¢erisinde parcacik bulunan yercekimi
akimlarima ornek olarak ise volkanik patlamalar ve nehirlere karisan fabrika atik sular
verilebilir. Bu calismanmin asil amaci icerisinde parcacik bulunan yercekimi akiminin
modellenmesidir. Bunun icin &ncelikle parcaciksiz durum ele alinacak ve benzerlik ¢dziimleri
boyut analizi tekniZi ile elde edilecektir. Daha sonra parcacikli durum icin model
gelistirilecektir. Bu durumda benzerlik céziimleri boyut analizi ile bulunamadigindan
asimptotik yontem yardimiyla yvaklasik ¢dziimleri verecek denklemler elde edilecektir.

ABSTRACT

Gravity currents consists of the flow of one fluid within another by the effect of gravity while
these fluids have different densities. They occur in many natural and man-made situations.
For example, they may occur because of the density differences or thermal effects. Volcanic
eruptions and industrial waste waters that get into the rivers may cause particle-driven gravity
currents. The main aim in this work is to model the particle-driven gravity currents. First of
all. it will be dealed with the non-particle case and similarity solutions will be found by using
dimensional analysis. Then, the model will be developed for the particle-driven case. Since
the similarity solutions of this problem cannot be determined with dimensional analysis, the
equations which assumed to give the approximate solutions will be derived.

1. GIRIS

Bu calismada ele almak istedigimiz problem icerisinde parcacik bulunan vercekimi akiminin
modellenmesidir. Bunun icin dncelikle parcaciksiz durumdaki sabit hacimli yercekimi akimi
icin bir model olusturulacak ve problemin benzerlik c¢dziimleri literatiirde de yer aldifi gibi
boyut analizi teknigi kullanilarak elde edilecektir. Burada benzerlik degiskeni
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( = 57 olarak almmaktacir. Sonrasinda ise pargacikh durumda sabit hacimli yercekimi
akimi problemi i¢in model geligtirilecektir. Parcacikli durumda benzerlik c¢oziimleri
boyut analizi kullamlarak bulunamadigindan benzerlik asimptotik yéntemle benzerlik
coziimlerini yvaklagik olarak verecek denklemler elde edilecektir.

2. PARCACIKSIZ YERCEKIMI AKIMLARI
2.1 Tek Tabakali S1g Su Denklemleri

Akigkanlar mekaniginin - en temel belirleyici  denklemleri, kiitlenin  korunumnu,
momentumun  korunumu ve enerjinin denkligi vasalarindan gelmektedir. 2 konum
vektorii ve ¢ zaman degiskeni olmak tizere, u(x,t) fonksiyonu aligkanmin herhangi bir
noktadaki hzim, p(z,t) yogunlugunu, p(z,t) ise basincim gostermektedir. w(z, t), p(z, t)
ve p(x,t) fonksiyonlan diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. &(x,t) fonksiyonu akiskanin
birim kiitlesine etki eden kuvveti gostermek iizere, &G korunumlu bir kuvvet ise G = Vi
olacak sekilde bir ¢ potansiyvel fonksiyonu vardir.

Alkigkanlar mekaniginin en temel denklemlerinden olan kiitle korunum vasalarimi temsil

eden streklilik denklemleri

Dp : .
E—I—p"?.u-O (2.1)

momentum korunum vasalarmi temsil eden denklemler

Du

Py = —Vp+pVe + F(u) (2.2)

seklindedir. (2.2) denkleminde yer alan F(u), aliskana etkiven korunumsuz bir kuvveti

temsil etmektedir. Bu calismada, F{u)= 0 olarak almacakfir. Denklemlerde goriilen
D 7]

= — +uV ifadesi maddesel tiirevdir.

Dt ot
Bu ¢alismada, sabit hacimli p; yogunluklu bir akiskanin icerisine p; < ps olacak sekilde py
vogunluklu bir akigkan girisi vapildign ve akigkanlarin birbirine karismadigl varsayilmistir.

W

P
/
/ i

Sekil 1: Parcaciksiz Tek Tabakali Yercekimi Akim

L
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Sekil 1'de, H toplam derinligi, h tabandaki akigkanmin derinligini, © = (u,w) olmak
iizere u akigkan hzinim yatay bilegenini, w ise eksenel yondeki bilegenini gostermektedir.
Ayrica, py viizevdeki basmg ve py akigkanlar arasindaki basimg olmak iizere p toplam
basina gostermek igin kullamlacalktir,

Yiizeyde her verde basing aym ve sabit oldugundan, akiskamim yiizeyi denge
konumundadir.  Yergekimi akimlarmda akiskamn birim kiitlesine etki eden kuvvet
vercekimidir; bu nedenle, G = (0,0, —g) olarak almmahdir. Ap, iki alaskan arasmdaki
yopunluk farkim gostermek iizere, 22 ifadesine indirgenmis vercekimi denir ve ¢
ile gosterilir.  Ayrica ele aldigmmiz model icin her iki akiskan da sikigtirlamaz kabul
edildiginden akiskan yvogunlugu her yerde sabittir.

Yergekimi akimlarimin incelenmesi sirasimda, yapilan gizlemlere dayanarak hiperbolik
s1g su denklemlerinden vararlamlmaktacdir.  S1g su teorisinde; aligkanmn derinliginin
nzunluguna oram oldukea kiigiik kabul edilir. Bu yaklasim, hy akiskanin derinligi, L
» h-g
akigkanin yatay uzunlugu olmak tizere d = —, 4 << 1 geklinde ifade edilebilir. Elde
edilen § parametresi s1g su parametresi olarak isimlendirilir. Bu ¢aligmada da yercekimi
akimnlan tek tabakah sig su denklemleri yardimyla incelenmektedir. Ayrica, viskosite ve
viizeydeki gerilmeler ihmal edilmektedir. Bu durumda soz konusu yercekimi akumninim

kiitle korunumu denkleminde akigkanin sikigtirilamaz oldugu kabulu kullanihrsa, % =0
olacagmdan, V.u = 0 elde edilir. Buradan,

du  Ow .

=0 2.3

dzxr = 0z (2:3)
bulunur. (2.3) denklemi 2'ye gére integre edildiginde hidrostatik vaklagima gore u =
u(x,t) oldugundan

d
w(z, 2,t) = _;9—“ + () (2.4)
ax
elde edilir.
Akigkamn z = kA’ deki kinematik koguln
. Dh o e
w(z, h,t) = Dr (2.5)
e 2z = 0’daki kinematik kosulu
w(r,0,t) =10 (2.6)
seklindedir. (2.6) denklemi (2.4)’te yerine konursa,
w(x,t) =0 (2.7)
bulunur. (2.4) denkleminde 2 = & almirsa ve (2.5) denklemi kullanihrsa,
ou 0oh o o
r’a: 5t +u.Vh (2.8)

olmalk lizere Al 9 al
1 ou b )
on b @ _ ﬁ —0 (2.9)
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denklemi elde edilir.

Momentum korunum denklemleri ise, u = (u, w) olmak iizere

Du
- = _Vp-— 2.10)
"Dy p—pg (2.10)
B A S 1 |

geklindedir.

Yergekimi akimlarnda akigkanlarn yogunluk farklannim kiigiik varsayildign Boussinesq
vaklagimima gire, yvogunluk farkim gosteren Ap terimi vercekimi ivimesi g ile ¢arpilana
degin ihmal edilebilir. Sekil 1 ile gosterilen vercekimi akim igin yiizeydeki basincin her
verde aym oldugunu belirtmisgtik. Ayrica ele alinan modelde akigskanlar arasinda olugan
tabakadaki basinct py(x, 2,£) ile gosterdigimizde, hidrostatik yaklagim kullanarak

sz-’l"sz.‘ﬂ = _92.'5'2"‘1'3_2(-3‘5) [QIQJ
elde ederiz. Burada ps(x,t) dinamik basmmer gostermektedir. 2 = h i¢in, basmecm
hidrostatik olmasi nedeniyle dinamik kosul p; = p; seklinde olacagindan

palz, h,t) = —pigh (2.13)

olmak iizere py(z,t) dinamik basimea

—pagh + pa(z,t) = —p1gh (2.14)

palz,t) = (p2 — p1)gh (2.15)
geklinde ifade edilir.

(p2 — p1)

Burada (p2 — p1)g ifadesi yerine gp2 yazildigr takdirde

pa(x,t) = pag'h (2.16)

olur. Ayrica basmcn hidrostatik olmasimdan otirii, akiskan hmizimn vatay bilegseni wu,
2’den bagimsiz olup u = u(x,t) seklindedir. Bu durumda, momentum denklemi (2.12)
ifadesi kullanilarak

ou du 1 dp

T Vol o 2.17)
ot + uﬁ;l’.‘ p2 Or ( )

seklinde yazlabilir ve (2.16) ifadesi kullanilarak (2.17) denkleminden
ou du ,Oh o

elde edilir. Dolayisiyla (2.9) ve (2.18) denklemlerinden olugan lineer olmayan bir kismi
tiirevli diferansivel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemi tek
tabakah sig su denklemleri olarak isimlendirilir ve

wu=Uu, =z=I7, z=ho%,  h=hoh
Uhg

L o~ ) :
t=wt D = Upip}, w = ——1, U?=¢'hg (2.19)

190



boyutsuz degiskenleri kullamlarak boyutsuzlagtinlabilir. (2.9) ve (2.18) denklemlerinin
boyutsuzlagtirilmas: sonucunda

dh au h .
5+ h@ +uz = 0 (2.20)

du du oh

e HE 9 3
5 +u&r +8;r 0 (2.21)

denklemleri elde edilir.

Ele aldigimz problemde degisken bir akimin olmadigy varsavildigindan

I ah ‘
u(0,7) = 0,2 |z=0 =0 (2.22)

seklinde gosterilen (2.22) smur kosulu ele almmstir.
2.2 Boyut Analizi Yardimyla Benzerlik Coziimleri

Bu béliimde amacimiz, sabit hacimli vercekimi akimlarimin benzerlik ¢oziimlerini boyut
analizini kullanarak belirlemektir. Bovut analizi altinda vapilan tiim cahgmalarda

benzerlik degiskeni, & sabit bir say1 olmak iizere, ¢ = — bigiminde ele ahnmstir. Bu

gekilde, elimizdeki kismi tiirevli diferansivel denklem sistemi adi tiirevli diferansivel
denklem sistemine indirgenmis olur. Bovut analizi teknigi boyutsal homojenlik kanununa
dayvamr. Boyutsal homojenlik kanununa gore fiziksel bir olay1 ifade eden bir denklemde
ver alan biitiin terimlerin boyutu aym olmalidir. Boyut analizi teknigi ile, ele alinan
sistemin benzerlik doniigiimleri elde edilir ve bu benzerlik doniigiimleri kullanilarak
problemin benzerlik ¢oziimleri aragtirihr.

Bu béliimde benzerlik degigkeni, ¢ bir sabit say1 olmak {izere ( = bigiminde

T
alinarak tek tabakali sig su denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri ve degisken dontigiimu
vapilarak tek tabakah sig su denklemlerinin degismez denklemleri elde edilmistir.
(2.20) ve (2.21) denklemleri i¢in 0 < A < oo ve a,b,c boyutsuz sayilar olmak iizere
() = Au(x.t), h(C) = Nh{z,t). ' =Xt 2 = \z seklinde degisken doniisiimii
vapildigimda (2.20) “den,

A—&+c8;£i=) +A—a—b+l;ﬁl'(§}8;;r;:§J

AR =0 (2.23)

oz

egitligi elde edilir. (2.23) esitliginin saglanabilmesi i¢in boyutsal homojenlik kanununa
gore, A'larin kuvvetleri birbirine esit olmalichr. Dolayvisivla b, ¢, a sabitleri igin

—b+ec = —a-0b+1 (2.24)
R (2.25)

bagmtilar elde edilir. Aym sekilde (2.21)den,

(o RN (s P 1(9 \
ate a—a+1: 1 b+1 — 9
A S +A i(¢) 2 + A g 0 (2.26)
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bulunur ve buradan

—a+e=-2a+1=-b+1 (2.27)
b+ec—a=1 (2.28)

elde edilir. {2.25) ifadesi (2.28)'de yerine kondugunda ise
b=2a (2.29)

bulunur.

Uygulanan benzerlik dontigiimleri  yvardimiyla boyut analizinde f{hna,n bpnzmllk
degiskenlerinin genel formuna ulagilabilmektedir. Benzerlik degiskenini ¢ = olarak

_ Kt lc
alalm. Bu durumda @(¢) = Au(z,t), h(¢) = APh(x,t) ifadelerinden w(x,t), h(x,t)
fonksivonlarim veni degiskenler cinsinden vazarsak

arl — 4 C _ bjer a0
u(z, t) =t r‘fitl .:J h(z,t) =t” h(jﬁl, ) (2.30)

denklemlerini elde etmig oluruz.
Sabit hacimli ver¢ekimi akimi problemini ele a,]chgg}nzda.n, x = 0'da degigsken bir
akim kaynagmin olmadigim varsayarak u(0.f) = 0, 8_-:"12'] = () alabiliriz. Buna gore,
o , , . 3
A%u(0) = 0 almabilir. b = —1 igin (2.25) ve (2.29) esitliklerinden faydalanarak ¢ = o7

1
a=—3 bulunur ve {2.30)’dan

. e _ i T o
u(z,t) =t 1/3% i o) Bl 1) =t ”h(“z,gJ ¢ = %o (2.31)

elde edilir. wu(z,t) ve h(z,t)'nin = ve t'ye gore kismi tiirevleri kullamlarak {2.20)
denkleminden

2— 2z 1~ |
—5/3 el e -2/ g el ¥ 7a —f o Lo -;
A H(C) + 7O () + (R ()]
=0 (2.32)
2 d 1d _ .~ .
—;d—( J’(C)HEEE (Q)h(C)) =0 (2.33)

elde edilir ve (2.33) denklemi, (2.22) smir kosulu altmda incelendigi takdirde
_ 2
u(C) = gfft_: (2.34)

bulunur. Benzer gekilde (2.21) denklemi

=0 (2.35)
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seklinde bulunur ve (2.22) sinir kosulu altinda

R(0) = % (22 4 C (2.36)

elde edilir. Boylece (2.20), {2.21) denklemlerinden olugan denklem sisteminin (2.22) siur
kogulunu saglayan (2.34) ve (2.36) seklinde benzerlik ¢oziimleri elde edilmis olur.

3. PARCACIKLI YERCEKIMI AKIMLARI
3.1 Tek Tabakali Sig Su Denklemleri

Bu béliimde, p; < pa < ps olmak iizere, py yogunluklu parcaciklar ve ps vogunluklu
akigkandan olugan iyi karngmig siispansivonun, p; vogunluklu akisan igerisine niifuz
etmesivle olugan alkimin modellenmesi iizerinde duracagiz. Burada siispansivonun
vogunlugu p ile gosterilecektir. u = (u, w), akiskanin kartezyen koordinatlardaki hizin;
X = (x, z), konum vektoriini gostermektedir.

Alkigkan hareketi, stispansivonun yogunlugu p ile gevreleyen akigkanmn yvogunlugu py
arasindaki farktan kaynaklanmaktadir.

W

Sekil 2: Parcacikh Tek Tabakal Yercekimi Akimm

w, karigimdaki parcacik hacminin siispansivon hacmine oramm gostermek iizere ¢ =
w(x, z,t) seklindedir ve buna bagh olarak siispansiyonun yogunlugn

ple) = pap + (1 — @)pa, (3.1)

seklinde bulunur. Siispansivonun ¢ok seyrek oldugunu kabul edersek, 0 < ¢ < 1 olarak
almamz gerekir,

Bu ¢aligma cercevesinde eylemsizlik kuvvetlerinin vizkosite kuvvetlerine oranim gosteren
Reynolds sayisi, vizkoziteyi ihmal edebilecek dlgiide biiyiik almmaktadir. Buna
bagh olarak, akiskanimn hareketi vergekimi kuvveti ve kaldirma kuvvetleri arasmndaki
etkilesimden kaynaklanmaktadir.
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(evreleyen akigkan i¢in toplam basing, p} dinamik basmg alamm gostermek tizere,
m=—pgz+n (3.2)
seklindedir.

Modelimizde ele aldigiimz, icerisinde parcacik bulunan akigkan igin momentum
denklemleri,

du 3u 83)"2‘ .
paly +uge + 37] = (33)
ow aw Ow E)pﬁ y o
Jﬁﬁ[at +?J, + 87 5= - Qﬂﬁs—pﬂ: [34}

seklinde yvazilabilir. Buradaki toplam basing ise
P2 = p1gH — p2gz + 1 (3.5)

seklindedir ve pj yine dinamik basmg alamm gostermektedir.

Tabakada ver alan parcaciklarnn korunumunu ifade etmek iizere bir denkleme ihtivag
duymaktayiz. Genel olarak parcacik korunum denklemi su sekildedir [5, 6]:

J hiz.t) 4 hiz.t) ) ‘
E[/ oz, z,t)dz) + ﬁ(/ oz, 2, t)u(z, 2, t)dz) +p(zr,0,t)3=0  (3.6)
- Jo

Ele aldigimiz problemde, hidrostatik denge kabuliine bagh olarak alan degigkenleri u, h, ¢
2'den bagimsizdir. Bu durumda parcacik korunum denklemi su sekilde olacaktir:

J d _
%( wh) + &tﬁapuh) + Bp =0 (3.7)
Denklemi acacak olursak,
~Oh 0 Bp Op, -
\,L[ afl{uh})+h(ﬁ+u§)+;j’?—ﬂ (3.8)
oh 0 .
elde ederiz. Siireklilik denkleminden faydalanarak, i ?—[uh) = 0 oldugundan
G
dp Op. L .
%_‘_u%_l_ﬁ_ip:ﬂ (3.10)

bulunur.  Bu denklemlerde, 3 belirli bir parcacik igin etkili olan ¢okme hizini
gostermektedir ve 3 << 1 ahmmaktadir. Buna gore, parcaciklarin akim —g¢
akisivla terk ettigini kabul etmekteviz. Bu kabuliin gecerli olabilmesi icin, parcacik
konsantrasvonunun kiigiik sayilchgimi goz oniinde bulundurmamiz gerekir.
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3.2 Asimptotik Yaklasim

(= I ; = benzerlik degiskenini kullanacak olursak, yonetici denklemlerimiz
8;1 —1,—2/ 3 2 3?? —1,-2/3 'Lu _ . \
= T (K - ot J8C+ﬁ t f&: 0 (3.11)
u 2 du 5 Oh
(K™%47283y — 271 )—4+ K23 — =0 3.12]
a T 37 %+ ac (3.12)
dp r—1,-2/3 21,90 By R

geklinde bulunur,

Hogg ve digerlerinde oldugu gibi [6] 7 = SK ~2t3 parametresine gore asimptotik acilim
- (=] =] -

uygulayalim. Parametrenin bu sekilde alimmasimin sebebi 3'ya gore yapilan ac¢ilimda
Fmn K2t teriminden ayn bulunmamasidir.

2 1y .

= EK 3w + Tug + ... (3.14)

4 ; ]

h= gfizt‘“[ho +7hi+..] (3.15)
— 14701+ ... (3.16)

Burada ug ve hy,(2.34) ve {2.36) ile verilen ¢oziimlerdir. (3.17),(3.18) ve (3.19) ifadelerini
(3.14),(3.15) ve (3.16) yonetici denklemlerinde yerine yazarsak ve 7'un kuvvetlerine gore
denklemleri ayracak olursak,

O(7") mertebesinde denklemler:

8;10 2 8;10

- + (K172, grlq; ac + K 1t723p, 8( =0 (3.17)
% + (K 123y %t‘ g)% + th-z;s%o =0 (3.18)
8= (3.19)
O(7) mertebesinde denklemler ise:
% + (K728, — %t‘lgj% + K _lt_z-fg[hl% + %rjhguﬂ] =0 (3.20)
% + (K123, — %rl J%iql + I{‘lrﬂr’&(-ul%? + ézc%] = (3.21)
f’;’tl + (K — %rlg)%;] + ,3;:;1 0 (322)

seklinde elde edilir.
O(7") mertebesinde denklemlerin ¢éziimii:

g ve ug ifadelerinin yerine (2.31),(2.34) ve (2.36) ile verilen benzerlik ¢oziimleri yazildig
takdirde denklemlerin saglandigi goriilmustiir.
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4. SONUCLAR

Bu cahsmada parcaciksiz vergekimi akinn i¢in model olugturulduktan sonra bovut
analizi teknigivle benzerlik ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra igerisinde parcacik
bulunan vercekimi akim igin model geligtirilmistir.  Parcacikli durumda benzerlik
coziimleri boyut analizi yardumiyla bulunamayacagindan asimptotik yvontem kullamlarak
vaklagik ¢oziim verecek denklemler elde edilmigtir. Bundan sonra vapilacak olan bu
denklemlerden wy.hy ve (o bilinmeyenlerini bulmak ve bu c¢éziimleri sayisal olarak
bulunacak sonuglarla karsilagtirmaktir. Bu ¢ahgmada basing, hidrostatik basing olarak
ele almmg ve vonetici denklemler »’den bagnnsiz olarak elde edilmistir. Basmcm
hidrostatik olmamas1 durumunda yonetici denklemler z've bagimh olacaktir. Bundan
sonra hidrostatik olmayan basing fonksiyonu igin yonetici denklemler elde edilecek ve bu
denklemlerin benzerlik ¢oziimleri bulunmaya ¢ahsilacaktir,
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