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ABSTRACT

Three degree of freedom system is considered as mass-spring system. The Taylor matrix
method is employed to solve the differential equations systems of motion of the mass-spring
system. The solution functions are obtained for each mass. The Taylor polynomial matrix
solutions are compared with the exact solution and it is shown that the results from both
methods are in good agreement.

OZET

Ug serbestlik dereceli bir kiitle-yay problemi ele alinmistir. Kiitle-yay sisteminin hareketini
tanimlayan diferansiyel denklem sistemi Taylor matris yontemi ile ¢oziilmiistiir. Her bir
kiitlenin hareketini veren fonksiyon elde edilmistir. Elde edilen Taylor matris ¢ézlimleri tam
¢oziimlerle karsilastirilarak uyumlu olduklar1 gosterilmistir.

1. GIRIS
Titresim, makine elemanlarinda ya da yapilarda genellikle istenmeyen bir salinim hareketidir.
Enerji kaybina, istenmeyen giiriiltillere ve hatta yapisal hasarlara neden olabildigi i¢in
titresimin ya hi¢ olmamasi, ya da gerekli yaliimlar yapilarak sisteme etkisinin en aza
indirilmesi istenir. Bunun i¢in bilim insanlar1 belirlenmis 6zelliklerde titresim yapan sistemler

tasarlayip davraniglari hakkinda bilgi sahip olmaya calismakta ve titresimin soniimlenmesi
konusundaki ¢alismalara devam etmektedirler.

Fiziksel sistemlerin konumunun ifade edilmesinde genellikle birden fazla deplasman, a¢1 veya
diger fiziksel parametrelere ihtiya¢c vardir. Boyle koordinat takimlarma genellestirilmis
koordinatlar denir. Bir sistemin biitiin pargalarinin herhangi bir zamanda konumlarinin
tamamen belirli olmasi i¢in gerekli birbirinden bagimsiz koordinat sayisina serbestlik derecesi
denir. Literatiirde sistemler serbestlik derecelerine gore su sekilde siniflandirilmaktadir: tek
serbestlik dereceli sistemler, ¢ok serbestlik dereceli sistemler ve siirekli sistemler. Bu
sistemlerinin tiimiiniin, belirsiz katsayilar yontemi, frekans tepki yontemi, geometrik yontem,
Laplace doniisiimleri, vb. yontemlerle ¢oziimleri ¢esitli kaynaklarda mevcuttur [1]. Bu
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caligmada ise, ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin davranisi {i¢ serbestlik dereceli bir kiitle-yay
problemi 6zelinde Taylor matris yontemi ile ele alinacaktir.

'3 ka ks kg
w . AN 1 PAA] wv—%

Sekil 1.Ug kiitle ve dort yaydan olusan kiitle-yay sistemi modeli

Sekil 1°de ii¢ serbestlik dereceli bir kiitle-yay sistemi goriilmektedir. Bu sistemin matematik
modeli asagida lineer adi diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilmektedir.

lel(t)"'(kl +k2)y1(t)_k2yz(t):() (l.a)
mzYz(t)"'(kz + k3 )yz(t)_ k3y3(t)_ kzyl(t) =0 (1.b)
m,Js(t)+ (ks + k, )y, (0) =k, (t) = 0 (1.0)

Burada y,(t), y,(t) ve vy,(t) ¢ozim fonksiyonlarmi K ,k,,k, ve k, yay katsayilarin,
m,,m,, m, kiitleleri gostermektedir Sistemin serbest titresim analizinin yapilabilmesi i¢in
gerekli olan baslangi¢ sartlar1 genel olarak agagidaki sekildedir:

y,(0)= 24 (2.2)
¥,(0)= 4, (2.b)
¥,(0)= 4 2.0)
y,(0)=4, (2.d)
y,(0)= A (2.¢)

¥;(0)= 4, (2.9)

Taylor polinom matris yontemi, miihendislik problemlerinin analizinde yeni ve kolay
uygulanabilir bir matris yontemidir. Bu yontemde oncelikle denklemdeki veya denklem
sistemindeki fonksiyonlarin Taylor serileri sonlu sayida terim i¢in alinir ve bunlarin matris
ifadeleri denklemde veya denklem sisteminde yerlestirilerek matematik modelinin matris
formu ifade edilir. Elde edilen matris denklem veya denklem sistemi ¢oziilerek bilinmeyen
Taylor katsayilar1 yaklasik olarak hesaplanir. Boylece denklem ya da denklem sistemlerinin
Taylor seri ¢oziimleri elde edilmis olur.

Literatiirde, bir¢ok matematiksel denklem i¢in kullanilabilirligi gosterilmis olmasina ragmen
miihendislik problemlerinin ele alinmasinda yeni bir yontemdir. Kanwal ve Liu [2] integro
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Taylor seri a¢ilimint kullanmiglardir. Bu yontem ayrica
ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemlerin herhangi bir nokta civarinda 6zel durumlar
icin yaklasik ¢ozlimiiniin bulunmasinda kullanilmistir ve genellestirilmis Hermite, Laguerre,
Legendre and Chebyshev denklemlerine uygulanmistir[3]. Maleknejad ve Mahmoudi [4] ise
yiiksek mertebe lineer integro diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek igin

582
XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi



Sinir ve Cevik

Taylor matris yontemini gelistirmislerdir. Giilsu ve Sezer [5] diferansiyel fark denklemlerinin
ortogonal Taylor polinomlar: ile ¢dziimlerini bulmuslardir. Sezer ve Dascioglu[6] yiiksek
mertebeli lineer degisken katsayili diferansiyel fark denklemlerinin Taylor matris ¢6ziimlerini
elde etmiglerdir. Taylor matris yontemi Ricatti diferansiyel denkleminin [7] ve
genellestirilmis pantograf denklemlerinin [8] ¢dziimiinde de kullanilmistir. Daha birgok
diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde yontemin kullanildigini
goriiyoruz. Ancak Kurt ve Cevik [9] Taylor matris yontemini ilk kez tam bir miithendislik
problemine uygulamis ve tek serbestlik dereceli kiitle-yay-soniim sisteminin titresim analizini
yapmuslar, denklemin verilen sinir sartlar1 altinda 6zel ve genel ¢oziimlerini ortaya
koymuslardir. Cevik [10] ise, Taylor matris yontemini bir miithendislik problemi olan boyuna
titresim yapan ¢ubugun diferansiyel denkleminin ¢oziimiinde kullanmustur.

2. HAREKET DENKLEMININ VE BASLANGIC SARTLARININ MATRIS iFADESI

Sistemin Taylor matris yontemi ile ¢dzliimii i¢in Y, (t), Y, (t) ve Y, (t) ¢oziim fonksiyonlarinin
sonlu bir kesme sinir1 i¢in Taylor seri agilimlar1 asagidaki sekilde ifade edilir.

N (n)

y,(t)=> Y, (t-c). Y, :le'(C),a<c<b (3.2)
n=0 .
N (n)

y,t)=Y Y, (t—c), Y,, _%0) 4 et (3.b)
n=0
N (n)

)= 3Vt -ef. v, =) acec G0
n=0 :

Burada a ve b fonksiyonun tanim araligini ,Y,,Y,, ve Y, terimleri ise bilinmeyen Taylor

katsayilarini ifade etmektedir. (3) ile verilen Taylor polinomlarinin matris ifadeleri asagidaki
sekildedir.

y,(t)=T)Y,, (4.2)
Y, (t)=T()Y,, (4.b)
y, (t)="T(t)Y,, (4.)

Denklem (4)’teki T(t), Y1,Y2ve Y3 matrisleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

T=)l t € - t"] (5)
Y, =[Y, Y, Y, - Y| (6)
Y,=[Y, Y, Y, - Yo (7)
Y, =Y, Y, Y., o Y] (8)

(3.a)’da verilen VY, (t) fonksiyonun tiirevlerinin matris gosterimi asagidaki sekildedir.
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y,(t)="T(t)Y, = T(t)BY, (9.2)
y,(t) = T(t)Y, = T(t)B*Y, (9.b)
y(t) =T (t)Y, = T(t)B*Y, (9.c)

Burada * tiirevin mertebesini ifade etmekte olup tekrar eden tiirevlerin yineleme bagimntisim
veren B matrisi su sekilde yazilabilir:

010 0
00 2 0
B=|: : i (10)
000 - N
000 0 0]

Benzer sekilde Y, (t) vey, (t) fonksiyonlariin da tlirevleri matris formunda yazilir.

¥,(t)=Tt)Y, =T(t)B*Y, (11)
y,(t) = T(t)Y, = T(t)B*Y, (12)

Elde edilen (4), (11) ve (12) esitliklerini (1)’de ki denklem sisteminde yerine yazarak ve
T(t) matrisinin elimine ederek asagidaki matris sistemi elde edilir.

m, B*Y, +(k, +k,)I'Y, =k,IY, =0 (13.a)
m,B>Y, +(k, +kIY, =K, IY, —k,IY, =0 (13.b)
m, B*Y, + (k; + k, 1Y, —k,IY, =0 (13.c)

Burada I birim matrisi (N+1)x(N+1) boyutundadir. Baslangi¢ sartlarinin matris formu:

y,(0)=T(0)Y, = 4, (14.2)

y,(0)=T(0)Y, = 4, (14.b)

y3(0)=T(0)Y, = 4, (14.0)

y,(0)=T(0)BY, = 4, (14.d)

v,(0)=T(0)BY, = A (14.¢)

y,(0)=T(0)BY, = 4, (14.f)

seklindedir.
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3. COZUM METODOLOJISI
(13)’de elde edilen matris sistemini
WY =0 (15)
seklinde diizenleriz. Burada
W, W, W,y
w=| e B (16)
Wy, Wy, Wy
ve
Y=Y, Yy Y Yoo Yo oo Yoy Yao Yoo Yo T (17)
seklindedir.

Sistemin baslangic sartlarinin da ¢6ziime dahil edilebilmesi i¢in matris formunda ifade
edilmisti. Gerekli olan m adet baslangi¢ sartinin genel matris ifadesi asagida verilmistir:

U,Y =[4]i=0,12,.mveya [U,;2,] (18)

(15) matris denkleminden m tane satir silinerek yerine (18) ile verilen baslangi¢ sartlarindan
gelen satirlar yazilir. Bu islemin sonucunda elde edilen genigletilmis matris ifadesi sudur:

i W, W, e Wy ;0 0
Wi Wy o Wy 5 0
[VNV; ]: Wymo Wyn = Wyunw 5 0 (19)
Uy Uy = Ugy 5 A
L UmO Um1 UmN 5 ﬂ’m_
Eger det(W) # 0ise
v=(W]'G (20)

Denklem sisteminin verilen baglangi¢ sartlar1 altinda genel ¢6ziimiiniin Taylor katsayilar1 elde
edilmis olur.

4. SAYISAL UYGULAMA
Sekil 1°de verilen kiitle-yay sistemi i¢in kiitleler m =30kg, m, =10kg ve m, =20kg dir.
Yay katsayilart k, =4000N/m, k, =2000N/m, k, =1000N/m ve Kk, =3000N/m olarak
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almmustir. Baslangig sartlart ise y,(0)=0.01m, y,(0)=0.05m, y,(0)=-0.01m, y,(0)=0,

¥,(0)=0, y,(0)=0 seklinde verilmistir.
Sekil 2’de goriildigli gibi N degeri arttikca Taylor matris ¢oziimii tam ¢dziime

yakinsamaktadir.
0.02 == ] N
] ’/ \ Tam Cézum
- ! / \ | —eeeme-=- N=10
P : I \ — e e N=20
0.01 —d~ \\ '| \ N=40
\ ' \
] /I \
\ i \ \ /
] .
(O \ [ / ‘ \ /
\\‘ 'l N\
> - \
\ ] | |
] f '
—0.01 e \‘ ' i
\‘ ! / |
- \\, ‘ﬁl |
-0.02 — \ /
\ |
\ / '
\\/' l
008 T T T T T |
o 0.4 0.8 1.2
t

Sekil 2. N arttik¢a Taylor matris ¢ozlimiiniin yakinsama grafigi

N=100 i¢in m, kiitlesinin deplasmaninin zamanla degisimi Sekil 3’te gosterilmistir.

1 0.021
¥ RN
- 5\
/ ",
! '
L i "
0.01 3 : |
\ '
"'I |II|I 1-.\ ;.f/_\'\\ lr.f'l
I,
II'| I|Illl \:\' .-’f . “" J'l:'l
o G2 oja 0E 08 1/
LY
lIIII'I, "r ""' .IJ:ll
) i t i !
-0.01 X ! y ;
v o/
! I.." *, .f'r
0.02 - i j \‘/
B iy
\'; ;
W
-0.03
-0.04 -

Taylor Matris ¢ ziimi
Tam Cozim

Sekil 3. y, ’in zamana gore degisimi (N=100)
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m, kiitlesinin zaman-deplasman grafigi N=100 icin Sekil 4’teki gibidir.
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------------------------- Taylor Matris ¢b ziimii
———————————— Tam Codzim
Sekil 4. y, 'nin zamana goére degisimi (N=100)
Sekil 5’te m, kiitlesi i¢in zaman-deplasman grafigi ¢izilmistir (N=100).
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Sekil 3, 4 ve 5’te de gorildiigii gibi N=100 i¢in tam ¢oziim ile Taylor matris ¢oziimi
ortiismektedir.

5. SONUCLAR

Bu c¢alismada ii¢ kiitleden meydana gelmis bir kiitle-yay problemi 6zelinde ii¢ serbestlik
dereceli sistemlerin serbest titresim analizinde Taylor matris yontemi kullanilmistir.
Deplasman fonksiyonlari bu yontemle elde edilmis ve grafikleri cizilmistir. N arttirilarak
Taylor matris ¢Oziimlerinin tam ¢oziime yaklastig1 gozlenmistir ve belli bir N degerinden
sonrada Taylor matris ¢oziimleri ile tam ¢ézlimlerin uyumlu oldugu goériilmiistiir.

Bu yontem diger tekniklerle karsilagtirildiginda gayet basit, kolay ve sistematik olarak
uygulanabilmesi nedeniyle avantajhidir. Ayrica bu ¢6ziim yontemi yliksek mertebe sistemlere
ayni basitlik ve kolaylikla uygulanabilmektedir.
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