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ABSTRACT

This study presents a numerical solution for the steady state hyperbolic heat conduction
problem in radial direction as one-dimensional case for the thick walled hollow cylinders
made of Functionally Graded Material (FGM). The simple power that accepted as the material
changing function has been applied for the material properties such as thermal conductivity,
density, and specific heat. The governing differential equation of the temperature distribution
has been solved using Complementary Function Method (CFM) which is one of the initial
value methods. The obtaining numerical results have been compared with the analytical
results. The variation of the nondimensional temperature distribution has been investigated
with the in-homogeneity parameter. The results have been demonstrated in the figure.

OZET

Bu ¢alismada radyal dogrultuda Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeden (FDM) yapilmis
kalin cidarl i¢i bos silindirlerin tek boyutlu zamana bagli olmayan 1s1 problemi sayisal olarak
ele alinmistir. Malzeme degisim fonksiyonu olarak kabul edilen basit kuvvet fonksiyonu
(simple power) 1s1 iletkenligi, yogunluk ve 6zgiil 1s1 gibi malzeme 6zelliklerine uygulanmastir.
Sicaklik dagilimini idare eden ikinci dereceden diferansiyel denklem baslangig degerleri
yontemlerinden biri olan Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile ¢oziilmistiir. Elde
edilen sayisal sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilastirilmis, boyutsuz sicaklik dagiliminin
inhomojenlik parametresiyle degisimi incelenmistir. Sonuclar grafik halinde sunulmustur.
GIRIS

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM) 6zellikleri bir yiizeyden digerine gittikge
belirli bir fonksiyona gore degiskenlik (siirekli veya dereceli olarak) gosteren kompozit
sinifinda sayilan malzemelerdir. 1980°1i yillarda ilk Japonya’da gelistirilen bu malzemeler
ozellikle yiiksek sicakliga maruz kalan ortamlarda kullanilmaya baslanmistir. Fonksiyonel
olarak derecelendirilmis malzemelerin yiiksek basinglara dayanma, radyal yiiklemeler ve
radyal sicaklik dagilimindaki etkileri sebebiyle silindir seklinde kullanimlari bulunmaktadir.
Ozellikle 1s11 gerilme problemlerinde onemli bir tasarim isini olustururlar [1]. Niikleer
reaktorlerde, uzay araglarinda ve sogutma sistemlerinin yansira disgilikte (implant),
ortopedide, sensor [2] ve jenerator yapiminda kullanim alanlari bulunmaktadir. Ayrica
tilkemizin Vizyon 2023 hedefleri kapsaminda da kompozit malzemelerin hem {iretim hem de
kullanim alaninda hedefleri oldugu bilinmektedir.
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Fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde, malzeme tizerinde meydana gelen gerilmelerin
yogunluk, elastisite modiilii, 1s1l iletim katsayisi, 1s1l genlesme katsayisi gibi malzeme
Ozeliklerini kullanarak azaltmak amaglanir. Bu hangi malzemenin karigima ne kadar oranla
ilave edilmesi gerektigini ortaya c¢ikarir. Bunun i¢in inhomojenlik parametresi olarak
adlandirilan boyutsuz bir biiyiikliik kullanilir. Imalatlarinda daha c¢ok toz metaliirjisi
yonteminin kullanildig1 goriiliir. Bu sekilde Aliiminyum-Seramik gibi farkli kombinasyonlar
yapilabilmektedir.

Arastirmacilar FDM’lerdeki sicaklik dagilimi problemlerini farkli boyut ve durumlar igin
incelemistir. Bunlardan bazilarina deginecek olursak, Jabbari ve ark. [3] tek boyutta FDM
silindir i¢in zamana bagli olmayan genel 1s1l gerilme analinizi yapmislardir. Poisson orani
disindaki malzeme 6zelliklerinin yarigap ile degistigini kabul etmisler ve Navier denklemleri
kullanarak ¢6ziime gitmislerdir. Bir bagka ¢alismada FDM’den yapilmis ve 6zellikleri eksenel
simetri ile degisen ici dolu bir silindirdeki sicaklik dagilimi degiskenlerine ayirma yontemi ile
yapilmustir [4]. Kisa boyutlu FDM silindirlerin hem mekanik hem de 1sil gerilme analizlerini
veren bir ¢alismanin yine eksenel simetri i¢inde ele alindigi goriilmektedir [5]. Bu kapsamda
FDM silindirlerdeki sicaklik dagilimmni inceleyen c¢alismalar ig¢in [6-8] referanslarina
bakilabilir.

Bu caligma kapsaminda fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis isiya maruz
kalan i¢i bos kalin cidarl bir silindirdeki sicaklik dagilimi zamandan bagimsiz ve boyutsuz
halde hesaplanmaktadir. Malzeme 6zellikleri yarigapin bir fonksiyonu olarak belirlenmekte ve
tek boyutta olan bu degisimin malzemedeki sicaklik dagilimina etkisi arastirilmaktadir. Bu
noktada inhomojenlik parametresi olarak adlandirilan f’nin farkli degerlerinde (-3, -1, 0, 1 ve
3) sicakligin nasil degistigi sayisal bir ¢6ziimleme yontemi olan Tamamlayic1 Fonksiyonlar
Yontemi (TFY) ile belirlenmektedir. Bu yontemin daha dnce yaylarda [9], disk ve kiirelerde

[10] basari ile uygulandigi goriilmektedir.
ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON
Diferansiyel Denklemin Elde Edilmesi:
Kalin cidarli i¢i bos silindirlerde zamana bagli olmayan tek boyutlu 1s1 transferi denklemi

silindirik koordinatlar goziine alinarak [11] su sekilde yazilabilir (k'= dI;(r) ):
r
2 ! ! C I
a-2r+£ 1+k__£__p =0 (1)
o or\r k p C,

Burada r radyal koordinat, T sicaklik, k 1sil iletim katsayisi, p yogunluk ve C  sabit

basingtaki 6zgiil 1s1y1 gostermektedir. Bu denklemde yer alan tim malzeme o6zelliklerinin
sadece radyal koordinatla asagida gosterildigi sekilde basit bir kuvvet fonksiyonuna uyacak

P

sekilde degistigi kabulii yapilmistir.

B B B
r r r
-k L] s0-n[L]. c-c,[L] ®
Bu denklemlerde alt indis “0” s6z konusu biiyiikligin dis yiizeydeki degerini temsil
etmektedir. Fiziksel olarak her bir malzeme 6zelligine ait kuvvet parametresi farkli degerler
almaktaysa da, bu calismada genel bir goriis elde edebilmek amaciyla bu kuvvetler birbirine

esit olarak kabul edilmistir. Bu kabuller ile (1) nolu denklem asagida oldugu sekilde yeniden
yazilabilir.
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T Ly )T
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T, ortam sicakligini ve T, silindirin dis yiizey sicakligint gostermek lizere tanimlanan

R= r =r=rR
r
i (4)
o="L"To T _pfT, -T,)+T,
boyutsuz biiyiikliikler yardimi ile (3) nolu denklem boyutsuz sekilde yazilabilir.
0’6 106
+@-p)==—==0 5
oR? ( ﬂ) R OR ©)
Bu denklemin kapali ¢6ziimii C,; ve C, integral sabitleri olmak {izere
0(R)=p'R’C, +C, (6)
seklindedir. Asagida ele alinan boyutsuz sinir sartlar1 yardimi ile
=1=R=1
()
0=0=R=0.6
sicaklik dagilimin analitik ¢6zliimii i¢in asagidaki ifade elde edilir.
R’ -0.6"
OR)=———F— 8
R)==—& ®

Sayisal ¢oziimleme Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile yapilmakta ve analitik
sonuclarla karsilastirilmaktadir.

Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi (TFY):

Bu calismada sayisal analiz Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile
gerceklestirilmektedir. Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi, smir deger problemlerini
baslangi¢ deger problemine doniistiirerek ¢cozmek i¢in gelistirilmis yontemlerden bir tanesidir.
Adi gecen yontemin en bilyiik avantajlarindan birisi yontemin denklemin mertebesinden
bagimsiz olmasi ve denklemdeki katsayilarin degisken olabilmesine izin verebilmesi
ozelligidir. Bu nedenlerden otiirii ¢ok farkli fiziksel olaylarin ¢oziimiinde basariyla
kullanilabilmektedir. TFY ile ¢6ziim yapabilmek i¢in 6ncelikle meveut denklemin kanonik
formda yazilmasi gerekir. Diger bir deyisle ikinci dereceden olan bu tek denklemin, iki adet
birinci dereceden diferansiyel denklemle temsil edilmesi gerekir. Ornegin asagidaki
diferansiyel denklem ve sinir sartlar1 géz oniine alindiginda [12], mevcut denklemin kanonik
formda yazilabilmesi i¢in

V(%) + = y(x) = X
X

yO+y'@=0
y(2)=0

basit degisken doniistiirmesi yapilabilir veya probleme ait fiziksel biiytikliiklerden uygun olan
iki tanesi problemin esas degiskenleri olarak segilebilir. Degisken doniistiirmesinin
kullanilmas1 durumunda
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Z, = y(X)
Z, =Y'(X)
esas denklem asagidaki kanonik formu
7\=1,
, 1
Z'y=——17,+X

veya

sinir sartlart da asagidaki formu alacaktir.

z,)+z,0)=0
21(2) =0

Bu tip n inci mertebeden denklemler yontem geregi tanimlanan (n+1) adet sinir sarti ve
probleme ait gercek sinir sartlar1 géz ontline alinarak ayr1 ayri ¢oziildiikten sonra, genel ¢6ziim
bu ¢ozlimlere bagh olarak ifade edilmektedir. Sonuglarin hassasiyeti secilen sayisal yonteme
baghidir. Burada dordiincti dereceden Runge-Kutta yontemi ile ¢éziimlemeler yapilmaktadir.
Yontem hakkinda daha detayli teorik bilgi [13-15] referanslarindan temin edilebilir.

SAYISAL SONUCLAR

Inhomojenlik parametresi olan £ ’nin sicaklik dagilimindaki roliinii belirlemek i¢in TFY
S°nin 0, 1 ve 3 degerleri i¢in uygulanmistir. Her bir durum igin program calistirtlmis ve basit

kuvvet fonksiyonuna bagli olarak boyutsuz sicaklik degerleri elde edilmistir. Cizelge 1, bu
dagilimin analitik ve sayisal sonuglarinin karsilastirmasin1 vermektedir. Sonuglar virgiilden
(veya noktadan) sonra 6 hane olacak sekilde gosterilmistir. Boyutsuz yarigap olan R 0,6’dan
1’e kadar 0,05 artiglarla degismektedir.

Cizelge 1’de p’nin negatif degerlerine ayrica yer verilmemistir. Dikkate alinan hane

sayisinda hata miktarinin ¢ok diisiik oldugu gozlenmis bu sebeple yilizde bagil hatalari
hesaplanmamustir.
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Cizelge 1. Farkli f# degerleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi

B=0 p=1 B=3
Analitik  Sayisal ~ Analitik  Sayisal ~ Analitik  Sayisal
0.60 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.65 0.156693 0.156693 0.125000 0.125000 0.074777 0.074777
0.70 0.301768 0.301768 0.250000 0.250000 0.161990 0.161990
0.75 0.436829 0.436829 0.375000 0.375000 0.262596 0.262596
0.80 0.563171 0.563171 0.500000 0.500000 0.353751 0.377551
0.85 0.681850 0.681850 0.625000 0.625000 0.507813 0.507812
0.90 0.793745 0.793745 0.750000 0.750000 0.654337 0.654337
0.95 0.899587 0.899587 0.875000 0.875000 0.818080 0.818080
1.00 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000

Boyutsuz sicaklik &’nin boyutsuz yarigap R ile degisimini elde etmek amaciyla S pozitif ve
negatif olmak tizere farkli degerlerde (-3, -1, 0, 1 ve 3) secilmistir. Elde edilen sonuglar Sekil
1’de verilmistir. Bu durum degerlerin pozitiften negatife dogru nasil degistigini gostermesi
agisindan dnemlidir.
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Sekil 1. Boyutsuz sicakligin boyutsuz yaricap ile degisimi
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SONUCLAR

Bu ¢alismada i¢i bos kalin cidarli fonksiyonel derecelendirilmis silindir malzemelerin zamana
bagli olmayan sicaklik dagilimi incelenmistir. Bu dagilimi idare eden ikinci dereceden
dogrusal ve homojen bir diferansiyel denklem Tamamlayicit Fonksiyonlar Yontemi ile sayisal
olarak ¢6ziimlenmistir. Coziimlemede dordiincii dereceden Runge-Kutta yontemi kullanilarak
sonuglar alt1 haneli hassasiyette gosterilmistir. Saglama yapmak amaciyla analitik sonuglarla
karsilastirilmaya gidilmistir.

Elde edilen sonuglar 15181inda; artan g degerleri ile boyutsuz sicakligin diistiigii, negatif
degerlerde ise arttigi gozlemlenmistir. Ayni zamanda g, birlesen malzemelerin hacim
oranlarin1 gosteren bir parametre olmasi sebebiyle belli bir oranda se¢ilebilmektedir. Teorik
olarak biiyiik degerlerin hesaplanabiliyor olmas1 gercekte, iiretim siirecinde kullanilan diger
malzeme Ozelliklerine bagli olacagindan tasarim ve hesaplamalarda aragtirmacilarin dikkat
etmesi gereken bir konudur. Sonuglar f’nin sicaklik dagilimin bulunmasinda yararl bir
parametre oldugunu gostermektedir. S6z konusu yontemin silindirlerin 1s1l analizlerinde de
basarili bir sekilde kullanilabilecegi ve yiiksek hassasiyetle sonuglara ulasilabilecegi
anlagilmistir.
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