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EUCLID VE YARI-EUCLID UZAYLARININ NOKTASAL 1-TiPINDEN
GAUSS TASVIRINE SAHIP ALT MANIFOLDLARI

OZET

Euclid uzaylarinda sonlu tipten alt manifoldlar kavrami 1970’lerin sonlarinda B. Y.
Chen tarafindan tanitilmistir. Euclid veya yari-Euclid uzayinda bir alt manifoldun
yer vektorii alt manifold iizerinde tanimli Laplace operatoriiniin sonlu sayida
Ozvektorlerinin toplami olarak yazilabiliyorsa, alt manifolda sonlu tipten alt manifold
denir. Eger bu 0Ozvektorler Laplace operatoriiniin k tane ayrik Ozde8erine karsi
geliyorsa alt manifolda k-tipindendir denir. Euclid veya yari-Euclid uzayinda sonlu
tipten alt manifoldlar, geometri ile ugrasan pek cok kisi tarafindan ¢aligilmig ve
onemli sonuclar elde edilmistir. Halen de {izerinde ugrasilan pek ¢ok acik problem
bulunmaktadir.

Zaman icinde, sonlu tipten alt manifold kavrami Euclid ve yari-Euclid uzaylarimin alt
manifoldlar iizerinde tanimli diizgiin tasvirlere genisletilmis ve sonlu tipten tasvir
tamimu verilmistir. Ozellikle alt manifoldlarin Gauss tasvirleri bir ¢ok makalede bu
yoniiyle incelenmistir. Euclid veya yari-Euclid uzayinin bir alt manifoldunun v Gauss
tasviri Av = A(v 4+ C) denklemini bir A sabiti ve bir C sabit vektorii i¢in sagliyorsa
alt manifolda 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Bununla birlikte, 3-boyutlu
Euclid uzayinda katenoid, helikoid gibi baz1 6nemli yiizeyler ile daha yiiksek boyutlu
Euclid ve yari-Euclid uzaylarinda Clifford tor yiizeyi, kiiresel n-koniler, Enneper
hiperyiizeyleri gibi bir ¢ok ilging alt manifoldun Gauss tasvirlerinin bu denklemi A
sabitinin bir fonksiyon olmas1 durumunda sagladiklari iyi bilinmektedir.

Euclid veya yari-Euclid uzayinin bir alt manifolduna v Gauss tasviri, Av = f(v +C)
denklemini diizgiin bir f fonksiyonu ve bir C sabit vektorii icin sagliyorsa, noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Eger bu denklem C = 0 i¢in saglaniyorsa
Gauss tasvirine birinci ¢esit noktasal 1-tipinden; aksi taktirde, yani C # 0 ise ikinci
cesit noktasal 1-tipindendir denir. Diger taraftan, Av = 0 ise alt manifolda harmonik
Gauss tasvirine sahiptir denir.

Yakin gecmiste Euclid ve yari-Euclid uzaylarinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip donel yiizeyler ile ilgili bir cok ¢alisma yapilmistir. Ornegin, E* Euclid uzayinda
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yegane diiz Vranceanu yiizeyinin Clifford
tor yiizeyi oldugu bir calismada gosterilmistir. Ayrica, ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip diiz basit donel yiizeylerin siniflandirilmasi bagka bir calismada
elde edilmistir.

Diger taraftan, E* Euclid uzayinda minimal olmayan bir yiizeyin birinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasinin ortalama egrilik vektoriiniin
paralel olmasina denk oldugu yakin zamanda bir makalede gosterilmistir. Ayrica, E*
Euclid uzayinda bir minimal ylizeyin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
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sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun normal demetinin diiz olmasi oldugu; ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ise
ylizey iizerinde tanimli, karg1 gelen sekil operatorii A3 = diag(p, —p), A4 = adiag(p, p)
formunda olan bir {e},es;e3,e4} ¢ati alaninin mevcut olmasi oldugu da ayni calismada
gosterilmistir.

Bu tez calismasinda Euclid ve yari-Euclid uzaylarinda noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip, karsit boyutu 2 olan alt manifoldlar ele alinmustir. Ik olarak
keyfi boyuta ve keyfi indekse sahip bir yari-Euclid uzaymnin yonlendirilmis bir
alt manifoldunun Gauss tasvirinin Laplasyeni elde edilmistir. Ayrica, Euclid ve
yari-Euclid uzaylarinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlarin
siniflandirilmasinda kullanilabilecek bazi yardimcr teoremler verilmistir. Daha
sonra bu genel sonuclar kullanilarak asagidaki ylizey siniflarimin Gauss tasvirleri
incelenmistir.

flk olarak E* Euclid uzayinda meridyen egrileri diizlemsel olan genel donel yiizeyler
ele alinmistir. Bu yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar1 elde
edilmistir. E* Euclid uzayinda birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
bir basit donel yiizeyin genellestirilmis bir tor yiizeyinin agik bir parcasindan ibaret
oldugu gosterilmistir. Ayrica, E* Euclid uzayinda yar1-ombilik genel donel yiizeylerin
ve minimal genel donel yiizeylerin siniflandirmalar1 yapilmais, bu tip yiizeylerden ikinci
cesit noktasal 1-tipinden olanlar1 belirlenmistir.

Daha sonra E* Euclid uzayida basit donel yiizeyler incelenmistir. Birinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel yiizeylerin tam siniflandirmasi
verilmigtir. Ayrica, bir basit donel yiizeyin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasinin ancak ve ancak koordinat fonksiyonlarindan birinin
ticlincli mertebeden bir adi diferansiyel denklemi saglamasiyla miimkiin olabilecegi
gosterilmistir. Bu karakterizasyon kullanilarak ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine ve sabit Gauss egriligine sahip basit donel yiizeylerin simiflandirmasi
yapilmistir.

Son olarak IE‘Il Minkowski uzayinda uzaysal yiizeyler caligilmistir. Bu yiizeylerden
Gauss tasviri harmonik olanlarinin bir karakterizasyonu elde edilmistir. Bu karakte-
rizasyon kullanilarak Sf(rz) C E? de Sitter uzayinda veya H>(—r?) C E} hiperbolik
uzayinda kalan harmonik Gauss tasvirine sahip yiizeylerin tam smiflandirmalari
verilmisgtir. Ayrica, ]E‘l‘ Minkowski uzayinda uzaysal bir ylizeyin birinci ¢esit noktasal
I-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosulun yiizeyin ortalama
egrilik vektoriiniin paralel olmasi oldugu gosterilmistir. Diger taraftan, IE‘I1 Minkowski
uzayinda ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip uzaysal yiizeyler ile
ilgili baz1 siniflandirma teoremleri ispatlanmistir.
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SUBMANIFOLDS OF EUCLIDEAN AND PSEUDO-EUCLIDEAN SPACES
WITH POINTWISE 1-TYPE GAUSS MAP

SUMMARY

The notion of finite type submanifolds of Euclidean spaces and pseudo-Euclidean
spaces was introduced by B. Y. Chen in the late 1970’s. A submanifold of a Euclidean
or a pseudo-Euclidean space is said to be of finite type if its position vector can be
expressed as a sum of finitely many eigenvectors of the Laplace operator. If these
eigenvectors are corresponding to k distinct eigenvalues of the Laplace operator, then
the submanifold is said to be of k-type. Finite type submanifolds of Euclidean spaces
and pseudo-Euclidean spaces have been extensively studied by several geometers and
many results have been published. Even now, there are several open problems on this
subject which are currently being dealt with.

In time, the notion of finite type submanifolds has been extended to the differentiable
mapping defined on submanifolds of the Euclidean spaces or pseudo-Euclidean spaces.
In particular, the Gauss map of oriented submanifolds has been studied in many works.

The Gauss map of a submanifold of a Euclidean space or a pseudo-Euclidean space is
said to be of (global) 1-type if its Gauss map Vv satisfies the second order differential
equation Av = A(v +C) for a constant A and constant vector C, where A denotes the
Laplace operator of the submanifold.

However, the Gauss map of several surfaces and hypersurfaces such as helicoids of the
Ist, 2nd, and 3rd kind, conjugate Enneper’s surface of the second kind and B-scrolls
in the 3-dimensional Minkowski space E3, generalized catenoids, spherical n-cones,
hyperbolical n-cones and Enneper’s hypersurfaces in E’f“ satisfies Av = f(v+C) for
some smooth function f and some constant vector C. A submanifold whose Gauss
map satisfies that equation is said to have pointwise 1-type Gauss map. In particular,
if C 1s zero, the pointwise 1-type Gauss map is said to be of the first kind. Otherwise,
it is said to be of the second kind. Moreover, if f is a non-constant smooth function,
then the submanifold is said to have proper pointwise 1-type Gauss map. On the other
hand, a submanifold is said to have harmonic Gauss map if Laplacian of its Gauss map
vanishes identically.

Rotational surfaces in Euclidean spaces E3 and E* with pointwise 1-type Gauss map
was worked in several papers. For example, it was proved that rotational surfaces with
pointwise 1-type Gauss map of the first kind in Euclid space IE coincide with rotational
surfaces with constant mean curvature in E> and the right cones are the only rational
rotational surfaces in > with pointwise 1-type Gauss map of the second kind. On
the other hand, only some partial results has been appeared on the surfaces in E*.
For example, in a paper, it was proved that Cliffors torus is the only flat Vranceanu
rotational surface with pointwise 1-type Gauss map. The complete classification of flat
simple rotational surfaces was given in another work.
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On the other hand, it was proved that a minimal surface in the Euclidean space E* has
pointwise 1-type Gauss map of the first kind if and only if its normal bundle is flat, and
also it has pointwise 1-type Gauss map of the second kind if it has a local orthonormal
frame field {e},ez;e3,e4} such that the corresponding shape operators are of the form
of A3 = diag(p,—p), A4 = adiag(p,p). Furthermore, a non-minimal surface in the
Euclidean space E* has pointwise 1-type Gauss map of the first kind if and only if its
mean curvature vector is parallel.

In this thesis, the submanifolds of the Euclidean spaces and pseudo-Euclidean spaces
of codimension 2 are studied in terms of having pointwise 1-type Gauss map.
Laplacian of the Gauss map of a submanifold of a pseudo-Euclidean space of arbitrary
dimension and arbitrary index is obtained. Some lemmas which are useful to classify
submanifolds with pointwise 1-type Gauss map of the second kind are proved. By
using these general results, the following type of surfaces are studied in terms of their
Gauss map.

First, general rotational surfaces in the Euclidean space E* whose meridian
curves lie in two dimensional planes are considered. It is proved that such
a general rotational surface has pointwise 1-type Gauss map of the first kind
if and only if it is an open part of a generalized torus given by F(s,t) =
(ro cos% cosat, ry cos% sinat, rg sin% cosbt,ry sin% sinbt) . It is also showed that
upto congruency the only general rotational surface with proper pointwise 1-type
Gauss map of the first kind is the generalized torus given above with a # b. Note that
the generalized torus given above becomes the Clifford Torus if a = b. Furthermore,
all minimal general rotational surfaces with pointwise 1-type Gauss map of the second
kind are obtained. Finally, it is proved that if a general rotational surface in E* has
flat normal bundle and proper pointwise 1-type Gauss map of the second kind then
it is nothing but a plane. Although it is not directly relevant with the subject of
the thesis, the complete classifications of minimal general rotational surfaces in E4
and pseudo-umbilical general rotational surfaces in E* are also obtained. By using
this classification, minimal general rotational surfaces and pseudo-umbilical general
rotational surfaces with pointwise 1-type Gauss map of the second kind are determined.

Secondly, simple rotational surfaces in the Euclidean space E* with pointwise 1-type
Gauss map are studied in terms of having pointwise 1-type Gauss map. Complete
classification of simple rotational surfaces with pointwise 1-type Gauss map of the first
kind is given. A characterization of simple rotational surfaces with pointwise 1-type
Gauss map of the second kind is obtained. It is proved that a simple rotational surface
which completely lies in the Euclidean space E* has pointwise 1-type Gauss map of
the second kind if and only if one of its coordinate functions satisfies a non-linear
ordinary differential equation of order 3. As a consequence of this characterization, it
is proved that a simple rotational surface with constant Gauss curvature has pointwise
1-type Gauss map of the second kind if and only if it is an open part of a flat rotational
surface whose meridian curve is a special helix.

Next, space-like surfaces in the Minkowski space IE‘It with pointwise 1-type Gauss map
of the first kind are considered. Firstly, the complete classification of maximal surfaces
with harmonic Gauss map is given. A characterization theorem of non-maximal
space-like surfaces in the Minkowski space IE‘I1 with harmonic Gauss map is obtained.
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Furthermore, the complete classification of space-like surfaces with harmonic Gauss
map lying in de-Sitter space S3(r?) C Ef is given. Namely, it is proved that a surface
lying in S? (rz) C ]E‘l‘ has harmonic Gauss map if and only if it is congruent to a surface
whose position vector is given by x(u,v) = (r(u? +v?)/2+ 1/ru,v,r(u> +v%)/2). A
similar work on the surfaces lying in the hyperbolic space H*(—r?) C E{ is also done.
Further, the characterization and classification of space-like surfaces with pointwise
1-type Gauss map of the first kind are given. It is proved that a space-like surface has
such Gauss map if and only if its mean curvature vector is parallel. Some explicit
examples are also mentioned. It is also proved that a surface with light-like mean
curvature vector has pointwise 1-type Gauss map of the first kind if only if it has
harmonic Gauss map.

Finally, space-like surfaces in the Minkowski space IE‘lt with pointwise 1-type Gauss
map of the second kind are studied. The maximal surfaces and space-like surfaces
with constant mean curvature are dealt with. It is proved that there is no non-planar
maximal surface in the Minkowski space E‘f with pointwise 1-type Gauss map of the
second kind. A classification theorem on space-like surfaces in the Minkowski space
IE‘l1 with constant mean curvature and pointwise 1-type Gauss map of the second kind is
also given. Namely, it is showed that an oriented space-like surface in the Minkowski
space E‘l‘ with flat normal bundle and non-zero constant mean curvature has pointwise
1-type Gauss map of the second kind if and only if it is congruent to some special
helicial cylinders.
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1. GIRIS

Euclid uzaylarinda sonlu tipten alt manifold kavrami B. Y. Chen tarafindan 1970’11
yillarin sonlarinda verilmistir. Bu konuda ilk sonug¢lar B. Y. Chen’in [1] numarali
kitabinda toparlanmistir. M, K™ Euclid uzayinda n-boyutlu bir alt manifold olsun.
M alt manifoldunun E™ uzayinda x yer vektorii, Ax; = Ax;, i = 1,2,...,k olmak
tizere, x = xo +x1 +x2 + - -- + x; seklinde ayristirilabiliyorsa, M manifolduna sonlu
tipten alt manifold denir. Burada xq bir sabit vektor, x;, xo, -+, xx M alt manifoldu
iizerinde tanimli baz1 diizgiin tasvirler, A;, A», ---, A; ise baz1 sabitlerdir. Ayrica, A alt
manifold lizerinde indirgenmis metrikle tanimlanmis Laplace operatoriidiir. Buradaki

A, Ao, ..., A Ozdegerlerinin hepsi ayrik ise M alt manifolduna k-tipinden denir.

M alt manifoldunun kompakt olmasi durumunda, minimal polinom kriteri olarak
isimlendirilen bir teorem verilmistir, [1]. M alt manifoldunun sonlu tipten olmasi
icin gerek ve yeter kosul agikar olmayan bir Q polinomu i¢in Q(A)(x —xp) = 0
denkleminin saglanmasidir. Ayrica M alt manifoldu sonlu tipten ise P(A)(x —xp) =0
esitligini saglayan, en kiiciik dereceli, monik P polinomu vardir ve tektir. Buradaki
P polinomuna M alt manifoldunun minimal polinomu denir ve sonlu tipten bir M alt

manifoldunun &-tipinden olmasi igin gerek ve yeter kosul k = deg(P(¢)) olmasidir.

Bununla birlikte, M manifoldu kompakt degilse Q(A)(x — xp) = 0 esitligini saglayan
ve agikar olmayan bir Q(¢) polinomunun varligi, genelde, M manifoldunun sonlu tipten
olmasini gerektirmez, [2]. Bununla birlikte [2] numarali makalede E™ Euclid uzayinda
bir B egrisi i¢in Q(A)(x — xp) = 0 esitligini saglayan bir Q polinomunun varliginin
egrinin sonlu tipten olmasim gerektirdigi gosterilmigtir. Burada x,  egrisinin yay
uzunluguna gore parametrelenmis yer vektoriidiir. Ayn1 makalede E™ Euclid uzayinda
bir M alt manifoldunun x yer vektoriiniin /1, l», ...,l; baz1 ayrik sabitler olmak
tizere, Q(t) = ﬁ (t —1;) ile verilen bir Q polinomu i¢in Q(A)(x — xp) = 0 denklemini

i=1
saglamasi durumunda sonlu tipten oldugu gosterilmistir.



Sonlu tipten alt manifold kavrami daha sonra yari-Euclid uzaylarinin alt manifoldlarina
genigletilmistir. Bu kavram kullanilarak Euclid ve yari-Euclid uzaylarinin alt
manifoldlari iizerine pek cok karakterizasyon ve siniflandirma problemi ¢alisiimistir,

[1,3,4].

1986 yilinda ise bu kavram Chen, Morvan ve Nore tarafindan Euclid ve yari-Euclid
uzaylarinin alt manifoldlar1 izerinde tanimh diizgiin tasvirlere genigletilmis ve sonlu
tipten tasvir tanimu verilmistir, [5]. M, E}" yari-Euclid uzayinda bir alt manifold olsun
ve M alt manifoldu iizerinde tanimh bir ¢ : M — EY diizgiin tasviri géz oniine almsn.
¢ tasvirine A operatoriiniin & tane ayrik 6zdegerine kargs1 gelen 6zvektorlerinin toplami

seklinde yazilabiliyorsa, k-tipindendir denir.

Chen ve Piccini tarafindan [6] numarali makalede 6zel olarak sonlu tipten Gauss
tasvirine sahip alt manifoldlar caligilmistir. Yukaridaki tanimda ¢ tasviri, 0zel
olarak M alt manifoldunun Gauss tasviri ise, M alt manifolduna k-tipinden Gauss
tasvirine sahiptir denir. [6] numarali makalede ayrica, E” Euclid uzayinda bir M
alt manifoldunun 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasinin ancak ve ancak M alt
manifoldunun sabit skaler egrilige, diiz normal demete ve paralel ortalama egrilik
vektoriine sahip olmasiyla miimkiin oldugu gosterilmistir. Ayn1 makalede E”*+! Euclid
uzayinda 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yegane kompakt hiperyiizeyin S” c E"+!
hiperkiiresi oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, E” Euclid uzayinda 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip kompakt yiizeylerin siniflandirilmasi verilmistir.

Yukarida anlatilan minimal polinom bulma kriterine benzer bir teorem, sonlu tipten
tasvirler i¢in de verilmistir, [5,6]. Euclid ve yar1 Euclid uzaylarinin sonlu tipten Gauss
tasvirine sahip altmanifoldlar1 bir cok geometrici tarafindan calisilmistir, [7-9]. Ayrica,
sonlu tipten alt manifoldlar ve alt manifoldlar iizerinde taniml1 sonlu tipten tasvirlerle
ilgili calismalarin genis kapsamli bir derlemesi yine B. Y. Chen tarafindan [4] numarali
raporda yayimlanmistir. Halen iizerinde calisilan pek ¢ok acik problem bulunmaktadir,

[10].

Sonlu tipten tasvirler i¢in minimal polinom bulma kriterinden, kompakt bir M alt
manifoldunun 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

alt manifoldun v Gauss tasvirinin Av = A(v + C) diferansiyel denklemini bazi A4



sabitleri ve C sabit vektorleri icin saglamasi oldugu elde edilir. Bununla birlikte,
E” uzayinda bazi alt manifoldlarin yukaridaki esitligi A’nin bir fonksiyon olmasi
durumunda sagladig: bilinmektedir. Bu alt manifoldlara 6rnek olarak E? uzayinda
katenoid ve dik koniler, E% Minkowski uzayinda 1., 2. ve 3. tip helikoidler, 2. tip
Enneper yiizeylerinin eslenigi ve B-scrolllar ile IE’IH'1 Minkowski uzayinda bazi donel
hiperylizeyler gosterilebilir, [11-13]. Bu durumdan dolay1 noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirinin tantminin verilmesine gerek duyulmustur.

EY yari-Euclid uzayinda bir M alt manifoldununun Gauss tasviri (2.47) denklemini
diizgiin bir f fonksiyonu ve C sabit vektorii icin sagliyorsa, M alt manifolduna noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine ise eger
C = 0 ise birinci ¢esit, aksi taktirde ikinci ¢esittir denir. Ayrica, (2.47) denklemi sabit
olmayan diizgiin bir f fonksiyonu i¢in saglaniyorsa, M alt manifolduna has noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Diger taraftan, Av = 0 ise M alt manifolduna

harmonik Gauss tasvirine sahiptir denir.

Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar ile ilgili bilinen bir ¢ok
siniflandirma sonucu vardir, [14-22]. Bunlar arasindaki bazi calismalarda Euclid
ve yari-Eulid uzaylarinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel yiizeyler
incelenmistir. Ornegin, [11] numarali calismada E? Euclid uzayinda bir donel yiizeyin
ancak ve ancak bir ¢embersel dik koninin agik bir paracasi olmasi veya ortalama
egriliginin sabit olmas1 durumunda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
gosterilmigtir. [18] numarali makalede E? Minkowski uzaylarinin donel yiizeyleri
ele alinmis ve bir donel yiizeyin birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi icin gerek ve yeter kosulun o donel yiizeyin sabit ortalama egrilige
sahip olmasi oldugu gosterilmistir. Ayrica, ayn1 makalede E? Minkowski uzayinin
ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip rasyonel donel yiizeyleri ele
alinmis ve sadece hiperbolik koni ile cembersel dik koninin bu 6zellige sahip oldugu

ispatlanmustir.

Bununla birlikte, 4-boyutlu Euclid ve yari-Euclid uzaylarinin noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip donel yiizeyleri ile ilgili ¢alismalar yapilmis olmakla birlikte,
elde edilen sonuglar halen gelistirilebilir durumdadir. Ciinkii bu c¢aligmalarda

cogunlukla diiz donel yiizeyler ele alinmis olup, bu durum elde edilen sonuclari
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oldukca kisitlamustir. C)rnegin, [19] ve [20] numarali ¢calismalarda noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip bir diiz Vranceanu donel yiizeyinin bir Clifford tor ylizeyinin
acik bir parcasindan ibaret oldugu gosterilmistir. Ayrica, [23] numarali ¢alismada E*
Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip diiz donel yiizeyler i¢in
bir siniflandirma teoremi verilmistir. Bununla birlikte, [21] numarali ¢caligmada E‘z‘
yar1-Euclid uzayinda Gauss tasviri (2.47) denklemini saglayan diiz donel yiizeylerin

siniflandirmasi yapilmistir.

Diger taraftan, [16] numarali makalede E* Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip yiizeyler incelenmistir. Bu makalede, E* Euclid uzayinda bir minimal
yiizeyin birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve
yeter kosulun normal demetinin diiz olmas1 oldugu, ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosulun ise yiizey iizerinde tanimli,
karsi gelen sekil operatorii A3 = diag(p,—p), Ay = adiag(p,p) formunda olan bir
{e1,ez;e3,e4} cat1 alaninin mevcut olmasi oldugu gosterilmistir. Ayn1 makalede, E*
Euclid uzayinin minimal olmayan bir ylizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasinin ancak ve ancak ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasiyla

miimkiin oldugu ispatlanmistir.

Bu tez ¢alismasmin amaci E* Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip donel yiizeyler ile ilgili genis kapsamli sonuglarin elde edilmesi ve E‘]‘
Minkowski uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip uzaysal yiizeyler ile
ilgili karakterizasyon ve siniflandirma teoremlerinin verilmesidir. Tez ¢alismasi bes

boliimden olugsmaktadir.

Ikinci boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak olan temel notasyon ve alt manifoldlar
teorisindeki temel tanimlar, kavramlar ile denklemler verilmistir. Ayrica, noktasal
I-tipinden Gauss tasvirine sahip alt manifoldlar ile ilgili daha ilerideki boliimlerde

kullanilacak olan literatiirdeki onemli sonuglar ifade edilmistir.

Tez calismasinin {iciincii boliimiinde E* Euclid uzayinda genel dénel yiizeyler ele
alinmig ve noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olan genel donel yiizeyler ile ilgili

cesitli siniflandirma teoremleri elde edilmistir.



Dordiincii bolimde E* Euclid uzaymda basit donel yiizeyler calisilmis ve bu
yiizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar1 belirlenmistir.
Birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel yiizeylerin tam
siniflandirilmasi elde edilmis ve ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

basit donel yiizeyler ile ilgili bir karakterizasyon verilmistir.

Tez calismasinin besinci boliimiinde ise IE‘It Minkowski uzayinda noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip uzaysal yiizeyler incelenmis ve bazi karakterizasyon ve

siniflandirma teoremleri elde edilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilacak temel notasyonlar verilmistir. Ayrica,

yari-Euclid uzaylarinin alt manifoldlari ile ilgili baz1 temel kavramlar anlatilmigtir.

S m
m > 3 olmak iizere, E" ile metrik tensorii g = (, ) = — Y dx? + ¥ dx% seklinde
i=1 j=s+1
olan m-boyutlu, s indisli yari-Euclid uzay1 gosterilecektir. Burada, (x1,x7,...,%y), EM

uzayinda bir kartezyan koordinat sistemidir. s = 0 olmas1 durumunda E7 = E™ bir

Euclid uzayidur.
co € E™ ve r > 0 olmak iizere, egrilikleri sirasiyla 2 ve —r2 olan S~ !(co,7?) ve
H™ (e, —r?) tam uzaylari
Sy Heo,r?) = {x€EY| (x—cox—co) =17}, 2.1
S (co,—r%) = {x€BY [ (x—co,x—co) =17} 22)
seklinde tanimlanir. Genel gorelilik kuraminda, E?', S7'(co,7?) ve H?(co, 7*) uzaylari,
sirastyla, Minkowski, de Sitter ve anti-de Sitter uzay-zaman olarak isimlendirilir.

co = 0 olmast durumunda, S”~'(0,r%) ve H"™'(0,—?) uzaylar, kisaca, S"~!(+?)

ve H™ ' (—r?) ile gosterilecektir. Ayrica, s = 1 olmast durumunda
H" (=) = {x = ("2, 2%, x3) € BT | (x,x) = —r 2 vex® > 0} (2.3)
ile verilen H"”~!(—r?) uzayina hiperbolik uzay denir.
E” uzaymin £%" ! 151k konisi,
L€ = {x e E"| (x,x) =0} (2.4)

seklinde tanimlanir. n = 4 olmasi durumunda, 2% 3 kisaca L€ ile gosterilecektir.

E” uzayinda bir v vektoriine, eger (v,v) > 0 veya v = 0 ise uzaysal, (v,v) =0 ve
v # 0 ise 1s1ksal, (v,v) < 0 ise zamansal vektor denir. EJ' uzayinda bir vektor alanina,

eger tanim kiimesinin tamaminda uzaysal, 1s1ksal veya zamansal ise, sirasiyla, uzaysal,



1s1ksal veya zamansal vektor alani denir. Asagidakiler, s = 1 olmasi durumunda, iyi

bilinen ozelliklerdir:

ET uzayinda iki 1g1ksal vektdr vy ve vo’'nin lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (v, v2) =0 olmasidir. Eger (v3,v4) = 0 ve v3 zamansal ise v4 uzaysaldir, [24,25].

2.1 Yari-Euclid Uzaylarinin Alt Manifoldlar:

Bu alt bolimde 6nce EY' yari-Euclid uzaymnin alt manifoldlar: ile ilgili kavramlar
anlatilarak temel tanim ve denklemler verilmistir. Daha sonra ise bu denklemlerden
sik¢a kullanilacak olanlar1 E‘lt Minkowski ve E* Euclid uzaylarinda agik olarak ifade

edilmistir.

M, EY" yar1 Euclid uzayinin n < m olmak iizere n-boyutlu bir alt manifoldu olsun ve
EY tizerindeki g metrik tensortiniin, M alt manifolduna indirgenmesiyle elde edilen g =
(, )= gl tensorii goz Oniine almsin. Ayrica, g tensoriiniin indisinin M iizerindeki her
noktada r oldugu varsayilsin. Bu durumda, M alt manifolduna E’ uzaymin r indisli, n

boyutlu bir (yari-Riemanniyen) alt manifoldu denir.

M alt manifoldu tizerinde tanimli bir ortonormal ¢at1 alan1 {ey,e,..., e, } ile verilsin,
oyle ki ej,es,...,e, vektor alanlari, M manifolduna teget; e,1,€,42,...,€n 1s€
normal olsun. Bu durumda, ej,es,...,e, vektor alanlarinin tam olarak r tanesi ve
€nt1,€n+2,---,e€n vektor alanlarinin ise tam olarak s — r tanesi zamansal, geri kalanlari

ise uzaysaldir.

Biitiin tez calismasi boyunca &4 ile o anda s6z konusu edilen ortonormal baz
takimindaki e4 vektoriiniin isareti gosterilecektir, yani, €4 = (eq,e4) = *1 dir. Ayrica,
bu boliimde, A, B, ... indisleri 1’den m’ye kadar; i, j, k,... indisleri 1’den n’ye kadar

ve B, 7,... indisleri n+ 1’den m’ye kadar degisecektir.

EY yari-Euclid uzaymin M alt manifoldu icin Gauss ve Weingarten formiilleri,

sirastyla,
_ n m
Veei= gjwij(er)ej+ Z Eyhz.;(ey (2.5)
j=1 y=n+1
veE
_ n m
Vekeﬁ = — Z thfk(ek)ej' + Z sya)ﬁy(ek)ey (2.6)
=1 y=n+1
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seklindedir. Burada, V ile EY yari-Euclid uzaymin Riemann konneksiyonu, hg ile
M alt manifoldunun /4 ikinci esas formunun bilesenleri gosterilmistir. Ayrica, wsp
konneksiyon formlari, wp(X) = <§XeA,eB> seklinde tanimlanir ve wsp + Wy = 0

esitligini saglar.

Diger taraftan, M alt manifoldunun ikinci esas formunun uzunlugunun karesi ||4||%,
ortalama egrilik vektorii H, ortalama egriligi o ve skaler egriligi S, sirasiyla,
Il =Y eeeghlid, 2.7)
i,j,B
1 m
H = - .
. Z eﬁtrAﬁeﬁ, 2.8)
B=n+1
o = (H,H) 2.9
ve
_ 2 2
§ = n*(H,H)— ||| (2.10)
seklinde tanimlanir. Burada
n
uAg =Y ehl, 2.11)
i=1
Ap = Aeﬁ sekil operatoriiniin izidir.
Bir f: M — R diizgiin fonksiyonunun gradyenti
n
Vi =) gei(f)ei (2.12)
i=1

seklinde tanimlanir. M alt manifoldu iizerinde indirgenmis metrige gore belirlenen

Laplace operatorii ise

D=

A= 8,-(—el~e,- + Ve,-ei> (2.13)

1

seklindedir.

X,Y,Z,W ve &, 1, M tizerindeki, sirasiyla, teget ve normal vektor alanlar1 olmak iizere,

Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri, sirasiyla,

RX,Y)Z,W) = (h(Y,Z),h(X,W)) — (h(X,Z),h(Y,W)),  (2.14)
<RD(X7Y)§7T’> = <[A§7A11]X7Y>7 (2.15)
(th) (Y7 Z) = (th) (X’Z)a (2°16)
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seklinde olur. Burada A, M alt manifoldunun sekil operatorii, R ve R? ise, sirasiyla,
M alt manifoldunun V indirgenmis konneksiyonu ve D normal konneksiyonuyla
iligskilendirilmis egrilik tensorleridir, yani,

RX,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ, (2.17)

RP(X.,Y), = DxDy&—DyDx&—DixyE. (2.18)
Ayrica, ikinci temel formun kovaryant tiirevi Vi,
(Vxh)(Y,Z) = Dxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.19)
seklinde tamimlanir. Eger VA = 0 ise M’ye paralel alt manifold denir.

Aciklama 2.1. r = s = 0 olmasi durumunda yukarida verilen tanimlar, E” Euclid
uzayinin alt manifoldlarina ait tanimlar1 vermektedir. Dolayisiyla, yukaridaki tanimlar

Euclid uzayi icin tekrar edilmeyecektir.

2.1.1 E? yani-Euclid uzayimn uzaysal yiizeyleri

s < 1 olmak iizere, E} yari-Euclid uzayinda bir M uzaysal yiizeyi verilsin. Ayrica, bu
ylizey tizerinde tanimli bir ortonormal ¢at1 alani {e,e,e3,e4} goz Oniine alinsin ve

{01, @, ®3, @4} bu cati alanina karsi gelen dual cati alan1 olsun.

Bu durumda, (2.5) Gauss ve (2.6) Weingarten formiilleri

. 2

Veei = Z i (ej)ex + £3h?je3 + 84h?je4, (2.20)
k=1

S BB v

Veeg = —hyei—hper+ Y ey le)ey, i,j=12,=34 (221)

v=3

seklindedir. Diger taraftan, (2.16) ile verilen Codazzi denklemleri

_ P

B
h jk,i?

k= i,j,k=1,2, =34 (2.22)

seklinde ifade edilir. Bu esitlikteki hg X terimleri, (2.19) goz Oniine alindiginda,

2
h?k,i fk )+ Z eyhy oyp (e; 52'1 (w]e nh + wkﬁ(ez)h€g> (2.23)
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seklinde elde edilir. Dolayisiyla,

Mo = ex(hi)) —eshii@s(e2) —2012(e2) s, (2.24)
W, = ei(hly) — eahifoa(er) + oia(er) (b — h3,), (2.25)
W, = ei(h,)— eshyyw(er) +2012(er)hi,, (2.26)
hél‘l,z = ey(h})) + &3k, @sa(e2) —2012(e2) k5, (2.27)
hp = ei(hly)+&hiwss(e;) + wi2(ei) (hi) — h3,), (2.28)
Wy = ei(h5)+&h3m(er) +2m12(er)his (2.29)

olur.
Ayrica, M yiizeyinin K Gauss egriligi
K= <R(€1,€2)€2,€1> (2.30)

seklinde tanimlanir. Yiizeyin S skaler egriligi ile K Gauss egriligi, S = 2K esitligini

saglar. Dolayisiyla, (2.10) denkleminden
7] = 4(H,H) —2K 2.31)

bulunur. Ayrica, (2.14) ile verilen Gauss denkleminin kullanilmasiyla (2.30)
denkleminden K = &3detAs + &, detAy elde edilir. Gauss egriliginin 6zdes olarak sifir

olmas1 durumunda M’ye diiz yiizey denir.
Aciklama 2.2. s = 0 olmast durumunda & = & = 1 olur ve yukarida verilen

denklemler E* Euclid uzaymin bir M yiizeyi icin de gegerlidir.

Ayrica, H = 0 esitligi saglaniyorsa, M’ye, s = 1 olmasi durumunda, maksimal yiizey;
s = 0 olmas1 durumunda ise minimal yiizey denir. Eger yiizeyin ortalama egrilik
vektorii DH = 0 esitligini sagliyorsa, ylizeye paralel ortalama egrilik vektoriine sahiptir
denir. Diger taraftan, M yiizeyinin her X,Y teget vektor alani i¢in (h(X,Y),H) =
p(X,Y) esitligini saglayan bir p diizgiin fonksiyonu varsa M’ye yari-ombilik yiizey
denir.

Diger taraftan, w;, @, ve @, 1-formlar

dwi =wipp Awa, dwy=—wip Aw (2.32)

ile verilen Cartan’1n birinci yap1 denklemlerini saglar.
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2.2 Gauss Tasviri

Bu alt boliimde yari-Euclid uzayinin alt manifoldlarinin Gauss tasvirlerinin tanimi

verilecektir.

Yardimci Teorem 2.1. [25, sf. 52] V ve W i¢ carpim uzaylarinin ayni indise ve ayni

boyuta sahip olmalar1 i¢in gerek ve yeter kosul aralarinda bir lineer izometri olmasidir.

M, E? yar-Euclid uzaymin, n boyutlu (n < m), r indisli (r < s) yari-Riemann alt
manifoldu olsun ve M iizerinde tanimh {ej,es,...,e,} ortonormal ¢ati alan1 g6z

oOniine alinsin. Ayrica, EI' Euclid uzayinda (m — n)-vektorlerin uzayr A" "(E}) ile

m

gosterilsin. Bu vektor uzaymm boyutu, N = (,"

) dir. Bu uzay iizerinde dejenere

olmamus bir i¢ ¢carpim, X;, ¥; € EY', i =1,2,...,m —n olmak lizere

<X1 AXoN- ANXpy_ 0, Y1 ANYQN--- /\Ym_n> = det((X,-,Yj>)

seklinde tamimlanir. Ayrica, {(e; Aei,, A...Nej, )(P)| 1 <i1 <irp < <ipyp <
m} kiimesi, <Am*”(IE21); (, >> ic carpim uzay1 i¢in bir ortonormal baz teskil eder ve

(ei, Neiy N...Nej, ,.ei, Nei, N...Nej, ) = €&, ...E, , ==Ll olur.

S, A" "(E") i¢ carpim uzaymin indisi olsun. Bu durumda, Yardimci Teorem
2.1’den A" (ET) ve EQ’ uzaylar1 arasinda bir lineer izometrinin oldugu elde edilir.
Dolayistyla, her p € M igin (e,+1 Aenta A ... Aey)(p) ile verilen (m — n)-vektorii, EY
uzayinda bir vektor olarak diisiiniilebilir. M alt manifoldu {izerinde

v:M — EY¥

2.
p = V(p)=(enr1NensaN...New)(p) (2.33)

seklinde tanimlanan v tasvirine M alt manifoldunun Gauss tasviri denir.

E? uzaymnda yonlendirilmig, orijinden gecen (m — n)-diizlemlerin Grassmannian
manifoldu G(m — n,m) ile gosterilsin ve E! uzaymn orijininden gecen (m —
n)-boyutlu bir V diizlemi géz oniine alinsin ve V (m — n)-diizleminin ortonormal bir
bazi {ey,e,...,em—p} olsun. Bu durumda, v=-e; Aep A... Aepy—p, € A" (ET) olur
ve (v,v) = £1°dir. Dolayisiyla, her V € G(m —n,m) (m — n)-diizlemine kars: gelen
bir v birim (m — n)-vektorii vardir. Tersine, verilen bir birim (m — n)-vektorii v, EV
uzayi i¢inde yonlendirilmis bir (m — n)-diizlem belirler. Sonug¢ olarak, G(m — n,m)

Grassmannian manifoldu, dogal bir sekilde A™"(EY) uzaymin normu =+1 olan
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n-vektorlerinin alt kiimesi olarak tanimlanabilir ve G(m —n,m) C A" "(E") = EY
olur. Dolayisiyla, M alt manifoldunun (2.33) ile tanimlanan (normal) Gauss tasviri,
M alt manifoldunun her p noktasini, alt manifoldun p noktasindaki normal uzayinin,
E uzaymn orijinine tasinmasiyla elde edilen (m — n)-boyutlu diizlemin ]EISV uzayinda

temsiline gotiiren tasvirdir, [21].

Ayrica, e,41, €nt2, ..., e, vektor alanlarindan s — r tanesi zamansal olacagindan,
her p € M icin (v(p),v(p)) = (—1)*" olur. Dolayisiyla, eger s — r cift ise
v(M) C SY1(1) C EY, tek ise v(M) C HY~/(—1) C EY olur. Burada v(M), M alt

manifoldunun v Gauss tasviri altinda goriintii kiimesidir.

Aciklama 2.3. s = 0 olmasi durumunda E™ Euclid uzayinin bir M Riemann alt
manifoldunun v Gauss tasvirinin tanimi, ayn1 sekilde verilir, S = 0 ve v(M) c SN~1 C

EN olur. Burada S¥~!, E¥ uzaymin orijin merkezli birim hiperkiiresidir.

Simdi, E**? yari-Euclid uzayinda n-boyutlu bir M alt manifoldu géz oniine alinsin ve
bu alt manifold iizerinde tanimli bir ortonormal ¢at1 alani, {ej,es,...,es;€n41,€n12}

”+2) olur. Ayrica, M alt manifoldu iizerinde taniml

ile verilsin. Bu durumda, N = ( i

C:M— ]Eg’ vektor degerli fonksiyonu,

Cap=(C,eaNep), 1<AB<n+2 (2.34)
olmak iizere
C= ) egsCapesiep (2.35)
1<A<B<n+2

seklinde yazilir. Ayrica, C vektor degerli fonksiyonunun sabit olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ¢;(C) =0, i = 1,2,...,n, olmasidir. (2.34) esitliginden 1 < A,B <n-+2

icin Cap = —Cps ve Cqp = 0 oldugu goriiliir.

Bu tanimlar kullanilarak C vektor degerli fonksiyonunun sabit olmasi ile ilgili

asagidaki yardimei teorem verilir:

Yardimer Teorem 2.2. M, E?“ yari-Euclid uzaymin bir n-boyutlu alt manifoldu
olsun. Ayrica M tizerinde tanimli bir ortonormal cat1 alan1 {ey,es,... ey, €n11,€n42}

ile verilsin. Bu durumda, A%(E?™?) = EY uzayinda (2.34) ve (2.35) ile verilen bir C
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vektoriiniin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, C4p bilesenlerinin

n
en(Cij) = ) & (0lem)Crj — @j(em)Cri)
=1
n+2
+ Y ea(h5uCia—hfCia) (2.36)
o=n-+1
n

en(Cinsn) = Y & (@(em)Crins) +hk Cui) + Env2 (O 1)(nr2) (em)Citnia)

k=1
~h 2 Clury(t)) (2.37)
em(Citnia)) = Y, Sk(wik(em)ck(n+2) +h%2Cki) — &n11 (Ot 1) (n12) (€m) Cign1)
k=1
+ B 1)) » (2.38)
n
em<C(n+1)(n+2)) = Z Er (hZ;IZZCk(n—H) - h;J]:le(,H_z)) y 1 S i< ] S n (2.39)
k=1
denklem takimini m = 1,2,...,n icin saglamasidir.

Ispat. M, E?*? yari-Euclid uzayinin bir n-boyutlu alt manifoldu, C ise (2.34) ve (2.35)
ile verilmis bir vektor alan1 olsun. Ayrica M iizerinde tanimli bir ortonormal cati alani
{e1,€2,...,en,ent1,en+2} ile verilsin. (2.34) denkleminden m = 1,2,...,nve 1 <A <

B <n+2icin
em(Cap) = em((C,eqa Nep)) = (em(C),ea Nep) + (C,em(ea Nep)) (2.40)
elde edilir. Dolayisiyla, C vektor alaninin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
em(Cap) = (C,em(eaNep)) m=1,2,....n; 1<A<B<n+2 (2.41)

denklemlerinin saglanmasidir. Ispatm bundan sonraki kisminda (2.5) Gauss ve (2.6)
Weingarten formiilleri kullanilarak (2.41) denklemlerinin sag tarafindaki ifadeler

hesaplanacaktir.
(2.5) Gauss formiilii kullanilarak 1 <i < j <nigin

em(eiNej) :(%emei) Nej+eiN 6emej

n n+2
= &g 0 (e ex + eah®eq | Ne;
Z k lk( m) k Z ot o ] (2.42)

k=1 a=n+1

+e; N\ (Z ska)jk(em)ek+ Z Sah?mea)

k=1 a=n+1

14



esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki terimlerin diizenlenmesiyle

n
em(eiNej) = Z & (0 (em)ex Nej+ @j(em)ei Ney)
k=1
n+2
+ Z Ea (hgneaAej‘l‘h‘(l'Xmei/\ea)
oa=n+1

(2.43)

bulunur. Bu denklem A =i ve B = j icin (2.41) denkleminde yerine yazilirsa, (2.36)
denklemine ulasilir. Ayrica, (2.6) Weingarten formiilii kullanilirsa,

€m (en—l—l A en+2) = (Vemen—l—l) Nepya+eni1 A Ve, enio

n 2.44
= Z & (hﬂzek Nenit —hlrler A ent2) (244

bulunur. Bu denklemin A =n+1 ve B =n+2 icin (2.41) denkleminde yerine
yazilmasiyla (2.39) denklemine ulasilir. Benzer sekilde (2.5) Gauss ve (2.6)

Weingarten formiillerinin kullanilmasiyla elde edilen

m(€i N\ eny1) ZEk hZ,J,ZIei/\ekﬂLwik(em)ek/\en+1)

i)
+ €012 (O 1) (nr2) (€m)ei N enso — Enohly “eni1 Aenta)

ve
m(€iNenta) Z Sk hZ;,gze,- Ney + @y (em)er N €n+2)

— &t 1 (O 1) (nr2)(em)ei Aenit + Enrthl  eni1 Nenia)
denklemleri (2.41) denkleminde yerine yazilirsa, sirastyla, (2.37) ve (2.38) denklem-
lerine ulagilir. Boylece ispat tamamlanmais olur. [
Tez calismasinin bundan sonraki boliimlerinde sik¢a kullanilacagi i¢in, Yardimci
Teorem 2.2°’nin n = 2 6zel halindeki durumu asagidaki yardimci teoremde ifade

edilecektir.

Yardimer Teorem 2.3. s < 1 olmak iizere, M, E} yari-Euclid uzayinda uzaysal bir
yiizey, {e1,en;e3,e4} ise bu yiizey tizerinde tanimli bir ortonormal ¢ati alan1 olsun. Bu

durumda,

C= ) Capeales (2.45)
1<A<B<4
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ile verilen bir C vektoriiniin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

¢i(Cln) = &hhCiz+ eshhCry — &3h3Coz — £4hCoy, (2.462)
ei(C13) = —hhCio+ e4@34(e;)Cra+ @i2(e;)Caz — E4h},Cag,  (2.46b)
ei(Cla) = —hpCro—e3034(e;)C13+ 12(€;)Cos + €31} Caa,  (2.460)
ei(C3) = h}Cro— 012(e;)C13+ €434 (€;)Cag — €41 Ca, (2.46d)
ei(Crg) = hHCia— @12(e;)Cra — e3@34(e;)Caz + €315 Cg, (2.46¢)
€i(Cy) = h}hCi3—hCra+hhCoz—hHCoy (2.46f)

denklem takiminin i = 1,2 icin saglanmasidir.

2.3 Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasviri

Bu alt boliimde ilk olarak noktasal I-tipinden Gauss tasviri ve harmonik Gauss
tasvirinin tanimu literatiirdeki sekilleriyle verilecek, daha sonra ise diger boliimlerde

kullanilacak olan baz1 bilinen 6nemli sonuglar ifade edilecektir.

M, EY yari-Euclid uzayinin bir alt manifoldu, v ise bu alt manifoldun Gauss tasviri
olsun. v Gauss tasvirine, Av = 0 esitligini sagliyorsa, harmoniktir denir. Bununla

birlikte, eger v tasviri
Av=f(v+C) (2.47)

denklemini bir f: M — R diizgiin fonksiyonu ve C € ]Eéy sabit vektorii i¢in sagliyorsa,
M alt manifolduna noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir denir. Ayrica, (2.47)
denklemi C = 0 i¢in saglantyorsa Gauss tasvirine birinci ¢esit noktasal 1-tipinden, f #
0 ve C # 0 i¢in saglantyor ise ikinci ¢esit noktasal 1-tipindendir denir. (2.47) denklemi
sabit olmayan bir f fonksiyonu icin saglaniyorsa, v tasvirine has noktasal 1-tipinden

Gauss tasviri denir.

[16] numarali makalede E* Euclid uzayinda birinci cesit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip yiizeylerin siniflandirilmasi yapilmig, ve asagidaki teoremler

verilmistir:

16



Yardimel Teorem 2.4. [16] E"+2 Euclid uzayinin n-boyutlu bir M alt manifoldunun

V = e,+1 N e, Gauss tasvirinin Laplasyeni

Av=[lalPv+2  } R%(ejeientienia)ej Ae
1<j<k<n

n (2.48)
+n Z a);’izl (ej)ej NH+V(trA, 1) Nepyo — V(rAp2) Aentr,
j=1

olur. Burada ||A||? fonksiyonu, H vektor alan1 ve RP tensér alani, M alt manifoldunun,
sirastyla, ikinci temel formunun uzunlugunun karesi, ortalama egrilik vektorii ve
normal egrilik tensoriidiir, V(trAg) ise eg normal vektorii dogrultusundaki sekil

operatoriiniin izinin gradyentidir.

Teorem 2.5. [16] E* Euclid uzayinin bir yonlendirilmis, minimal M yiizeyinin birinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, normal

konneksiyonunun diiz olmasidir.

Teorem 2.6. [16] E* Euclid uzaymin bir yonlendirilmis, minimal olmayan M
yiizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasidir.

Yine [16] numarali makalede E* Euclid uzayinda ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip minimal yiizeylerin agsagidaki karakterizasyonu verilmistir.

Teorem 2.7. [16] E* Euclid uzayinin diizlemsel olmayan, yonlendirilmis bir M
minimal ylizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul uygun secilmis bir {e},ez,e3,e4} cati alanina karg1 gelen sekil

operatorlerinin

_(p O (0 ep
A3—(0 —P> and A4—(£p 0 ), (2.49)

formunda olmasidir. Burada p, M yiizeyi iizerinde taniml diizgiin bir fonksiyondur.

2.4 E* Euclid Uzaymin Dénel Yiizeyleri

Bu alt boliimde E* Euclid uzayimin donel yiizeylerinin tanimi verilmistir. Bu tanimin

verilebilmesi icin 6ncelikle E* uzayida donme kavrami anlatilmustir.
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2.4.1 E* Euclid uzayinda déonmeler

E* uzayinda uzaklig: koruyan ve bir noktay sabit birakan pozitif determinantli lineer
doniisiime donme denir. Dort boyutlu dénmelerin kiimesi, R* uzayindan R* uzayima
taniml1 lineer doniigiimler grubunun bir alt grubudur ve SO(4) ile gosterilir. SO(4)
grubunun elemanlart ile ilgili ilk calismalar [26-28] nolu makalelerde verilmis ve

asagidaki sonuglara ulagilmisgtir.

Orijin disindaki bazi noktalar1 da sabit birakan donmelere basit donme denir. Diger
taraftan, R* uzayinda kesisimi tek bir nokta olan iki diizleme tamamiyle dik diizlemler
denir, [26]. Bununla birlikte, bir basit donme E* uzayinda bir diizlemin biitiin
noktalarini sabit birakir, ayrica bu diizleme tamamiyle dik olan bir diizlem ise ayni
basit donme altinda degismez kalir. R* uzayinin bir noktasinin basit dénmeler altinda
yoriingesi, bir cemberdir. Bu cemberin merkezi, basit donme altinda noktas1 noktasina

sabit kalan diizlemin i¢indedir.

Ornegin, ddnme matrisi

1 0 O 0
01 0 0
0 0 cost —sint (2.50)

0 O sint cost
olan doniisiim bir basit donmedir ve X; X, diizlemini noktas1 noktasina sabit birakirken,
X3X, diizlemini ise bir kiime olarak degismez birakmaktadir. R* uzayinda verilen bir

(p1, P2, P3, pa) noktasinin bu dénme altinda yoriingesi

Y(t) = (p1, P2, p3cOSt + pysint, p3sint — pycost) (2.51)

seklindedir. Bu egri, merkezi (p1, p2,0,0) noktasinda olan bir
Xi=pi, X2=py, Xi+Xi=pit+p; (2.52)
cemberidir.

Iki basit donmenin bileskesi, genelde, yine bir basit donme degildir. Bununla birlikte

asagidaki teoremin ispat1 [26] numarali makalede verilmistir:

Teorem 2.8. [26] Basit donmeler disindaki biitiin dort boyutlu dénmeler, sabit
biraktig1 diizlemler birbirine tamamiyle dik olan iki basit donmenin bileskesi olarak

yazilabilir.
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Bu yiizden, basit donmeler disinda kalan donmelere ¢ift donme veya genel donme
denir. Dolayisiyla, bir ¢ift donme birbirine tamamiyle dik iki diizlemi ayr1 ayr (birer
kiime olarak) degismez birakir. Bununla birlikte, R* uzayinda bir noktanin bir ¢ift
donme altinda yoriingesi, genelde bir cember degildir, ancak bazi1 6zel durumlarda,

merkezi orijinde bir ¢cember olur.

Ornegin, doniisiim matrisi

cosat —sinat 0 0

sinat cosat 0 0
0 0 cosbt —sinbt (2.53)
0 0 sinbt  cosbt

olan tek parametreli doniisiim, X;X, ve X3Xy4 diizlemlerini degismez birakan iki basit
donmenin bileskesinden ibarettir. R* uzayinda verilen bir (p1, p2, p3, p4) noktasinin bu

donme altinda yoriingesi

y(t) = (pl cosat + pp sinat, py sinat — ps cosat, p3 cos bt + py sinbt,
(2.54)
p3sinbt — p4cos bt)

seklinde oldugu goriiliir. Ozel olarak @ = b olmas1 durumunda bu egri merkezi orijinde,

yaricapli ise r = \/ p% + p% + p% + pﬁ olan bir cember olur.

2.4.2 E* Euclid uzaymda basit donel yiizeyler ve cift donel yiizeyler
[28] nolu makalede C. Moore, E* Euclid uzaymin donel yiizeylerinin tanimin

asagidaki sekilde vermistir:

Tammm 2.9. [28] E* uzayimin bir donmesi altinda degismez kalan bir yiizeye, E*

uzayinda bir donel yiizey denir.

Bu boliimiin baginda anlatilan dort boyutlu donme kavrami ve Tanim 2.9 g6z Oniine

alindiginda, E* uzaymin bir M dénel yiizeyinin yer vektorii,

Xi(s,t) = x(s)cosat —y(s)sinat, (2.552)
X(s,t) = x(s)sinat+y(s)cosat, (2.55b)
X3(s,t) = z(s)cosbt —w(s)sinbt, (2.55¢)
X4(s,t) = z(s)sinbt +w(s)cosbt, sel, tel. (2.55d)
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olmak iizere
F(s,t) = (Xi(s,1),Xa(s,1),X3(s,1),Xa(s,1)) (2.56)

seklindedir. Burada, I; ve I, R’de bazi acik araliklar, a® 4 b? # 0 olmak iizere, a, b bazi

sabitler ve x, y, z, wise E* Euclid uzayinda

B(s) = (x(5),3(s),2(s), w(s)) (2.57)
ile verilen diizgiin ve regiiler bir egrinin koordinat fonksiyonlaridir. Buradaki f(s)
egrisine M donel yiizeyinin profil egrisi denir.

Ozel olarak (2.55)-(2.56) denklemlerinde a = 0, b = 1 ve w(s) = 0 alinarak
F(s,t) = (x(s),y(s),z(s)cost,z(s)sint), sel;, te(0,2n) (2.58)

elde edilen donel yiizey, (2.50) ile verilen basit donme tarafindan degismez kalir. Bu
yiizden yer vektorii (2.58) ile verilen yiizeye, E* Euclid uzayinda bir basit donel yiizey

denir.

Diger taraftan, (2.55)-(2.56) denklemlerinde y(s) = w(s) = 0 alinarak elde edilen
F(s,t) = (x(s)cosat,x(s)sinat,z(s)cosbt,z(s)sinbt), se€l, tel (2.59)

donel yiizey ise (2.53) ile verilen genel donme tarafindan degismez birakilir. Bu
yiizden profil egrisi diizlemsel olan ve yer vektorii (2.59) ile verilen yiizeye, E* Euclid
uzayinda bir genel donel ylizey denilmektedir. Ayrica (2.59) denkleminde 6zel olarak
a=>b=1, x(s) = u(s)coss ve z(s) = u(s)sins alinirsa elde edilen donel yiizeye

Vranceanu donel yiizeyi denir, [29].
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3. GENEL DONEL YUZEYLER

Bu bolimde, E* Euclid uzaymin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip genel
donel yiizeyleri incelenmigtir. Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip genel
donel yiizeylerle ilgili bazi siniflandirma teoremleri verilmistir. Ayrica, E* Euclid
uzaymin minimal genel donel yiizeyleri ile yari-ombilik genel donel yiizeylerin
siniflandirilmalart elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar [30] ve [31]
numarali makalelerde yaymlanmisgtir.

M, E* Euclid uzayinda profil egrisi B = (x(s),0,z(s),0) olan, yer vektorii (2.59) ile

n/n

verilmisg, genel donel yiizey olsun. Bu boliimde """ ile B profil egrisinin s parametresine

gore adi tiirevi gosterilecektir.

Dogrudan hesapla M yiizeyinin koordinat vektor alanlari
Fy, = (¥'(s)cosat,x'(s)sinat,7 (s)cosbt,7 (s)sinbt), (3.1)
F, = (—ax(s)sinat,ax(s)cosat,—bz(s)sinbt,bz(s)cosbt) (3.2)
bulunur ve M yiizeyi iizerindeki indirgenmis metrik

le +ZI2 0
8= ( 0 212 3.3

seklinde olur. Dolayisiyla, F tasvirinin bir daldirma olmasi ancak ve ancak
detg = (X> +7%)(@®* +b*2) £ 0 (3.4)

kosulunun saglanmasiyla miimkiindiir. Dolayisiyla, B egrisi regiilerdir ve E* Euclid
uzaymin orijininden gecmez. Ayrica, B profil egrisi regiiler oldugu icin, genellik

bozulmaksizin
+77 =1 3.5

esitliginin saglandigi, yani B egrisinin yay uzunluguna gore parametrelendigi
varsayilacaktir. Bu durumda, E? uzaymm f(s) = (x(s),z(s)) egrisinin x = x(s) egrilik
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fonksiyonu
K = x/Z//_Z/x// (3.6)
olur.

Bununla birlikte, bir J C I agik aralig1 iizerinde x = 0 veya z = 0 olmas1 durumunda
donel yiizey, bir diizlem pargasina doniisiir. Dolayisiyla, % = {s € I|x(s) = 0} ve
U, = {s € I|z(s) = 0} olmak iizere int(%, ) = int(%,) = @ oldugu varsayilacaktir.

Diger taraftan, a ve b sabitlerinden birinin sifir olmasi durumunda, M yiizeyi E*
uzayimun bir hiperdiizleminin i¢inde kalir. Dolayisiyla, a ve b sabitlerinin sifirdan farkli
oldugu durum incelenecektir.

Aciklama 3.1. 3 egrisinin orijinden gecen bir dogrunun agik bir parcasi olmasi ve

2

donme oranlari a ve b’nin a® = b esitligini saglamas1 durumunda, M dénel yiizeyinin

bir parametrelenisi, pg bir sabit ve € = = £ 1 olmak iizere,
F(x,t) = (xcost,xsint, poxcost, €poxsint), x>0 3.7

seklindedir. Bu durumda, & = (po,0,—1,0) ve & = (0,€pp,0,—1) vektorlerinin M
yiizeyinin normal demetini gerdigi hemen goriiliir. Dolayisiyla, M yiizeyi bir diizlemin

acik bir parcasi olur.

3.1 Konneksiyon Formlar ve Sekil Operatorleri

M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.59) ile verilen bir genel donel yiizey olsun. Bu

durumda, M yiizeyi iizerinde tanimli bir ortonormal cati alant,

d 1 0 (3.82)
e = —, eO=—m——e — .
! o' T Va2t ot
e3 = (-7 cosat,—7 sinat,x’ cosbt,x'sinbt), (3.8b)
1
e, = ———(—bzsinat,bzcosat,axsinbt,—axcosbt) (3.8¢)

Va2l L 22

olmak iizere {e;,ez,e3,e4} seklindedir. Dogrudan hesapla Gauss ve Weingarten

formiillerinden
6elel = Keg3, 3.9)
Vo ey = %m, (3.10)
Ve = a:;;iz?eﬁzbzg :b)zi;)a, 3.11)
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. azxx/ 4+ bZZZ/ azle _ b2zx/

Veoer = - a*x? + b2z2 et 2222 (3.12)
Vees = —kKey, (3.13)
Voeq = —%ez, (3.14)
Ve = mipae e 9
- S AEDL o

elde edilir. Burada x, B profil egrisinin (3.6) denklemiyle verilen egriligidir. Bu

esitliklerden, M yiizeyinin konneksiyon formlarinin ve ikinci esas formunun bilesenleri

3 a*xd — bz

h, =x, W= 3 hi, =0, (3.17)

1= %, hiy = h5, =0, (3.18)
w2(e1) =0, wp2(er) = %, (3.19)
wy3(e1) =0, wy3(er) = % (3.20)

bulunur. Dolayisiyla, M donel yiizeyinin sekil operatorleri A3 = A,, ve A4 = A,, olmak

h, 0 0o n
A3 = < 11 ) veE A4 = ( 12 ) (3.21)
0 3, h, 0

uzere

elde edilir.

Diger taraftan, M yiizeyinin H ortalama egrilik vektorii, K Gauss egriligi ve R normal

egrilik tansorii ise

1
= (ki +hy)es, (3.22)
K = hihy, - (hh)?, 3.23)
RP(e1,erie3,e4) = hir(h3,—h3)) (3.24)

olarak bulunur. (3.17) - (3.20) denklemleri goz oniine alindiginda, (2.22) Codazzi

denklemlerinin

er(ny) = i(ea) (B3 —hiy) + i @u3(e2), (3.25)
e1(hly) = 2amy(ex)ht, —h3 w43(er) (3.26)

halini aldig1 goriiliir.
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3.2 Birinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Genel Donel

Yiizeyler

Bu alt boliimde E* Euclid uzayinda birinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip donel yiizeylerin siniflandirilmasi yapilacaktir. Bu amacla ilk olarak asagidaki

teorem verilir.

Teorem 3.1. M, E* Euclid uzayinda donme oranlar1 a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen bir genel donel yiizey olsun. M yiizeyinin minimal ve normal

demetinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bir diizlemin agik bir par¢asi olmasidir.

Ispat. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.59) ile verilen bir genel dénel yiizey,
{e1,e2,e3,e4} ise M yiizeyi iizerinde tanimli (3.8) denklemleriyle verilen ortonormal
catr alan1 olsun. Bu cati alanina karsi1 gelen sekil operatorleri A3 ve A4 (3.21)

denklemiyle verilen formdadir.

Simdi, gerek kosulun ispati icin M yiizeyinin minimal oldugu ve normal demetinin
diiz oldugu varsayilsin. Bu durumda, (3.22) ve (3.24) denklemlerinden, h?l =K

olmasindan dolayi,

K+hy = 0, (3.27)

Iy (h—Kk) = 0 (3.28)
esitlikleri elde edilir ve bu iki denklemden
Wik =0 (3.29)

bulunur.

Ik olarak, M iizerinde k = O esitliginin saglandif1 gosterilecektir. Bir p € M
noktasinda k # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda k fonksiyonunun siirekli olmasindan
dolay1 p noktasimin M iizerindeki bir .4, komsulugu iizerinde k # 0 olur ve (3.29)
esitliginden .4}, kiimesi iizerinde h‘l‘2 = 0 oldugu elde edilir. Bu esitlik ve (3.18) in
birinci denkleminden .4, agik kiimesi tizerinde zx’ — xz’ = 0 elde edilir. Bu denklemin
coziilmesiyle, .4}, kiimesi iizerinde, bir ¢ sabiti i¢in z = cx bulunur. Dolayisiyla, .4,

kiimesi lizerinde k = 0 olur ki bu durum bir celiskidir. Sonug¢ olarak M iizerinde Kk =0
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oldugu gosterilmis olur. Dolayisiyla, M yiizeyinin 8 profil egrisi bir dogru parg¢asindan

ibaret olur ve x1,x,,z; ve zp bazi sabitler olmak iizere
x(s)=xis+x, z2s)=zus+zn, x+z=1 (3.30)
bulunur.

Diger taraftan, (3.27) denkleminden k¥ = O olmasindan dolay1 h%z = 0 elde edilir.
Dolayisiyla, (3.17) ve (3.30) denklemlerinden

(a® — b)x1215 + (@®xa21 — b*x122) B
a?(x1s+x2)2 +b%*(z15+22)

bulunur ve bu esitlikten

(a* —b*)x121 =0, (3.31)

a2x2Z1 - blezg =0 3.32)

elde edilir. (3.31) denkleminden dolay1, x; = 0 veya z; = 0 veya a®> = b?> olmahdir.
x1 = 0 olmasi durumunda z; = 1 # 0 olur ve (3.32) denkleminden dolay1 x, = 0
bulunur. Bu durumda, x = 0 olacagindan M yiizeyi zw-diizleminin acik bir pargasi
olur. Ayn1 sekilde, z; = 0 olmasi1 durumunda ise M yiizeyinin xy-diizleminin acik bir

parcasi olacag goriiliir.

Simdi, x;z; # 0 ve a® = b? oldugu varsayilsin. Bu durumda (3.32) denkleminden
X271 = x1z2 bulunur. Bu esitlik ve (3.30) denkleminden ise x;z = z;x elde edilir.
Dolayisiyla, B egrisi, orijinden gecen bir dogrunun agik bir pargasidir. A¢iklama 3.1
gz Oniine alindiginda M yiizeyinin bir diizlemin acik bir parcast oldugu goriiliir.

Boylece gerek kosulun ispati tamamlanmais olur.

Yeter kosulun ispati aciktir. U

Teorem 2.5 ve Teorem 3.1 kullanilarak asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.2. E* Euclid uzay: icinde birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip diizlemsel olmayan minimal bir genel donel yiizey yoktur.

Bu boliimiin geri kalan kisminda E* Euclid uzayinin minimal olmayan, birinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yiizeylerinin elde edilmesi i¢in E* Euclid
uzaymnin paralel ortalama egrilik vektoriine sahip donel yiizeyleri belirlenecektir.

Bununla ilgili olarak asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.3. M, E* Euclid uzayinin (2.59) ile verilen, minimal olmayan bir genel donel
yiizeyi olsun. Bu durumda, M yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasi
icin gerek ve yeter kosul M yiizeyinin yer vektorii
s s . .S .S
F(s,t) = (ro cos — cosat,rycos — sinat,rgsin— cosbt, rysin — smbt) (3.33)
1o o 1o o
ile verilen yiizeyin agik bir pargasi olmasidir. Bu yiizey 83(1’(2)) C E* kiiresi icinde

minimaldir.

Ispat. M, (2.59) ile verilen, minimal olmayan bir yiizey, {e1,e2,e3,e4} ise (3.8) ile
verilen ortonormal ¢ati alam1 olsun. Bu durumda M yiizeyinin H ortalama egrilik
vektorii (3.22) ile verilen yapidadir. Simdi gerek kosulun ispati i¢in H ortalama
vektoriiniin paralel oldugu, yani DH = 0 esitliginin saglandig1 varsayilsin. Bu

durumda, (3.20) ve (3.22) esitliklerinden,

D, (I3, +h)es = ei(hd; +h3,)e3 =0, (3.34)
ab(xx' +z7
De,(h};+h3y)es = —(hf, +h3,) ( ) 0 (3.35)

2222 4T
elde edilir. M yilizeyinin minimal olmamasindan dolay1 (3.34) denkleminden, ¢y # O bir
sabit olmak iizere, K + h%z = ¢ bulunur. Bu esitlik ve (3.35) denkleminden ise xx’ +
zZ' = 0 elde edilir. Bu denklemin ¢6ziilmesiyle, M yiizeyinin profil egrisinin ro > 0 bir
sabit olmak iizere x> + 7> = r(z) cemberinin agik bir parcasi oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

M, (3.33) ile verilen yiizeyin agik bir parcasi olur.

Yeter kosulun ispati i¢cin, M yiizeyinin (3.33) ile verilen ve 83(1%) kiiresinin i¢inde
kalan yiizeyin bir acik parcasi oldugu varsayilsin. Bu durumda, yiizeyin profil egrisinin

yay uzunluguna gore parametrelenisi,

x(s) = 1o cos(:—o), 2(s) =ro sin(:—o) (3.36)

seklinde olur ve ez vektor alami, yiizeyin yer vektorii ile aym dogrultudadir.

Dolayisiyla, M yiizeyinin & kiiresel ortalama egriligi,
0 = (H,eq) 3.37)

olur.

26



Ayrica, dogrudan hesapla,

h, = x:%, (3.38)
h%z _ a*rocos (rs—()) cos (%) +b?rysin (%) sin2<rs—o> _ 1 339

o)l (1))

bulunur. Dolayisiyla, M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii

1

H=—e¢; (3.40)
ro
olur. (3.20), (3.40) ve
ab(xx' +z7)
Osa(e2) =~ a2 =0 (34D

esitliklerinden ise DH = 0 bulunur. Yani M yiizeyinin ortalama egriligi paraleldir.

Diger taraftan, (3.37) ve (3.40) denklemlerinden & = O bulunur, yani, M yiizeyi kiiresel
minimaldir. U

(3.33) ile verilen bir M donel yiizeyinin ikinci temel formunun normunun karesi,

2 2a*b?
|1][> = (h}))* + (h,)* +2(h,)? = S5 +

o 2( 2002 (S 2ein2 (s 2
5 (a cos <%>+b sin <%>>

olarak bulunur.

Bu boliimde verilen sonuglarin birlestirilmesi ile asagidaki siniflandirma teoremi

verilir.

Teorem 3.4. M, E* Euclid uzayinin (2.59) ile verilen bir genel donel yiizeyi olsun. M
ylizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, bir diizlemin veya (3.33) ile verilen bir yiizeyin acik bir pargasi olmasidir.

Ayrica, (3.33) ile verilen donel yiizeyin, v = e3 A e4 Gauss tasviri

2 2p2
f==1+ -

2
"o (a2 cos? (%) + b2sin? (%))

fonksiyonu icin Av = fv denklemini saglar.

(3.42)

a = b olmas1 durumunda, (3.33) ile verilen donel yiizey bir Clifford tor yiizeyi olur.

Clifford tor yiizeyinin global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu bilinmektedir,
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[20]. Dolayisiyla, Teorem 3.4 a = b i¢in [20] numarali makalede verilen ilgili teoremin
bir genellestirmesidir. Bununla birlikte, a # b durumunda, (3.33) ile birinci cesit has

noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yiizeyler elde edilir.

3.3 1lkinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Genel Donel

Yiizeyler

3.3.1 Minimal genel donel yiizeyler

[28] numarali makalede, @ = b = 1 durumunda (2.59) ile verilen minimal genel donel
yiizeyler calisilmistir. Bu calismada elde edilen sonuclar asagidaki teoremle ifade

edilebilir.

Teorem 3.5. [28] M, E* Euclid uzayinda donme oranlar1 a ve b olmak iizere yer
vektorii (2.59) ile verilen bir genel dénel yiizey olsun. a> = b?> olmasi durumunda, M

ylizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, B profil egrisinin
2 2 _
X +coxz—2z" =dy (3.43)

ile verilen bir hiperbol olmasidir. Burada ¢ ve dy bazi sabitlerdir.

Bu béliimde ilk olarak E* Euclid uzayinin a? # b? olmas1 durumunda (2.59) ile verilen

minimal genel donel yiizeyleri elde edilecektir.

M, E* Euclid uzayinda donme oranlar1 a ve b olmak iizere yer vektoril (2.59) ile
verilen bir genel donel yiizey olsun. Ayrica a® # b* oldugu varsayilsin. {e1,e2,e3,e4},
(3.8) ile verilen vektor alanlar1 olmak iizere, ylizeyin H ortalama vektor alam (3.22)
denklemiyle verilir. Dolayisiyla, M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
(3.27) denkleminin saglanmasidir. (3.6), (3.17) ve (3.27) denklemlerinden M yiizeyinin

minimal olmas i¢in gerek ve yeter kosulun

a*x(s)7 (s) = b*z(s)x' (s
X (5)7"(s) =7 (s)x" (s) + Eﬂégs; +Zzz§ (1) (s) =0. (3.44)

diferansiyel denkleminin saglanmasi oldugu elde edilir. Ilk olarak, asagidaki yardimc1

teorem ile (3.44) denkleminin birinci integrali elde edilecektir.

Yardimer Teorem 3.6. M, E* Euclid uzayinda dénme oranlar1 a ve b olmak iizere

yer vektorii (2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan bir genel dénel yiizey olsun. a® #
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b? olmasi durumunda, M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, yay
uzunluguna gére parametrelenmis f3 profil egrisinin x = x(s) ve y = y(s) koordinat

fonksiyonlarinin
(a® —b?) (azxzz'2 - bzx’2z2> =¢p (3.45)

diferansiyel denklemini, baz1 ¢q sabitleri i¢in saglamasi ve M yiizeyinin yogun bir alt

kiimesi iizerinde X'z’ # 0 olmasidir.

Ispat. M, E* Euclid uzaymnda yer vektorii (2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan
bir genel donel yiizey ve a® # b*> olsun. Yiizeyin (3.8) denklemleriyle verilen
{e1,e2,e3,e4} ortonormal ¢at1 alanina karsi gelen konneksiyon formlar1 ve yiizeyin
ikinci esas formunun bilesenleri, (3.17) - (3.20) denklemleriyle verilmistir. Simdi,
gerek kosulun ispati icin, M yiizeyinin minimal oldugu varsayilsin. Bu durumda (3.27)

denklemi saglanir.

Ik olarak, bir J C I aralig1 iizerinde X’z = 0 oldugu varsayilsm. Bu durumda, x’
ve 7' fonksiyonlarinin siirekli olmasindan ve (3.5) denkleminden dolay1 genellik
bozulmaksizin, J kiimesi iizerinde x' = 0 oldugu kabul edilebilir ki bu durumda, do # 0

bir sabit olmak iizere, x(s) = dy, 7/(s) = £1 ve k¥ = 0 olur. Ayrica, (3.17) daki ikinci

+a’d
denklemden /3, = 2do j_ bzoz ) elde edilir. Dolayisiyla, (3.27) denkleminden
+a2d, B
a’dy+b%z(s)

bulunur. Yani, dy = 0 olur ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, M ylizeyinin yogun bir

alt kiimesi iizerinde X'z’ # 0 esitsizliginin saglandigi gosterilmis olur.

Diger taraftan, (3.27) denklemi k = —hgz seklinde coziiliir ve (3.25) ve (3.26) ile

verilen Codazzi denklemlerinde yerine yazilirsa

e1(h}y) = 2mni(ex)hy, +hiwus(er), (3.46)

e1(hfy) = 2ani(ex)hl,+ 3, 053(e2) (3.47)

bulunur. Bu denklemler sirasiyla hgz ve h"l'2 ile carpilir ve taraf tarafa ¢ikartilirsa,

I5se1(hy) —hiyer () =2 ((h3,)* — (h1)?) @21 (e2) (3.48)
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esitlifi elde edilir. Bu esitlik, (3.19) denklemi kullanilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

1d azxx'—f—bzzz’
525 [22)? = (i) +2[(h)* = ()] 35 ey =0 (3.49)

halini alir.

Bununla birlikte, (h3,)* — (h},)? = 0 olmasi durumunda, (3.49) denklemi saglanir. Bu

durumda, (3.17) daki ikinci denklemden ve (3.18) deki ilk denklemden

(aZXZ/ o bZZX/)Z — aZbZ(le _XZ/)Z (3.50)
esitligi elde edilir. (3.50) esitliginin yeniden diizenlenmesiyle ¢y = 0 icin (3.45)
denklemine ulagilir.

Simdi (h3,)? — (ht,)? # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda, (3.49) denklemi

(13,2 — ()Y (a2 + 122
(h%z)2 — (ht,)? a’x? + b2z2

seklinde yazilir ve integrali alinirsa, ¢y # 0 bir sabit olmak tizere

=0 (3.51)

[(13,)% = (h)?] (6% + b*2%)* = co
esitligi elde edilir. Bu esitlikte (3.17) daki ikinci denklem ve (3.18)’deki ilk denklem

kullanilirsa (a?x7 — b*x'z)? — a?b*(¥'z — 7/x)? = co bulunur. Gerekli diizenlemeler

yapilirsa, (3.45) esitligine ulasilir. Boylece gerek kosulun ispati tamamlanmus olur.

Yeter kogulun ispati i¢in M yiizeyinin yogun bir .# alt kiimesi iizerinde x'7’ # 0
esitsizliginin ve M ylizeyi lizerinde ise bazi ¢ sabitleri icin (3.45) denkleminin
saglandig1 varsayilsin. (3.5) ve (3.45) denklemleri,
< a’x* —b*7 > ( 7? ) B < ¢o >

1 1 X ) 1
seklinde bir cebirsel denklem sistemi olarak yazilir ve bu denklem sistemi ¢oziiliirse,
Co= Cp(:TObz olmak iizere,

2,2

2 a“x“— <y ) b?z> + &

—Z2eirz U T aeipe (3.52)

bulunur. Bu denklemlerin s degiskenine gore tiirevleri alinirsa, sirasiyla,

I axd 2(a®xx! +b*27)
a’x> + b*z? a’x?>+b?z2
o b2z Z/2 (azxx/ —{-szZ/)
S, N R 5, S I NN
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/

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler sirasiyla 7% ve ¥? ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa,

X7 (x'z” —Zx"+ —‘f;;z ; 122;) =0
bulunur. ¥’z # 0 olmasindan dolayi, .# kiimesi iizerinde (3.44) denklemi saglanir.
Dolayisiyla, .# iizerinde H = 0 olur. Ayrica, ortalama egrilik fonksiyonunun
stirekliliginden dolay1 H = 0 esitligi, biitiin M yiizeyi iizerinde saglanir; yani, M yiizeyi

minimaldir. [

Bu yardimci teorem kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.7. M, E* Euclid uzayinda donme oranlar1 a ve b olmak {iizere, yer vektorii
(2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey olsun. a® # b durumunda,
M ylizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, B profil egrisinin koordinat

fonksiyonlarinin

(\/ b272 +co+ bz) ‘o do ( ax? —co+ ax) « (3.53)

ve
z=dpx®"’*, x>0 (3.54)

ile verilen iki regiiler egriden biri olmasidir. Burada, cy ve dy bazi sifirdan farkli

sabitlerdir.

Ispat. M, E* Euclid uzayinda a® # b? kosulunu saglayan a ve b dénme oranlari igin
yer vektorii (2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey olsun. Ayrica,
gerek kosulun ispatit i¢cin M yiizeyinin minimal oldugu varsayilsin. Bu durumda,
Yardimc1 Teorem 3.6’den dolayr M yiizeyinin  profil egrisinin x = x(s) ve z =
z(s) koordinat fonksiyonlar1 (3.45) denklemini bir ¢ sabiti i¢in saglar. Eger ¢o = 0
ise (3.45) denklemi € = 41 olmak iizere axdz = €bzdx halini alir. Bu denklemin

coziilmesiyle (3.54) ile verilen regiiler egri elde edilir.

Simdi ¢g # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda, (3.5) ve (3.45) denklemleri kullanilirsa,

(3.52) denklemi elde edilir. Bu denklemden ¢y = aZC—ObZ olmak {izere,

a’x? — éydz = €/ b2z + Godx (3.55)
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esitligi elde edilir. Bu denklemin ¢oziilmesiyle (3.55) denklemini ile verilen regiiler

egri elde edilir.

Yeter kosulun ispati dogrudan hesapla elde edilir. [
Teorem 3.5 ve Teorem 3.7 ile E* uzayinin (2.59) ile verilen genel donel yiizeylerinden
minimal olanlart ile ilgili tam smiflandirma yapilmistir. Asagidaki teoremleikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olan minimal genel donel yiizeyler

belirlenecektir.

Teorem 3.8. M, E* Euclid uzayida donme oranlar1 a ve b olmak lizere, yer vektorii

(2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey olsun. Bu durumda,

1) a> = b? olmas1 durumunda, profil egrisi (3.43) ile verilen M minimal donel yiizeyi

has ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir.

2) a* # b?* olmasi durumunda ise M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip bir minimal yilizey olmasi icin gerek ve yeter kosul, profil egrisinin

(3.54) ile verilen genel donel yiizey olmasidir.

Ispat. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.59) ile verilen, diizlemsel olmayan bir
genel donel yiizey olsun. Ayrica, {ej,en,e3,es4}, yiizey iizerinde taniml ve (3.8)
denklemleriyle verilen ortonormal ¢at1 alan1 olsun. Bu durumda, sekil operatorleri
(3.21) denklemleriyle verilen yapidadir ve yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri

(3.17) ve (3.18) denklemleriyle verilmistir.

Simdi, teoremin ilk kisminin ispati i¢in, M yiizeyinin minimal oldugu ve donme

oranlarin a®> = b?> kosulunu sagladigi varsayilsin. Yiizeyin minimal olmasindan

dolay1 h?l = —hgz olur. Diger taraftan, a*> = b?> olmasindan dolay1 (3.17) daki ikinci
)
denklemden 13, = % ve (3.18)'deki ilk denklemden ise, £ = a/b = +1 olmak
x-+z
—&(xz —zx')

iizere, hf, = bulunur ve (h3,)? = (hi,)? esitligi saglanir. Dolayistyla, M

x2 472
ylizeyinin {ey,es,e3,e4} ortonormal cati alanina karsi gelen sekil operatorleri, (2.49)
ile verilen yapida bulunur. Teorem 2.7°den dolay1, M yiizeyi minimal ise ikinci ¢esit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir. [16] numarali makalede Teorem 2.7 nin

ispat1 incelendiginde, M yiizeyinin v Gauss tasvirinin (2.47) denklemini f = 8« igin

sagladig1 goriiliir. (3.43) ile verilen hiperboliin x egriligi sabit olmadig1 icin, M yiizeyi
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has ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir. Boylece teoremin birinci

kismu ispatlanmis olur.

Teoremin ikinci kisminin ispatt i¢in, M yilizeyinin minimal oldugu ve donme
oranlarimin a®> # b? kosulunu sagladig1 varsayilsin. Bu durumda, M yiizeyinin sekil
operatdrlerinin (2.49) ile verilen formda olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € = 1 olmak
uzere,

i, = eh3, (3.56)
denkleminin saglanmasidir. (3.17) daki ikinci ve (3.18)’deki ilk denklemin (3.56)
denkleminde kullanilmasiyla,
b (K7 —x7)? = (aPx7 — b*x'z)? (3.57)
bulunur. (3.57) esitli§inin yeniden diizenlenmesiyle
(a® —b?) (azxzz/2 By )=0 (3.58)

denklemi elde edilir. Dolayisiyla, M yiizeyinin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.45) denkleminin ¢y = 0 i¢in
saglanmasidir. Bu denklemin genel ¢coziimii ise (3.54) ile verilmistir. Boylece teoremin

ikinci kismi da ispatlanmug olur. ]

3.3.2 Normal demeti diiz genel donel yiizeyler

Bu alt boliimde E* Euclid uzayinda normal demeti diiz, ikinci gesit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip genel donel yiizeylerin siniflandirmasi yapilacaktir. Bu amagla

ilk olarak, daha ileride kullanmak amaciyla asagidaki yardimci teorem verilir.

Yardime1 Teorem 3.9. M, E* Euclid uzayinda donme oranlari a ve b olmak iizere yer
vektorii (2.59) ile verilen bir yari-ombilik genel donel yiizey ve {e1,es,e3,e4} ise bu
ylizey lizerinde tanimli, (3.8) denklemleriyle verilen bir ortonormal ¢ati alan1 olsun.

Bu durumda M yiizeyinin v = e3 A e4 Gauss tasviri
Av = 2 (K'2 + (/’141‘2)2) V4 2K0Wy3 (82)62 Nes+ 2h41‘2(043 (ez)el Neg (3.59)

denklemini saglar.
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Ispat. Yardimci teoremin hipotez kisminda ifade edilen cati alanina karsi gelen
konneksiyon formlar1 ve yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri, (3.17) - (3.20)

denklemleriyle verilmistir.

Simdi, M ylizeyinin yari-ombilik oldugu varsayilsin. Bu durumda, hgz = hfl =K

esitligi saglanir. Dogrudan hesapla,

> = 2> +2(h)?, (3.60)
VitA; = 2e1(13,)er, (3.61)
VirA; = 0, (3.62)
RP(e1,er;e3,e4) = 0 (3.63)

bulunur. Diger taraftan, (3.25) Codazzi denklemi ve (3.61) denkleminden
VtrA; = 2/’1?2 W43 (62)61 (3.64)

elde edilir. (3.60), (3.62) - (3.64) denklemleri, (2.48) denkleminde yerine konulursa
(3.59) esitligine ulagilir. ]

Onerme 3.10. M, E* Euclid uzayinda dénme oranlari a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey ve a> # b* olsun. Normal
demetinin diiz olmas1 durumunda M yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip olamaz.

Ispat. M, E* Euclid uzayinda a®> # b* olmak iizere yer vektorii (2.59) ile verilen ve
diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey olsun. M yiizeyinin (3.8) denklemleriyle
verilen {ej,ez,e3,e4} ortonormal cati alanina karst gelen konneksiyon formlari ve
yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri, (3.17) - (3.20) denklemleriyle, yiizeyin

normal egrilik tansorii RP ise (3.24) ile verilmistir.

Simdi M yiizeyinin normal demetinin diiz oldugu, yani, M iizerinde R” = 0 oldugu
varsayilsin. Bu durumda, Teorem 3.1’den, M yiizeyinin minimal olmadig1 goriiliir.

Ayrica, (3.24) denkleminden, h‘l‘2 =0 veya h?l = hgz bulunur.

Durum 1. h?l = h%z. Bu durumda, M donel yiizeyi yar1-ombilik olur ve yiizeyin Gauss

tasviri v, Yardimci Teorem 3.9°den dolayi, (3.59) denklemini saglar.
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Simdi, M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
varsayilsin. Bu durumda bazi f fonksiyonlar1 ve bazi C # 0 sabit vektorleri igin (2.47)

denklemi saglanir. (2.47) ve (3.59) denkleminden,
2 (Kz + (/’141‘2)2) V4 2K0Wy3 (62)62 Ne3+ 2h‘1‘2w43 (82)61 Neq = f(V + C) (3.65)

bulunur. Bu esitlikten

2(k*+(h}y)?) = f(1+Cs), (3.66)
2kwy3(er) = fCa3, (3.67)
2htyau3(e2) = fCua, (3.68)

Cp=Ci3=Cy = 0 (3.69)

denklemleri elde edilir. Dolayisiyla C vektorii
C=Ciae1 Neqg+Crzer Ne3+ Cagez Ney 3.70)

olur. Ayrica, C vektoriiniin sabit olmasindan dolayi, Yardimci Teorem 2.3°de verilen

(2.46) denklemleri i = 1,2 i¢in saglanir. i = 1 icin (2.46a) denkleminden
—Ciyhty +Cux = 0 (3.71)

elde edilir. (3.67) ve (3.68) denklemlerinin iki tarafi sirasiyla k ve —h‘l‘2 ile carpilip

taraf tarafa toplanirsa,
20u3(e2) [K* — (h1,)*] = f(Cozk — Ciahiy) (3.72)
bulunur. (3.71) ve (3.72) denklemlerinden
03(e2) [K* — (h,)?] =0 (3.73)

elde edilir. Dolayisiyla, ws3(e2) = 0 veya k* = (h{,)> olmahdir. @s3(ez) = 0
olmasi durumunda (3.20) denkleminden, xx’ + zz' = O bulunur, H ortalama egrilik
vektoril paralel olur, bu da M yiizeyinin yer vektorii (3.33) ile verilen yiizeyin acik
parcast oldugunu gosterir. Fakat bu yiizey daha once gosterildigi gibi birinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir, yani bu bir ¢eliskidir. k* = (h‘l‘z)2 olmasi

durumunda ise 43, = 3, denkleminden & € {—1,+1} olmak iizere

h3, = eht, (3.74)
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esitliginin saglanmas1 gerektigi bulunur. (3.17), (3.18) ve (3.74) denklemlerinden
a’x7 —b*x'z = eab(x'z — x7)

elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle (a + €b)(axz’ — ebx'z) = 0 bulunur. Bu
denklem ve a® # b? esitsizliginden axz’ — bx'z = 0 bulunur. Dolayisiyla, (3.45)
denklemi cy = 0 i¢in saglanir. Yardimci Teorem 3.6’den dolay1 M yiizeyi yine minimal
olur ve diizlemsel olmayan minimal bir yiizey yari-ombilik olmadigindan, bu durum

bir geligkidir.

Durum 2. i}, = 0 olmasi durumunda ise (3.18) denkleminden xz’ —x’z = 0 bulunur.
Dolayisiyla, M yiizeyinin 3 profil egrisi, orijinden gegen bir dogrunun agik bir
pargasidir, yani, B profil egrisinin koordinat fonksiyonlari, pg # O bir sabit olmak

uzere,

x(s) = ;, z(s) = ﬂ, s>0 3.75)
\/1+ P} \/1+ P}

seklindedir. (3.75) esitlikleri, (3.17) - (3.20) denklemlerinde yerine yazilirsa, a; =
po(a® —b?) _ ab(1+ pp)

olmak uizere
a’+ p%b2 2 a’+ péb2

B,=0, = % W, =0, (3.76)
hi; =0, i,j=1,2, (3.77)
ople) =0,  @nler) = % (3.78)
ws3(er) =0, wi3(er) = “S—Z (3.79)

bulunur. Bu esitlikler (2.48) denkleminde yerine yazilirsa v = e3 A e4 Gauss tasvirinin

2
aj

52

aa a
Av V+1—22€2/\€3 - —2161 ey (3.80)
S S

denklemini sagladigi goriiliir. Simdi, M yiizeyinin ikinci cesit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda bazi f fonksiyonlar1 ve bazi

C =# 0 sabit vektorleri i¢in (2.47) denklemi saglanir. (2.47) ve (3.80) denklemlerinden

j—i = f(1+Ca), (3.81)
“;jz = (O, (3.82)
_?_21 = fCu, (3.83)
Cp=Ci3=Cy = 0 (3.84)



bulunur. Ayrica, C vektoriiniin sabit olmasindan Yardimei Teorem 2.3’de verilen (2.46)
denklemleri i = 1,2 icin saglanir. (2.46b) denkleminde (3.81) - (3.84) esitlikleri

kullanilir ve i = 2 yazilirsa

0 = ¢/(C13)+Ciahiy — Crawsa(e;) +Cozny (e;) + Caghty

= Cramsz(er) +Cozmni(er)
1

= ;(6126'14 —(C3)
bulunur. Bu denklemden Cy3 = a;C\4 elde edilir. Bu esitlik, (3.82) denkleminde yerine

yazilirsa, a; # 0 olmasindan dolay1 a_; = fC14 bulunur. Bu denklemin, (3.83) denklemi
s

ile ayn1 anda saglanmasi, a; # 0 olmasindan dolayr miimkiin degildir. Dolayisiyla bu
bir ¢eligkidir. Boylece ispat tamamlanr. [

Bu 6nermenin iki sonucu asagida elde edilmistir.

Sonuc 3.11. M, E* Euclid uzayinda donme oranlar1 a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen ve diizlemsel olmayan yari-ombilik bir genel donel yiizey ve a® # b?
olsun. Bu durumda, M yiizeyi ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

olamaz.

Sonug¢ 3.12. M, E* Euclid uzayinda donme oranlari a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen bir genel donel yiizey ve a®> # b? olsun. Eger yiizeyin profil egrisi
bir ¢ # 0 sabiti i¢in z = cx, x > 0 dogrusunun agik bir pargasi ise M yiizeyi bir donel
konidir. Bu durumda, M yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

olamaz.

2 — b? esitligini saglayan, normal

Bu boliimiin geri kalan kisminda donme oranlar1 a
demeti diiz genel donel yiizeyler ele alinacaktir. Ilk olarak, asagidaki teoremle bu tiir

yiizeylerin siniflandirmasi yapilacaktir.

Teorem 3.13. M, E* Euclid uzayinda dénme oranlari a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen ve diizlemsel olmayan bir genel donel yiizey ve a> = b* olsun. M
yiizeyinin normal demetinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 8 = (x,z) profil

egrisinin bir z = cox dogrusunun, x> 4 7> = r(% cemberinin veya
X
tan~! = = agIn(x* +z%) + by (3.85)

Z
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ile verilen bir egrinin agik bir parcasi olmasidir. Burada ag # 0, by, co # 0 ve rg
sabitlerdir. Ayrica, M genel donel yiizeyinin profil egrisinin bu egrilerden biri olmasi

durumunda, M genel donel yiizeyi yari-ombilik ve diiz olur.

1spat. M, E* Euclid uzayinda a* = b? olmak iizere, yer vektorii (2.59) ile verilen,
normal demeti diiz bir genel donel yiizey olsun. M yiizeyinin (3.8) denklemleriyle
verilen {ej,ez,e3,e4} ortonormal cati alanina karst gelen konneksiyon formlari ve
yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri (3.17) - (3.20) denklemleriyle, yiizeyin

normal egrilik tansorii RP ise (3.24) ile verilmistir.

M yiizeyinin normal demetinin diiz olmasindan dolay1 (3.24) denkleminden h‘l‘2 (h?1 —
h3,) = 0 bulunur, yani, 4}, = 0 veya i3, = h3, olur. i, = 0 olmast durumunda (3.18)
denkleminden z = pgx elde edilir. A¢iklama 3.1 g6z Oniine alindiginda M yiizeyinin bir
diizlem parcas1 oldugu goriiliir ki bu durumda M yiizeyinin yari-ombilik ve diiz oldugu

aciktir.

Simdi, h}, = h3, esitliginin saglandig1 ve h{, # 0 oldugu varsayilsin. b3, = h3, ve
(3.17) denkleminden

x7 —x'z

7 — 7y =
x2 472

(3.86)

bulunur. Aciktir ki x? 472 = rg, (3.86) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve bu durumda a” =
b? olmasindan dolay1 M bir Clifford tor yiizeyidir. Clifford tor yiizeyinin yar1-ombilik

ve diiz oldugu iyi bilinir.

Diger taraftan, (3.86) denklemi

ANEA
12 12\
tan | = tan " —
X X

seklinde yazilir ve integre edilirse bazi ag sabitleri icin

z_ 7
- xl, = 261()
1+ %5
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Xz —x7 xx' 427
=2a 3.87
X2+ 22 Ox2 42 (3:87)

denklemi elde edilir. a9 = 0 olmas1 durumunda, bu esitlikten h‘]‘2 = 0 bulunur ki bu
durum miimkiin degildir. Dolayisiyla, ap # 0 olmalidir. (3.87) denkleminin integre

edilmesiyle (3.85) denklemine ulasilir. Boylece gerek kosul ispatlanmuisg olur.
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Yeter kosulun ispat1 i¢in M genel donel yiizeyinin B(s) = (x(s),z(s)) profil egrisinin
koordinat fonksiyonlarinin bazi ag # 0 ve bg sabitleri i¢in (3.85) denklemini sagladigi

varsayilsin. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alinir ve (3.5) denklemi kullanilirsa,
X'z—x7 = 2a0(xx' +z7) (3.88)

denklemine ulagilir. Bu esitlik

seklinde yazilip her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
("7 —xZ") (X +27) — (Wz—x) (" + 27" +1) =0 (3.89)
bulunur. Bu esitlik,
X (P42 A (P42 = —x (3.90)

seklinde yazilirsa, gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla h?l = h%z denklemine ulasilir
ki bu da M yiizeyinin yari-ombilik oldugunu ve dolayisiyla normal demetinin diiz

oldugunu gosterir. 0

Aciklama 3.2. (3.85) ile verilen B egrisi, u bir sabit olmak iizere x = e#%cos 0 ve
z = eM9sin @ seklinde parametrelenebilen bir logaritmik spiraldir. Bu egrinin iirettigi

genel donel yiizeyin yer vektorii
f(6,1) = (e“e cos 0 cost, e cos 0 sint, "9 sin 6 cost, "% sin 0 sint) (3.91)
seklinde olur.

Onerme 3.14. M, E* Euclid uzayinda dénme oranlari a ve b olmak iizere yer vektorii
(2.59) ile verilen, normal demeti diiz bir genel donel yiizey olsun. a> = b* olmasi
durumunda, M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi

icin gerek ve yeter kosul, bir diizlemin agik bir parcasi olmasidir.

ispat. M, E* Euclid uzayinda a?® = b? olmak iizere, yer vektorii (2.59) ile verilen,
normal demeti diiz bir genel donel yiizey olsun. Bu durumda, Teorem (3.13)’den
dolay1, M yiizeyinin 8 profil egrisi, bir z = cox dogrusunun, x> + 7> = r(% cemberinin
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veya (3.85) ile verilen bir egrinin agik bir parcasi olur. Burada ag # 0, bg, co # 0 ve
ro sabitlerdir. Simdi M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

oldugu varsayilsin.

Eger B egrisi bir x* + 72 = r(z) cemberinin agik bir pargasi ise, M yiizeyi bir Clifford tor
yiizeyinin agik bir parcasi olur. Bu durumda, M yiizeyi, birinci ¢gesit noktasal 1-tipinden

Gauss tasvirine sahip olur ki bu durum bir ¢eligkidir.

Simdi M yiizeyinin profil egrisinin (3.85) denklemiyle verilen e8rinin agik bir parcasi
oldugu varsayilsin. (3.85) denkleminin iki tarafinin tiirevi alinirsa

x'z—x7 xx' +z7

X2+ 72 X2+ 7
bulunur. Bu esitlik, (3.17) ve (3.20) denklemlerinden, € = a/b olmak iizere, —h%z =
2a0€w43(e2) bulunur. /3, = k = h3, olmasindan dolay1,

_a
4bayg

esitligi bulunur. Diger taraftan, a> = b> olmasindan dolay1 (3.17) - (3.20) denklemleri

£0 (3.92)

w3(e2) = 2a1k, a;=

g6z Oniine alindiginda
Iy = —eht, (3.93)
wi2(e2) = emuz(er) (3.94)

esitlikleri elde edilir. (3.17), (3.92) ve (3.93) denklemleri, (3.59) denkleminde yerine

yazilirsa,
AV = 4K%V +4a1K%ey Nes — dea KPep Nea (3.95)

denklemi bulunur. M yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
oldugu i¢in sifirdan farkli baz1 f fonksiyonlar1 ve bazi C # 0 sabit vektorleri icin (2.47)

denklemi saglanir. Dolayisiyla,

4%y +4a,; K262 Ne3 —4ea; K‘2€1 Neg = f(V —I—C)

esitlifinden
47 = f(14+Cx), (3.96)
dayx? = fCa, (3.97)
—deak? = fCa, (3.98)
Cp=Ci3=Cy = 0 (3.99)
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elde edilir. Boylece C vektorii, (3.70) denklemindeki formda olur. C vektoriiniin sabit
olmas1 Yardimci Teorem 2.3’den dolay1 (2.46) denklemlerinin saglanmasini gerektirir.

Ayrica, (3.96) - (3.98) denklemlerinden

Cz = ai(1+Ca), (3.100)

Cia = —eai(1+Cas) (3.101)

elde edilir. Bu esitlikler ile (3.17), (3.20), (3.93) ve (3.99) denklemleri; i = 2 icin

(2.46b) ve i = 1 i¢in (2.46¢) denklemlerinde yerine yazilirsa, sirasiyla

ga) (14 Csa)ana(er) +ar(1+Caa) i (e2) + Caahl, = 0, (3.102)
€aje1(Cy)+Cuxk = 0 (3.103)

bulunur. (3.93) ve (3.94) denklemleri (3.102) esitliginde yerine yazilirsa,
ar(1+ Cas) g3(e2) + a1 (1+ Ca) 0a3(e2) + Caah3y = 0 (3.104)
olur. Bu esitlik, h? | = h%z ve (3.92) denklemlerinden
203(1+C34) K +2a3(14+C34)k+Cuk = 0 (3.105)
elde edilir. Bu esitlik yeniden diizenlenirse,
K [4af + (4a] +1)C34] =0

2
— 4:2% bulunur, yani Cz4 sifirdan farkl bir sabittir. (3.103) denkleminden
1

Kk = 0 cikar ki bu durum bir ¢eligkidir.

olur ve C34 =

Sonug olarak, M yiizeyinin profil egrisi, bir z = pgx dogrusunun agik bir pargas1 olur.
Aciklama 3.1°den dolay1 M yiizeyi bir diizlemin agik bir pargasi olur. Boylece gerek

kosul ispatlanmis olur.

Yeter kosulun ispat1 agiktir. 0

Onerme 3.10 ve 3.14 kullanilarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.15. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.59) ile verilen, normal demeti
diiz bir genel donel yiizey olsun. M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bir diizlemin acik bir pargasi olmasidir.
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4. BASIT DONEL YUZEYLER

Bu boliimde, E* Euclid uzaymin basit donel yiizeyleri incelenmistir. ilk olarak, birinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel yiizeylerin simiflandirmasi
yapilmistir. Daha sonra, ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit
donel ylizeylerin bir karakterizasyonu elde edilmistir. Ayrica, sabit Gauss egriligine
ve ikinci c¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel yiizeylerin
siniflandirilmasi verilmistir.

M, E* Euclid uzaymin profil egrisi B(s) = (x(s),y(s),z(s),0) olan, yer vektorii (2.58)

n/n

ile verilmis, bir basit donel yiizeyi olsun. Bu boliimde ile B profil egrisinin s
parametresine gore adi tiirevi gosterilecektir. Bununla birlikte, B(s) egrisi E3 ¢ E*
uzay1 iginde kaldigindan, E* Euclid uzaymin (x(s),y(s),z(s)) egrisi yine B(s) ile
gosterilecektir. Yani, B(s) = (x(s),y(s),z(s)) olarak kullanilacaktir. Bu e8rinin egriligi

ve burulmasi ise, sirasiyla, k = k(s) ve T = 1(s) ile gosterilecektir.

Dogrudan hesapla M yiizeyinin koordinat vektor alanlari

F, = (¥,y,7cost,7sint), (4.1)

F, = (0,0,—zsint,zcost) 4.2)

bulunur ve M yiizeyi iizerindeki indirgenmis metrik,

” ” /2

0

g:(x +y0 +z 2) 43)
Z

olarak elde edilir. Dolayisiyla, F' tasvirinin bir daldirma olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, B egrisinin regiiler olmasi ve z koordinat fonksiyonunun hi¢ bir noktada
sifir olmamasidir. Genellik bozulmaksizin, 3 profil egrisinin yay uzunluguna gore

parametrelendigi, yani
2 _|_y/2 +Z/2 -1 4.4)

denkleminin saglandig1 ve z > 0 oldugu varsayilacaktir.
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Aciklama 4.1. 3-boyutlu Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
donel yiizeyler, [11] numarali makalede cahigilmistir. Bu calismada tiimiiyle E*
uzayinda kalan basit donel yiizeyler ele alinacaktir. 3 (s) egrisinin bir dogrunun agik bir
parcast olmasi durumunda M basit donel yiizeyi, E* uzayimn bir hiperdiizlemi i¢inde
kalir, yani M C E3 olur. Bundan sonraki hesaplamalarda 8 egrisinin k egriliginin M

yiizeyi tizerindeki her noktada sifirdan farkli oldugu kabul edilecektir.

4.1 Konneksiyon Formlar ve Sekil Operatorleri

M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit donel yiizey olsun. Bu

durumda, M yiizeyi lizerinde tanimli bir ortonormal ¢at1 alani,

J 19

- =__ 4.5
=50 Q= a0 4.5)
1 1
ez = z(x”,y”,z"cost,z” sint), es = z(pl,pz,p3 cost, p3sint) (4.6)
olmak iizere {ey,e;,e3,e4} seklindedir. Burada, p;, ps ve p3
(p17p27p3) — B/ X B// — (y/Z// _y//Z/7x//Z/ _x/Z//,xly// _x//y/) (4.7)

esitligi ile tammlanan diizgiin fonksiyonlardir. Dogrudan hesapla Gauss ve Weingarten

formiillerinden

Veer = kes, (4.82)
Veer = 0, (4.8b)
- Z/ Z//

Ve,e0 = _Eel — k_ze3 — 2—2647 (4.8¢)
Vees = —kej+tey, (4.8d)
661 eqs = —Tes, (4.86)
B Z/I

Vezeg = k—Zez, (4.8f)
66284 = Z—;ez (4'8g)

elde edilir. Bu esitliklerden, M yiizeyinin konneksiyon formlarmin ve ikinci esas

formunun bilesenleri
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Z//

W=k =0 h,=-" 4.9
11 » N2 y N2 2 (4.9a)
i =h =0, iy = — 22, (4.9b)
kz
/
<
w(e1) =0, ap(er) = — 2 (4.9¢)
@34(e1) = T, W34(e2) =0 (4.9d)

bulunur. Dolayisiyla, M donel yiizeyinin sekil operatorleri A3 = A,, ve A4 = A,, olmak

kK 0 0 O
A3 = ( 0 7 ) veE A4 = < 0 _p3 ) (4.10)
T kz kz

olur ve Ricci denkleminden R”(e1,ep;e3,e4) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, asagidaki

uzere

yardimc teorem ifade edilir.

Yardime1 Teorem 4.1. E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen basit donel

yiizeyin normal demeti diizdiir.

(4.10) sekil operatorleri goz Oniine alindiginda, yer vektorii (2.58) ile verilen bir M

basit donel yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin

1
H = 2 |(}) + p)es + hiyes. @.11)
Gauss egriliginin ise
Z//
K=—— 4.12)
Z

oldugu goriiliir. Ayrica M C E* yiizeyi icin Codazzi ve Gauss denklemlerinden

(h3,) = @1(62)(h%2—k)+7h32> (4.13)
(h3,)' = h3yan1(ex) — Thiy, (4.14)
(1(e2)) = (wai(e2)) +kh3, (4.15)

elde edilir.

Aciklama 4.2. B(s) = (x(s),y(s),z(s)) profil egrisinin x(s) veya y(s) koordinat
fonksiyonlar arasinda bazi ag ve by sabitleri igin y(s) = apx(s) + bo seklinde bir iligki
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oldugu veya buna denk olarak p3 = x'y" — x”"y' = 0 esitliginin saglandig1 varsayilsin.
Bu durumda f3 diizlemsel bir egri oldugundan burulmasi T = 0 olur. Bu esitlikler (4.8¢)
ve (4.8g) denklemlerinde yerine yazilirsa, 664 = ( elde edilir, yani, e4 vektorii sabittir.

Dolayisiyla, M donel yiizeyi E* Euclid uzayinn bir hiperdiizleminde kalir.

Teorem 4.2. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit dénel yiizey
olsun. M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir diizlemin veya E*

uzayinin bir hiperdiizleminde kalan bir katenoidin acik bir parcasi olmasidir.

Ispat. M, yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit donel yiizey olsun. Ayrica, yiizey
tizerinde tanimli (4.5) ve (4.6) ile verilen {e;,e),e3,e4} catt alan1 goz Oniine alinsin.
Bu c¢at1 alanina kars1 gelen konneksiyon formlarinin ve yiizeyin ikinci esas formunun
bilesenleri (4.9) denklemleriyle, yiizeyin H ortalama egrilik vektorii ise (4.11)

denklemiyle verilmistir.

Simdi gerek kosulun ispati i¢in M yiizeyinin minimal oldugu, yani, H = 0 oldugu
varsayilsin. Bu durumda (4.9b) ve (4.11) denklemlerinden p3; = x'y" —x"y =0
bulunur. Aciklama 4.2 géz 6niine alindiginda, M yiizeyinin E* uzaymn bir IT = E3
hiperdiizleminde kaldig1 goriiliir. E3 uzayini minimal donel yiizeylerinin diizlem ve
katenoid oldugu bilinen bir sonugtur. Dolayisiyla, M yiizeyi bir diizlemin veya II

hiperdiizleminde kalan bir katenoidin agik bir parcasidir.

Yeter kosulun ispat1 agiktir. [
Aciklama 4.1 ve Teorem 4.2°den dolayi, calismanin bundan sonraki boliimiinde

minimal olmayan basit donel yiizeyler ele alinacaktir.

4.2 Birinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Basit Donel

Yiizeyler

Bu bdliimde, birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel

yiizeylerin tam siniflandirmasi verilecektir.
M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilmis bir basit donel yiizey olsun. Bu

durumda, (4.11) denklemi goz 6niine alindiginda,

2D H = ei(h}, +h3y)es +ei(hy) + (I +h3y)Dejes + h3yDeses (4.16)
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olur. Bu esitligin sag tarafinin yeniden diizenlenmesiyle
2D H = (i) +ei(y) ~ i (er) e+ (eillidy) + () + ) @i ) Jes (417)

bulunur. Dolayisiyla, H ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul,

ei(h3)) +ei(h3y) —hy, 05 (e;) = 0, (4.182)

ei(h3y))+ (3, + 13, wi(e;)) = 0, i=1,2 (4.18b)

esitliklerinin saglanmasidir. Bununla birlikte, M yiizeyinin ikinci esas formunun
(4.92) ve (4.9b) ile verilen bilesenlerinin tiimii ve profil egrisinin k egriligi sadece
s yay uzunlugu parametresine baghidir. Bu durumdan ve (4.9d) denklemlerinden
dolay1 (4.18) denklemleri i = 2 icin 6zdes olarak saglanir. Bununla birlikte, (4.18)
denklemlerinde i = 1 yazilir, (4.13) ve (4.14) ile verilen Codazzi denklemleri

kullanilirsa, M yiizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

K+ (W, —k)wni(e) = 0, (4.192)
B3y (e2) +kt = 0 (4.19b)

denklemlerinin saglanmasi oldugu bulunur. Bu denklem takimi kullanilarak asagidaki

teorem verilir.

Teorem 4.3. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan ve profil egrisi diizlemsel olan
bir basit donel yiizey olsun. M yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasi
icin gerek ve yeter kosul bir S'(a) x S!(b) tor yiizeyinin agik bir parcasi olmasidir.

Burada a ve b baz1 pozitif sabitlerdir.

Ispat. M, (2.58) denklemiyle verilen, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, 8 profil
egrisi diizlemsel olan bir basit donel yiizey olsun. Ayrica, yiizey iizerinde tanimh
(4.5) ve (4.6) ile verilen {e|,e3,e3,e4} cati alan1 g6z Oniine alinsin. Bu ¢at1 alanina
kars1 gelen konneksiyon formlarinin ve yiizeyin ikinci esas formunun bilegenleri (4.9)
denklemleriyle verilmistir. Diger taraftan, B egrisinin diizlemsel olmasindan dolay1

7 =0 olur.

Simdi, gerek kosulun ispat1 icin M yiizeyinin H ortalama egrilik vektoriiniin paralel

oldugu varsayilsin. Bu durumda, (4.19) denklemleri saglanir. T = 0 olmasindan
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dolay1 (4.19b) denkleminden hgz(ﬂzl (e2) = O bulunur. Bu esitlik, (4.9b) ve (4.9¢)
denklemlerinden x'y” —x”'y' = 0 veya 7/ = 0 bulunur. M yiizeyinin tamamiyle E* Euclid
uzayinda kalmasindan dolay1, A¢iklama 4.2°den x'y” — x”'y' # 0 elde edilir. Dolayisiyla,
7' =0, yani, b pozitif bir sabit olmak iizere z = b olur. Ayrica, 7 = 0 olmasindan dolay1,
(4.19a) denkleminden k’(s) = 0, yani, k(s) = sabit bulunur. Sonug olarak,  egrisi, a bir
pozitif sabit olmak iizere B(s) = (acos(2),asin(2),b) ¢emberinin agik bir parcasidir

N N
a a
ve M C S'(a) x S'(b) olur.

Tersine, S' (a) x S'(b) tor yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin paralel oldugu bilinen
bir sonugtur. 0
Bu alt boliimiin bundan sonraki kisminda, profil egrisi diizlemsel olmayan, yer
vektoril (2.58) ile verilmis bir basit donel yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin paralel
olamayacag1 gosterilecektir. Ik olarak asagidaki yardimci teorem ile 7/ = 0 ozel

durumunda ispat yapilacaktir.

Yardimci Teorem 4.4. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, yer vektorii (2.58) ile
verilmig bir basit donel yiizey olsun ve yiizeyin 8 = (x,y,z) profil egrisinin diizlemsel
olmadigi, z koordinat fonksiyonunun ise lineer oldugu varsayilsin. Bu durumda M

yiizeyinin ortalama egrilik vektorii paralel olamaz.

Ispat. M, yer vektorii (2.58) ile verilmis bir basit donel yiizey olsun ve yiizey iizerinde
tanimli (4.5) ve (4.6) ile verilen {ej,er,e3,e4} catt alan1 gz Oniine alinsin. Bu
catr alanina kars1 gelen konneksiyon formlarinin ve yiizeyin ikinci esas formunun
bilesenleri (4.9) denklemleriyle verilmistir. Yizeyin B(s) = (x(s),y(s),z(s)) profil
egrisinin diizlemsel olmadig1 ve z koordinat fonksiyonunun lineer oldugu varsayilsin.
Bu durumda, B(s) = (x(s),y(s),a1s +az) ve B'(s) = (x'(s),)'(s),a1) olur. Burada a;
ve ay sabitlerdir. B egrisinin yay uzunluguna gore paremetrelenmis olmasindan dolayi,

X242 —|—a% = 1 esitligi saglanir ve B egrisi diizlemsel olmadi8 i¢in 0 < |a;| < 1 olur.

Dolayistyla, ¥’ = /1 —a3cos6 ve y = /1 —a%cos6 olacak sekilde bir 6 = 0(s)
diizgiin fonksiyonu vardir ve B’ = (y/1—a3cos6,,/1 —a?sin6,a;) olur. Dogrudan

hesapla,
B" = (—y/1—a}0'sinB,/1 —a}6'cos 6,0), (4.20)
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B" =(—\/1—a}0"sin6,,/1—at6"cos6,0)
+(—1/1—d3(6")*cos0,—1/1—a3(6')*sinB,0),

elde edilir. Bu esitliklerden B egrisinin egrilik ve burulmasi sirasiyla k = /1 — a%@’
ve T = a1 0’ olarak elde edilir. Dolayisiyla, k ve T

r—_ Y 4 4.21)

\/1—a%

esitligini saglar. Dogrudan hesapla (4.9) denklemlerinden

3 A —\/l—a%
h =0 hyy=——"-——, (er)= (4.22)

ais+ap ais+ap

bulunur.

Simdi, M yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin paralel oldugu varsayilsin. Bu
durumda, (4.19) denklemleri saglanir. (4.19a) ve (4.22) denklemlerinden ¢ bir sabit
olmak iizere

1

k= ,
ais+ap

(4.23)

bu esitlik ve (4.21) denkleminden ise

aicy

T= (4.24)
\/1—di(ais+a)

elde edilir. (4.22)-(4.24) esitlikleri, (4.19b) denkleminde yerine yazilirsa,

a(1— a% +c%)
(a1s+ap)?

hgza)zl(ez)—l—kfz =0

denklemi bulunur. Dolayisiyla a; = 0 olmalidir. Bu durum bir celigkidir. Yani, M
yiizeyinin ortalama egrilik vektorii paralel olamaz. [

7" # 0 olmasi durumunda ilk olarak asagidaki yardimci teorem verilecektir.

Yardime1 Teorem 4.5. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, z” 0 olmak iizere,
B(s) = (x(s),y(s),z(s)) profil egrisi diizlemsel olmayan ve (2.58) ile verilen bir basit
donel yiizey olsun. Bu durumda, M yiizeyinin ortalama egrilik vektoriiniin paralel
olmasi icin gerek ve yeter kosul, B(s) egrisinin x, y ve z koordinat fonksiyonlari ile

k egriliginin, sifirdan farkli bazi ¢ ve c¢; sabitleri icin

=3 (4.25)
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ve
z(y" =x"Y) = e (4.26)
diferansiyel denklemlerini saglamasidir.

Ispat. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, B profil egrisi diizlemsel olmayan ve
yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit donel yiizey olsun ve 7’ # 0 esitsizligi saglansin.
Ayrica, yiizey iizerinde tamimh (4.5) ve (4.6) ile verilen {e},e3,e3,e4} cati alam goz
ontine alinsin. Bu ¢at1 alanina kars1 gelen konneksiyon formlarinin ve yiizeyin ikinci
esas formunun bilesenleri (4.9) denklemleriyle verilmistir. 7/ # 0 olmasindan dolayi,
(4.9a) denkleminden hgz = 0 bulunur. Ayrica, M yiizeyinin 8 profil egrisi diizlemsel

olmadigi i¢in 7 burulmasi sifirdan farklidir.

Gerek kosulun ispat1 icin M yiizeyinin H ortalama egrilik vektoriiniin paralel oldugu
kabul edilsin. Bu durumda, (4.19) denklemleri saglanir. (4.9a), (4.9b) ve (4.9¢)

denklemleri, (4.19) denklemlerinde yerine yazilirsa

kk'Z?>+77'+kz7 = 0, 4.27)

(x/y// _x//y/)z/ + Tk2Z2 — 0 (4.28)

A/

esitlikleri elde edilir. Ayrica, T # 0 olmasindan dolayi, (4.28) denkleminden 7'(xy
x"y") # 0 bulunur. Bu esitsizlik, (4.9b) ve (4.9¢) denklemlerinden hézwzl (e2) #0elde

edilir.

Diger taraftan, (4.27) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa (%)’ + (z22)' = 0
elde edilir ve bu denklemin integre edilmesiyle (4.25) esitliginin bir ¢; # 0 sabiti i¢in

saglandig1 goriiliir.

Simdi, (4.27) ve (4.28) denklemleri sirasiyla 7 ve —Zé ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

12
Z
,L_kklzz 1 - ( x y// _x//y/) -0
Z

denklemi elde edilir. Bu denklemin iki tarafi kz” ye boliiniir, (4.9b) ve (4.9¢) esitlikleri

kullanilirsa

Ty (e2)h3, + KT+ (o1 (e2))*h3y =0 (4.29)
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elde edilir. (4.14) denkleminden elde edilen Th3, = h3,w1(e2) — (h3,)" ifadesi (4.29)

denkleminde yerine yazilirsa
—on1(e2)(h3y) + KT+ 2021 (e2)°h3, = 0 (4.30)
bulunur.

Diger taraftan, T fonksiyonu (4.19b) denkleminden 7 = —(021(e2)h‘2‘2 /k seklinde

coziiliir ve (4.30) denkleminde yerine yazilirsa (4.9c) denkleminin kullanilmasiyla,

k/ Z/ h4 /
@21 (e2)h3, (; 4224 hiZ) ) =0 4.31)
< 22

bulunur. @y, (ez)hg2 # 0 olmasindan dolayi (4.31) denkleminden
k/ / ]’l4 I
K2 ) 4.32)
k z h3,
elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii, ¢, bir keyfi sabit olmak iizere h‘z‘Zkz2 =—0
seklindedir. Bu esitlikte (4.9b) denkleminin kullanilmasiyla (4.26) denklemine ulagilir.

Bununla birlikte, ¢; = 0 olmas1 durumunda h‘z‘2 = 0 c¢ikar ki bu miimkiin degildir.

Dolayisiyla, ¢, sifirdan farkli bir sabittir.

Yeter kosulun ispati i¢in (4.25) ve (4.26) denklemlerinin bazi ¢; > 0 ve ¢y # 0
sabitleri igin saglandigi kabul edilsin. (4.25) denkleminin tiirevi alinirsa 277" +
277k* 4+ 22%kk’ = 0 esitligi elde edilir. Bu esitlikte (4.9a) ve (4.9c) denklemlerinin

kullanilmasiyla (4.19a) denklemine ulagilir.

(4.9b) ve (4.26) denklemlerinden In |A3,kz?| = In|cy| bulunur. Bu esitligin tiirevi
almirsa (4.32) denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi kh‘z‘2 ile carpilir ve
(4.9c) denklemi kullamlirsa k'h3, — 2k (e2)h3, + k(h3,) = 0 esitligine ulagilir. Bu
ve (4.14) Codazzi denkleminden

K15, — kany (e2)hyy — Thh3, =0 (4.33)

elde edilir. (4.19a) denkleminden k' = —am(ez)hgz + w1 (ez)k seklinde ¢oziiliir ve
(4.33) denkleminde yerine konulursa h3,(@,(e2)h3, + Tk) = 0 bulunur. Bu esitlik,
hgz # 0 olmasindan dolayi, (4.19b) denkleminin saglanmasin1 gerektirir. Boylece,
(4.19) denklemlerinin saglandig1 gosterilmis olur ki, bu da M yiizeyinin ortalama
egriliginin paralel oldugunu gosterir. O
Egriler teorisiyle ilgili olan agagidaki yardimci teorem ilerde kullanilacaktir.
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Yardimer Teorem 4.6. B(s) = (x(s),y(s),z(s)), E* Euclid uzaymda C?> sinifindan
ve yay uzunluguna gore parametrelendirilmig bir egri, ayrica 0 < |Z/| < 1 olsun.
Bu durumda egrinin k = k(s) egriligi ile x = x(s), y = y(s) ve z = z(s) koordinat

fonksiyonlar1
k2(1 . Z/2) _ (x/y// _x//y/)z ‘|‘Z”2 (4.34)
diferansiyel denklemini saglar.

Ispat. B = (x(s),y(s),z(s)) egrisinin yay uzunluguna gore parametrelendirilmis
olmasindan dolay, egrinin x(s), y(s) ve z(s) koordinat fonksiyonlart X2 +y2 + 7% = 1

diferansiyel denklemini saglar. 7/ 2 # 1 olmasindan dolayi,

X =+/1-=7%cos0, (4.35)
Yy =+v1-7%sin6 (4.36)

olacak sekilde bir 6 = 0(s) fonksiyonu vardir. Dogrudan hesapla

K= (V1 —z’z)’cose —v/1—-7%0'sin0,
y' = (V1 —z’z)’sine—i— V1—7%6"cosO

bulunur. Bu esitlikler kullanilarak

2

K2 = "2 +y//2 12 1 Z_Z/z (1 _Z/2>6/2 (4.37)
ve
Ky =¥y =(1- z’z)G’ (4.38)
x/y// . x//y/
elde edilir. 8’ fonksiyonu, (4.38) denkleminden 8’ = 1—/2) seklinde coziiliir ve
-z
(4.37) denkleminde yerine yazilirsa, (4.34) denklemine ulasilir. ]

Onerme 4.7. M, (2.58) ile verilmis, tamamiyle E* Euclid uzaymin icinde kalan bir
basit donel yiizey olsun. M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii paralel ise B (s) profil

egrisi diizlemseldir.
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Ispat. M, (2.58) ile verilmis, profil egrisi diizlemsel olmayan bir basit donel yiizey
olsun. Bu durumda B profil egrisinin burulmasi 7 sifirdan farklidir. Ayrica, B(s)
fonksiyonu yay uzunluguna gore parametrelendirilmis oldugundan dolay1 (4.4) esitligi

saglamr. Dolayisiyla, |Z'| < 1 olur.

Simdi, yiizeyin H ortalama egrilik vektoriiniin paralel oldugu kabul edilsin. Bu
durumda, Yardimci Teorem 4.5’den dolayi,  egrisinin koordinat fonksiyonlart,
egriligi ve burulmasi, sifirdan farkli bazi ¢; ve ¢, sabitleri i¢cin (4.25) ve (4.26)

denklemlerini saglar. (4.26) ve (4.34) denklemlerinden

2112 2
_Iite (4.39)
2(1-2"7)
bulunur. (4.25) ve (4.39) denkleminden ise
PP = -+ (- - l)z/2 + 7 (4.40)

diferansiyel denklemi elde edilir.

Simdi, u fonksiyonu, 7> (s) = u(z(s)) olacak sekilde tanimlansin. Bu esitligin tiirevi

alinirsa, 7/ = %% bulunur. Bu esitliklerin (4.40) denkleminde yerine konulmasiyla

1 du 2
Zzz(d_z) = -G+ (] - Du+u? (4.41)

esitligine ulagilir. Ayrica bu esitligin yeniden diizenlenmesiyle,

&=/ (1—c})2 +433 (4.42)

ve € € {—1,+1} olmak iizere

d d
e — = 2T (4.43)
+1 4
V-t -
bulunur. (4.43) denkleminin genel ¢6ziimii, baz1 pozitif c3 sabitleri icin
2U—ct—1
cosh™! (N#) = Inc3z%¢ (4.44)
)
seklindedir. Bu esitlikten
2
1
7%= U= cl;— +%cosh(ln63z2£)
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bulunur. Ayrica, bu esitlik ve 7/ 2 < 1 esitsizliginden ¢ikan

241
Cl;_ + %cosh(lnqzzg) <1

esitsizliginin yeniden diizenlenmesiyle

2

So

elde edilir. Bu esitlikten, f(x) = coshx fonksiyonunun en kiiciikk degerinin 1

cosh(Inc3z%¢) <

olmasindan dolayi, 1 < % bulunur. Bu esitsizlikten ise &) < 1 — c% elde edilir.
Diger taraftan, (4.42) denkleminden, ¢, # 0 olmasindan dolay1, &y > 1 — c% esitsizligi
bulunur. Fakat son iki esitsizligin ayn1 anda saglanmasi miimkiin degildir, yani 7/ > 1
olmalidir. Dolayisiyla (4.4), (4.25), (4.26) denklem sisteminin bir ¢dziimil yoktur. Yani
ortalama egrilik vektorii paralel olamaz. O]
Teorem 4.3, Yardimc1 Teorem 4.4 ve Onerme 4.7 yardimiyla, asagidaki teorem ifade

edilir.

Teorem 4.8. Tamamiyle E* icinde kalan bir basit donel yiizeyin ortalama egrilik
vektoriiniin paralel olmasi igin gerek ve yeter kosul profil egrisinin B(s) =
(acos(?),asin(%),b) ¢emberinin bir agik pargasi olmasidir. Bu durumda, M donel
yiizeyi bir S!(a) x S!(b) tor yiizeyinin acik bir pargasi olur. Burada a ve b baz1 pozitif

sabitlerdir.

Teorem 4.9. Tamamiyle E* icinde kalan bir basit dénel yiizeyin birinci cesit noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul bir S'(a) x S!(b) tor

yiizeyinin agik bir parcasi olmasidir. Burada a ve b bazi pozitif sabitlerdir.

4.3 Ikinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Basit Donel Yiizeyler
[lk olarak, Yardimci Teorem 2.4 kullamlarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.10. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit donel yiizey
olsun. M yiizeyinin v = e3 A e4 Gauss tasviri
Av = (k4 (1) + (i$)%) ) v = (Whaoa1(e2) + Tk )1 A3
+ (k' + (hgz — k), (ez))el Ney

denklemini saglar. Burada ey, e, e3 ve e4 (4.5) ve (4.6) denklemleriyle verilen vektor

(4.45)

alanlaridir.
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Ispat. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen bir basit donel yiizey olsun.
Ayrica, yiizey tizerinde tanimh (4.5) ve (4.6) ile verilen {e},es,e3,e4} cati alan1 goz
Ontine alinsin. Bu ¢at1 alanina kars1 gelen konneksiyon formlarinin ve yiizeyin ikinci
esas formunun bilesenleri (4.9) denklemleriyle verilmistir. Bu denklemler g6z Oniine
alindiginda, M yiizeyinin ikinci temel formunun uzunlugunun karesi ||2|* ile A3 ve A4

sekil operatorlerinin izlerinin, sirasiyla,

1Rl = K+ ((13,)* + (h3)?), (4.46)
ttAy = k+h,, (4.47)
ttA, = h3, (4.48)

oldugu goriiliir. trAs ile trA4 fonksiyonlarinin sadece s yay uzunluguna bagli olma-
sindan dolay1, (4.13) ve (4.14) Codazzi denklemleri kullanilarak, bu fonksiyonlarin

gradyentleri

V(trd;) = (K +wi(er) (3, — k) +Ths,) e, (4.49)

V(ttAy) = (K,mni(ex) —Th3,) e (4.50)

olarak elde edilir. (4.9d), (4.11), (4.49) ve (4.50) denklemleri kullanilarak n = 2 icin

(2.48) esitliginin sag tarafindaki son ii¢ terim hesaplanirsa,

2
2 Z a)g:’(ej)ej /\H—I—V(tI‘Ag,) Neyg— V(tI'A4) Ne3 = —Ter N\ [(k—l-h%z)% +/’l§2€4}
=1

+ [k/ + (1)21(62)(/132 — k) + Thgz} et Neq— [hgza)m(ez) — Th%z} [AWAY4)
=— [/’132(021 (62) + Tk} e1Ne3+ [k/ + (62)(}132 — k)] e1/\ey
(4.51)

elde edilir. Ayrica, Yardimci Teorem 4.1°den dolayi RP (e1,e2;€3,e4) = 0 olur. Bu
esitlik, (4.46) ve (4.51) ifadeleri, n = 2 i¢in (2.48) denkleminde yerine yazilirsa (4.45)
denklemine ulagilir. [
Diger taraftan, Yardimci Teorem 2.2’in bir sonucu asagida verilmistir ve daha ileride

kullanilacaktir.

Yardime1 Teorem 4.11. M, E* Euclid uzayinda bir yiizey olsun. Ayrica M iizerinde

taniml1 bir ortonormal cat1 alani {e},e;,e3,e4} ile verilsin. Bu durumda, A?(E*) = ES
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uzayinda

C=Cize1 Ne3+Cige; Neg+ Cagez Ney (4.52)

formunda bir C vektor alaninin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, C13, Ci4, C34

bilesenlerinin i = 1,2 icin

ei(C13) = (e;)Crq—hiCaa, (4.53a)
ei(Clq) = —asy(e)Ciz+hiCaa, (4.53b)
ei(Cy) = h}Ci3—h3Cy, (4.53¢)
0 = —ao(e))Ci3+hhCay, (4.53d)
0 = hHCiz+hhCiy, (4.53¢)
0 = (e)CrathHCs (4.53f)

denklem takimini saglamasidir.

1spat. (2.36) - (2.39) denklemleri n = 2 i¢in yazilip Cjp = Co3 = Co4 = 0 oldugu goz
oniine alinirsa (4.53) ile verilen denklem takimina ulagilir. [
E* Euclid uzayinin bir basit donel yiizeyinin ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip olmasi i¢in bir gerek kosul asagidaki yardimci teoremle verilir.

Yardima Teorem 4.12. M, E* Euclid uzayinda yer vektorii (2.58) ile verilen ve
tamamiyle [E* uzayinda kalan bir basit donel yiizey; 7, donel yiizeyin 8 profil egrisinin
burulmasi ve ey, es, e3, e4 ise (4.5) ve (4.6) denklemleri ile verilen vektor alanlari
olsun. Eger M yiizeyi ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip ise (2.47)
denklemindeki C vektorii (4.52) ile verilen formdadir. Ayrica, f, Ci3, Ci4 ve Cxy

fonksiyonlar1 sadece profil egrisinin s yay uzunlugu parametresine baghdir ve

h3,C13+h3,Cly = 0, (4.54)
h3,Csa — 1 (€2)Ci3 = 0, (4.55)
(Ci3) = 1Ci4 (4.56)

denklemleri saglamir. Ayrica, bu ii¢ denklemin saglanmasi durumunda, E® Euclid
uzaymda C = Ci3(s)e; A ez + Cra(s)e; A eq + Caa(s)ez A eq vektor alani sabit bir
vektordiir.
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Ispat. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan yer vektorii (2.58) ile verilen bir
basit donel yiizey olsun. Ayrica, (4.5) ve (4.6) denklemleri ile verilen {e},ez,e3,e4}
ortonormal baz alani goz Oniine alinsin. Bu cati alanina karsi gelen konneksiyon
formlarinin ve yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri (4.9) denklemleriyle
verilmigtir. Diger taraftan, M basit donel yiizeyinin v = e3 A e4 Gauss tasviri Sonug
4.10’dan dolay1 (4.45) denklemini saglar. Ayrica, M yiizeyinin tamamiyle E* uzayinda

kalmasindan dolay1, Ac¢iklama 4.2 g6z 6niine alindiginda, h‘z‘2 = 0 oldugu goriiliir.

Simdi, M yiizeyinin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu, yani, (2.47)
denkleminin E® uzayinda bir
C= ) Capeales (4.57)
1<A<B<4
sabit vektoril ve f fonksiyonu i¢in saglandigi varsayilsin. Bu durumda, (2.47) ve (4.45)

denklemlerinden

flv+C) = [kz ()2 + (h‘z‘z)z)} v— [h‘z‘zwzl (e2) + Tk| e Aes

(4.58)
+ [k/ + (3, — k) oy (62)} e1 N\ey
esitligine ulagilir. (4.57) ve (4.58) denklemlerinden
—fCi3 = hyw(e2) + Tk, (4.59)
fClu = K+ (hy—k)mi(e), (4.60)
f+GCa) = K+ (h3)* + (h3)?, (4.61)
C3=Cu=Cy = 0 (4.62)

elde edilir. Dolayisiyla, C vektort, (4.52) ile verilen formdadir.

C vektoriiniin sabit olmasindan ve Yardimci Teorem 4.11°den dolayi, Ci3, Ci4, C34
fonksiyonlar1, (4.53) denklemlerini saglar. i = 2 i¢in yazilan (4.53a) - (4.53c)
denklemlerinde (4.9a), (4.9b) ve (4.9d) denklemleri kullanilirsa, e;(Cy3) = e3(Cl4) =
e2(C34) = 0 elde edilir. Bu esitlikler ve (4.59) denkleminden ise e>(f) = O bulunur.
Dolayisiyla, Cy3, Ci4, C34 ve f fonksiyonlart sadece s parametresine baghdir. Diger
taraftan, i = 2 i¢in yazilan (4.53e), (4.53d) denklemlerinde ve i = 1 i¢in yazilan
(4.53a) denkleminde (4.9a) - (4.9¢) denklemleri kullanilirsa, sirasiyla, (4.54) - (4.56)

denklemlerine ulagilir.
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Ispatin geri kalan kisminda, (4.54) - (4.56) denklemlerinin saglanmasi durumunda
C=C3(s)e1 Ne3+Cra(s)e; Neg+ Cza(s)es Ney (4.63)

ile verilen C vektor alaninin sabit olacagi gosterilecektir. Yardimci1 Teorem 4.11 ve

(4.9) denklemlerinden dolay1

w1 (e2)Cra+h3,Cs4 = 0, (4.64)
(C14)/ = —1C13+kCsq4, (4.65)
(Cs) = —kCiy (4.66)

esitliklerinin saglandiginin gosterilmesi yeterlidir. (4.54) ve (4.55) denklemleri

strastyla @ (e2) ve /3, ile carpilip taraf tarafa toplanirsa,
hyy (@21 (e2)Cra+h3,Ca4) = 0 (4.67)
elde edilir. Dolayisiyla, (4.67) denkleminden (4.64) esitligine ulagilir.

(4.54) denkleminin iki tarafinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,
(h3,)C13+ 13 (C13)' + (h3)'Cra +h3(C1a) = 0 (4.68)

bulunur. (4.68) denkleminde (4.13), (4.14) Codazzi denklemlerinin ve (4.56) esitliginin

kullanilmasiyla
((021 (62)(}132 —k)+ ‘L'hgz) Cizs+ Th%2C14 + (h%z(l)m (e2) — ’L'h%z) Cia .
+13,(C1a) =0

elde edilir. (4.69) denklemi
W1 (e2) (13,C13 + 13,C1a) — kani (€2)Ci3 + Th3,Ci3 + 135 (Cla) =0 (4.70)
seklinde yeniden diizenlenir ve (4.54), (4.55) denklemleri kullanilirsa,
W3, ((C14) +7C13 —kC34) =0 (4.71)

elde edilir. h‘z‘2 # 0 olmasindan dolay1, bu esitlik, (4.65) denklemini gerektirir. Bu
kez (4.55) esitliginin iki tarafinin s parametresine gore tiirevi alinip benzer islemler
yapilirsa (4.66) denklemine ulasilir. Boylece ispat tamamlanmais olur. ]
Asagidaki yardimei teorem ile E* Euclid uzayinin bir basit donel yiizeyinin ikinci gesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in profil egrisinin saglamasi gereken

gerek ve yeter kosul elde edilir.
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Yardimeci Teorem 4.13. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan ve yer vektorii (2.58)
ile verilen bir basit donel yiizey olsun. M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmast igin gerek ve yeter kosul, 8 profil egrisinin k egriligi ve T

burulmasi ile z koordinat fonksiyonunun
2E(1-7%) = 2%+d, (4.72)
zt(bo+2) (@ +77%?) = —ao (a% +227? + (1 +bp2)(1 -7 2)) (4.73)

denklemlerini saglamasidir, burada ag ve bg sifirdan farkl sabitlerdir.

Ispat. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan ve yer vektorii (2.58) ile verilen bir
basit donel yiizey olsun. Ayrica, (4.5) ve (4.6) denklemleri ile verilen {e},ez,e3,e4}
ortonormal baz alan1 gb6z Oniine alinsin. Bu cati alanina karsi gelen konneksiyon
formlarinin ve yiizeyin ikinci esas formunun bilesenleri (4.9) denklemleriyle
verilmistir. M yiizeyinin tamamiyle E* Euclid uzayinda kalmasindan dolay1, A¢iklama

4.2 g6z Oniine alindiginda h%z = 0 oldugu goriiliir.

Simdi, gerek kosulun ispati icin M ylizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda, (4.58) denklemi diizgiin bir f
fonksiyonu ve C # 0 sabit vektorii i¢in saglanir. Yardimcr Teorem 4.12’den dolay1
C vektorii (4.52) denklemi ile verilen formdadir; Ci3, Ci4 ve Cz4 bilesenleri ile f
fonksiyonu sadece s degiskenine baghdir ve (4.54) - (4.56) denklemleri saglanir. (4.52)
ve (4.58) denklemlerinden (4.59) - (4.61) esitlikleri bulunur.

Simdi, diizgiin bir Q = Q(s) fonksiyonu, Q = —Cy3/h3, seklinde tanimlansm. Bu

esitlikten Cy3 bileseni
Ciz = —0h, (4.74)
seklinde ¢oziiliir ve (4.54) ve (4.55) denklemlerinde yerine yazilirsa
Cia = Qh, (4.75)
Gy = —Qm(e) (4.76)

bulunur. Dolayisiyla, C vektoriintin sifirdan farkli olmasi, Q # 0 olmasini gerektirir.

(4.74) ve (4.75) denklemleri, (4.56) denkleminde yerine yazilirsa,

d
(- 0h3) = T0hy, (4.77)
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bulunur. Bu esitlik
—Q'h5, — Q(h3,) = 10M3, (4.78)
seklinde yazilir ve (4.14) Codazzi denklemi kullanilirsa
—thézlz - Q(hgzabl (e2) — Th%z) = TQh%Z (4.79)

elde edilir. Bu denklemde gerekli sadelestirmeler yapilir ve hgz # 0 esitsizligi ile (4.9d)
/

esitligi kullanilirsa, Q' = QZ— bulunur ve
Z
0=— (4.80)

olur. Burada bg # 0 bir sabittir.

Diger taraftan, (4.74) - (4.76) denklemleri (4.59) - (4.61) denklem sisteminde yerine

yazilirsa,
fOI5, = hym(ex)+ Tk (4.81)
fO, = K4 (3, —k)an(er)e (4.82)
f(1=Qwy(e2)) = K+ (h3,)* + (hi3)° (4.83)

elde edilir. Bu denklemlerin ilk ikisi sirasiyla hgz ve h‘z‘2 ile carpilir ve taraf tarafa

cikartilirsa
h3,Thk = h3, [K — kany (e2)] (4.84)

bulunur. (4.14) denkleminden /3,7 terimi, th3, = h3, @ (e2) — (h3,)" seklinde ¢oziiliir

ve (4.84) denkleminin sol tarafinda yerine yazilirsa,
13 (K —kani(e2)) = k(3,01 (e2) — (h3,)') (4.85)

bulunur. Bu denklem yeniden diizenlenirse 43,k' + k(h3,)" — 2kh3, %1 (e2) = 0 halini

alir. Bu esitligin her iki tarafi hézk fonksiyonuna boliiniir, (4.9d) esitligi kullanilirsa

k' 4 (hgz)/

—+2— =0 4.86
PR i, (4.86)
elde edilir, bu esitligin integre edilmesiyle ag # 0 bir sabit olmak iizere kzzh‘z‘2 =—ap
bulunur. (4.9b) denkleminin kullanilmasiyla,
03 = Ay — ¥ = ao (4.87)
Z
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esitligine ulagilir. Yardimci Teorem 4.6°da verilen (4.34) denklemi kullanilirsa (4.72)

denklemine ulasilir.

Diger taraftan, (4.81) ve (4.83) denklemleri sirasiyla (1 — Q@ (ez)) ve Qh‘é2 ile
carpilip taraf tarafa ¢ikarilir ve Q fonksiyonunun degeri, (4.80) denkleminden yerine
yazilirsa

<

. <k2+(hgz)z+(hgz)2)h§2 - (hgza)zl(ez)—i—‘ck) <1 —bioam(ez)> (4.88)

esitligi elde edilir. Ayrica, (4.9a) ve (4.9b) denklemi kullanilirsa, (43,)* + (h3,)? ifadesi

Z//2 4 ( x/y// _ x//y/)z
()" + (h3)* = o (4.89)

olarak elde edilir. (4.34) denklemi,

724 (x’y” o x//y/)z

12
K2 =1
seklinde yazilir ve (4.89) denkleminde yerine konulursa,
332 4 \2 -2
()" + ()" = — (4.90)

bulunur. (4.9b),(4.9c) ve (4.90) denklemleri, (4.88) denkleminde yerine yazilir,

esitligin her iki tarafi by ile carpilirsa

1_/2 /
(e TR 2 (B2 ) (g1 2) (4.91)

elde edilir. (4.72) ve (4.87) denklemi bu esitlikte yerine yazilir ve gerekli
sadelestirmeler yapilirsa (4.73) denklemine ulasilir. Boylece gerek kosul ispatlanmig

olur.

Yeter kosulun ispati icin M basit donel yiizeyinin B profil egrisinin z koordinat
fonksiyonu ile k egriligi ve T burulmasimin (4.72) ve (4.73) denklemlerini, sifirdan
farkli ag ve bg sabitleri i¢in sagladiklar1 kabul edilsin. Bu durumda, (4.34) ve (4.72)
denklemlerinden (4.87) denklemi elde edilir.

by + 7' = 0 olmasi durumunda (4.73) denkleminden

_ap (ag 4224 (1 z’2)2) =0 4.92)
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¢ikar ki ag # 0 olmasindan dolayr bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, by + 7' # 0
olmalidir. (4.72) denkleminden dolay1 (1 —2’ %) = 0 esitsizligi de saglanmalidir. M basit

donel yiizeyinin v Gauss tasvirinin

a3+ 227" + (1 + bo?)(1 -7% 7

f = bo - =1, (4.93)
2(by+2)(1-2?) 22
/! /
ap Z Z
C = L elhes———eiNeg+—v 4.94
bokzel e3 b0k€1 e4+ by (4.94)

ile verilen f diizgiin fonksiyonu ve C vektorii i¢in (2.47) denklemini sagladig1 ve C

vektoriiniin sabit oldugu gosterilecektir.

1" /

(4.87) denklemi kullanilirsa, C vektoriiniin C3 = %, Cuy = —ﬁ ve C3g = If—o

bilesenlerinin (4.74) - (4.76) denklem takimim Q = b%) icin sagladig1 goriiliir.
Dolayisiyla, Q fonksiyonu (4.77) denklemini saglar. (4.74) - (4.76) esitlikleri, (4.54)
ve (4.55) denklemlerinin saglanmasim gerektirir. (4.74), (4.75) ve (4.77) denkleminden

ise (4.56) bulunur. Yardimci Teorem 4.12’den dolay1 C vektorii sabittir.

Diger taraftan, (2.47) denkleminin saglanildigim1 gostermek igin (4.59) - (4.61)
denklemlerinin saglandigin1 gostermek yeterlidir. (4.72) ve (4.73) denklemlerinin taraf

tarafa carpilip yeniden diizenlenmesiyle,

aop [a(z)+z2z"2+ (1+boZ)(1 —z’z)}
thz=— 5 (4.95)
22(bo+7)(1—77)

elde edilir. (4.93), (4.94) ve (4.95) denklemlerinden dogrudan hesapla
a3+ 727" + (1 +bo?)(1 —7%) Z/]

aop
fCy =2
fCi3 o=

2(bo+2)(1-27) 22

/ /
apz —a —Z
T+kz3 T+(kzz)(z)

bulunur. Bu denklemde (4.9b), (4.9¢) ve (4.87) denklemlerinin kullanilmasiyla, (4.59)

(4.96)

denklemine ulasilir.

Diger taraftan, (4.90) denklemi kullamilirsa ||4|? terimi
1 _Z/2 _ Z2Z//2 +a% 1 _Z/2
ZZ Z2(1 . Z/Z) 22

seklinde hesaplanir. Bu esitlikte (4.72) denklemi kullanilir ve gerekli diizenlemeler

1R]|> = K2+ (h3,)* + (h3,)* = k> + (4.97)

yapilirsa,

K+ (h3,)* + (13,

@ g (12 ( z’) (4.98)

2(1=2%)(bo+7)
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bulunur. (4.93), (4.94) ve (4.98) denklemlerinden (4.61) elde edilir. Diger taraftan,
(4.87) denklemi kullanilirsa

Ky — ¥y  —a
kz 22k

bulunur. Bu denklemden elde edilen h‘z‘zkz2 = qy esitliginin her iki tarafinin tiirevi

alinirsa (4.86) denklemine ulagilir. (4.14) ve (4.86) denklemlerinden (4.84) esitligi elde

h3, = — (4.99)

edilir. (4.59) denkleminden Tk terimi

Tk = —(fCi3 +h3, 1 (e2)) (4.100)

coziiliir ve (4.84) denkleminde yerine yazilirsa

I3 (fC13 + By 1 (€2)) = Iy (K — koo (e2)) (4.101)

bulunur. Bu denklem

—fCi3hy = W3y (K — ko (€2) + 13,002 (€2)) (4.102)

seklinde diizenlenir ve bu esitligin sol tarafindaki terimde (4.54) denklemi kullanilirsa,
h‘z‘2 # 0 olmasindan dolay1, (4.60) denklemine ulagilir. Sonug olarak (4.59) - (4.62)
denklemlerinin saglandig1 gosterilmistir. Dolayisiyla, M ylizeyinin v Gauss tasviri,
(4.58) denklemini (4.93) ve (4.94) ile verilen f diizgiin fonksiyonu ve C # 0 sabit
vektoril icin saglar. Yani, M yiizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahiptir. Boylece ispat tamamlanr. [

Teorem 4.14. M, tamamiyle E* Euclid uzaymnda kalan ve yer vektorii (2.58) ile
verilen bir basit donel yiizey olsun. M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, B profil egrisinin z koordinat

fonksiyonunun
(14 bo7) (a(z) +22" 4+ (1 - Z/Z)z) = —(bo+7)z(1—2%) (22" (4.103)

denklemini sifirdan farkli bazi ag # 0 ve by # 0 sabitleri igin saglamasi, x = x(s) ve

y = y(s) koordinat fonksiyonlarinin ise

_ _ 2 a0
X = / 1 —27/*(s) cos /z(u)(l—z’z(u))du ds +xo (4.104)

. ) . ap
y = / 1 —27/*(s)sin /z(u)(l—z’z(u))du ds+yo (4.105)



ile verilmesidir. Burada —1 < 7/ < 1 ve xq, yo ve so baz1 keyfi sabitlerdir.

Ispat. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan ve yer vektorii (2.58) ile verilen bir
basit donel yiizey olsun. Ayrica, 8 = 6(s) fonksiyonu, (4.35), (4.36) denklemlerini
saglayacak sekilde tanimlansin. Bu durumda, dogrudan hesapla, Z = /1 — z/? olmak

uzere

¥ = ZcosO, (4.106)
X" = Z'cos@—2Z0'sin0, (4.107)
X" = (Z2'-27(0')*)cos0 — (22'6' +26")sin0, (4.108)
Yy = Zsin6 (4.109)
y' = Z'sin0+2Z6'cosO (4.110)
Y' = (2'-2(0')?)sin0 + (226’ +26") cos 0 (4.111)

bulunur. Bu esitlikler kullanilarak gerekli hesaplar yapildiginda, k ve T fonksiyonlari

B egrisinin, sirasiyla, egrilik ve burulmasi ve p3 = x’y” — x”"y’ olmak iizere

1112
Tkz — (fZ < > +Z//I) 9/ + ((1 . Z/z)zl) 9/3 - Z//9//7 (4.112)
—Z
ps = (1-72¢ (4.113)

elde edilir.

Simdi, gerek kosulun ispati i¢in M yiizeyinin ikinci c¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Yardimci Teorem 4.13’dan dolayz,

(4.72) ve (4.73) denklemleri sifirdan farkli bazi ag ve by sabitleri icin saglanir.

(4.72) ve (4.73) denklemleri taraf tarafa carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa k>
fonksiyonu
—4 (a% +222"% + (1+bo?)(1 —z’2>)
Th = > (4.114)
2(1=2%)(bo+7)

olarak elde edilir. Diger taraftan, (4.34), (4.72) ve (4.113) denklemlerinden

g —__ 4 (4.115)
2(1—27)
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bulunur. Bu denklem 6(s) = [ mdé seklinde yazilir, (4.35) ve (4.36)
50

denklemlerinde yerine konulursa,

/o 2 ; ap
X =+v1-7cos <s£ —z(u)(l—z’(u)2)d”> (4.116)
yl =1 —2/2 sin (f mm& (4.117)
50

bulunur. Bu denklemlerin ¢oziilmesiyle (4.104) ve (4.105) elde edilir. Ayrica, (4.115)

esitliginin tiirevi alinirsa,

ap[(2z77"—Z(1 —z’z))}
Z2<1 —Z/2>2

elde edilir. (4.115) ve (4.118) denklemleri, (4.112) denkleminde yerine yazilirsa

3Z/Z//2 ao ) ao 3
,L.kz _ < +Z///) L (1-797 (—
1-27 2(1—2?) ( ) 2(1—2?)

9// —

(4.118)

5 (4.119)
a0 [(2ZZ/Z” —Zl(l _ Z/ ))]
ZZ(I _ Z/2)2
bulunur. Bu denklemde gerekli sadelestirmeler yapilarak
ao 2 2_—1_/ 12 N
T = ———— [zz'z” +agz '+ (-7 (zz ] 4.120

elde edilir. (4.114) ve (4.120) denklemlerinin taraf tarafa cikartilmasiyla (4.103)

denklemine ulasilir. Boylece gerek kosul ispatlanmis olur.

Yeter kosulun ispati i¢cin B egrisinin koordinat fonksiyonlarinin (4.103) - (4.105)
denklemleriyle verildigi kabul edilsin. (4.72) ve (4.73) denklemlerinin saglandigi
gosterilecektir. (4.104) ve (4.105) esitliklerinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa, (4.116)
ve (4.117) denklemleri bulunur. (4.35) ile (4.116) denklemleri ve (4.36) ile (4.117)

denklemlerinden sirasiyla

= COS 40 .
00 = / @-7@n" (@120
U O ap
sin@ = sin /z(‘g’)(l—z’(f)z)d‘s (4.122)



denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden,

ao

o= / @17 @129

oldugu goriiliir. Ayrica, (4.123) denkleminin iki tarafimin tiirevleri alinirsa (4.115) ve
(4.118) denklemleri bulunur. (4.115) denklemi, (4.37) denkleminde yerine yazilirsa
(4.72) denklemine ulasilir.

(4.115) ve (4.118) denklemlerinin (4.112) denkleminde yerine yazilmasiyla (4.120)

denklemi bulunur. (4.103) denkleminden (1 — z/?)(zZ")’ terimi
(1 +bozl) <a(2)+Z2Z//2 + (1 _Z/2)2>
(1-2%) (") = — (4.124)
(bo+7)z
seklinde ¢oziiliir ve (4.120) esitliginde yerine konulursa
_— (14 b)) (a% + 2277+ (1 —z’2)2>
k= ———5 222 " +apz 7 —
2(1—7%)2 0 (bo+7)z
denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli sadelestirmeler yapilirsa, (4.114)

2 ao )

} (4.125)

denklemine ulagilir. (4.72) esitligi, (4.114) denkleminde yerine konulursa (4.73)

denklemine ulagilir.

M yiizeyinin profil egrisi, (4.72) ve (4.73) denklemlerini sagladif1 i¢in, Yardimci
Teorem 4.13’dan dolay1, M yiizeyi ikinci c¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahiptir. ]
|z0| < 1 olmak iizere by = —Zlo sabiti i¢in z = zos + z; fonksiyonu (4.103) denkleminin

bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla, Teorem 4.14 kullanilarak asagidaki sonug verilir.

Sonuc 4.15. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, yer vektorii (2.58) ile verilmis
bir basit donel yiizey ve z(s) = zos + z; olsun. Bu durumda M donel yiizeyinin ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M

yiizeyinin

F(s,t) = | 4——- <Z0S—|—Z1> (qo sin(goIn(z05 +z1)) -+ cos(go ln(zOs+Z1))>,

(zOs + Z1> (sin(qo In(zos+2z1)) — gocos(qoIn(zps + Zl))) S,

(208 +21) cost, (zos +z1) sint)
(4.126)
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ile verilen helikal donel yiizeye kongruent olmasidir. Burada 0 < |zo| < 1 olmak iizere

qo0 7 0, zo ve z; sabitlerdir. Bu durumda, M donel yiizeyi diizdiir.

Aciklama 4.3. (4.12) denklemi g6z Oniine alindiginda, M basit donel yiizeyinin diiz
olmasinin, 7/ = 0 olmasina denk oldugu hemen goriiliir. Sonug 4.15°den dolayi, diiz bir
M basit donel yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul M yiizeyinin yer vektorii (4.126) ile verilen yiizeye kongruent
olmasidir. Bu sonug, yakin zamanda yayinlanan [23] numarali makalede verilmistir.
Bununla birlikte, ayn1 makalede (2.47) denklemini saglayan f fonksiyonu ve C vektorii

verilmemistir.

Asagidaki onerme, [23] numarali makalede yayinlanan bu sonucun bir genellestirme-
sidir.

Onerme 4.16. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, yer vektorii (2.58) ile verilmis,
sabit Gauss egriligine sahip bir basit donel yiizey olsun. M yiizeyinin ikinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul M donel

yilizeyinin yer vektorii (4.126) ile verilen yiizeye kongruent olmasidir. Ayrica, yer

vektorii (4.126) ile verilen helikal donel yiizey, (2.47) denklemini

20
9oz +1

=—— 4.127

/ (z05+21)? ( )

fonksiyonu ve

C=—y/1—z3z0e1 Ne3 —zge3 Ney (4.128)

sabit vektorii icin saglar.

Ispat. M, tamamiyle E* Euclid uzayinda kalan, yer vektorii (2.58) ile verilmis bir basit
donel yiizey olsun. Ayrica, M yiizeyinin K Gauss egriliginin sabit oldugu varsayilsin.

Bu durumda, (4.12) denkleminden K = K bir sabit olmak iizere,
7"+ Koz=0 (4.129)

bulunur.

Simdi, gerek kosulun ispati icin M yiizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda Teorem 4.14’den dolayi, yiizeyin 3
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profil egrisinin z koordinat fonksiyonu, (4.103) denklemini saglar. A¢iklama 4.3’den

dolay1 Ko = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Ko > 0 olmasi durumunda (4.129) denkleminin genel ¢oziimii, ¢y # 0 ve sy bazi
sabitler olmak tizere z = cq sin(y/Kps + so) olur. Bu esitlik (4.103) denkleminde yerine
yazilirsa, S = \/Kos + 5o olmak {izere

(14 bg+/KococosS)(ag + Kicgsin* S+ (1 — Koch cos? S)?)
(4.130)
3

= 2+/Ky ¢} sin® S(1 — Ko cos? S) (bg + /Kococos S)

esitligi elde edilir. Bu esitligin iki tarafinin karesi alinir ve gerekli trigonotmetrik

ozdeslikler kullanilirsa P(z),

2 2
P(1) = (1 +bo /Kocot) <a3 + 1+ K2k — 2Kock (14 Kocg) 1+ 2K3c3t4>

3 2
~2/Ko ci? (1 - Kocdr?)” (bo+ VKoo ) (1-12)" (1-17)
(4.131)
seklinde tanimlanan 14. dereceden bir polinom olmak iizere P(cosS) = 0 bulunur. Bu
denklemin bir agik aralikta gerceklenebilmesi i¢in P(z) polinomunun katsayilariin

45

tiimiiniin sifir olmas1 gerekir. ' iin katsayisindan Ky = O ¢ikar. yani Ky > 0 olamaz.

Ky < 0 olmast durumunda ise (4.129) denkleminin genel ¢oziimii, ¢y # 0 ve s¢ bazi
sabitler olmak tizere z = cpsinh(y/—Kps + so) olur. Bu esitlik (4.103) denkleminde
yerine yazilirsa, T = /—Kps + so olmak iizere

(1 + bo+/ —Kocpcosh T) (a% + Kozcg sinh* 7" 4 (1 + Koc% cosh? T) 2)
(4.132)

3
=2+/—Kp c?) sinh? T(1+ Koc% cosh? T)(bo+ +/—KococoshT)

esitligi elde edilir. Bu esitligin yeniden diizenlenmesiyle P(cosh7) = 0 denklemine

ulagilir ve yukarida anlatildig: gibi yine Ky = 0 bulunur ki bu miimkiin degildir.

Boylelikle Ky = 0 oldugu bulunur. Sonug 4.15 ve A¢iklama 4.3’den dolay1, M yiizeyi,
yer vektorii (4.126) ile verilen helikal donel yiizeydir ve bu yiizeyin Gauss tasviri,
(2.47) denklemini Yardimci Teorem 4.13’nin ispatinda (4.93) ve (4.94) ile verilen f
fonksiyonu ve C vektorii i¢in saglar. Bu yiizeyin profil egrisinin yer vektoriiniin gerekli

tiirevleri, dogrudan hesapla, Q = goIn(zos + z; ) olmak iizere,

B'(s) = (\/ 1 —z(z)cos 0,4/1 —z(z) sinQ,zO> , (4.133)
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Y qozoy/ 1 — 25 . qozo\/1— 75
ﬁ (S): o cosQ,0

sinQ, ,
208+ 21 208 + 21
(4.134)
2.2 2 2.2 2
0201/ 1=z 95200/ 1 — %
" 20 " .
sS)=———pB"+| ——————cosQ,—sinQ,0
FTGs) zos+z1B (205 +21)? Q (z0s +z1)? ¢
bulunur. Bu denklemlerden,
2.2 2 2
1—
G0l =%) 0% (4.135)
(zos+21) 208 +21
elde edilir. Dolayisiyla, Teorem 4.13’da verilen (4.72) ve (4.73) denklemleri
ap = (1—23)q0z0 ve bo=—1/z (4.136)

sabitleri i¢in saglanir. Bu esitlikler (4.93) ve (4.94) denklemlerinde yerine konulursa,

7" =0 oldugu da goz 6niine alindiginda, (4.127) ve (4.128) denklemlerine ulasilir. [
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5. MINKOWSKI UZAYINDA NOKTASAL 1-TIPINDEN GAUSS TASVIRINE
SAHIP UZAYSAL YUZEYLER

Bu boliimde I['E‘f]1 Minkowski uzayinin uzaysal yiizeyleri ele alimmustir. Ik olarak
harmonik Gauss tasvirine sahip uzaysal ylizeylerin tam siniflandirmasi verilmistir.
Daha sonra birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip uzaysal yiizeylerin
bir karakterizasyonu elde edilmistir. Son olarak ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip uzaysal yiizeyler ile ilgili baz1 sinifflandirma teoremleri ifade edilmistir.

Bu boliimdeki sonuglarin bir kismi [32] numarali ¢alismada yayinlanmustir.

E"+2 Euclid uzayinda n boyutlu bir alt manifoldun Gauss tasvirinin Laplasyeni
Yardimc1 Teorem?2.4’de verilmistir. Benzer sekilde, asagidaki yardimcei teoremle E?“
yari-Euclid uzayinin n-boyutlu yonlendirilmis bir M alt manifoldunun Gauss tasvirinin

Laplasyeni elde edilmistir.

Yardimci Teorem S5.1. M, E?+2 yari-Euclid uzayinin n-boyutlu yonlendirilmisg bir alt

manifoldu olsun. M alt manifoldunun v = e, | A e, Gauss tasviri

Av=[n|Pv+2 Y &R (ej,eent1 enia)ej Nex
1<j<k<n

(5.1)

n
+ V(trAp11) Nepio +ent1 AV(ttAp ) +n Z €M (;11)(n+2) (ej)H Nej
=1

denklemini saglar. Burada, ||k||?> ve RP, sirastyla, M alt manifoldunun ikinci esas

formunun normunun karesini ve normal egrilik tansoriinii, V(trAg) ise M alt

manifoldunun Ag sekil operatoriiniin izinin gradyentini gostermektedir.

Ispat. E?“ yari-Euclid uzayinin n-boyutlu yonlendirilmis bir M alt manifoldu goz
oniine alinsin. {ey, ez,...;€,11,€n12} ise M iizerinde tamiml bir ortonormal ¢at1 alant

olsun. Dogrudan hesapla

ei(v) = <Ve,~en+l> Neni2+eni1 A <€eien+2>
(5.2)

+1 +2
sj(—h;lj ejNepyo —|—h?j ejNentt)

-

1

J
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ve

n
—eei(V) = Z € <ei(h1r‘lj+1)ej Nenya —ei(h2)ej A €n+1>

(5.3)
+ Z g (h'H'1 ej /\en+2) h?;rzei (ej /\en+1))
n
elde edilir. (5.2) denklemi kullanilarak ( y eiVeiei) (v) ifadesi
i=1
n n
Zgiveiei (V) = Z e,-sjwij(e,-)ej(v)
i=1 z,]zl (5.4)
= Z gigjgkwik(ei) ( - h?,jlej Neyyo+ h?,jzej VAN en+1>
i1

seklinde hesaplanilir.

Oteki taraftan, (5.3) denklemindeki e; (ej Aeyi2) Ve e;(ej Aeqqr) ifadeleri, (2.5) ve

(2.6) ile verilen Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak asagida sekilde elde edilir.

e; (ej/\enH) = (Veie]) Nept1+ejN (Vei€n+1>

n
2
= (Z ek (ei)ex + Enpaht; €n+2) Nepyi
=1

n
+e; N\ (— Z Ekh;l,jlek + E1-20(11 1) (n42) (ei)en+2> (8.5)
k=1

n
= Z & ( — h?k“ej Ney+ a)jk(e,-)ek AN €n+1>
=1
2
1204 1) (n2) (€)€ AN enya — Expa 7V

ve
€; (ej /\€n+2) = (Veiej) Nepto+ejN (Veien+2>

n
_ 41
= (Zskwjk(ei)€k+8n+1h?j €n+1>/\€n+2
=1

+ejA ( Z exhly ek+8n+1w(n+2)(n+1)(€z)€n+1> (5.6)

n
= Z & ( — h?k+26j Ney+ a)jk(e,-)ek A en+2>
k=1

n+1
—En+10(n41)(n+2) (ei>ej Nent1+ 8n+1hij V.
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(5.5) ve (5.6) e§it1ikleri, (5.3) denkleminde yerine yazilirsa,

n+1n+2 n+17n+2 )
J.k=1

Z g <8n+1 h”Jrl + 8,,+2(h?]*2)2) v

—Z8j<e, hn+2 +8n 1/’1 O(n+1)(n+2) e, +Z€khn+20)kj( ))ej/\enH

j=1 k=1
n
1
+) & (ez R = Ena b2 Oy a2y () + Z exhiy” @y (e ))6’1 Aenia

(8.7

bulunur. (2.16), (5.4) ve (5.7) denklemleri kullanilarak, v Gauss tasvirinin Laplasyeni
n
Av=Y gejg (—h?j“h?k“ +h"+1h”+2> ej Neg+ (Z ele,sﬁhﬁ hﬁ>

n
— Z glgfhllj ejNepr1+ Z EiEjh ”j eJ/\en+Z
la]:l >] 1

bulunur.

Diger taraftan, (2.16) Codazzi denklemlerinden

W —e;(nP) v h WP Wy, 5.9
ii.j €] + Z Ey zzw}’ﬁ €] Zé‘k (o,k(e]) lk+a),k(e]) (5.9
y=nt1 k=1

elde edilir. Konneksiyon formlarinin anti-simetrik olmasindan dolayi bu esitlikteki son

terimin sifir oldugu goz Oniine alinirsa,

n+2
Wo=ei)+ Y ehloge) (5.10)
y=n+1

bulunur. (2.11), (2.12) ve (5.10) kullanilarak

Z 8,81 ”] ej/\enﬂ Z 8,&‘] ej —1—8,, 1]’l” (n+1)(n+2)(€j)) ejN\entl
i,j=1 i,j=1

n
<Z gjej Z gl )e > Nenp1+ Y €00 1)ni2)(€))e;
=
A (Z 8ign—l—lh,r'l,‘—'_len—l—l)

i=1
n
=V(tAn2) Nent1 + Y €01 1)nr2)(€))e;
=1
N (Eny1trAy i 1eny1)
(5.11)
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ve

n

n
Y egjhiilejNenr = Y, i (ej(HT) + Eniah 2 0 ) i) (€))) € Menta
= iy

n

n n
= (Z ejej(z eih?l'Jrl)ej) Nenqo+ Z 8ja)(n—O—Z)(n—i—l)(‘ej)ej
=1 i=1

Jj=1

- 2

+

A 28i8n+2h?,- €n+2
i=1

n

=V(trApi1) Nenta — Z €j@n+1)(nt2)(€))€]
j=1

N (EnyatrAy2en12)
(5.12)

elde edilir. (5.11) ve (5.12) esitlikleri taraf tarafa cikarilir ve (2.8) denklemi kullanilirsa

n n

n+2 n+1 _

— Z gigjhii,j ejNepy1+ Z 8i8jhii,j ej\epi2 =
i,j=1 i,j=1

(5.13)

n

V(trAn+1) Nepio+epi1 N\ V(trAn+2) +n Z Sja)(n+1)(n+2)(ej)H/\ej
j=1

bulunur. (2.7), (2.14) ve (5.13) ifadeleri, (5.8) denkleminde yerine yazilirsa, (5.1)
denklemine ulagilir. Boylece ispat tamamlanir. [
Bu yardimci teorem, s = 0 olmasi1 durumunda [16] numarali makalede verilmis olan

Lemma 3.1 ile uyumludur.

Aciklama 5.1. (5.1) denklemi gbz Gniine alindiginda, E"*? yari-Euclid uzayinin
n-boyutlu bir M alt manifoldunun birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olmasi durumunda, (2.47) denkleminin f = ||k||*> ve C = 0 igin saglanacag1

hemen goriiliir.

Sonuc 5.2. M, E"*? yari-Euclid uzayimnin n-boyutlu yénlendirilmis bir alt manifoldu
olsun. M alt manifoldunun hem birinci ¢esit hem de ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olmasi ancak ve ancak tamamiyle jeodezik olmasiyla

miimkiindiir.

Ispat. M, E'"*? yari-Euclid uzaymin bir n-boyutlu yonlendirilmis bir alt manifoldu, v
ise M yiizeyinin Gauss tasviri olsun. Gerek kosulun ispati1 icin M alt manifoldunun

hem birinci c¢esit hem de ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
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varsayilsin. Bu durumda, v tasviri, baz1 f ve g diizgiin fonksiyonlari ve sifirdan farkli

C sabit vektorii i¢in
Av = fv=g(v+C) (5.14)

esitliklerini saglar. Bu esitliklerden (f — g)v = C elde edilir. f —g = 0 olmasi
durumunda C = 0 ¢ikar ki bu bir ¢eligkidir, dolayisiyla f — g # 0 olmalidir. Ayrica, (5.2)
denkleminden dolay1 e;(v) ve v lineer bagimsizdir. Dolayisiyla, (5.14) denkleminden
elde edilen ¢;(f —g)v + (f — g)ei(v) = 0 esitligi, ¢;(v) = 0, yani, & = 0 olmasin

gerektirir. Bu da M alt manifoldunun tamamiyle jeodezik oldugunu gosterir.

Yeter kosulun ispati i¢cin M alt manifoldunun tamamiyle jeodezik oldugu varsayilsin.
Bu durumda, Cy # 0 sabit bir vektor olmak iizere, v = Cy olur ve Av = 0 esitligi
saglanir. Dolayisiyla, (2.47) denklemi f = 0 ve C = 0 icin saglanir. Yani, M alt
manifoldu birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip bir alt manifolddur.
Diger taraftan, v tasviri (2.47) denklemini C = —C # 0 sabit vektorii ve keyfi secilmis
bir f fonksiyonu i¢in saglar. Dolayisiyla, M aym zamanda ikinci cesit noktasal

1-tipinden Gauss tasvirine sahip bir alt manifolddur. Boylece ispat tamamlanir. 0

5.1 Harmonik Gauss Tasvirine Sahip Uzaysal Yiizeyler

E"+2 yari-Euclid uzaymin yonlendirilmis bir M alt manifoldu i¢in v Gauss tasviri

Av = 0 esitligini sagliyorsa, Gauss tasviri harmoniktir denir.

E* Euclid uzayinda Gauss tasviri harmonik olan tek yiizey diizlemdir. Ancak E‘lt
Minkowski uzayinda diizlem diginda harmonik Gauss tasvirine sahip yiizeyler vardir.
Bu alt boliimde IE‘{' Minkowski uzayinda harmonik Gauss tasvirine sahip uzaysal

yiizeyler incelenmistir.

Yardimc1 Teorem 5.3. [33] M, ]E‘l1 Minkowski uzayinda ortalama egrilik vektorii

paralel olan uzaysal bir yiizey olsun. Bu durumda,

(a) (H,H) sabittir ve
(b) her & normal vektor alant igin [Ay,Ag] = 0 olur.
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Yardimer Teorem 5.3’tin (b) kismu ve (2.15) ile verilen Ricci denkleminden asagidaki

yardimci teorem elde edilir.

Yardimci Teorem 5.4. M, E‘l‘ Minkowski uzayinda maksimal olmayan bir uzaysal
yiizey olsun. M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii H paralel ise M ylizeyinin normal

konneksiyonu diizdiir, yani, RP =0 olur.

Ispat. M, IEE‘It Minkowski uzaymin maksimal olmayan bir uzaysal yiizeyi olsun. Ayrica
yiizeyin H ortalama egrilik vektoriiniin 1s1ksal ve paralel oldugu varsayilsin ve yiizey
tizerinde tanimli bir {e},es,e3,e4} ¢ati alam verilsin. Bu durumda, Yardimer Teorem
5.3’iin (b) kismindan ve (2.15) ile verilen Ricci denkleminden & bir normal vektor

alani olmak iizere
RP(ey,ex;H,E) =0 (5.15)

elde edilir H = %(trA3e3 — trA4es4) olmasindan dolayi, & = e4 alimirsa (5.15)

denkleminden
RP (el,ez; % (trA3e3 — trA4e4) ,€4> =0 (5.16)

bulunur. Bu esitlikten R” (e, e; e3,e4) = 0 elde edilir. Dolayisiyla M yiizeyinin normal
konneksiyonu diizdiir. [
I1k olarak, asagidaki 6nerme ile IE‘It Minkowski uzayinin maksimal bir yiizeyinin Gauss

tasvirinin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul elde edilir.

Onerme 5.5. M, E‘lt Minkowski uzayinda yonlendirilmis, maksimal bir yiizey olsun.
M yiizeyinin Gauss tasvirinin harmonik olmas icin gerek ve yeter kosul yiizeyin

kendisinin ve normal konneksiyonunun diiz olmasidir.

Ispat. M, E‘l‘ Minkowski uzayinin yonlendirilmis, maksimal bir yiizeyi olsun. Bu
durumda ortalama egrilik vektorii H = 0 oldugundan, (2.31) ve (5.1) denklemlerinden,

sirasiyla,

In* = —2K, (5.17)

Av = HhHZV+2RD(€1,€2;63,€4)61/\62 (5.18)
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elde edilir. Bu iki esitlikten ise
Av = =2Kv +2RD(el,e2;e3,e4)el A ey (5.19)

bulunur. Dolayisiyla, M yiizeyinin harmonik Gauss tasvirine sahip olmas1 K = 0 ve

RP = 0 estliklerinin saglanmasiyla miimkiindiir. U

Asagida E‘l‘ uzaymda harmonik Gauss tasvirine sahip, maksimal bir yiizey Ornegi

verilmektedir.

Ornek 5.1. Q, R? uzayinda acik bir kiime, ¢ : Q — R diizgiin bir fonksiyon olmak

lizere, I[‘I‘f]1 Minkowski uzayinda yer vektorii x : Q — E?,

x(u,v) = (¢ (u,v),u,v,¢(u,v)) (5.20)

ile verilen bir M yiizeyi ele alinsin. Bu yiizey [34] numarali makalede elde edilmis
biharmonik bir yiizeydir. M yiizeyi 7% = {(x0,x1,%2,x3) € Ef|xo = x3} ile verilen
dejenere olmus bir .74 diizlemi i¢inde kalir, yani, M C ¢ C I[‘I?‘l1 olur. Ayrica, M ylizeyi
iizerinde tamimh bir {e;,es,e3,e4} ortonormal cati alani, A = \/W olmak

lizere,

er=73, =%, e=710,-0,-9,1), (5.21)
es=—7 (07 +07+1,0u.0v. 97 +07) (5.22)
seklindedir ve (ej,e1) = (ez,e2) = (e3,e3) = —(eq,eq) = 1 olur. Gerekli hesaplamalar
yapilirsa,
% _ fu 2
el = 7(63—64), (5.23a)
Vo ey = %(@ —ey), (5.23b)
Ve,er = %(@ —es), (5.23¢)
§e1€3 = —%el — %ez + —%u%;%v% ey4, (5.234d)
< +
V62€3 = —%61 — %ez —+ M&h (5.23e)

elde edilir. Bu esitliklerden, @2, = 0 oldugu, yani, M yiizeyinin diiz oldugu goriiliir.

Sekil operatorleri ve normal konneksiyon formunun bilegenleri

1
m=a=y (g o) s2
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olarak bulunur. (2.14) ile verilen Ricci denklemi goz Oniine alindiginda, yiizeyin
normal konneksiyonunun diiz oldugu goriiliir. Ayrica, M ylizeyinin ortalama egrilik

vektori
(PMM + q)VV
2A

seklindedir. Ozel olarak ¢ harmonik bir fonksiyon olarak segilirse, H = 0 elde edilir,

H = (63 — 64) (5.25)

yani, M maksimaldir. Onerme 5.5°den dolay1 yiizeyin Gauss tasviri harmoniktir.

Onerme 5.6. ]E‘l‘ Minkowski uzayinda normal demeti ve kendisi diiz olan bir M
maksimal yiizeyi, diizgiin bir ¢ : Q — R harmonik fonksiyonu icin yer vektorii (5.20)
ile verilen yiizeye veya bir diizlemin acik bir parcasina kongruenttir. Burada Q, R*’de

acik bir kiimedir.

Ispat. M, IEZ‘Il Minkowski uzayinda normal demeti ve kendisi diiz olan bir maksimal
yiizey olsun. Ayrica, M yiizeyinin diizlemsel olmadig1 varsayilsin. M yiizeyinin diiz
olmasindan dolay: yiizey iizerinde indirgenmis metrik g = du® 4 dv* olacak sekilde
u, v yerel koordinatlari vardir. M yiizeyi iizerinde taniml bir {e;,e2,e3,e4} cat1 alani,
e; = 0y, eo = 0, ve €5 = —€&4 = 1 olacak sekilde verilsin. Bu durumda, @, = 0 olur ve

yiizeyin sekil operatorleri, M ylizeyi maksimal oldugu icin

BB
WP h
An= | M1 Mg ) B =34
B ) b
(hlliZ _hllgl

formundadir. Dolayisiyla, trAs = trA4 = 0 olur. Ayrica, M yiizeyi diiz oldugu
icin detA3z = detA, esitligi saglanir. Izleri ve determinantlari ayni olan Az ve Ay
matrislerinin 6zdegerleri esittir. Bununla birlikte, R” = 0 olmasindan dolay1 A3 =
FAy olur. Genellik bozulmaksizin A3 = A4 oldugu varsayilacaktir (A3 = —A4 olmasi

durumunda —e4 vektorii, e4 olarak yeniden isimlendirilir).

Q, R?’de acik bir kiime olmak iizere x : Q — M C ]E‘lt bir izometrik daldirma olsun. Bu

durumda Gauss formiillerinden, w;> = 0 olmasindan dolay1

V3,04 = Xuu = iy (€3 — ea), (5.26)
V3,00 = Xuy = hiy (€3 — es), (5.27)
Vi, =X = —h?l (e3—eq) (5.28)

bulunur. (5.26) ve (5.28) denklemlerinden,

Xuu +xvv =0 (5.29)
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elde edilir. Ayrica, x,,, x,, ve x,, ikiser ikiser linear bagimli, 1s1ksal vektor alanlaridir.
Diger taraftan, (5.26) denkleminden, Weingarten formiillerinin kullanilmasiyla, A3 =

Ay, yani, b3, = h?

s 3 - olmasindan dolay1,

J

X = Ou(h7)) (e3—es) +Hj <(€ele3 - 66194)>
= 0y (M) (e3—es) +hj (( — Iy e1 — hjyer — 34(9,)es)
(= ke —hen — a)34(8u)e3)) (5.30)
= (9 (h)) + @34(d)3)) (3 —ea),

ayn1 sekilde

Xuw = (O (Iiy) + @34(9h)hiy ) (e3—eq) (5.31)

bulunur. Simdi bir y = (yl,yz,y37y4) Q- ]E‘lt tasviri, y = x,, olacak sekilde

tanimlansin. (5.30) ve (5.31) denklemlerinden dolay1, uygun 7y ve 9 fonksiyonlari i¢cin
yu = 11y ve y, = Py seklinde yazilabilir. Bu iki esitlikten, y vektor alaninin koordinat

fonksiyonlarinin

yo=ny, y.=py, i=1234 (5.32)

denklemlerini sagladig1 goriiliir. Bu denklem takiminin ¢oziilmesiyle, y/ = ¢;y!, j =
2,3,4 bulunur. Burada, ¢;, j = 2,3,4 baz sabitlerdir. Dolayisiyla, 19 = (1,c1,¢2,¢3)

bir sabit vektor ve ¢; = y° olmak iizere

Xuu = ¢1770 (5.33)

olur. Benzer islemler yapilirsa, x,,, x,, ve x,, ikiser ikiser lineer bagiml vektorler

olduklar icin, ¢, @3 : Q — R diizgiin fonksiyonlar olmak iizere

X = $2Mo, (8.34)
Xyy = (P3T[0 (5.35)

esitlikleri elde edilir. x,,, x,, ve x,, vektorlerinin 1siksal olmasidan dolay1, mg
da 1siksaldir. (5.33) - (5.35) denklemlerinin integre edilmesiyle, baz1 ¢ : Q — R

fonksiyonlart ve 1y, 1, sabit vektorleri i¢in

x = @ (u,v)no+uni +vn (5.36)
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bulunur. (5.29) denkleminden dolay1, ¢ fonksiyonu Laplace denklemini saglar, yani,

harmoniktir.

Bununla birlikte (x,,x,) = (x,,x,) = 1 ve (x,,x,) = 0 olmasindan dolay1, (5.36)
denkleminden (1o, n;) = 0, <n,~, n j> = 0jj, i,j = 1,2 bulunur. Genellik bozulmaksizin
no = (1,1,0,0), n; = (0,0,1,0) ve 2 = (0,0,0, 1) segilirse ispat tamamlanir. ]
Onerme 5.5 ve Onerme 5.6 ile verilen sonuclarin birlestirilmesiyle, asagidaki

siniflandirma teoremi verilir.

Teorem 5.7. E‘f Minkowski uzayinin maksimal bir M yiizeyinin v Gauss tasvirinin
harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir ¢ : Q — R harmonik fonksiyonu i¢in
yer vektorii (5.20) ile verilen yiizeyin veya bir diizlemin agik bir parcasina kongruent

olmasidir. Burada Q, R?’de acik bir kiimedir.

Bu alt boliimiin geri kalan kisminda ]E‘l‘ uzayimda maksimal olmayan, harmonik Gauss
tasvirine sahip uzaysal yiizeylerin siniflandirmasi elde edilecektir. Bu amacla ilk olarak

asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 5.8. M, ]E‘l‘ uzayinda maksimal olmayan bir uzaysal yiizey olsun. M yiizeyinin
v Gauss tasvirinin harmonik olmasi icin gerek ve yeter kosul ortalama egrilik

vektoriiniin paralel ve 151ksal, yiizeyin ise diiz olmasidir.

Ispat. M, IEZ,‘It Minkowski uzayinin maksimal olmayan uzaysal bir yiizeyi olsun. Gerek
kosulun ispati i¢in M yiizeyinin harmonik Gauss tasvirine sahip oldugu varsayilsin.
Bu durumda, Av = 0 esitligi saglanir ve (5.1) denkleminden ||A||> =0 ve RP =0
elde edilir. R® = 0 olmasindan dolay1 yiizeyin normal demeti diizdiir. Dolayisyla,
e3 ve ey vektorleri paralel olacak sekilde secilebilir ve @34 = 0 olur. Boylece, (5.1)

denkleminden
V(trA3) Neqg+e3 N V(tI‘A4) =0 (5.37)

elde edilir ve bu esitlik trA; ve trA4 fonksiyonlarmin sabit olmasini gerektirir.
Dolayisiyla DH = 0 olur, yani, ortalama egrilik vektorii paraleldir. H vektoriiniin
paralel olmasindan dolayi, Yardimci Teorem 5.3’iin (a) kismindan, og bir sabit ve

8 = 1 olmak iizere , (H,H) = 5o elde edilir.
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Simdi, ortalama egrilik vektoriiniin 1s1ksal oldugu, yani, @ = 0 esitliginin saglandig:
gosterilecektir. o # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda, ||4||> = 0 olmasindan dolay1
(2.31) denkleminden K = 20 bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki ifadenin sifirdan
farkli olmasindan dolay1, K # 0 esitsizligi saglanir, yani, M yiizeyi diiz degildir.

Bununla birlikte, yiizeyin normal konneksiyonun diiz olmasindan dolay1 sekil
operatorleri aym anda kosegenlestirilebilir. (H,H) # 0 esitsizliginden dolay1 yiizey
iizerindeki {e},er,e3,e4} yerel, ortonormal baz alani; e3 vektorii H ile ayn1 dogrutuda,
e1 ve e ise e3 vektoriiniin asal dogrultulari olacak sekilde yeniden segilirse, karsi gelen
sekil operatorleri

h, 0 ht 0
A3:< ) ) ve A4:( ) ) hiy +h, =20 (5.38)

olarak elde edilir. h?l + hgz =20y ve w34 = 0 esitliklerinden dolayi, (2.16) Codazzi

denklemleri
ei1(h3,) = —ei(hi) = wlz(eZ)(h?l_h%2>7 (5.39)
e1(hy,) = —ei(hf)) = 20n(ex)hi;, (5.40)
er(h})) = —ex(h3y) = wia(er) h?l_h%)? (5.41)
er(hfy) = —ex(h5;) = 2012(en)hy (5.42)

halini alir. ||/2||? = 0 olmasindan dolayi ise

2 2 2
(h1)"+ (h,)” =2(nf,) (5.43)
bulunur. Bu esitlikten
niei(hy) +hei(h3,) = 2hijer(ht)), (5.44)
niex(liy)) +hea(hdy) = 2htiex(hf)) (5.45)

elde edilir. (5.39) - (5.42) esitlikleri, bu iki denklemde yerine yazilirsa,

—ana(ea) (= )2 =401 )?) = 0. (5.46)
on(en) (=) =40} )?) = 0 (5.47)

esitlikleri bulunur. M yiizeyinin diiz olmamasindan dolayi, wi(e;) ve ®iz(ez)

fonksiyonlarindan en az biri sifirdan farklidir. Dolayisiyla, (5.46) ve (5.47)
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denklemlerinden
(I, —h3,)* = 4(h))? (5.48)

elde edilir. Bu ifade ve (5.43) denkleminden /3,43, + (h},)? = 0 bulunur. Dolayistyla,
M yiizeyinin Gauss egriligi K = &(h3h3, + (h1;)?) = 0 olur. Yani M yiizeyi
diizdiir. Fakat bu durum bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, o = 0 olmalidir, yani, H vektorii
1s1ksaldir. Dolayisiyla (H, H) = 0 esitligi saglanir. ||k||? = (H,H) = 0 esitlikleri (2.31)
denkleminde yerine yazilirsa K = 0 elde edilir, yani, yiizey diizdiir. Boylece gerek

kosul ispatlanmis olur.

Yeter kosulun ispati i¢in yiizeyin diiz, ortalama egrilik vektoriiniin ise paralel ve
1siksal oldugu varsayilsin. Bu durumda, K = (H,H) = 0 olmasindan dolay1, (2.31)
denkleminden ||4||> = O bulunur. Ortalama egrilik vektoriiniin paralel ve 1siksal
olmasindan dolay1 ise, Yardimci Teorem 5.4 yiizeyin normal konneksiyonunun
diiz olmasini, yani, RP = 0 esitliginin saglanmasim gerektirir. Dolayisiyla, sekil
operatorleri ayn1 anda kosegenlestirilebilir, yani,

B

Aﬁ = hll 0 ﬁ =34, gg=—g=1 (5.49)

ﬁ 9 PR
0 ny

ve azg = 0 olacak sekilde bir {ej,en,e3,e4} yerel, ortonormal baz alani vardir.

Ortalama egrilik vektoriiniin 151ksal olmasindan dolay1
UAs=tAs = #0 ve H= %(e3 —es) (5.50)

esitlikleri saglanir. Ayrica, yilizeyin ortalama egriliginin paralel olmasindan dolay:
D,H =0, i = 1,2 olur ve bu esitlikten D, H = #H =0, i = 1,2 bulunur.
Dolayistyla, u fonksiyonu sabittir ve V(trA3) = V(trA4) = 0 olur. Bu esitlikler, R =0
ve ||h|? = 0 esitlikleri (5.1) denkleminde yerine yazilirsa Av = 0 bulunur, yani, yiizeyin
Gauss tasviri harmoniktir. Bdylece ispat tamamlanmuig olur. [

Asagida E‘]1 uzayinda harmonik Gauss tasvirine sahip, maksimal olmayan, uzaysal bir

yiizey Ornegi verilmektedir.
Ornek 5.2. IE‘IL uzayinda, yer vektorii

x = a(coshu, sinhu, cosu,sinu), a > 0; (5.51)
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ile verilen M yiizeyi diizdiir, ayrica ortalama egrilik vektorii 1s1ksal ve paraleldir, [24].

Teorem 5.8’den dolay1 M yiizeyinin Gauss tasviri harmoniktir.

Bununla birlikte, [24] numarali makalede asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 5.9. [24] I[:?flt uzaymin 1siksal ve paralel ortalama egrilik vektoriine sahip bir

M yiizeyi asagidaki beg cesit yiizeyden birine kongruenttir.

(1) Yer vektorii

1-5 1+5b 1-b 1+b
x(s,t)=< > s>+ ; 2,51, 7 s°+ —; tz)

ile verilen diiz, paralel yiizey;
(i1) Yer vektorii (5.51) ile verilen diiz, paralel yiizey;

(iii) Sabitigiksal ortalama egrilik vektoriine sahip, 72 = {(¢,x2,x3,¢) } hiper diizleminde

kalan, fakat 151k konisinin i¢inde kalmayan, paralel olmayan ve diiz bir yiizey;

(iv) Tamamiyle .£%¢ 151k konisinde kalan, paralel olmayan, diiz ve ortalama egrilik

vektorii 1siksal yiizey;

(v) S?(c2) de Sitter uzayinda kalan ve bu uzaydaki H' ortalama egrilik vektorii

(H',H') = —c? esitligini saglayan paralel olmayan yiizey;

(vi) H3(—c?) anti-de Sitter uzayinda kalan ve bu uzaydaki H’ ortalama egrilik vektorii

(H',H') = ¢? esitligini saglayan paralel olmayan yiizey.

Burada ¢ # 0 bir sabittir. Tersine, bu alt1 cesit yiizeyin her biri 1siksal ve paralel

ortalama egrilik vektoriine sahiptir.

Aciklama 5.2. [35] Teorem 5.9’da (i) ve (iii) ile verilen ylizey aileleri birlestirilerek

tek bir yiizey ailesi olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

Q, R? uzayinda acik bir kiime, ¢ # 0 € R ve ¢ : Q@ — R, A¢ = ¢ denklemini saglayan

reel degerli diizgiin bir fonksiyon olmak iizere, yer vektorii (5.20) ile verilen diiz yiizey.

Aciklama 5.2 gbz Oniine alinarak Teorem 5.9 asagidaki sekilde yeniden ifade edilir.
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Teorem 5.10. [24,35] IE‘I1 uzayinin 1s1ksal ve paralel ortalama egrilik vektoriine sahip

bir M ylizeyi asagidaki bes cesit yiizeyden birine kongruenttir.

(1) Yer vektorii (5.51) ile verilen diiz yiizey;

(ii) Q,R?uzayinda acik bir kiime, c #0 € R ve ¢ : Q — R, Ap = ¢ denklemini saglayan
reel degerli diizgiin bir fonksiyon olmak iizere, yer vektorii (5.20) ile verilen diiz

yiizey;

(iii) Tamamiyle % 1s1k konisinde kalan, paralel olmayan, diiz ve ortalama egrilik

vektorii 1s1ksal ylizey;

(iv) S?(cz) de Sitter uzayda kalan ve bu uzaydaki H' ortalama egrilik vektorii H’,

(H',H') = —c? esitligini saglayan paralel olmayan yiizey;

(v) H?(—c?) hiperbolik (anti-de Sitter) uzayda kalan ve bu uzaydaki H’ ortalama egrilik

vektorii, (H',H') = ¢? esitligini saglayan paralel olmayan yiizey.

Burada ¢ # 0 bir sabittir. Tersine, bu bes cesit yiizeyin her biri 1siksal ve paralel

ortalama egrilik vektoriine sahiptir.

Theorem 5.10°da (iv) ve (v) ile verilen yiizeyler icin asagidaki yardimci teorem verilir.

Teorem 5.11. M, S? (r?) C E‘l‘ de Sitter uzayinda kalan bir uzaysal yiizey olsun. M’nin
]E‘ll Minkowski uzayinda ortalama egriligi paralel ve 1siksal olan diiz bir yiizey olmasi

icin gerek ve yeter kosul, yer vektorii

x(u,v) = (g(u2+v2),u,v,§(u2—|—v2) — %) (5.52)

ile verilen yiizeye kongruent olmasidir.

Ispat. M C S?(rz), I['Ii‘lt uzaymda H ortalama egrilik vektorii 1s1ksal ve paralel olan,
diiz bir yiizey olsun. H paralel oldugu i¢in, M ylizeyinin normal demeti diizdiir.
Dolayisiyla, sekil operatorleri ayni anda kosegenlestirilebilir. M yiizeyi diiz oldugu
icin, M yiizeyinin indirgenmis metrik tansorii, g = du® + dv* olacak sekilde u ve v
yerel koordinatlari vardir. Q, R? uzayinda acik bir kiime olmak iizere x : Q — M C

S3(?) C E{ bir izometrik daldirma olsun. Bu durumda (x,x) = r~2 olur. Dolayistyla
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M tizerinde tamimh bir {e},es,e3,e4} cati alani, e; = d, e; = 9,, e3 = rx seklindedir.
Buradaki e4 vektorii ise H = r(e3 — e4) olacak sekilde segilsin (H vektoriiniin bu
sekilde yazilabilecegi, 6rnegin, [33] numarali makaledeki Lemma 2.2’den goriilebilir).
(2.6) ile verilen Weingarten formiillerinden %aue3 =rd, ve %aveg, = rad, elde edilir.

—r

0 -—r
r(es — e4) esitliginden dolayi, detAs = detA4 ve trA; = trA4 esitlikleri saglanir,

Dolayisiyla, A3 = ) olur. Ayrica, M yiizeyinin diiz olmasindan ve H =

yani, A3 ve A4 matrislerinin 6zdegerleri aynidir. Az matrisinin birim matrisle orantili

olmasindan dolayi, A3 = A4 esitligi saglanir. Dolayisiyla, (2.5) ile verilen Gauss

formiillerinden,
%au O =Xu= —r’x+rea, (5.53a)
Vo, =xw= 0, (5.53b)
%t% O =xXp= —rx+res (5.53¢)

elde edilir. Bu denklemlerden ise xi ve xz, ]E‘l1 uzayina diizgiin tasvirler ve Cy, IE‘I1

uzayinda bir sabit vektor olmak tizere, x = xj (u) +x2(v) ve

d’x1(u)  d*xa(v)
B Y (5.54)

bulunur. Bu esitlikler ve (5.53a) denklemlerinden C,C3,Cy € IE‘Il sabit vektorler olmak

uizere
x = (u? +v*)C 4+ uCy +vC3 + Cy (5.55)

elde edilir. Dolayisiyla, x, = 2uC; +C, ve x, = 2uC) + Cz olur ve (x,,x,) = 1,

{(xy,xy) = 0 ve (x,,x,) = 1 esitliklerinden, sirasiyla,

4u*(C,C1) +4u(Cy,C) + (C2,Cy) = 1, (5.56)
4uv<C1,C1)+2u<C1,C3)+2v<C1,C2)+<C2,C3) = 0, (5.57)
42 (C1,C1) +4v(C1,C3) + (C3,C3) = 1 (5.58)

bulunur. Ayrica, (x,x) = r~2 ve (5.55) denklemlerinden ise
(u? +v3)2(C1,C1) 4 u? (C2,Cy) +V*(C3,C3) + (Cy, Cy) +2(u® +v*)u(Cy,Cr)

+2(u? +*)(C1,C3) + 2t +v?)(C1,Cs) + uv(Ca, C3) 4+ u(Cy, Cy) +v(C3,Cy) = r 2
(5.59)
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elde edilir. (5.56) - (5.59) denklemlerinden ise

(C1,C1) =0, (C2,C) =(C3,C3) =1, (C4,Cq) =%, (C1,C4) =—3,
(C1,C2) = (C1,G3) = (C2,C3) = (C2,Cq) = (C3,C4) =0

bulunur. Dolayisiyla C;, C,, C3 ve Cy vektorleri E‘l‘ Minkoski uzayinin dogrusal
izometrilerine gore tektir. Genellik bozulmaksizin C; = %(1,0,0,1), C; = (0,1,0,0),
C3=(0,0,1,0) ve Cy = %(O, 0,0,—1) segilerek (5.52) ile verilen yiizeye ulagihr. [

Asagidaki teoremin ispati, Teorem 5.11 ile ayn1 sekilde yapilir.

Teorem 5.12. M, H3(—r?) C E{ hiperbolik uzayinda kalan bir uzaysal yiizey olsun.
M’nin IET‘I1 Minkowski uzayinin ortalama egriligi paralel ve 1siksal olan diiz bir yiizeyi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, yer vektori

x(u,v) = (g(u2+v2) +%,u,v,§(u2+v2)> (5.60)

ile verilen yiizeye kongruent olmasidir.

Sonuc 5.13. S% (r) c Il:*'l‘ll uzay1 icinde kalan, harmonik Gauss tasvirine sahip bir yiizey,
(5.52) ile verilen yiizeye; H?(rz) C E‘]1 uzay1 icinde kalan, harmonik Gauss tasvirine

sahip bir yiizey ise (5.60) ile verilen yiizeye kongruenttir.

Bu boliimde verilen sonuglarin birlestirilmesiyle asagidaki teorem ifade edilir.

Sonuc 5.14. M, E‘l‘ Minkowski uzayinda uzaysal bir yiizey olsun. Bu durumda, M
yiizeyinin harmonik Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, asagidaki

alt1 cesit ylizeyden birine kongruent olmasidir.

(i) Bir uzaysal diizlemin agik bir parcasi;
(i1) Yer vektorii (5.51) ile verilen diiz yiizey;

(iii) Q, R? uzayinda acik bir kiime, c € R ve ¢ : Q — R, A¢ = ¢ denklemini saglayan
reel degerli diizgiin bir fonksiyon olmak {iizere, yer vektorii (5.20) ile verilen diiz

yiizey;

(iv) Tamamiyle % 151k konisinde kalan, paralel olmayan, diiz ve ortalama egrilik
vektorii 1siksal yiizey;
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(v) (5.52)ile verilen Si’(rz) de-Sitter uzayinda kalan yiizey;
(vi) (5.60) ile verilen H>(r?) hiperbolik uzayinda kalan yiizey;

Aciklama 5.3. M, yer vektorii ¢ (u,v) = 5 (u* +v?) fonksiyonu i¢in (5.20) ile verilmis

bir yiizey olsun. M yiizeyinin E uzaymda wi(x) = x+ (0,0,0,—1) ve y,(x) =
x4+ (%,0,0,0) otelemeleri altinda goriintiileri, sirasiyla (5.52) ve (5.60) ile verilen
yiizeylerdir. Dolayisiyla, Teorem (5.14)’de (v) ve (vi) ile verilen yiizeyler, (ii) ile

verilen yiizey ailesine kongruenttir.

5.2 Birinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Uzaysal Yiizeyler

Bu boliimde IE‘I1 Minkowski uzaymin uzaysal yiizeyleri ele alinmistir ve birinci
cesit noktasal bir tipinden Gauss tasvirine sahip uzaysal yiizeyler i¢in simiflandirma

teoremleri verilmistir.

Ik olarak E‘l‘ Minkowski uzayinda birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip maksimal yiizeylerle ilgili asagidaki teorem verilir.

Teorem 5.15. M, IEZ‘Il Minkowski uzayinda yonlendirilmis, maksimal bir yiizey olsun.
M yiizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek
ve yeter kosul normal konneksiyonunun diiz olmasidir. Bu durumda, yiizeyin v Gauss

tasviri (2.47) denklemini f = ||A|*> ve C = 0 igin saglar.

Ispat. M, IE‘IL Minkowski uzayinin yonlendirilmis ve maksimal bir yiizeyi olsun.
Bu durumda M yiizeyinin v = e3 A e4 Gauss tasvirinin Laplasyeni, Onerme 5.5’in
ispatinda anlatildig1 gibi (5.18) denklemini saglar. (5.18) denkleminden dolay1 M
ylizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, baz1 diizgiin f fonksiyonlari i¢in
fv= ||h||2V +2RD(€1,€2;€3,€4)€1 Ner

esitliginin saglanmasidir ki bu da ancak ve ancak R” = 0 olmasi, yani, M yiizeyinin
normal konneksiyonunun diiz olmasiyla miimkiindiir. [

Asagidaki yardimci teorem daha sonra kullanilacaktir.
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Yardimci Teorem 5.16. M, IE‘I1 Minkowski uzayinda maksimal bir yiizey olsun.
Eger M yiizeyi birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip ise f = ||i[|

fonksiyonu,

ei(f) = —deanp(er)f, (5.61)
er(f) = 4dewp(e))f (5.62)

esitliklerini saglar. Burada {e1,e, }, M yiizeyinin teget demeti igin bir yerel ortonormal

baz alani, @, ise bu baz alanina karg1 gelen konneksiyon formu ve € € {—1,1} dir.

Ispat. M, ]E‘l‘ Minkowski uzayinda birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip maksimal bir yiizey olsun. Bu durumda (2.47) denklemi f = ||4||* fonksiyonu
ve C = 0 vektori i¢in saglanir. Ayrica, Teorem 5.15°den dolay1r M yiizeyinin normal
konneksiyonu diizdiir. Yiizeyin uzaysal olmasindan dolay1 sekil operatorleri ayni
anda kosegenlestirilebilir. M yiizeyinin maksimal oldugu da gz Oniine alinirsa,
yiizey iizerinde Ag = diag(h?l,—h[ﬁ]), B = 3,4 olacak sekilde bir {ej,en,e3,e4}
ortonormal ¢at1 alaninin mevcut oldugu goriiliir. (2.7) ve (2.24) - (2.29) denklemlerinin

kullanilmastyla f = ||h||? fonksiyonu
F=InP = 2(e0rh) +etit)?). (5.63)

ve B = 3,4 icin hf.i. . terimleri ise

4

W = al)+ Y ehliope), (5.642)
=3

Moy = 2 ny 5.64b

12,k o2 (ex)hyy, (5.64b)
4

h§2,1 = el(_h?l)—i_ZEY(_hjlll)a)yB(el) (5.64¢)
=3

olarak elde edilir. (2.16) ile verilen Codazzi denklemleri ve (5.64) denklemlerinden

e1(h3)) —esht mu(e)) = —2mp2(e2)h3y, (5.65a)
e1(h})) +&hi mu(e)) = —2mp2(ez)hdy, (5.65b)
er(h3)) — eshtisa(er) = 2an(er)hiy, (5.65¢)
ex(hf)) +&shi wa(er) = 2p2(er)ht, (5.65d)



bulunur. (5.65a) ve (5.65b) denklemleri, sirasiyla, 83h?1 ve 84h‘l‘1 ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa,
eshiie(hiy) + eahifier () = —2012(e2) (&5(h7))* +ea(hiy)?) (5.66)

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilir ve (5.63) esitligi
kullanilirsa, (5.61) denklemine ulasilir. Ayni sekilde, (5.65¢) ve (5.65d) denklemleri,
sirasiyla, £3h?1 ve 84h‘1‘1 ile carpilip taraf tarafa toplanirsa, (5.62) denkleminin
saglandig1 goriiliir. Boylece ispat tamamlanmus olur. 0

Bu yardimci teorem kullanilarak agagidaki dnerme verilir.

Onerme 5.17. M, IE‘It Minkowski uzayimda yonlendirilmis ve maksimal bir yiizey
olsun. M yiizeyinin birinci ¢esit (global) 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi, ancak

ve ancak Gauss tasvirinin harmonik olmasi ile miimkiindiir.

Ispat. IE‘I1 Minkowski uzayinin birinci cesit (global) 1-tipinden Gauss tasvirine sahip,
maksimal bir M yiizeyi ele alinsin. Bu durumda Teorem 5.15°den dolayi, yiizeyin
normal konneksiyonu diizdiir. Ayrica, yiizeyin Gauss tasviri, (2.47) denklemini, fo bir
sabit olmak lizere, f = fo icin saglar. Daha fazlasi, Yardimci Teorem 5.16’dan dolayi,

f = ||h||*> = fo fonksiyonu (5.61) ve (5.62) denklemlerini saglar. Bu denklemlerden

wi2(e1)fo=w2(e2)fo=0 (5.67)

esitlikleri bulunur. Dolayisiyla, fo = 0 veya @2 = 0 olmahdir. fy = O esitliginin
saglanmas1 durumunda Av = fyv = 0 olacagindan M yiizeyinin Gauss tasviri
harmoniktir. @12 = 0 olmas1 durumunda ise M yiizeyi diizdiir. M ylizeyinin kendisinin
ve normal konneksiyonunun diiz olmasindan dolay1, Teorem 5.5, M yiizeyinin Gauss
tasvirinin harmonik olmasini gerektirir. Boylelikle gerek kosulun ispati tamamlanmisg
olur. Yeter kogulun ispat1 agiktir. [
Birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip maksimal olmayan uzaysal

ylizeylerin belirlenmesi i¢in asagidaki teorem verilir.

Teorem 5.18. M, E‘I‘ Minkowski uzayinda maksimal olmayan ve yonlendirilmis
uzaysal bir ylizey olsun. M yiizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasidir.
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Ispat. M, IET‘I1 Minkowski uzayinda maksimal olmayan ve yonlendirilmis bir uzaysal
yiizey olsun. Ilk olarak, gerek kosulun ispati icin, yiizeyin v Gauss tasvirinin birinci
gesit noktasal 1-tipinden oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (2.47) denklemi f = ||A||?

ve C = 0 icin saglanir. (2.47) ve (5.1) denklemlerinden R” = 0 ve

2
V(trAg)/\e4+e3/\V(trA4)+22 a)34(ej)H/\ej =0 (5.68)
=1

elde edilir. R = 0 olmasindan dolay1, yiizeyin normal demetinin, ws4 = 0 olacak
sekilde, bir {e3,e4} ortonormal baz alani vardir. Dolayisiyla, (5.68) denkleminden
VtrAs = VtrA4, = 0 elde edilir. a4 = 0 ve VtrA; = VtrA4 = 0 olmasindan dolay1

yiizeyin ortalama egrilik vektorii paraleldir.

Yeter kosulun ispat1 i¢in H ortalama egrilik vektoriiniin paralel oldugu kabul edilsin.
Bu durumda Yardimci Teorem 5.4’den dolay1 R” = 0 olur. Dolayisiyla, yiizeyin normal
demetinin, w34 = 0 olacak sekilde, bir {e3,e4} ortonormal baz alam vardir. H =
%(trA3e3 — trA4eq) vektoriiniin paralel olmasindan dolay1 trAs ve trA4 fonksiyonlar
sabittir yani, VirA3 = VirA4 = 0 olur. Dolayisiyla, n = 2 i¢in (5.1) denkleminden
Av = ||h||?v elde edilir, yani, v Gauss tasviri birinci gesit noktasal 1-tipindendir. [

Asagida has noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip bir ylizey 6rnegi verilmektedir.

Ornek 5.3. IE‘It uzayinda, yer vektorii

1
x(u,v) = E (ucosh V2v,usinh v/2v, V2 sin vV2u — ucos v 2u,

\/§ coSs \/Eu + usin \/§u>

ile verilen bir M yiizeyi ele alinsin. Bu yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin paralel

(5.69)

oldugu ve S3(1) C Ef de Sitter uzayinda kaldig1 [24] numarali makalede gosterilmistir.
Dolayisiyla, Teorem 5.18’den M yiizeyinin birinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip oldugu goriiliir.

Diger taraftan, (x,,x,) = u?, (x,,x,) = 0 ve (x,,x,) = u? esitlikleri saglanir. Ayrica, M

yiizeyi lizerinde tanimli bir ortonormal ¢at1 alani,

1d 1d
el=—=, e=-—, e3=2x
1 uou’ 2 uov’ 3 ’
1
ey = ((1 +u?) coshv/2v, (14 u?) sinh v/2v, (5.70)
\/§u

V2usinv2u + (1 — u?) cos vV2u, v/2ucos v2u — (1 — u?) sin \/§u>
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olmak iizere {e;,e;,e3,e4} seklindedir ve £ = & = &3 = —&4 = 1 olur.

Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

~ = ~ 1+u? = —14u?
Veezs=er, Veez=e, V,es= —2 e Ve,e4 = —a e (8.71)
elde edilir. Bu esitliklerden sekil operatorleri
As=—1, Ay= diag((—u2 )l (i + 1)/u2> (5.72)

olarak bulunur. Ayrica, (2.47) denklemi C = 0 vektorii ve sabit olmayan f = ||[|? =
—2u~* fonksiyonu i¢in saglanir. Yani, M yiizeyi has birinci gesit noktasal 1-tipinden

Gauss tasvirine sahiptir.

[36] numarali makalede IEE‘Il Minkowski uzayinin ortalama egrilik vektorii paralel olan

yiizeylerinin karakterizasyonu elde edilmis ve asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 5.19. [36] E‘l‘ Minkowski uzayinin paralel ortalama egrilik vektoriine sahip

uzaysal bir M ylizeyi asagida verilen 12 cesit yiizeyden birine kongruenttir:

(1) Ef Minkowski uzayinin bir maksimal yiizeyi;

2) ZX¢ C E‘I‘ 151k konisinde kalan sabit ortalama egrilige sahip yiizey;

3) E}c IE‘f Euclid uzayinda kalan sabit ortalama egrilige sahip ylizey;

(4) E3 C E} Minkowski uzayinda kalan sabit ortalama egrilige sahip yiizey;

(5) r > 0 olmak iizere S}(r?) C E} de-Sitter uzayinda kalan sabit ortalama egrilige

sahip ylizey;

(6) r> 0 olmak iizere H*(—r?) C I[-Z‘fl1 hiperbolik uzayinda kalan sabit ortalama egrilige

sahip ylizey;
(7) Yer vektorii (5.51) ile verilen diiz, paralel yiizey;

(8) Yer vektorii

1-b 1+b 1-b 1+b
x(s,t)z( 5 52+ ;L 2,51, 5 52+ ; t2>

ile verilen diiz, paralel yiizey;
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(9) Sabit isiksal ortalama egrilik vektoriine sahip, .79 = {(¢,x2,x3,7) } hiper diizleminde

kalan, fakat 1s1k konisinin i¢inde kalmayan, paralel olmayan, diiz yiizey;

(10) Tamamiyle ¢ 151k konisinde kalan, paralel olmayan, diiz, ortalama egrilik

vektorii 1siksal ylizey;

(11) S% (c?) de Sitter uzayinda kalan ve bu uzaydaki H’ ortalama egrilik vektorii,

(H',H') = —¢? esitligini saglayan, diiz veya paralel olmayan yiizey;

(12) H?(—c?) hiperbolik uzayinda kalan ve bu uzaydaki H' ortalama egrilik vektorii,

(H',H') = ¢? esitligini saglayan, diiz veya paralel olmayan yiizey.

Teorem 5.18 ve Teorem 5.19 birlestirilerek asagidaki karakterizasyon teoremi elde

edilir.

Teorem 5.20. M, IE‘I1 Minkowski uzayinda maksimal olmayan ve yonlendirilmig
uzaysal bir yiizey olsun ve yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin uzaysal veya zamansal
oldugu varsayilsin. Bu durumda, M yiizeyinin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul, M yiizeyinin 2% C E} 1s1k konisinin,
E3 ¢ E‘f 3-boyutlu Euclid uzayinin, E? C I['I‘,‘lt 3-boyutlu Minkowski uzayinin, S? (cz) C
IE‘I‘ de Sitter uzayimn veya H*> C IFE,‘IL hiperbolik uzayinin i¢inde kalmasi ve ortalama

egriliginin sabit olmasidir.

Asagidaki onerme ile ortalama egrilik vektorii 1s1ksal olan bir uzaysal ylizeyin Gauss
tasvirinin birinci ¢esit (global) 1-tipinden olmasinin harmonik olmasina denk oldugu

elde edilir:

Onerme 5.21. M, E‘l‘ Minkowski uzaymnin, ortalama egrilik vektorii 1s1ksal olan
uzaysal bir yiizeyi olsun. M ylizeyinin birinci ¢esit (global) 1-tipinden Gauss tasvirine

sahip olmasi, ancak ve ancak Gauss tasvirinin harmonik olmasi ile miimkiindiir.

Ispat. M, IFE,‘IL Minkowski uzayinin, ortalama egrilik vektorii 1siksal olan bir yiizeyi olsun
ve ylizeyin Gauss tasviri Vv ile gosterilsin. Ayrica, yiizeyin harmonik olmayan birinci
cesit (global) 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Yani, v tasviri,
(2.47) denklemini fy # 0 bir sabit olmak iizere f = ||h||*> = fy fonksiyonu ve C = 0

vektorll icin saglasin. Bu durumda, Teorem 5.18’den dolayi, M yiizeyinin ortalama
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egrilik vektorli H paralel olur. Ayrica, v tasvirinin harmonik olmamasindan dolayz,
Teorem 5.8 ve Teorem 5.10, M yiizeyinin asagidaki iki ¢esit ylizeyden birine kongruent

olmasim gerektirir.

(i) S3(r?) de Sitter uzayinda kalan ve bu uzaydaki H' ortalama egrilik vektorii,

(H',H') = —r? esitligini saglayan, diiz veya paralel olmayan yiizey;

(i) H3(—#?) hiperbolik uzayinda kalan ve bu uzaydaki H’' ortalama egrilik vektorii,

(H',H') = r* esitligini saglayan, diiz veya paralel olmayan yiizey.

x:Q — M C E}, M yiizeyinin yer vektorii olsun. Bu durumda, (x,x) = &3r 2 esitligi
saglanir. Burada €3, M yiizeyinin S3(r%) veya H>(—r?) uzaylarinda kalmasina gore,
sirastyla, +1 veya -1 dir. e3 vektorii, ez = rx sekilde secilecek olursa, yiizeyin ortalama
egrilik vektorii, e4 uygun bir birim normal vektor olmak iizere, H = €3r(e3 — e4) olarak

elde edilir ve w34 = 0 olur.

Av = fyv olmasindan dolayi, (5.1) denkleminden RP = 0 bulunur, yani, ylizeyin
normal konneksiyonu diizdiir ve sekil operatorleri ayni anda kosegenlestirilebilir.

Dolayisiyla, yiizeyin teget uzayinin
Az =diag(hy),h3,) ve Agq=diag(hi;,h3,) (5.73)
olacak sekilde bir {e},e,} yerel baz alan1 vardir ve
B3y +h3y = hiy +h5, =2r (5.74)

olur. ||1||*> ve (H,H) sabit oldugu icin, (2.31) denkleminden dolay1 yiizeyin Gauss
egriligi K sabittir, yani, Ko bir sabit olmak iizere Ko = &3(h3 13, — h},h3,) olur.

Sirasiyla, bu esitlik ve (5.74) denkleminden elde edilen

ei(hy1)h5y + I ei(h3y) = ei(hfy )3, + hiyei(h5,) (3.75)
ve
el = —ei(hh), i=1,2 p=34 (5.76)
esitliklerinden
ei(h?l)(h?l —@2) = ei(’l‘h)(h‘h —héz) (8.77)
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denklemleri bulunur. Bununla birlikte, M yiizeyi i¢in (2.16) Codazzi denklemleri

er(hfy) = —@n(e) (i) —h5,), (5.78)
er()) = onler)(hfy —hhy), B=34 (5.79)

halini alir. Bu denklemler, (5.77) denklemlerinde yerine yazilirsa,
ona(er) () —)? = () —1%)?) =0, i=1,2 (5.80)

bulunur. M yiizeyinin diiz olmamasindan dolay1 @;, = 0 olamaz. Dolayisiyla, (5.80)
denkleminden (h3, — h3,)> = (h}, — h3,)? elde edilir. Dolayisiyla, fo = [|h||*> = 0
olur ki bu bir ¢eligkidir, dolayisiyla, M yiizeyinin Gauss tasviri, birinci cesit (global)

1-tipinden ise harmoniktir. ]

Teorem 5.22. IE‘It Minkowski uzayinin maksimal olmayan bir uzaysal M yiizeyinin
birinci ¢esit (global) 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

yiizeyin paralel ortalama egrilik vektoriine ve sabit Gauss egriligine sahip olmasidir.

Ispat. I[Efl1 Minkowski uzayinin maksimal olmayan bir M uzaysal yiizeyinin birinci
cesit 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda, f bir sabit
olmak iizere, ||h||> = fo olur. Ayrica, Teorem 5.18’den dolayr M yiizeyi paralel
ortalama egrilik vektoriine sahiptir ve Yardimci Teorem 5.3’den dolay1 (H,H) sabit
olur. Boylece (2.31) denkleminden yiizeyin Gauss egriligi sabit ¢ikar, dolayisiyla gerek

kosulun ispati tamamlanmuis olur.

Yiizeyin ortalama egrilik vektoriiniin paralel olmasi1 kosulu, Teorem 5.18’den dolay1
Av = ||h||?v esitliginin saglanmasini gerektirir. Bu kosul ile birlikte Gauss egriliginin
sabit olmasi durumunda ise (2.31) denkleminden dolay1 ||4|?> fonksiyonu bir sabit

fonksiyondur. Dolayisiyla, ylizey birinci cesit 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir. [

Asagida global 1-tipinden Gauss tasvirine sahip uzaysal bir yiizey 6rnegi verilmekte-

dir:
Ornek 5.4. IE‘IL uzayinda, yer vektorii

x(u,v) = (acoshu,asinhu,bcosv,bsinv), b*—a*#0, ab+#0 (5.81)
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ile verilen bir M yiizeyi ele alinsin. Bu durumda, ¢ = /€(b? —a?) olmak iizere,
(x(u,v),x(u,v)) = €c?, esitligi saglanir. Burada &€ = +1, b> — a® sayisinin isaretidir.
€ = 1 olmasi durumunda M = H!'(—a=2) x S'(b72) C $3(c72) C E}, € = —1 olmasi
durumunda ise M = H'(—a=2) x S'(b~2) C H(—c?) C Ef olur. Ayrica, M yiizeyi

tizerinde taniml1 bir ¢ati alani,

10 10 1
ep=—-——, e=-—, e3=—-x, e4=—(bcoshu,bsinhu,acosv,asinv)(5.82)
adu bodv c c
seklindedir ve (e1,e1) = (ez,e2) =1, (e3,e3) = —(eq,e4) = € Olur.
Gerekli hesaplamalar yapilirsa,
~ 1 ~ 1
Veez = e Ve,e3 = pie? (5.83)
~ b ~ a
Vele4 = —eq, Veze4 = —e) (5.84)
ac bc

elde edilir. Bu esitliklerden,

_—1/10 =1 (b/a 0 .

bulunur. Dolayisiyla,

a? + b>
2ab

1
Hzg(—e3+ ex)) DH=0 ve [h]*=3 (5.86)

olur. Bu esitlikler, (5.1) denkleminde yerine yazilirsa, M yiizeyinin Gauss tasvirinin
Av = %v esitligini sagladig1 bulunur. Dolayisiyla, M yiizeyi birinci ¢esit 1-tipinden

Gauss tasvirine sahiptir.

5.3 Ikinci Cesit Noktasal 1-Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Uzaysal Yiizeyler

Bu boliimde IE‘It Minkowski uzayinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip uzaysal yiizeyleri ¢ahisilmistir. 1k olarak maksimal yiizeyler ele alinmis ve
bir maksimal yiizeyin ikinci g¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi
icin bir diizlemin agik bir parcasindan ibaret olmasi1 gerektii gosterilmistir. Daha
sonra ise ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, sabit ortalama egrilikli
yiizeylerin tam siniflandirilmasi elde edilmistir. Bu boliimdeki sonuglar [32] numarali

calismada yayinlanmustir.
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5.3.1 Ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip maksimal yiizeyler
Asagidaki teoremle E‘l‘ Minkowski uzayinin ikinci g¢esit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip maksimal yiizeylerinin siniflandirmasi elde edilir.

Teorem 5.23. ]E‘ll Minkowski uzaymin maksimal bir ylizeyinin ikinci g¢esit noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bir diizlemin acik bir

parcast olmasidir.

Ispat. M, E‘f Minkowski uzayinin yonlendirilmis ve maksimal bir yiizeyi olsun. Bu

durumda, H = 0 olur ve M yiizeyi iizerinde tanimli, kars1 gelen sekil operatorleri

h3 0 W Rt
A3:( 11 ) veE A4:( 11 12 ) (5.87)
0 —nm iy —hi

formunda olan bir {ej,ep,e3,e4} ortonormal ¢ati alani vardir. Ayrica, M yiizeyi

maksimal oldugu i¢in, ylizeyin Gauss tasviri (5.18) denklemini saglar.

Simdi, gerek kosulun ispati i¢in M yiizeyinin ikinci c¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda diizgiin bir f fonksiyonu ve sifirdan

farkli bir C € Eg sabit vektorii icin (2.47) denklemi saglanir. Bu iki denklemden
f(V+C) = HhHZV+2RD(81,62;€3,64)61/\ez (5.88)

elde edilir. Ayrica, C vektorii sabit oldugu i¢in Yardimci Teorem 2.3’den dolayr C

vektoriiniin Cyy, Cy3,..., C34 bilesenleri, (2.46) denklemlerini saglarlar.

(5.88) denkleminden
Ciz=Ciy=Cp3=0C»=0 (5.89)

elde edilir. (5.87) ve (5.89) denklemlerinin i = 1,2 i¢in (2.46b) ve (2.46e)

denklemlerinde yerine yazilmasiyla

Ciohfy = Caahy =0, (5.90)

CIZh?l + C34/’lzl¥2 = Clzhél‘z — C34/’l?1 =0 (5.91)

esitlikleri elde edilir. C vektorii sifirdan farkli oldugu icin Cy; ve Cs4 fonksiyonlarindan

biri sifirdan farklidir. Dolayisiyla, (5.90) ve (5.91) denklemlerinden h?l = h‘l‘] = h‘]‘2 =
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0 elde edilir ve & = 0 olur ki bu da M yiizeyinin IE‘I1 uzayininin uzaysal bir diizleminin

acik bir parc¢asi oldugunu gosterir.

Yeter kosulun ispati, Sonug 5.2°de verilmistir. [
Teorem 5.7, Teorem 5.15, Onerme 5.17 ve Teorem 5.23 kullanilarak IE‘I1 Minkowski
uzaymin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip maksimal yiizeylerinin bir

karakterizasyonu asagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 5.24. M, ]E‘l‘ Minkowski uzaymin maksimal bir yiizeyi olsun. M yiizeyinin
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul normal
demetinin diiz olmasidir. Eger M yiizeyi, bir ¢ : Q — R harmonik fonksiyonu icin yer
vektoril (5.20) ile verilen yiizey ise Gauss tasviri harmonik, aksi taktirde has birinci

cesit noktasal 1-tipindendir. Burada Q, R? de acik bir kiimedir.

5.3.2 Noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip, sabit ortalama egrilikli uzaysal

yiizey ornekleri

Bu boliimde ilk olarak ikinci c¢esit noktasal bir tipinden Gauss tasvirine sahip, sabit

ortalama egrilikli uzaysal ylizey ornekleri elde edilmistir.

Ornek 5.5. ag, by ve ¢y stfirdan farkli sabitler ve c% = b% — a% olmak iizere, IEC‘Il

Minkowski uzayinda yer vektorii
x(s,t) = (aps,bocoss,bysins, 1) (5.92)

ile verilen M yiizeyi gdz Oniine alinsin. Bu yiizey, birinci cins helissel silindir olarak

isimlendirilir. M ylizeyi iizerinde tanimli ortonormal bir cati alan,

1 0 0
- - _ 5.93
€l co asv €2 al’ ’ ( )
b
e3 = (0,coss,sins,0), e4= (—0, _% sins, i coss,0) (5.94)
(&) Co (&)
olmak tizere, {e],e2,e3,e4} seklindedir ve (ey,e1) = (e2,e2) = (e3,e3) = —(eq,e4) =1
olur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,
~ bo ~ -
Velel = ——263, Vezel = 0, Vez = 0,
C
b 0 . . (5.95)
S 0 0 S 0 S S
Ve e3=—e1— —es, Vees=——7e3, Veez3=Vees=0
o o o
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bulunur. Bu esitliklerden @y = 0, w34(e;) = %, wa4(ez) = 0 elde edilir ve sekil
€0

operatorleri

S
A= "« . Ay=0 5.96
3 o o 4 (5.96)

olur. Dolaysiyla, ||4||> = b3/c3, RP =0, VirAg =0 ve H = —by/ (2¢3)es elde edilir.
Bu esitlikler, (5.1) denkleminde yerine yazilirsa, M yiizeyinin Gauss tasvirinin
b3 obo

0y D00 nes (5.97)
9 <

Av =
esitligini sagladig1 goriiliir.
2
M yiizeyinin Gauss tasviri, (2.47) denklemini f = c% ve C = %v + aob °e1 A e3 igin
0 0

saglar. Bununla birlikte %ez ea =0 oldugu i¢in e;(C) = 0 oldugu hemen gorulur. Ayrica,

(5.95) denklemleri kullanilarak

2

a apbg

el(C) = —gel(V)-i——Cz 61(61/\63)
0

€o
2
ag a()b() = =
= 2 (Vel e3Neqs+e3 N Vel 64) + C_Z(Vel eitNes+er A Ve] (33) (5.98)
€o 0

2
by aopb —

= ag( el/\e4+0) 20 (0+ 621061/\€4>=0
i) Co €o i)

bulunur. Dolayistyla, C vektorii sabittir ki bu durum M ylizeyinin ikinci gesit (global)

1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugunu gosterir.
Ornek 5.6. ag # 0 ve by # 0 baz1 sabitler olmak iizere ]E‘l‘ uzayinda, yer vektorii
x(s,t) = (bocoshs, bgsinhs,ags,t) (5.99)

ile verilen M yiizeyi goz Oniine alinsin. Bu yiizey, ikinci cins helissel silindir olarak

isimlendirilir. M yiizeyi iizerinde taniml1 ortonormal bir ¢ati alani,

14 d
= = 5.100
€l co s’ 2= o ( )
. ap . ao b()
e3 = (coshs,sinhs,0,0), e4= (—sinhs,—coshs,——,0) (5.101)
o o o

ve c% = a% +b% olmak iizere, {e1,ez,e3,e4} seklindedir ve (ej,e;) = (es,e2) =

—(e3,e3) = (eq,e4) = 1 olur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

~ b ~ -
Veer = —e3, Vel =0, Vey=0,
C
0 (5.102)
- b - ao ~ -
Vee3=—el +2 €4, Vees=—e3, Veez3=Vee4 =0
Co Co €0
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bulunur. Bu esitliklerden @2 = 0, ms4(e;) = 9, wsz4(ez) = 0 elde edilir ve sekil
o

operatorleri

~b g
Az = <o , A1 =0 5.103
3 N 4 ( )

olur. Dolayistyla ||2]|> = —b3/cd, RP =0, VirAg =0 ve H = bo/(2c3)es elde edilir.

Bu esitlikler, (5.1) denkleminde yerine yazilirsa, M ylizeyinin Gauss tasvirinin

b} b
Av =0y L0000 pes (5.104)
o o
esitligini sagladig1 bulunur.
2
M yiizeyinin Gauss tasviri, (2.47) denklemini f = —Cl—z ve C= -y a(c)é’(’el Aes

~ 0 & 0
icin saglar. Bununla birlikte, V,,e4 = 0 oldugu i¢in e;(C) = 0 oldugu hemen goriiliir.

Ayrica, (5.102) denklemleri kullanilarak

2
a apbg
el(c) = ——gel(v)—l——zel(el/\eg,)
CO CO
- S apbg & =
— —C—z(Vele3 Nes+e3 ANV, es)+ c_2(ve1€1 Ne3+e AV, ef5.105)
0 0
2
b b
= —a—g (—261 /\€4+0> +a0—20 (O+a—(2)el /\e4> =0

bulunur. Dolayisiyla, C vektorii sabittir. Boylece, M yiizeyinin ikinci cesit (global)

1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir.

Ornek 5.7. ag, by ve co stfirdan farkli sabitler ve c(% = a% — b% olmak iizere, IE‘It

Minkowski uzayinda, yer vektorii
x(s,t) = (bgsinhs, by coshs, aps, ) (5.106)

ile verilen M yiizeyi goz Oniine alinsin. Bu yiizey, tiglincii cins helissel silindir olarak
isimlendirilir. M ylizeyi iizerinde tanimli ortonormal bir cati alant,
14 d
— e = —
cds ot

ao

b
e3 = (sinhs,coshs,0,0), e4 = (— coshs, 9 sinhs, —0,0) (5.108)
o €0 o

e = (5.107)

olmak iizere, {e},en,e3,e4} seklindedir ve (e1,e1) = (ez,e2) = (e3,e3) = —(e4,e4) =1
olur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,
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Ve el = 263, €e2€1 =0, %ez =0,

N Ob N N N (5.109)

Ve ez = 061 +—= ao e4, Veeq= a—g€3, Ve,e3=V,e4=0
c ¢ o

bulunur. Bu esitliklerden @j, = 0, ws4(e;) = —?—g, w34(e2) = 0 elde edilir ve sekil

operatorleri
boo
Az = o , A4=0 (5.110)
0 0
olur. Dolayisiyla,
2 % bo
|al*=—, R"=0, VuAg=0 ve H=_5e; (5.111)
Toh 2c;

elde edilir. Bu esitlikler, (5.1) denkleminde yerine yazilirsa, M yiizeyinin Gauss

tasvirinin
bZ obo
Av =0y DN ney (5.112)
o <
esitligini sagladig1 bulunur.
2
M yiizeyinin Gauss tasviri, (2.47) denklemini f = —Ciz ve C = -0y — “"boel A e3

N 0 0
i¢in saglar. Bununla birlikte V,,es = 0 oldugu i¢in e»(C) = 0 oldugu hemen goriiliir.

Ayrica, (5.109) denklemleri kullanilarak

2
a a()b()
el(C) = ——g (v)——zel(el/\eg)
€0 €0
B a2 ~ aoby = =~
= —2 (Ve1€3 Aes+e3 N\ Vele4) 2 (Ve,e1 Nes+e1 AV, eq5.113)
€ 0
2
b b
— _a_(z) (——gel /\e4—l—0) — _61020 (O—l—a—gel /\64) =0
€0 €0 €0 €0

bulunur. Dolayisiyla, C vektorii sabittir. Boylece, M ylizeyinin ikinci cesit (global)

I-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu goriiliir.

Daha sonra kullanmak icin bu helissel silindirler ile ilgili asagidaki yardimci teorem

elde edilir:

Yardimci Teorem 5.25. M, E‘l‘ Minkowski uzayinin bir uzaysal yiizeyi olsun. Eger,
a#0ve B #0, 0> — B2 # 0 esitsizligini saglayan sabitler olmak iizere, konneksiyon

formlari

O3 =—00;, 4=, Op=0,=03=0y=0 (5.114)
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seklinde olan bir {e, e, e3,e4} cat1 alan1 varsa, M yiizeyi yer vektorii (5.92), (5.99) ve
(5.106) ile verilen helissel silindirlerden birine kongruenttir. Burada, {®;, @, }, {e1, e}

bazina karg1 gelen dual bazdir.

Ispat. M, I['Ii‘lt Minkowski uzayinin bir uzaysal yiizeyi olsun. {ej,e;,e3,e4}, M yiizeyi
tizerinde tanimli, kars1 gelen konneksiyon formlar (5.114) seklinde olan bir ¢ati alani
ve &30 — 32 # 0 olsun. Bu durumda, ms4(e1) = B, ms4(ez) = 0 ve sekil operatorleri
Az = diag(a,0), A4 = 0 olur. @, = 0 olmasindan dolay1 (2.32) ile verilen birinci yap1
denkleminden d @ = d w, = 0 bulunur. Dolayisiyla, @ = du ve @, = dv olacak sekilde

yerel koordinatlar vardir ve e; = d,, e = d, olur.
M yiizeyinin ]E‘l1 uzayinda yer vektorii x : Q — M olsun. ®;; = 0 olmasindan dolay1
Vee1 = xuu = hiey,er), Ve,ea = Vee1 = xy = h(ey,e2) ve Ve,e0 = x,, = h(er,e2)

bulunur. Bu esitlikler ile (2.5) ve (2.6) denklemleriyle verilen Gauss ve Weingarten

formiillerinden
Xyy = E300€3, X =0, x,,=0, (5.115)
%e1€3 = (e3)y, = —0x, — &3Pey, 66263 = (e3), =0, (5.116)
68164 = (64)M = —83ﬁ€3, €e2€4 = (64)v =0 (5.117)

bulunur. Dolayisiyla, e3 ve e4 sadece u’ya baghdir. Ispatin bundan sonraki boliimiinde

n/n

ile u degiskenine gore adi tiirev gosterilecektir. Ayrica yiizeyin ortalama egriligi

4(H,H) = &30 ve ortalama egrilik vektorii 2H = x,,, oldugundan,
(s Xuu) = €307 (5.118)

esitligi elde edilir.

(5.115)’deki ikinci ve iiglincii denklemlerden L; € I[til‘lt bir sabit vektér ve B, IE‘It

Minkowski uzayma diizgiin bir tasvir olmak iizere
x=vL; +B(u) (5.119)
elde edilir. Bu esitligin (5.115)’deki birinci denklemde yerine konulmasiyla,
B" = g3ae3 (5.120)
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bulunur. (5.116)’daki birinci denklemin u degiskenine gore tiirevi alinir, (5.117) deki

birinci denklemde ve (5.120) esitliginde yerine yazilirsa
e+ (830% — ez =0 (5.121)

bulunur. (5.121) denkleminin genel ¢oziimii, sifirdan farkli olan &30> — B2 sabitinin
pozitif veya negatif olmasina gore trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonlar

tiiriinden yazilabilir. Bu yiizden iki ayr1 durum incelenecektir.

Durum 1. g30% — /32 = —a® < 0 olmast durumunda, (5.121) denkleminden e3 =
cosh (au) L, + sinh (au) L3 elde edilir. Burada L,,L; € E} baz1 sabit vektorlerdir. Bu
esitlik ve (5.120) denkleminden

B"(u) = e3a (cosh (au) L, + sinh (au) L3) (5.122)
bulunur. Bu denklemin ¢oziilmesiyle
B(u) = cosh (au) Ly + sinh (au) L3 +uL4 + Ls (5.123)

elde edilir. Burada L, L3, Ly, Ls € IE‘I‘ bazi sabit vektorlerdir. Genellik bozulmaksizin,

Ls = 0 kabul edilir. Dolayisiyla, (5.119) ve (5.123) denklemlerinden
x = vL; + cosh (au) L, + sinh (au) L3 + uLa. (5.124)

elde edilir.
(xu, xu) = 1, (x4, x,) =0, (xy,x,) = 1 esitlikleri ve (5.118) denkleminden

<LA;LB>:5AB> 1<A,B<4, <L1,L1>:1,

2 2
&sa (5.125)
(Ly,Ly) = —(L3,L3) = —————, (L4, La) = %
(302 — B?) B? —&a
elde edilir. Dolayisiyla, €5 = 1 veya &5 = —1 olmasina gore, Ly, L3 and Ly vektorleri

icin, EAI' uzayinin uygun lineer izometrilerine gore, iki farkli se¢im vardir:

Durum la. &3 = 1 olmasi durumunda, genellik bozulmaksizin, L; = (0,0,0,1), L, =

7%52(0,1,0,0), Ly = 55%55(1,0,0,0) ve Ly = \/ﬁffaz(o,o, 1,0) secilir. Bu esitlikler

(5.124) denkleminde yerine yazilirsa

x= (Oﬂ%ﬁz sinh (au) 062%[32 cosh (au), Lu, v) (5.126)
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elde edilir. s = /B2 — o2u, t = v seklinde koordinat doniisiimii yapilir ve lﬁ = ay,

oﬂ%[ﬁ = bg yazilirsa M yiizeyinin yer vektorii (5.106) ile verilen yiizey oldugu goriiliir.

Durum 1b. & = —1 olmasi durumunda, I['Ei‘lt uzayimin uygun lineer izometrilerine
gore, bu kez Ly = (0,0,0,1), L, = #52(1,070,0), Ly = #[32(0,1,0,0), Ly =

b (0,0,1,0) secilir ve benzer islemler yapilirsa, M yiizeyinin yer vektorii (5.99)

ile verilen yiizeye kongruent oldugu goriiliir.

Durum 2. &30.2 — [32 = a2 > 0 olmasi1 durumunda, (5.121) denkleminin genel ¢oziimii
e3 = cos (au) Ly +sin (au) L3 (5.127)

seklindedir ve &3 = 1 olur. Burada, L, ve L3 € E} bazi1 sabit vektorlerdir. Durum 1a’da
anlatilan yontemle M yiizeyinin bu kez yer vektorii (5.92) ile verilen yiizeye denk
oldugu gosterilir. U

Bu yardimci teorem kullanilarak asagidaki siniflandirma teoremi elde edilir.

Teorem 5.26. M, E‘lt Minkowski uzayinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilige
sahip, normal konneksiyonu diiz olan uzaysal bir ylizey olsun. M yiizeyinin ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, M
ylizeyinin yer vektoriiniin (5.92), (5.99) ve (5.106) ile verilen helissel silindirlerden

birine kongruent olmasidir.

Ispat. M, E‘l‘ Minkowski uzayinda normal konneksiyonu diiz bir yiizey olsun.
Bu durumda sekil operatorleri ayn1 anda kosegenlestirilebilir. Ayrica, M yiizeyinin
ortalama egriliginin sifirdan farkli bir sabit oldugu varsayilsin. Bu durumda, yiizey

tizerinde tanimli, karg1 gelen sekil operatorleri
Az =diag(h}),h3,), Ay = diag(ht;,—h1)) (5.128)

formunda olan bir {e},e>,e3,e4} ortonormal ¢at1 alan1 vardir ve bir o sabiti igin h?l +
h%z =20 esitligi saglanir. Ayrica, yiizeyin ortalama egrilik vektorii, H = &3 0te3 olur ve

V(trA3) = V(trA4) = 0 elde edilir. Bu esitlikler, (5.1) denkleminde yerine yazilirsa,
Av = ||hH2V — 8306(!)34(61)61 Ne3z— 83066034(62)62 Nes (5.129)

bulunur.
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Simdi, gerek kosulun ispat1 i¢in, M ylizeyinin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda, (2.47) denklemi diizgiin bir f

fonksiyonu ve C # 0 sabit vektorii i¢in saglanir. (2.47) ve (5.129) denklemlerinden
f(V —l—C) = HhH2V — 83060)34(61)61 Ne3z— 83066034(62)62 Nes (5.130)

elde edilir. C vektorii, (2.35) ile verilen sekilde bilesenlerine ayrilirsa, (5.130)

denkleminin iki tarafindaki vektorlerin ayni bilesenlerinin birbirine esitlenmesiyle,

f(1=Csa) = Al (5.131)
fCiz = —awxu(e), (5.132)

fCs = —aws(e), (5.133)
Ch=Cu=Cy = 0 (5.134)

denklemleri elde edilir.

C vektoriiniin sifirdan farkli sabit bir vektor olmasindan dolayi, Yardimci Teorem
2.3 Ciz, Ci3,..., C34 bilesenlerinin (2.46) denklemlerini i = 1,2 icin saglamasini
gerektirir. i = 1,2 icin (2.46c) ve (2.46e) denklemlerinde (5.128) ve (5.134)

denklemlerinin kullanilmasiyla

—w34(e1)Ci3+ 3 Cau = 0. (5.135)
w34(e2)C13 = 0, (5.136)
W34(e1)Cr3 = 0, (5.137)

—w34(€2)Cr3 +h13,C34 = 0 (5.138)

elde edilir.

Diger taraftan, @s4(e;) = w34(e2) = 0 olmasi durumunda, ortalama egriliginin sabit
olmasindan dolayi, M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii paralel olur ve Teorem
5.18’den dolayr M yiizeyinin Gauss tasviri birinci ¢esit noktasal 1-tipinden olur ki
bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, genellik bozulmaksizin @34(e;) # 0 esitsizliginin
saglandig1 varsayilacaktir. Bu durumda, (5.132) denkleminden Cj3 # 0 elde edilir.
Dolayisiyla, (5.136) denkleminden @s4(e;) = 0 elde edilir ve (5.133) denkleminden

ise (3 = 0 bulunur. Boylelikle, C vektorii

C=&C3e; Ne3 —Czgez Ney (5.139)
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olur. (o3 = 0 esitliginin saglanmasindan dolay1 (5.138) denkleminden C34h32 =
0 elde edilir. Bununla birlikte, C34 = 0 olmasi durumunda (5.135) denkleminden
@34(e1)C13 = 0 bulunur ki bu durum bir geligkidir. Dolayistyla, 43, = 0 olur. Béylece,
(5.128) denkleminden

Az = diag(a,0), Ay = diag(ht;,—ht;). (5.140)

elde edilir. h?l )= h?z 1> h%z | = h%z 5 VE h‘2‘2 | = h‘llz2 Codazzi denklemleri, sirasiyla,

(X&)lz(el) = 0, (5.141)
el o3(e1) = awp(e), (5.142)
ei(—ht)) = 2h} 015(en) (5.143)

halini alir. Buna ek olarak, (R(ej,e;)e1,er) = €3(detA3 —detA4) Gauss denkleminden

el ((1)12(62)) =& (hzh)Z — ((1)]2(62))2 (5.144)

bulunur ve (5.141) esitliginden, & # 0 oldugu i¢in, @2(e;) = 0 elde edilir.
Simdi h‘l‘1 = 0 oldugu gosterilecektir. h‘f1 # 0 oldugu varsayilsin. (5.132) denklemi

w34(ey) ile carpilir ve (5.135) denklemi kullanilirsa, h? | = & # 0 oldugu igin,

fC3q = — (w34(er))? (5.145)

bulunur. (5.131), (5.140) ve (5.145) denklemlerinden

f =g =2(hf))?) — (@3(e1))? (5.146)
elde edilir. Diger taraftan, (5.132), (5.139) ve (5.145) denklemlerinden

c —6034(61)<

7 &0ley Nesz — (034(61)63 N 64) (5.147)

bulunur.

Simdi, bir C vektor alam ve f fonksiyonu, C = e30te; A ez — wz4(er)e3 Aeq ve f =
—_@}(e‘) seklinde tanimlansin. Bu durumda, (5.147) denkleminden C = fC elde edilir

ve C vektorii sabit oldugundan dolayi,

e1(C) = e1(f)C+ fer(C) =0 (5.148)
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olur. Eger C ve el(é) lineer bagimsiz ise, (5.148) denkleminden f = 0 bulunur ki
bu durum bir celiskidir. Dolayisiyla, ya C ve e;(C) lineer bagimh veya e;(C) =
0 olmalidir. Bununla birlikte, (2.5) ve (2.6) ile verilen Gauss and Weingarten

formiillerinden

e1(C) = —h‘flwz4(€1)€1/\€3+(Oﬂhﬁ—el(wszt(ﬁ)))es/\m (5.149)

bulunur ve bu esitlik, h‘h # 0 olmasindan dolay1 e (C‘ ) # 0 olmasin1 gerektirir. Sonug

olarak, C ve e (C) vektor alanlarinin lineer bagimli oldugu elde edilir.

(5.142) denkleminin tiirevi alinirsa,
ese (h])) was(er) + e4h1 €1 (w34(e1)) = aer(win(e2)) (5.150)
elde edilir. (5.142) - (5.144) ve (5.150) denklemlerinden
K <e1 (034(e1)) + ahit, — w12(62)0)34(el)> —0 (5.151)
bulunur. h‘f1 # 0 oldugu i¢in, (5.151) denkleminden
e1(wu(er)) = —ahi; + o(e2) w34(er) (5.152)
elde edilir. (5.142), (5.149) ve (5.152) denklemlerinden
el (é) = a)lz(ez)éJr 2ah‘1‘1e3 Ney. (5.153)

bulunur.

e1(C) ve C vektor alanlan lineer bagimli oldugu icin, (5.153) esitliginden ahf, = 0

elde edilir ki bu durum bir ¢eliskidir. Sonug olarak, h‘l‘1 = 0 oldugu gosterilmis olur.

h‘l‘1 = 0 oldugu igin, (5.142) denkleminden ®>(e;) = O bulunur. Diger taraftan,
(5.146) ve (5.147) denklemlerinden &30*(C,C) = (14 (C,C))ws4(ey) elde edilir ve

bu denklemden

_ 850?(C,C)

B = 1.0 #0 (5.154)

olmak iizere, ws4(e1) = B bulunur. Ayrica, (5.146) denkleminden f = e3> — B2 # 0
elde edilir.
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Sonu¢ olarak, M yiizeyinin konneksiyon formlar1 (5.114) denkleminde verildigi
sekilde elde edilmis olur. Yardimci Teorem 5.25 g6z Oniine alindiginda, M yiizeyinin
(5.92), (5.99) ve (5.106) ile verilen helissel silindirlerden birine kongruent oldugu
gorilir. [

Teorem 5.26’in bir sonucu agagida ifade edilmistir:

Sonug 5.27. IE‘Il Minkowski uzaymnin sifirdan farkli sabit ortalama egriligine sahip,
normal konneksiyonu diiz olan uzaysal bir M yiizeyi ikinci cesit has noktasal

1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda Euclid ve yari-Euclid uzaylarinda karsit boyutu 2 olan alt
manifoldlar ele alind1 ve bu alt manifoldlardan noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip olanlari incelendi. i1k olarak kargit boyutun iki oldugu durumda en genel haldeki
bir alt manifoldun Gauss tasviri ile ilgili baz1 yardimci teoremler verildi. Daha sonra
ise en genel halde verilen bu yardimci teoremler kullanilarak 4-boyutlu Euclid ve
yari-Euclid uzayinda noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip yiizeyler ile ilgili bir

takim problemler incelendi.

flk olarak E* Euclid uzayinda meridyen egrileri diizlemsel olan genel donel yiizeyler
ele alind1 ve bu ylizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlari ile
ilgili baz1 simflandirma sonuglar1 verildi. Has noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip donel yiizeyler elde edildi. Ayrica, E* Euclid uzayinda yari-ombilik genel
donel yiizeylerin ve minimal genel donel yiizeylerin simiflandirmalari yapildi. Tleride,
meridyen egrisi diizlemsel olmayan noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip genel
donel yiizeyler ile ilgili calisma yapilarak bu konuda yeni sonuglar verilebilir. E*
Euclid uzayinda donme oranlar1 esit olan bir genel donel ylizeyin minimal olmasi
icin gerek kosullardan birinin meridyen egrisinin diizlemsel olmas1 oldugu Moore
tarafindan daha 6nceden gosterilmistir. Ileride, ayn1 sonucun dénme oranlarinin esit
olmamasi durumunda gecerli olup olmadig1 incelenilerek bu tezde verilen meridyen
egrileri diizlemsel olan minimal genel donel yiizeyler ilgili tam simiflandirma teoremi

daha da gelistirilebilir.

Ayrica, E* Euclid uzayinda basit donel yiizeyler incelenerek birinci gesit noktasal
1-tipinden Gauss tasvirine sahip bir basit donel yiizeyin bir Clifford tor yiizeyinin acik
bir parcas1 oldugu gosterildi. Daha sonra ise ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip basit donel yiizeyler ile ilgili baz1 simiflandirma ve karakterizasyon
teoremleri ispatlandi. Bir basit donel yiizeyin ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip olmasi icin profil egrisinin koordinat fonksiyonlarindan birinin ii¢iincii
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mertebeden adi tiirevli bir denklemi saglamas1 gerektigi gosterildi. Bu denklemin ¢ok
fazla non-lineer terimler icermesinden dolay1 tam olarak incelemesinin bu calismanin
kapsamin astig1 diisiiniilmiistiir. Ilerleyen yillarda, bu denklem calisilarak ikinci cesit
noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip basit donel yiizeyler ile ilgili daha gelismis

sonuclara ulagilabilir.

Son olarak E‘]‘ Minkowski uzayinda uzaysal yiizeyler ¢alisildi. Bu yiizeylerden Gauss
tasviri harmonik olanlar ve noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olanlar ile ilgili
cesitli stnmflandirma ve karakterizasyon teoremleri verildi. Daha ileride, I[:?l‘lt Minkowski
uzaymda zamansal yiizeyler ele alinarak bu ylizeylerden noktasal 1-tipinden Gauss

tasvirine sahip olanlar elde edilebilir.
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