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HOLONOM iK OLMAYAN S iSTEMLER iN UZAYSAL VEKTOR CEBR i
YONTEM iYLE DINAMiK MODELLEMES i

OZET

Holonomik olmayan sistemlerin dinamik modellemesiniatabilmek igin dncelikle
holonomik bir sistem olan seri manipulatorlerin ysa vektor cebri ile kinematik ve
dinamik modellemesi incelengtir. Kinematik modellemede manipulator linklerinin
acisal ve dgrusal hizlarini iceren uzaysal hiz vektorleri mataporiin bulundgu
altplatformdan manipulatdr u¢ noktasina kadar pgepgon matrisleri ile hiz
aktarimlari yapilarak bulunur. Her link uzaysal ihkendinden dnceki linklerin
uzaysal hizlarini da icerir ve kendinden 6ncekeskh tipine gore eklem acisal ya
da d@rusal hizindan etkilenir. Sistemin dengic konfigirasyonuna gore link
uzunluk, hareketli eksen takimi, donme ve Oteleksemeri, propagasyon matrisleri
olusturulur. Balangic konfigirasyonuna gore manipulator u¢c nokiaswysal hizlari
ile eklem agisal hizlar arasglem yapan jakobiyen matrisi bulunur. Ters kinematik
yontem ile istenen uc¢ noktasi uzaysal hiz vektokemgilik eklem acisal hizlarini
bulunmaktadir. Kinematik ve dinamik modellerin uigynalarinda her iterasyonda
hareketli eksen takimlari Rodriguez formull ile ggilfenmelidir. Bu sayede her
hareketli eksen takiminin eklem acisal hizlar dwlarak ©onceki eklem
rotasyonlarina gore de guncellenmegilaar. Kinematik modelleme icin hareketli
manipulator Gzerinde ortak ¢gdn seri manipilatorler 6rgetzerinde cakiimistir.
Sistemin kinematik denklemleri ¢ikarilgrwve similasyon caimasinda girilen alt ve
ust platform uzaysal hizlari sonucu sistemdgasithareket incelensir.

Ardindan uzaysal vektér cebri yontemi ile dinamilenilemlerin bulunmasi
anlatilmstir. Dinamik denklemlerin bulunmasi igin sistemdéler linke uygulanan
tork ve kuvvet denklemleri uzaysal kuvvet vekt@&eklinde olgturulmustur. Her
link icin kutle matrisleri, eylemsizlik matrislebulunmy, kinematik denklemlerle
bulunmu olan propagasyon matrisleri, hareketli eksen taknatrisleri ve jacobiyen
matrisi kullanilarak genelj@riimis kutle matrisi, coriolis ve yercekimi etkilerini
iceren matris elde edilstir. Hareketli base olmasi durumunda da base kigle
eylemsizlik matrisleri ile base genelieilmis kitle matrisi de dinamik denklemlere
eklenmitir. Boylece eklem acisal ivmelerine ve manipilatdmoktasina uygulanan
kuvvetlere kagillk uygulanmasi gereken torkun hesaplanmasigiagan ters
dinamik denklemi bulunmyur. Bulunan dinamik denklemler 5 serbestlik deliece
seri manipulatore uygulanarak ileri dinamik ile uignan tork ve uc¢ nokta kuvvetleri
altinda seri manipulatér hareketi incelesgitini

Kinematik ve dinamik denklemlerden sonra bu denkdeim holonomik olmayan bir
sistem olan yatay duzlem udzerinde kaymadan yuvanlamiske uygulagi
incelenmgtir. Holonomik olmayan sistem, kisitlari holononoknayan mekanik bir
sistemdir. Sistem Kkisitlari koordinat, hiz vegimasiz dgisken olan zamanin
fonksiyonu olarak ifade edilebilirler. Hiz ile ifadedilen kisitlar integrallenerek basit
hale getirilebilirse yani sadece sistem konfiglicemyile ifade edilebilecek duruma
getirilebiliyorsa bu kisitlar holonomik kisitlardifersine hiz ile ifade edilen kisitlar
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integrallenemiyorsa holonomik olmayan kisitlardiagrange denklemleri ile sistem
hareket denklemlerinin bulunmasinda kisitlar gegililmi s koordinatlar icerisinde
ifade edilerek hareket denklemlerinden elimine redsi s&lanabilir. Ancak bunun
icin kisitlarin holonomik olmasi bir kblka desisle integrallenebilmesi gerekir.
Holonomik olan kisitlarin genelierilmis koordinatlar icerisinde elimine edilmesi ya
da hareket denklemlerinin c¢ikarilmasindan sonraerekksi ile elde edilen
denklemler aynidir. Ancak holonomik olmayan kisitla hareket denklemine
eklenmesi icin oncelikle kisit olmayan hareket demMeri cikariimali sonra
holonomik olmayan kisitlar genejt@ilmis kuvvetlerseklinde eklenmelidir. Pfaffian
kisitlari ile sistemin hiz kisiti olan yonleri irsit matrisi ile gdsterilebilir. Kisitlar,
kisit kuvvetleri olgturarak sistemin hareket izni olmayan yonlerde ggmi
engellerler.

Uzaysal vektor cebri ile elde edilen kaymadan vylaren diskin dinamik
denklemlerine hiz kisitlarini eklemek icin Pfaffi&msiti ile hareketin sinirlangi
oldugu yonler gosterilmy, hiz kisitlart kisit kuvvetleri ile denklemlere hila
edilmistir. VRML programinda tasarlanan diskin hareketlercelenerek varilan
sonugclar gosterilngtir.
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DYNAMIC MODELLING OF NON-HOLONOMIC SYSTEMS USING
SPATIAL OPERATOR ALGEBRA

SUMMARY

In this thesis, kinematic and dynamic modellingngsspatial operator algebra are
given for understanding dynamic modelling of nohenomic systems. To this end,
for kinematic modelling cooperating manipulators @mmobile platform and for

dynamic modelling serial manipulator with gravitetal and external forces are
explained by spatial operator algebra method. Therithms for all the systems are
written in Matlab Editor. The motion of the systerasd simulation results are
examined via Simulink and VRML 3D Animation Toolhox

In kinematic modelling spatial velocity vectors wfanipulator links are obtained
with propagation matrices propagated from the btsethe tip point of the
manipulators. Link spatial velocity vector consi$tangular and linear velocity of
the link. Spatial velocity vector of each link caims spatial velocity of prior links
and affected from joint angular or translationaloegy according to joint types.
When the joint type changes to 2 or 3 degree @dimen joint the column numbers
of axis of rotation or translation matrices ince=sad.ink length vectors, body frames,
rotation and translation axis, propagation matriaes created with respect to the
initial configuration of the system. A manipula®rll link spatial velocity vectors
can be found by multiplying propagation matrix bétmanipulator, axis of rotation
or translation matrix of the manipulator and joirsgular velocity vector. The
spatial velocity of the tip point of the manipulatan be found by multiplying all the
link spatial velocity vector with the propagatioratmx from the last joint of the
manipulator to the tip point. Also the Jacobian rapmr which maps between
manipulator tip point spatial velocities and joamgular velocities is obtained by the
product of the tip point propagation matrix, marngtar propagation matrix and axis
of rotation or translation matrix.

Joint angular velocities which correspond to theireel spatial velocity vector of tip
point, found by invers kinematic method. In the laggtions of kinematic and
dynamic models in each iteration body frames mustupdated with Rodriguez
Formula. Thus, updating of each body frame respe@ll the prior joint rotation
using angular velocity which denoted accordingt$cown body frame. Cooperating
serial manipulators on a mobile platform is studi@dkinematic modeling. In this
study cooperating serial manipulator is modeledthwihree 7 degree of freedom
redundant manipulators holding a free flying platioon a mobile base. Kinematic
equations using spatial operator algebra is extefalecooperating manipupulators
and for velocity of mobile base. Joint angular eélpresponse and the of the system
motion occurs on the system are investigated webkeband free flying platform
spatial velocity inputs during the simulation.dtpossible to work with two types of
upper platform. The velocity of the upper platfocan be dependend on the velocity
of the mobile base or it is independent and onlyitsinput velocity.
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After kinematic modelling derivation of dynamic nedlihg with spatial vector
operator method is explained. For derivation ofaigit equations, torque and force
equations applying on the each link of the sysidemntified via spatial force vectors.
Torque vector of each link contains torque dueotational and translational motion
of the link, torque due to forces applied to thik land the torque of next link. Also
force vector of each link contains force due toesmm@tion of center of mass of the
link and force vector of next link. Mass matriceseach link of the manipulator
consist of mass, distance to the center of masstladnertia tensor of the link.
Starting with the link n each link spatial forcect@ depends on next links spatial
force vector and spatial force vector of link n eegs on only spatial force vector
applied to the tip point of the manipulator.

All link force and torque equations are writtennvatrix form. Propagation matrix,
link spatial acceleration vector, bias spatial ésr@ector, spatial tip force vector are
used to find all the spatial force vectors of thanmulator. By taking the time
derivative of link spatial velocity vector, link apal acceleration vector, which
contains bias spatial acceleration vector, can dasd. Bias spatial acceleration
vector is used to find coriolis and gravitationafnhs. Linear part of this vector for
first link of the manipulator is the gravitatioredceleration vector if the manipulator
is modeled to work with gravitation else this parsimply a vector of zeros. Mass
matrices, inertial matrices are derived for eank And obtained a matrix, including
coriolis and gravitation, and generalized mass imjatrsing propagation, body
frames, jacobian matrix found by kinematic equatiarentioned before. In case of a
system with mobile base, mass, inertial and gezexhimatrix of the mobile base
should be added to equations of motion of the mystavers dynamic equation
which provided to calculate required applied togjuespect to the forces on the tip
point of the manipulator and joint angular accelers is obtained with this method.
Derivated dynamic equations applied on 5 degreé&resddom serial manipulator.
With forward dynamics joint angular accelerationsd amotion of the serial
manipulator under applied torques and tip pointdsrare investigated. Simulation
results with and without gravitation and tip pdiotces are given.

Afterwards applying kinematic and dynamic equatiassg spatial operator algebra
on an example of non-holonomic systems is showulisk rolling on a plane or a
unicycle which has rolling without slipping constrais studied. A nonholonomic
system means the system constraints are nonholondime system constraints can
be expressed as a function of coordinate, vel@nty independent variable time. If
the constraints expressed with velocity are intelgréor simplification which means
that it can be expressed with only the system garditions, these constraints are
holonomic. If they cannot, the constraints are momomic. To find the equation of
motion of the system with Lagrange equations, thestraints can be expressed in
generalized coordinates and can be eliminated ftben equations of motion.
However for applying this approach, the constramisst be holonomic, in other
words they must be integrable. The equations obdaiby elimination of the
holonomic constraints in generalized coordinatesadding after derivation of
unconstrained dynamic equations gives the samédt.rédthough for adding the
nonholonomic constraints to the equations of motmre should derivate equations
of motion without constraints first and then shoatti nonholonomic constraints as
generalized forces. Velocity constraints of thekdwan be written as Pfaffian
constraints. This constraints prevent the diska® lateral or longitudinal slip.
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Velocity constraints of the disk can be indicatedai constraint matrix. Constraints
generate constraint forces and prevent the systetheydirections which the system
doesn’t have motion permission. In dynamic modeliigolling without slipping
disk as a robotic approach, a manipulator is camnedl that the mass and the inertia
of the disk are in center of mass of the disk amlesent the mobile base of the
manipulator. The manipulator has one degree otlreerotational joint in center of
mass of the disk and should have negative of tlse’baangular velocity in rolling
direction to keep the tip point of the manipulatorcontact with the surface. A two
degree of freedom joint is attached to the mantpubaith a link parallel to the disk
at the bottom of the disk. This joint consist aesing and falling motions of the disk
and must have negative of the base’s angular vEecin steering and falling
directions. The tip point of the manipulator shol&kp its starting orientation and
contact with rolling surface. Also to achieve tlodling without slipping constraint
with the disk, center of mass of the disk’s or bafsthe manipulator’s linear velocity
in the rolling direction has to be equal to theduct of the radius of the disk and
angular velocity of the disk in rolling direction.

For adding velocity constraints on the rolling waithh slipping disk’s dynamic
equations obtained with spatial vector operatorhiwgt directions of unpermitted
motion are shown as Pfaffian constraints, whicthéproduct of a constraint matrix
and generalized coordinate vector. The velocitystamts and constraint forces are
incorporated on the equations. Instead the prod@idranspose of the Jacobian
operator and spatial force vector externally appleethe tip point, the product of the
transpose of the constraint matrix and amplitudéhefgeneralized forces vector is
used in dynamic equations. Disk’s steering, falliaygd rolling motions in are
designed using VRML program and results are shown.
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1. GIRIS

1.1 Literatdr Taramasi

Kullanimi uzun sireden beri devam eden uzaysabvaldbrinden Rodriguez [1] iki
nokta sinir dger problemi olarak rijit cisim dinargi cbzimlerinde faydalangiacik
ve kapall seri zincir sistemlerinin ileri ve tersyamigi Uzerine yeni bir algoritma
gelistirmistir. Rodriguez, Kreutz-Delgado ve Jain [2] pek cbite sistem igin
dinamik algoritmay1 kullanmgtir. Bu metoda Ysloglu [3] s6zde eklem yapisini

tanitarak katki ggamistir. Bu tezde bu ¢alma temel alinngtir.

Holonomik ve holonomik olmayan terminolojisi ilk keHertz [4] tarafindan
sunulmytur. Buna gore holonomik kelimesi (whole-law) tirmamik yasalarina
uyan sistemler icin kullanilrgtir. Bu tip kisitlar hizlar Gzerinden gosteriliyars
integrallenerek  konfigirasyon parametreleri ile dda edilebilen kisitlara
donigtardlebilirler.  Holonomik olmayan sistemlerin  haetk denklemlerinin
cikarilmasi Uzerine Neimark ve Fufaev [5]'de Lagyedd’Alembert prensibinden
yola cikilarak holonomik olmayan hareket denklemleagrange carpanlari ile

bulunmasi gosterilrgiir.

Yuvarlanan disk icin klasik referanslar Chaplyg#] e Vierkandt'in kayiplarin
olmadgl durumda diskin periyodik hareket yapti ispatlayan ¢aymasidir.[7] Bu
konuda Hermans [8], O'Reilly[9], Crouch [10], Herngave Kemppainen [11],
Zenkov, Bloch ve Marsden [12], Bloch, Reyhanoglu MacClamroch [13]
tarafindan yapilan modern gahalar bulunmaktadir.

Kaymadan yuvarlanma ile ilgili der sistemlerden olan bisiklet ve araba benzeri
araclarin holonomik olmayan modellemesi ve kontroierine Getz ve Marsden
[14], yuvarlanan parmak uclarina sahip robot elriiiéeMurray, Li, Sastry [15], iki
tekerlek Uzerinde hareketli ters sarkac¢ UzerinenhiaiZarafshan, Moosavian [16],
holonomik olmayan kisitlara sahip yilansi robotriree Polchankajorn, Manewarn
[17] gibi ¢esitli calismalar bulunmaktadir.



1.2 Tez Organizasyonu

Tezin girs boluminde daha sonraki bolumlerde kullanilacakn dkemel bilgiler
aciklanmgtir. Matris temel altuzaylari tanitiligu ve 06zellikleri anlatilmytir.
Kinematik ve dinamik denklemlerin similasyon uygnédarinda kullaniimak tzere
incelenen sistemin modeline gére ¢ézumi olmayandgasonsuz ¢6zumu olan
esitlikler icin minimum hata ya da minimum vektor moua ile bir ¢c6zim elde
edilebilmesi icin sdzde tersslemi aciklanmgtir. Rotasyon sonucu hareketli
eksenlerin gincellenmesinde kullanilacak rotasyatrisierinin Rodriguez formull
ile elde edilmesi anlatilngtir. Farkli yapidaki sistemler icin kinematik vendmik
denklemlerin uzaysal vekor cebri yontemi uygulamalfl-3]'te goérulebilir. Tezde

bu calgmalardaki uzaysal vektor cebri yajlianl temel alinmtir.

2. bolumde seri manipulator igin uzaysal vektorrcdle kinematik denklemlerin
cikarlst, ilgilenilen sistemin link uzunluklari, eklem dde eksenleri, manipulatorin
serbestlik derecesi gibi dangic yapisina dayanarak, propagasyon matrisinin,
donme eksenleri matrislerinin bulunmasi ve u¢ rakiaaysal hizlar ile eklem
acisal hizlar arasindglem yapan jakobiyen matrisinin elde edilmesi atatitir.
Ters kinematik yontemle istenen ug¢ noktasi uzaysahin olgabilmesi icin gereken
eklem acisal hizlarinin bulusw goésterilmgtir. Tezde kinematik alanda cglan
ornek sistem hareketli platform Uzerinde ortak sgali manipilatérlerdir. Denklem
yapisi H matrisleri ve propagasyon matrisilerigigrilerek farkli sistemlere de
uygulanabilir. Hareketli platform Uzerinde ortak ligan seri manipulatorlerin
kinematgi icin Matlab programinda yazilan algoritmalar veRML Editor

programinda yapilan simulasyon gaiasi anlatilmtir.

3. Bolumde seri manipulator icin dinamik denkleglle edilmesi igin her ekleme
uygulanan tork ve kuvvet denklermleri, kitle matrisylemsizlik matrislerinin
olusturulmasi acgiklanng) ikinci bolumde bulunan kinematik denklemlerin de
yardimiyla ileri dinamik yontem yapilandirilgohr. Ileri dinamik yontem ile
uygulanan tork vektori ve manipulatdér u¢ noktasimg@ridan uygulanan uzaysal
kuvvet vektorine karlik manipulatdér eklemlerinde ofan acgisal ivmeler
bulunmaktadir. Dinamik denklemlerin seri manipufatgin uygulanmasi Matlab

programinda yapilan camnayla anlatiimgtir.



4. Bolumde holonomik ve holonomik olmayan sistendeasindaki kinematik ve
dinamik modelleme farkliliklari, sinirlamalar venis, Holonomik olmayan bir
sistem olan dizlem Ulzerinde kaymadan yuvarlanakindiga da tek tekerfgn
uzaysal vektor cebri yontemiyle kinematik ve dinknmodelinin olgturulmasi
anlatilmstir. Holonomik olmayan bu sistem icin kinematik dil@amik denklemlerde
yapilmasi gereken @smiklikler, holonomik olmayan kisitlarin  hareket

denklemelerine eklenmesi ve simulasyonsgadilari gosterilmtir.

1.3 Temel Altuzaylar ve Ozellikleri

Deger Uzayl : Birm x n A matrisinin sttunlarinin tim lineer kombinasyanla
matrisinin dger uzayini olsturur veR(A) ile ifade edilir.R(A)'nin boyutu matrisin
rankina ‘r’ eittir. Matrisin satir sayisi, dolayisiyla sutunfareleman sayilarm

oldugundanR(A), R™ in altuzaydir.
Ax=Db (1.2)

Bos Uzay : Denklem (1.2)'nin ¢ozimunugayan sifirdan farkh timx vektorleri A
matrisinin b@ uzayini olgturur veN(A) ile gosterilir.N(A)'In boyutu matrisin situn
sayisindan rankin cikariimasi ile bulunur. Matrisséitun sayisi veN(A)'yi
olusturacakx vektorlerinin eleman sayilan olac&indanN(A), R™in altuzayidir.
N(A)in sifirdan farkh olmasi durumu A matrisinin tensemez bir matris oldiwnu

gosterir ve denklem (1.4) kullanilamaz.
Ax=0 (1.2)

Transpozun Dger Uzayl : A matrisi transpozunun sdtunlarinin tdmeer
kombinasyonlari A matrisi transposunungee uzayini olgturur ve R(AT) ile
gosterilir. R(AT)’nin boyutu matrisin rankinasitir. AT’nun satir sayisi, dolayisiyla

suttinlarin eleman sayilatioldusundanR(AT), R™ in altuzayidir.

Transpozun BpUzayi : Denklem (1.3)'Un ¢OozimunUgsayan sifirdan farkh tinx
vektorleri AT’nun bas uzayini olgturur ve N(AT) ile gosterilir. N(AT)’nin boyutu
AT’nun siitun sayisindan A matrisi rankinin farkidit'nun situn sayisi ve(AT)’ni

olusturacakx vektorlerinin eleman sayilam olacgindanN(AT), R™’in altuzayidir.

ATx=0 (1.3)



A matrisi ile x vektérinin carpimi bir lineer kombinasyon beliie ssitli gin sg
tarafindaR(A)'nin elemani olan bir vektdr meydana getirir. Verib icin ¢ézimir

bulunabilmesip’nin R(A)'nin elemani olmasina Badir.

Dort temel altuzay arassleme Sekil 1.1'de goOsterilmtir. A matrisinin N(A)'nin
elemani olan bir vektorle ya dAT matrisininN(AT)'nin elemani olan bir vektorl
carpimi sonucu sifir vektoriine gotiriR(A) veN(AT) altuzaylarinin boyutlai

toplamim, R(AT) ve N(A) matrislerinin boyutlari toplann’dir.

N(4) N(T)

=11
b 4
(="}

R(AT) R(4)

Sekil 1.1 : Altuzaylar arasi gem.

1.4 S6zde Terdslemiyle Coziim Vektoriiniin Bulunmasi

A'nin kare matris olmasi dumunda denklem sayisi bilinmeyen sayisigdtie
A’nin tim satir vektorleri lineer tgamsiz ise A terslenebilir matristir verilebilecek

timb’ler R(A)'nin elemani olagandantek bir ¢zim (1.4) iléulunabilir

x=A"b (1.4)

N(A) sifirdan farkli ise A terslenemez bir matristir ve durumb’nin R(A)'da
olmasina bgl olarak sonsuz ¢éziime ya da ¢ozumsgzliiol acarN(AT) sifirdan

farkl ise tek bir ¢6zin ya da ¢c6zimsuzlik durumu glu.

A dikdortgen matris oldgunda denklem sayisbilinmeyen sayisindan fa:m > n
ise buyuk olasiliklab, R(A)’da olmayacak ve ¢6zim bulunamayaca Bu durumde
en kucuk kareler yontemi kullanilarak denklg(1.5)teki hatanin karesi en kigt

olacaksekilde b vektorininR(A) altuzayina dgen bileeni bulunmalidir.
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hata=b-Ax (1.5)

Denklem (1.6) ile matrisin sol tersi alinarak4(lte A'nin tersi yerine kullanilarak
uygun ¢ozum elde edilir. A matrisinin sol tersirtiesaplanabilmesi icin matrisin

sutun ranki tam olmasi gerekir. Aksi halde (1.&idarsleme yapilamaz.
(A#) = (ATA )_1A T (1.6)
sol

Bilinmeyen sayisi denklem sayisindan fazla m iseN(AT) mutlaka sifirdan farkli
bir uzay ifade ede@nden sonsuz ¢6zim alur. Bu kez istenen sonsuz ¢6zimden
normu en kicguk olani bulmaktir. Denklem (1.7) ilatnsin sg tersi bulunarak
denklem (1.4)'te A'nin tersi yerine konarak uyguizgm elde edilir. Matrisin $a
tersi alinabilmesi igin A’nin satir ranki tam olmasir baska deygle N(AT)'nin sifir
olmasi gerekir. Aksi halde (1.7)'deki terslergieini yapilamaz.

(A#)sag =AT(AAT)_1 (1.7)

Matrisin satir ve sidtun rankinin tam olmadyani en kicuk kareler yontemi
uygulanamady durumda stzde tersglemi uygulanir. S6zde tersilémi icin A

matrisi tekil dger ayrgimi yontemi ile denklem (1.8)’deki matrislere gymilir.
A=UXVT (1.8)

Burada U, AA™’un eigenvektorlerinden ofan m x m ortogonal matris,VT ise
AT A'nin eigenvektorlerinden ofann x n ortogonal matristiricerigi denklem (1.9)
'da gosterilen L matrisi dikdértgen matris olup, diagonalindeki renlari A

matrisinin tekil dgerleridir.
o, 00

DE . (1.9)

A matrisinin ranki tam olmaginda sifir tekil dgerleri vardir.Z matrisinin sifirdan
farkll tekil deserleri denklem (1.10)‘daki gibi terslenir. Sodzdersteisleminde

uygulamaya gore belirlenen toleranstan kicuk at&il tegerler sifirlanabilir.



1 00

=l %2 (1.10)

:Q |'_'

Terslenen matrikullnilarak A matrisinin s6zde tersi bulun
Af=vxiyT (1.11)

Matlab programindgainv(A) komutt, girilen A matrisinin satir ya da situn ranki t:
ise en kucuk kareler yontemi ile ayni sonucu véyimatrisi ranki yetersiz ise bu k
matrisin s6zde tersini bulufezde ‘apilan ¢cajmalarda jakobiyen matrisinin ters

almak icinpinv komutu kullaniimgtir.

1.5RotasyonMatrisinin Rodrigues Formull ile Bulunmasi

Sekil 1.2’de gorilen Beksen takimini ©OR? birim vektori ile gosterilen donr
ekseninine gor&gIR acgisI kadar dénmesi sont hareketli eksen takimir A sabit

eksen takimina go@yantasyon rotasyon matrisi ile bulunabilir.

Ao
Zy ]
s
) -
Xy /9{
r "_fB

Sekil 1.2 : Eksen takiminin dénme hareketi.

Rotasyon matrisiniv ve @ cinsinden eksponansiyel olardade edebilmek icin B

eksen takiminda by noktasinin hizi yazrsa:

b(t) =wxb(t)=db(t) (1.12)



Burada « sembolii,3 x 3 negatif simetrik matrisi ifade eder. Matris elari@au

vektorel carpimi gdayacaksekildedir.

& 0 -a 4
w=|a, w=la 0 -a (1.13)
8 2, a 0

Negatif simetrik matrisin transpozu, matrisii katina gittir.
O ==& (1.14)
Diferansiyel denklemin ¢6zimu ile b noktasiimnindaki konumu denklem (1.15)
ile bulunur.b(0), b noktasinirt =0 anindaki bgangic konumudur.
b(t) =e"'b(0) (1.15)

Eksponansiyel ifadenin acilimi denklem (1.16)'datgdimistir.

~\2 ~\3
ervan P "

Negatif simetrik matris 0Ozelliklerinden faydalanaraotasyon matrisini veren

Rodrigues Formuli elde edilir.

R=e"? =1 +Jsing+(1- cod) (1.17)






2. KINEMAT iK MODELLEME

2.1 Tek Link Uzerindeki Hiz Aktarimlari

Sekil 2.1'de gOsterilen tek link Uzerindeki b noktas agisal ve cizgisel hizi a

noktasinin hizlarina iga olarak yazilirsa:

&, =@, (2.1)
Eb = Ea +%za,b (22)

Za’bDRg‘, a noktasindarb noktasina, normu link uzurgunu belirten vektordar.

Denklem (1.12), denklem (2.3)'e yegteilmis ve s& el kuralina uygun olarak
vektorel carpim denklem (2.4)’te yeniden yazgimni

J:cz: B
a
............. > b
Va
@, Vo
@y

Sekil 2.1 : Tek link Gzerinde uzunlik vektéri ve hizlarin gaste.
by = Uy + @y X Ly (2.3)
(2.4)
Acisal ve cizgisel hiz denklemleri matris formuridiaaraya getirilir.
Fb} :{ o 03‘3} F} (2.5)
Up Joa | lap laa exs L Va loc1
l g, 3%3 birim matrisi, 05, ise 3x3 sifir matrisi,?,, 3x3ters simetrik matrisi

tanimlamaktadir. Hizlarin uzaysal vektorlerle ifsidgenklem (2.6)'te gosterilrtir.



(2.6)

H

\7b qab,a a

—

V agisal ve cizgisel hizlarl icerefx1 uzaysal hiz vektorlg , ise a noktasinin
hizlarini b noktasina aktarmayigtayan propogation (aktarim) matrisidir.

(2.7)

2.21ki Link Uzerindeki Hiz Aktarimlari
Sekil 2.2'de iki link tizerinde gosterilen noktalardd ve b eklem merkezinde

(2.8)

—

Wy, =W,
77b =ija'ﬂ‘_}axgab

iken eklemdeki doniihareketinin etkisiyldo noktasinin acisal ve gausal hizlar:
(2.9)

Sekil 2.2 :iki link Gizerinde link uzunluk vektorleri, dosnme eks ve acisal hiz.

¢ noktasi hizlarinib noktasina bzl olarak gosterimi :
D, =&,

sz

!

.+ wb. X ﬁb,c

<
o

10

(2.10)



Denklem (2.10)'m matris formund ifadesi gagidaki gibidir.

5 | 0 " hi .
Ue 6x1 =L b,c l 33 |66 Y 6<1 0 6x1

Son olarak iki link icina, b ve c noktalarinin hiz aktarimlari uzaysal |

vektorleriyleverilirse:

—

V, =V
:b qob,a:a N (2.12)
Vc = ¢c,bvb +HE

H: vektorl eklem tipine gore @men uzaysal vektordi Denklem(2.11)'de donel
eklem tipi icin donme eksenini gdsteren birim vor ve 0 vektoriinden olgur.

Eklemin prizmatik tipte olmasi durumur h birim vektort 6teleme yonunu goste

ve H uzaysal vektort denkle (2.13)’'dekiseklini alir.

g
H= (2.13)

—

h

Eklemin serbestlik derecesi arttil, donel ve prizmatik 6zellikle yeni bir sttun

olarak eklenir véd bir matris haline gelir. Farkh eklenpterine gore H matrisinin

olusturulmasiSekil 2.4'te gosterilmgtir.

h 0 Z WO [k hyok
ol i Ll sal s el
donel prizmatik  helisel  silindirik kiiresel
1SD 1SD 1 SD 28D 3SD

Sekil 2.3 : Farkh eklem tipleri icin uzaysdl matrisinin yapis.
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2.3 Seri Manipulator Uzerindeki Hiz Aktarimlari

Birinci linkten n’inci linke kadar link uzaysal Her1, her link kendinden dnceki link

hizlarina bl olarak yazilirsa:

H

1 = I:ilgl
/=g N+ H P,
=@ N,+H g, (2.14)
/ = %,n—lvin—l + H:ngn
Denklem (2.14)’deki uzaysal hizlar denklem (2.1B)erletirilir.
4, =H6,
42 = %1|:| 191+ H ﬂZ
V=@ HE+ wﬂﬁ HE, (2.15)
\_7.n = (41,1ﬁ191+¢?1,2H: 292+"'+ ﬁngn
Denklem (2.15) matris formunda yazilirsa :
V| |@, | o0 H, 0 0|4
:3 B P2 0 0 |_:|3 0 0, (2.16)
- g S - g
v, | L Ghe ‘|0 0 H, |-

@ vel-:l matrislerinden olgiturulan biyuk matrislerle birliktesalik denklem (2.17)

gibi de ifade edilebilir.

\_/6n><1 = (I)anm H xn 9

~Znx1

(2.17)

Uc¢ noktasinin hizi, u¢ noktasiningendigi son link uzunlgunu iceren propagasyon

matrisinin son link uzaysal hiz vektori ile carpalsnyla bulunur.

(2.18)
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Uc noktas! hizlarinV vektorinden faydalanarak bulmak icgp, matrisini iceren

®, matrisi olgturulur.

—

V=0V (2.19)

®, matrisi, ¢, sona gelecek ve matrisin geri kalaby, matrislerden olgacak

sekilde yapilandirilr.

et

H

N

\Z:[Oexe Oss  Oss Qn} E (2.20)

<u
AN

H

Denklem (2.17), (2.21)’e yeqgrilerek :

V=0 ®HE (2.21)

Manipilator eklem acisal hizladOR" ile u¢ noktasi uzaysal hiz vektc‘j‘ri]D]R6

arasinda geme yapartxn jakobiyen matrisi denklem (2.22) ile elde edilir
J=®,dH (2.22)

Jakobiyen matrisi denklem (2.21)'e yatldlerek ileri kinematik denklemleri son

haline alir. Verilen eklem agisal hizlarinasgtbk u¢ noktasi uzaysal hizi:

V. =J6 (2.23)

Ters kinematik ile istenen u¢ noktasi acisal vgrawal hizlarina karlik eklemlere

uygulanmasi gereken aclisal hizlar jakobiyenin sdedsi ile bulunmaktadir.
6=173", (2.24)

J* jakobiyen matrisinin s6zde tersini ifade eder. tlta programinda sozde ters
islemi, islem uygulanan matrisin satir ve situn rankini iegetek en kucik kareler
yonteminin uygulanirfiini kontrol eder. 6 boyutlu uzayda redundant tanipulator

Uzerinde cakiliyorsa matris6xn, n> 6 olacak ve saters alinarak en kicuk kareler

yontemi uygulanir.
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Ancak J matrisinin satir ranki tam dise so6zde ters alinarak ¢6zim bulunur.

Serbestlik derecesi 6'dan kicuk manipulatorler iga sol ters incelenerek ayni
islem uygulanir.

Manipulatorlerin tuttgu Ust platformun hizi, platform merkezinden her big
islevcisine olan uzakin olusturdusu igqlc propagasyon matrisleri ile carpilarak

denklem (2.25)’deki gibi tim manipulator u¢ noktalarina aktarilir.

V, =gV, (2.25)

Hareketli alt platform uzaysal hiz vektori ve heampulatorin ug¢ noktasina
propagasyon matrisleri carpiminin eklenmesi ile ipilatorlerin ileri kinematik
denklemleri (2.26)’de matris formunda gosteriiini

Ak o] [
N, 2J 0| | a

V=l | % B+ Vo (2.26)
I p\z— i O pJ_ i DQ_ i pq’b_

Ortak calgan manipulatorler icin kinematik denklemlerin sdar&ullanimlarinda
kolaylik s&lamak amaciyla matris ve vektérler modiler haldrigjet Bu amacla

manipulatorlerin tim link uzaysal hizlari vektériale platform uzaysal hiz vektoru
eklenir.

<
I
2 < S

(2.27)

1<
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0 vektori, alt platform uzaysal hizi ve ayri ayrmtimanipilator eklemlerini
icereceksekilde olyturulur.

==
1]
N

N

(2.28)

® matrisi, ttm manipulatdor propagasyon matrisleragdinale gelecekekilde

olusturulur.

|
‘ole,
HORN

PoPo,

0
I

0

20

PP

(2.29)

H matrisi, birim matris ve tim manipulatérlerid matrisleri diagonale gelecek,

geri kalan kisimlar uygun boyutlarda sifir matniden olgacaksekilde doldurulur.

0

PH

(2.30)

®, matrisi tum manipulatdr u¢ noktasi propagasyonrisiati diagonale gelecek,

geri kalan kisimlar uygun boyutlarda sifir matniden olgacaksekilde doldurulur.

15
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(2.31)



J matrisi, her manipulatéruralt platformdan uc¢ noktasinaizaklgl iceren
propagasyommatrisleri ve diagonalde her manipulatérn hesaplanan jakobiye
matrislerinden olgur. Geri kalan kisimli uygun boyutlardaifir matrislerdir

‘o, U 0
2CD 2J

J=@,®H=| . (2.32)
pth,b 0 pJ

Hareketli platform (zerinde ortak ¢gn manipulatérler icin gerekli matrisl
olusturuldugundaverilen eklem acisal hizlarina kdrk gelen ucnoktas hizlarinin
bulunmasini sayanileri kinematik denklemi eldedilir.

V=38 (2.33)

2.4 Ortak Calisan Seri Manipulator ler Kinemati gi Simulasyonu

Sekil 2.4'te gorulen hareketli biplatform Uzerinde 3 adet 7 serbestlik dere:
manipulator ve ortak ¢ahn bu manipilatér uglevcilerinin tuttygu Ust platform
Matlab VRML Editor programinda tasarlangtir.

Sekil 2.4 : Ortak ¢disan seri manipulatérlerin VRML goruntisu.

Matlab Editorde yazilimin ilk kisminda manipulateayisi, serbestlik derecele
link uzunlukiar, eklemlerin doénme eksenleri girilerek siste baglangic
konfiglirasyonu olgturulur. Bu kisim programin ¢ahirilisinda bir kez cagtirilarak
baslangic dgerleri ve sistentegiskenleri tanulir.
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ikinci kisimdaise her adimda Ust ve alt platfoiigin girilen uzaysal hiz dgrleri

islenerek propagasyc, uzunluk, dénme ekseni matrislerolusturulur. J*
hesaplanaraklenklem(2.24) ile Gst ve alt platformlara verilen uzaysal hizlar i

manipilatérlerineklem agcisal hizri @ elde edilir Girig olarak alinan s ve alt
platform hizlari ile bulunan birim dénme ekseni tégleri ve agisal hizlar odrigues

formulinde kullanilir. Hareketli alt platfori Gist platform ve tinlink hareketli eksen
takimlari gtincellenir

Rodrigues formuli unoktasindan alt platforma@ogru uygulanarak n’inci eklemde
birinci ekleme kadar her eklemin kendinden 6nceki tim eldemdonig hareketini
de icermesi sganir. j'inci eklerr x ekseninin dongisonrasi dgerleri (2.34)'deki gibi

bulunur. Bu glemy ve z eksenleri i¢in de uygulanir.

X Xij
X3 X3]

Bulunan acisal hizlar ve donme eksenleri Simulimkgpminda ilgili bloktar
alinarak uygulamanin gozlemlengce/RML bloguna aktariln Sekil 2.5'te Ust

platformun donme hareketine 6rneksimulasyon goruntisi verilgtir.

Sekil 2.5 : Ust platformun donme hareketi 6rnek goriint

Calismaya ait sonuclar E-B bolimunde verilnytir.
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3. DINAMiK MODELLEME

Sistem dinami§inin ile hareket denklemlerinin qjuturlmasi icin Newton Euler

yonteminde sistem ayri ayri parcalari icin incetekebu parcalara etkiyen ic

kuvvetler daha sonra hareket denklemlerine gegilde bu kuvvetler denklemler

icinde elimine edilir. Bu kuvvetler sistemde harekeeden olmaz v apmazlaris

ve enerji tabanli olan analitik dinamik yafle@inda ise Lagrange yontemi ile
sistemin dinangi ayri ayri parcalarin g@ tim sistemin kinetik ve potansiyel

enerjisi kullanilarak sistem dinagmi ifade eden Lagrange denklemleri elde edilir.
Sistem dinamik denklemleri icin farkli yontemlerr¢gok kaynak bulunmaktadir.

Sistem dinamik denklemi genel olarak denklem (8ldRi gibi ifade edilir.
M(8)8+C(6,0)8+N(6,0)=1 (3.1)

BuradaM matrisi genellgtirimis kitle matrisi,C matrisi Coriolis ve merkezka¢
kuvvetlerini iceren matris,N matrisi yercekimini ve eklemlere etkiyen gdr

kuvvetleri iceren matristir. §ili gin sg tarafi eklemlere uygulanan torkgeleridir.

Bu tezde hareketli base Uzerindeki seri manipulatiramik modellemesi igin
uzaysal vektdr cebri yontemi kullanilgtir. Uzaysal vektor cebri yontemi ile farkl

sistem yapilari icin dinamik modellemenin glirulmasi [3]'ten incelenebilir.

3.1 Seri Manipulator Dinami gi

Seri manipulatérin k'inci linki igin, uygulanan kodenklemi sirasiyla, k+1'inci
linkin torkunun ve bu linke uygulanan kuvvetin,nci linkteki 6teleme ve dénmenin

link torkuna etkisini igerir.
F o= Y re - - d
Ty = Tiar F Open X Fran ¥ Ml o X0y +E(Ikwk) (3.2)

Ayni sekilde K'inci linke uygulanan kuvvet denklemi, tsonraki link kuvveti ve
katle merkezinin dgrusal hzinin zamana ga turevi alinarak bulunan ivmenin

meydana getirgd kuvvetlerden olgur.
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- - d/_ =
fu = fin t mka(”k twy X gk,c) (3.3)

Burada?k,c link merkezine kadar olan uzaglibelirten vektérdir. Tork ve kuvvet

vektorleri birlsstirilerek link uzaysal kuvvet vektoru yazilir.
= fk
Fo=1 - (3.4)

Fo = ¢f<T+1,k Feert MYV +Dby (3.5)

Buradak linki uzunlugunu iceren propagasyon matrisi,

lns Curs
B { >3 kk 1} (3.6)
03><3 |3<3
link kitle matrisi,
T /
M, :! < “} (3.7)
_rrkgk,c IT](|

link uzaysal kuvvetler artan terimleri,

= ‘Dk +I(Dk
= e (3.8)
. kax(wkxfk,c)

seklinde ifade edilir. Denklem (3.5)'te bulunan linkaysal kuvvet vektorl ifadesi

link icin yazilr.

(3.9)

n'inci linkten itibaren link uzaysal kuvvet vektdrfadeleri denklemde yerine
yerlestirilerek tim linklere etkiyen uzaysal kuvvetler k¢@érinin elde edilmesini

sglayan aitlik bulunur.
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Ift manipulatér u¢c noktasina sdridan uygulanan kuvvetleri ifade eden uzaysal

kuvvet vektorudar.

F=0"(MV+b+®]F, (3.10)
BuradaV tiim link uzaysal ivmeleri vektor,
y
v,
V= (3.11)
_.n—l
L Hn _
b, tim linklerin uzaysal kuvvetler artan terimlegktord,
by
b,
b=} : (3.12)
B, 4
L _.n n
M ise tum linklerin kiitle matrislerini iceren matiis
M, 0
M2
M = (3.13)
M n-1
| O My |

Denklem (3.10)'daki link uzaysal hiz vektorlerirtiirevlerini bulmak icin kinematik
denklemlerde kullanilan acgisal veglosal hiz denklemleri tekrar yazilirsa :

B = Bea thb (3.14)

U = Ugq +Wyq xzk—lk (3.15)
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Zamana gore turevleri alinginda :

@y =Dy + ﬁ(ék +ay X F‘kgk
=Gy +h G + @ x (& ~ @) (3.16)

=4 +hG + 0 XD

Uk = Vg + Wyg X ly-1x +@k-1x(@k— 1% fk-m) (3.17)

=

= Vg ™ Lok X WDyog F g X (Wk— k- :Ik)

Matris formuna gegirilirse :

|:‘Dk} — ,|\3X3 O3<3 {ék—l}_'_ ﬁ»( 94_ @k—lx“jli (3.18)
U] | “leak el Ua] | O C5|<—1"(@k—1’<€|<—1}<)
K'inci linkin uzaysal ivmesi k-1'inci link uzaysavmesine bl olarak gagidaki

sekilde yazilabilir.
V, = ¢?<,k—1\7k—1+ H. G, +a, (3.19)

Denklemdea,, vektord, k linki icin coriolis ve santrifij uzaylsamelerini ifade eden

vektordur.

e (3.20)
& =| . LT .
Wy % (wk—lx Kk—lk)

n link vektérinin ivme denklemleri her biri kenden dnceki linki icerekekilde

yazilirsa:

N+ H farag (3.21)
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Matris formunda gosterimi denklem (3.22)'deki gabirr.

A o 1|/ A 0 g7 [&]
\?2 _ (021 | ) |':|2 6’2 + éz (3.22)
_\?n— & A1 | 0 |_3|n_ 6, 8,
Link uzaysal ivmelerinin genel ifadesi :
V=0(Hf+a) (3.23)
Denklem (3.23), (3.10)'da yerine yeglgilirse :
E=q>T(Mq>HQ+Mq>g+t_)+q>tT|§t) (3.24)

Uzaysal kuvvetler kullanilarak eklemlere uygulanmgeareken torklari bulabilmek

icin donme eksenlerinden yararlanilir.
T=H'F (3.25)
Denklem (3.24), (3.25)te kullanilarak ters dinareikle edilir.
T=MG+C+JITF (3.26)
Burada M genellgtiriimi s kiitle matrisi,
M=H"®@'"M® H (3.27)
Cise coriolis ve yergekimini iceren matrisidir.
C=H'® (M ® a+b) (3.28)

fleri dinamik ile uygulanan tork ve dikuvvet vektorlerine karlik eklem acisal

ivmeleri bulunabilir.

Q=M_l(7_’—(_3—JTFt) (3.29)
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3.2 Seri Manipulatér Dinami gi Simulasyonu

Dinamik denklemlerin seri manipulator uygulamagn gekil 3.1'de gorilen VRML
programinda tasarlanan 5 serbestlik dereceli sanipilator kullanilmgtir.

Sekil 3.1 : Seri manipulatér VRML goruntisu.

Bu uygulamada da program stengicinda bir kez tanitilmak Gzere ilk kisimda
sistemin bgangi¢c kaullarini olwturacak link uzunluk matrisleri, kitle matrisleri,
eklem donme eksenleri, uygulanan tork vektori migitir. ikinci kisimda ise ters
dinamik yapiy! olgturacak sekilde genellgtiriimis kutle matrisi, coriolis matrisi,
propagasyon matrisleri afturulmus, jakobiyen matrisi elde edilgtir. Sisteme
girilen u¢ noktaya uygulanacak uzaysal kuvvet vekieé kagihk eklem acisal
ivmeleri bulunarak Simulink programinda ilgili tga veriims ve manipulator
hareketi takip edilnstir. Baslangic dgerlerindena vektorinin yapisi ggstirilerek,

calisilan ortamda yercekimi etkisi uygulanabilmekte wakdldirilabilmektedir.
a, = m (3.30)

Buradag yergekimi ivmesini iceren vektordir. Yercekimi istka vektorinun ilk
6 x 1'lik kismina yerlatirilerek sonraki tim linklere aktariimasiganir. Hareketli
base ile capildigi durumda yercgekimi etkist,’e verilir ve a vektori ilk kisminda

a,’i icereceksekilde gengletilir.
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Seri maninulatorin dinamik modellemesi ile uygulaetkiler sonucu belirli fiziksel
karsiliklar gortulmesi beklenmektedir. Yercekimi ofglida u¢ noktaya kuvvet ve
eklemlere tork uygulanmaginda Z yéniinde olmayan eklemlerin hiz kazandre
manipulatorin gagl yonlu dgusl ile balayan hareket salinimlar halinde devam
eder. Aynisartlar altinda sisteme eklem hizlarinin ters yomisdrtiinme kuvveti
eklendginde ise linklerin gag1 disusu ile balayan hareket, ger@di azalan
salinimlarla devam eder ve hizlarin sifira ygétak tim maniptlatorig yoninde
durgzgan hale gelmesi ile sonlanir. Seri manipuilatérircelemi etkisi altinda, ug
noktaya oy kuvvet uygulanmadan eklem suartinme kuvvetleri ldaddilerek
hareketinin gozlemlenmesi sonucu diama haldeki goruntisuSekil 3.2'de

gosterilmitir.

Sekil 3.2 : Yercekimi ve surtinme etkisi altinda dgaa hal.

Yercekimi olmadgl, eklemlere tork uygulanmaglive uc noktaya belli bir yénde
daimi bir kuvvet uygulangg durumda ise manipulator salinimlar sonucu kuwwveti
uygulandgl yonde durgan hale gelir. U¢ notaya sadece bir sire @grala kuvvet
uygulanirsa, kuvvetin uygulang stre boyunca eklem hizlan artar ve kuvvet
kalktiginda hareket sabit hizla devam eder. Seri manijiat yercekimi etkisi
altinda olmadii durumda u¢ noktasina daimi bir kuvvetin uygulasmsonucu
go6zlenen hizlarin sifira gitmesi ve manipulatoriuuetin uygulandii yone dgru

sonlanan ile hareke$iekil 3.3'te gosterilmtir.
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Sekil 3.3 : Yercekimi olmadan ug noktaya daimi kuvvet uygulasma

Uzaysal vektor cebri yontemiyle bulunan seri matdfir dinamik denklemlerinin
VRML programinda olgturulan seri manipulator icin uygulanmasi ilsigeetkiler
altinda hareket incelengwe elde edilen bulgular EK-C kisminda gosterghmi
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4. HOLONOM iK OLMAYAN S iSTEM DINAM iGi

Holonomik terminolojisi ilk olarak Hertz tarafindagelistirilmistir. Holonomik

sistem, olasi configlrasyonlarini sinirlayan lasal bgli mekanik sistemdir. Bir
sistemin holonomik olmama durumu, sistemin kisntligr holonomik olmamasindan
kaynaklanir. Bir sistem icin kisitlar koordinatldmzlar ve bgimsiz olarak zamani

icereceksekilde fonksiyonlar olarak ifade edilir. Holonomkksitlar icin;
f(q,...,0,,t)=0 4.1
holonomik olmayan kisitlar igin ise;
f(o ... OG- .0, 1)=0 (4.2)

kisit ifadeleri kullanilir. Hiz iceren kisitlar egrallenebilir iseler holonomik
kisitlarlardir ve integrallenerek sadece koordaratle zaman iceren kisitlar haline
getirilebilirler. Holonomik olmayan kisitlar ise tegrallenemezler ve basit kisit
fonksiyonlariseklinde gdsterilemezler. Holonomik olmayan sistemleinamgi ve

kontrollnu iceren ¢ok sayida gaha ve kaynak bulunmaktadir.

Holonomik olmayan sistemlere kaymama kisiti ile rkagan yuvarlanan disk ve
kire[18], kaymadan ilerleyen bisiklet[14][19], yulanan parmak uclarina sahip
robot el [15], acisal momentumun korunumundan kklyrkasitlar ile uzayda hareket
etmeye calan astronot veya uzayda hareketli bir platform iinzkenki robot kol,

bazi eksik tahrikli sistemler gibi 6rnekler verii@f20] Holonomik olmayan

kisitlardan ivme igeren ve yalnizca hiz ve sisteurflinatlarla ile ifade edilebilen
kisita integrallenemeyen kisitlara ikinci derecetiefonomik olmayan kisitlar, hiz
iceren ve sadece pozisyon kisitlari ile ifade ediesekilde integrallenemeyen

kisitlara birinci dereceden holonomik olmayan kasidenir.

Sistem hareketinin sinirlandiriimasi hiz kisitise1 Pfaffian kisiti halinde sagidaki

gibi ifade edilmesi ifade edilebilir.

A(@)g=0 (4.3)
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Pfaffian kisiti integrallenebilir oldiunda holonomik bir kisittir. Holonomik olmagl
durumda sistemin hizlarinda kisitlamaya gidilir @ncsistem konfigirasyonunda
kisittamaya olmaz. Kisiti olan sistemlerde Lagrargdgnklemleri ile dinamik
modellemede geneklgrilmis koordinatlar ile kisitlama olmadan hareket denkésm
citkarildiktan sonra kisitlar denkleme eklenerekitlaisn dahil oldgu Lagrange
denklemleri elde edilir. Kisitlarin kisit kuvetlerblusturmasi ile sistemin

sinirlandiriimg bolgede kalmasi gkanir.
M (8)8+C(8,0)8+N(8,6)+ AT ()i =F (4.4)

Burada 4 genellatiriimis kuvvet genlgini ifade ederkenF sisteme daridan
uygulanan kuvvetlerdir. Sistem kisitlari holonomike Lagrange denklemleri
olusturulurken bu kisitlarin genelfgrilmis koordinatlar icerisinde ifade edilmesi ile
sonradan denklemlere eklenmesi ayni hareket demddemn meydana getirir.
Holonomik olmayan sistemlerde ise kisitlar, kiswheamsg sistem icin Lagrange

denklemleri olgturulduktan sonra denklemelere eklenmelidir.

Bu tezde holonomik olmayan sistemlerden kaymadamanjanan disk orrg
incelenmgtir. Kaymadan yuvarlanan diskin holonomik olmayarzeltkleri
incelenerek holonomik olmayan kisitlar ile dinamikdellemesi icin uzaysal vektor

cebri yontemiyle robotik yakkam uygulanmgtir.

4.1 Yatay Yuzey Uzerinde Kaymadan Yuvarlanan Disk

Holonomik olmayan dinamik sistemlerin en genel @mngatay ylzey Uzerinde
kaymadan yuvarlanan disk ya da tek tekerlektir.enatirde bircok kaynakta
holonomik olmayan kisitlara sahip sistemler iciryrkadan yuvarlanan disk yana
yatabilen ya da dik durarak yuvarlanan tiplerindeeienmekte ve genejlailmis
koordinatlar ile dinamik denklemleri verilmektedikaymadan yuvarlanan disk ya da
tek tekerlek icin genelfgiriimis koordinatlar Sekil 4.1’de gérildgi gibi diskin
yuzeyle temas noktasinin konumuiiy, y), disk yizeyi ile yere dikey eksen
arasindaki ac¢#, disk yuzeyinin x ekseni arasindaki ggve disk yluzeyi normaline
gore dong acisi y olarak verilmektedir. Bu geneffériimis koordinatlar icin
sistemin holonomik olmayan kisitlagagidaki sekilde verilmektedir. [18]

X+yYRcosp =0

y+¢YRsing=0 (4.5)
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Sekil 4.1 : Kaymadan yuvarlanan yana yatabilen disk [18].

Diskin kaymadan yuvarlanmasi sirasinda merkez soktailerleme yonindeki hizi
donmeden oturi yer ile temas noktasina ilerlemeses tyonde vyaricap ile
yuvarlanmayi sglayan acisal hiz carpimi ile aktarilirsiEblyuklukte ve ters yonde
hizlari gosterdiklerinden diskin yer ile temas raskhdaki dgrusal hizi sifirdir.

4.2 Kaymadan Yuvarlanan Diskin Dinamik Modeli

Kaymadan yuvarlanan disk icin link eklem benzetyekil 4.2’de gdsterilmtir.

Sekil 4.2 : Kaymadan yuvarlanan disk sembolik link eklem gaster
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Diskin kitle ve ataleti disk merkezindeki tanimlarizase’de toplanmstir. Yine disk
merkezinde diskin kendi dogiini simgleyen bir eklem ve yer ile temas noktasinda
yani base’den yaricap kadar uzaklikta diskin denggini ve direksiyon hareketini
simgeleyen iki serbestlik dereceli bir eklem bulaktadir. U¢ noktasi ise ayni
sekilde yer ile temas noktasinda olupslaagi¢c oryantasyonunda kalmasi ve sadece
disk doni yoninde ilerlemesi istenmektedir. Dolayisiyla biasgbnel hareketlerine
karsilik eklemler ters yonli st acisal hizlara sahio olarak u¢ noktanin

oryantasyonunu korumalidir.

Hareketli base’in dinamik denklemlere eklenmesi @yla icin dinamik denklemeler
kisminda bulunan ileri dinamik denklem matris vét@eeri gengletilir. Hareketli

base icin kiitle matrisi base’in kitle ve atalestii kullanilarak olgturulur.

7 7
Mp=| ° Motbe (4.6)

~Mplbe Myl

Tam manipulatér link katle matrislerini icereM  matrisi base kitle matrisi

eklenerek genietilir.

M =[Mb 0] (4.7)

Matriste gorulen 1 indisi ilgili manipulatoru ifacegler. Ortak ¢cajan manipulatorler
icin vektor ve matrisler gegletilebilir. Base kitle matrisinin eklemesi ile elédilen

genellgtirilimi s kiitle matrisi genletilmis matrisler kullanilarak bulunur.
M=H"®@'"M® H (4.8)

Manipulator link uzaysal kuvvetler artan terimlevektorii base igin uzaysal

b {6”} (4.9)
b

kuvvetler artan terimlerini icerir.

Manipulator linkleri coriolis ve santriflj uzaysaimelerini iceren vektore base igin

coriolis ve santriftj uzaysal ivmeleri eklenerelngeetiimis a vektora elde edilir.

g:[ﬂ (4.10)

a

[
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Coriolis ve yercekimini icererC matrisi, gengletilmis kitle matrisleri, coriolis ve
santrifiij uzaysal ivmeleri vektoérl, uzaysal kuveetlartan terimleri vektoru

kullanilarak bulunur.

Q:{Qb:l:HTd)T(M ® a+h) (4.11)

Hareketli base icin gegletilen vektor ve matrislerle ileri dinamik denklegide

edilmigtir.

Q:M‘l(:_r—c—JTEt) (4.12)

Diskin yanal yonde kaymamasi ve hareket boyuncainde yuvarlandil ylizey
Uzerinde kalmasi icin u¢ nokta uzaysal hizi ilgibal Pfaffian kisiti yazilirsa:

A6=0 (4.13)

Burada A matrisi kisit matrisidir.

<,
I Ol
ST

o + O

(4.14)

1
o) o
(!
=, 2
Oﬁ
- O O O Bk

O O O r O O,

| Z, 0ryZ, oo

Sekil 4.3’te gorulen hiz kisitlarinin uygulagdgenellgtiriimi s koordinatlar vektori

base’in acgisal ve gousal hizlari ile eklem agisal hizlarindansohaktadir.

iy
wy | L,
Wz
Vix 7
o= | L %
Yz
91 o
6,
L% o

Sekil 4.3 : Genellgtirilmi s koordinatlar vektordi.
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Denklem (4.12)’'deki dinamik denklemde u¢ noktaygaddan uygulanan kuvvetler
yerine hiz kisitlarindan kaynaklanan kuvvetler &uoilarak sistemin hiz kisitlarini

iceren ileri dinamik denklem elde edilir.
6=M*T-Cc-AT) (4.15)

DenklemdeA kisitlardan kaynakli kuvvetlerin genliklerinderugdn vektordir.Kisit
kuvvetlerini bulabilmek icin ileri dinamik denklemiyaninda ikinci bir denkleme

ihtiyac duyulur. Denklem (4.13)’Un zamangharevi alinirsa:
AO+AB6=0 (4.16)

Denklem (4.15) denklem (4.16)'da yerine konaraknhileyeni kisit kuvvetlerinin

genligi olan denklem elde edilir.
AQ+AM‘1(Z —C —AT/_I) =0 (4.17)
Esitlikten A cekilerek :
AMTATA=AM (T -CHA 6 (4.18)

fleri dinamik denklemde kullaniimak (zere hiz kesmhdan kaynaklanan Kkisit

kuvvetleri genlikleri elde edilir.
/_1=Q_1(AM_1(Z—C)+AQ) (4.19)
Matrisin terslenebilmesi icin rankinin tam olmasreklidir.

Q=(AMTAT) (4.20)
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5. SONUCLAR

Kaymadan yuvarlanan disk icin Matlab programindaadiik denklemler koda

gecirilmis, VRML simulasyon programind§ekil 5.1’'de gorilen disk ya da tek
tekerlek tasarimi yapilgtir. Tekerlgin kitle ve ataleti teker merkezinde bulunan
hareketli basede noktasal olarak versltini Base ile ilk eklem arasi uzaklik sifir, ilk
eklem ile ikinci eklem arasi uzaklik tekerlek yapedir.

Sekil 5.1 : Tek tekerlek VRML goruntusu.

Programin ilk bdliumunde kitle, yaricap, eylemsizikatrisleri, propagasyon
matrisleri gibi sistem b#angic dgerlerini barindiran kisimlar ojturulmustur.

Ikinci kisimda ise sisteme giriolarak verilen uygulanan tork gerleri icin

genellgtiriimis katle matrisi, Coriolis matrisi, kisit ves iyapmayan kuvvetler
bulunmy, eksen takimi guncellemeleri yapilarak dinamik kiemden hareketli
base’in uzaysal ivmesi ve eklem acisal ivmeleriee@lilmitir. Her iterasyonda
bulunan bu dgerler integral bloklarindan gecirilerek sistemei gpeslenmg ve base

hizi ve eklem acisal hizlari dinamik denklemlerd#éaaiimistir.

Donme eksenlerini gosteren H matrisi ikinci eklaknidonel eklem cakik olarak 2

serbestlik dereceli bir eklem gluracaksekilde yapilandirilmtir.
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ol Ol
ol of

(5.1)

ol o o X
ol
ol M

Sistem icin bulunan dinamik denklemler ve tasaranugu sisteme uygulanan tork
degerlerine kagilik simulasyonda teker hareketi incelegtini Tekerin merkezine
yani base’e uygulanarX yonli kuvvete kamlik tekerin kaymadan ilerlemesi,
kuvvetuygulandil surece acisal ve gaisal hizin artmasi, kuvvet kaldirggnda
tekerin sabit hizda harekete devam etmesi bekleymi sekilde base’ey
dogrultusunda tork uygulanginda da kaymadan ilerleme gorilmelidir. Base’e
tekere yanal olacakekilde yaniy yodninde uygulanan kuvvete kduk tekerin
bulundigu yuzeye temas noktasiningdosal hareketlenmemesi ve {rkilde base’in
acisal ve dgrusal hizlar kazanarak tekerin yana devrilme hdrglegmasi beklenen
sistem hareketidir. #gg1da farkli yonlerde base’e uygulanan tork gine kagilik
elde edilen grafikler verilngtir.

5.1 Tekerin ilerleme Yoninde Hareketi

Yuvarlanmadan kayan diskin base'ing yoninde 0.03. sn’de anlik tork
uygulandginda eklem agcisal ivmelefekil 5.2'de, eklem acisal hizlar grafikleri
Sekil 5.3'te gdsterilmytir.

7=[0100000000f

Eklem 1 Eklem 2

[rad/s?]
[rad/s?]

0 05 1 15 2 "o 1 2
time [s] time [s]

Sekil 5.2 : Tekerin ilerleme yoniundeki hareketi igin eklem atismeleri.
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Eklem 3

g 1 2
time [s]

Sekil 5.2 (devam) :Tekerin ilerleme yonindeki hareketi icin eklemsativmeleri.

Eklem 1
— . . . . 1

Eklem 2

wtlmell:s] 2 14 16 18 3 o 0z 04 o8 wtlmell:s] z 1

Eklem 3

] 12 04 0O  Of 14 16 18

] 1 12
time [s]

Sekil 5.3 : Tekerin ilerleme yonundeki hareketi igin eklem attszlari.

5.2 Tekerin Yana Yatma Hareketi

Yuvarlanmadan kayan diskin yana yatmasirglagarak base’inet yoninde 0.5.

sn’de anlik tork uygulanginda eklem agisal ivmeleSekil 5.4'te, eklem acisal

hizlari grafikleriSekil 5.5'te gosterilmytir.

Eklem1 Eklem 2
1
¥
s 0
Z
1 ; i ; .
0 1 2 05 1 15 2
time [s] time [s]

Sekil 5.4 : Tekerin yana yatma hareketi icin eklem acgisal inemel
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Eklem 3

05

[rad/s?]

-05

0 05 1 156 2
time [s]

Sekil 5.4 (devam) :Tekerin yana yatma hareketi icin eklem acisal iariel

Eklem 1 Eklem 2
1 0
05
-1
15
7 7 2
B0 K
= S-25
3
35
-4
o 1 2 48 05 1 15 2
time [s] time [s]
Eklem 3
f
05
v
E 0
=
-05
Kl . . .
0 05 1 15 2
time [s]

Sekil 5.5 : Tekerin yana yatma hareketi icin eklem agisakimz|

5.3 Tekerin Direksiyon Hareketi

Yuvarlanmadan kayan diskin base’'ing yoniunde 0.5. sn'de anlik tork
uygulandginda eklem agcisal ivmeleSekil 5.6’da, eklem acisal hizlar grafikleri
Sekil 5.7°de gdsterilmytir.

Eklem 1 Eklem 2
1 1
% %
30 J 0
© ©
= =
o 1 2 o 1 2
time [s] time [s]

Sekil 5.6 : Tekerin direksiyon hareketi i¢cin eklem acisal ivene
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[rad/s]

Eklem 3

5
%
3 -10
©
=
-15
205 05 1 15 2
time [s]

Sekil 5.6 (devam) :Tekerin direksiyon hareketi icin eklem acisal ivarel

Eklem 1 Eklem 2
1 1
05
7
0 T 0
=
05
i ; i . ; :
0 1 2 0 05 1 15 2
time [s] time [s]
Eklem 3
0
g
b=}
E 02
-0.35
04g 05 1 15 2
time [s]

Sekil 5.7 : Tekerin direksiyon hareketi icin eklem agisal arel
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6. DEGERLENDIRME

Tezde uzaysal vektdr cebri yontemiyle kinematik eiteine anlatiinyg ve kinematik
modelleme icin gerekli temel bilgilere yer verikti. Kinematik modelleme icin
hareketli base lGzerinde ortak gah seri manipulatérler 6raeVRML programinda
tasarlanip, Matlab ve Simulink programinda yapyazilim ile ¢algiimis ve elde
edilen bulgular verilmtir. Sistem modeline uygun olarak yapilacalgigilikler ile

kinematik modellemenin farkli sistemlere uygulametssi gosterilmitir.

Uzaysal vektor cebri yontemiyle dinamik modelleamdatildiktan sonra yéntem seri
manipulator dinangi 0rnezi Uzerinde ¢akilmis, yercekimi, strtinme etkileri altinda
ve manipulatér u¢ noktasinasdndan uygulanan kuvvetlere keuk similasyon

sonugclari verilmitir.

Holonomik ve holonomik olmayan sistem Ozelliklenlatilmis uzaysal vektor cebri
yontemiyle kinematik ve dinamik modelleme e¢alalarindan faydalanarak
holonomik olmayan kisitlara sahip bir sistem olaayrkadan yuvarlanan disk
dinamik modellemesi icin robotik yaklan sunulmgtur. Diskin hiz kisitlarina
karsilik olusan kisit kuvvetlerinin bulunmasi ve dinamik denklera eklenmesi

anlatilmstir. Yapilan similasyon ¢amalari ve elde edilen veriler gosteriktii.

Bu tezin bir sonraki samasi olarak kaymadan yuvarlanan diskin istenen bir

yorungeyi izlemesi, devrilmeden ilerlemesinirglsamasi, yine holonomik olmayan
bir sistem olan bisikletin sistemi icin hareketlade Uzerinde ortak c¢gdin seri
manipulatorlerin dinanginden yola ¢ikilarak bisiklet dinatiitzerinde cakilabilir.
Bisikletin istenen bir yodriingede dengesini korukanéerlemesi cakmalari ve

bisiklete etkiyen kuvvet dalimlari incelemesi yapilabilir.
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EKLER

EK A : Ingilizce Teknik Terimlerin Tezde Kullanilan Turkiarsiliklari
EK B : Ortak Calgan SeriManipulatorlerSimulasyon Sonuclari

EK C : Seri Manipilatér Dinangi Simulasyon Sonuglari
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EKA

Base

Body Frame
Contact Point
Cross Product
Dimension

Fixed Frame
Holonomic
Identity Matrix
Joint

Least Squares Method
Mapping
Nonholonomic
Null Space
Orthogonal
Propagation
Pseudo Invers
Range Space
Redundant
Rotation Matrix
Skew Symmetric

Singular Value Decomposition

Space

Spatial Operator Algebra
Spatial Vector

Subspace

Tip Point

Transpose

Unit

Talyicl Platform
Link Eksen Takimi
Temas Noktasi
Vektorel Carpim
Boyut

Sabit Eksen Takimi
Holonomik

Birim Matris

Eklem

En Kicuk Kareler Yontemi
Eslem

Holonomik Olmayan
Ba Uzay

Ortogonal
Propagasyon
SOzde Ters

Deser Uzayi

Artimli

Rotasyon Matrisi
Negatif Simetrik
Tekil Deger Ayrisimi
Uzay

Uzaysal Vektor Cebri
Uzaysal Vektor
Altuzay

Uc Nokta

Transpoz

Birim



EKB

Hareketli base Uzerinde ortak galh seri manipulatérler icinsagidakitst platformun
asagl yonlu hareketini gdayan ust platform ve base hizlari icin manipulagkiem
acisal hizlan gosterilmektedir.

0
0
\Y/ 0 V, 0
b~ c~
0 0
0 0
0 -0.5
1 Exlem 1 1 Eklem2 1 Eklem 3
01 K o
a1 \
- - =025
Eas § H \
] 1 2 B 1 2 01 1 2
time [s] time [s] time [s]
1 Exlem 4 1 Eklem 5 1 EKlem &
o 0.
0153
7 7 0.15 I3
T -0.1556 3 Tz
£ E E
01575
o 1 2 L 1 2 008 1 2
time [s] time [s] time [s]
1 Eklem 7
-01
imaﬂ
0185 1 2
time [s]
Sekil B.1 : 1. manipulatér eklem acisal hizlari.
2 Eklem1 & 2 Eklem 2 - 2 men3
T Fah | ot 1
g , g i
L E

Iimé Is] Iimé Is] """""‘

Sekil B.2 : 2. manipulatér eklem acisal hizlari.



[radis]

B

2 Eklem4

[radfs]

<

tima [s]

2 Eklem 7

Illlu‘ Is]

2 EKlem 5

[radis]
i

tima [s]

2 EKlem 6

st

tradis]

tmo [s]

Sekil B.2 (devam) :2. manipulatdr eklem agisal hizlari.
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3 Eklem 7

fradis]

s
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o
o
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o
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=
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time [s]
3 Eklem 6
05
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-
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Sekil B.3 : 3. manipulator eklem agisal hizlari.
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Hareketli base Uzerinde ortak gah seri manipulatorler icin base’m ekseninde
donmesini sglayan gagidaki hizda donmesi sonucu st platform acisalofusal

hizlari gosterilmektedir.

Ust Platform Wx Ust Platform Wy Ust Platform Wz

[rad/s]

[radis]
[rad/s]

tlme‘ Is]

T T
time [s] time [s]

Sekil B.4 : Ust platform agisal hizlari

i -En—‘—/

Ust Platform Vx Ust Platform Vy Ust Platform vz

[radis]

[radis]
[radis]

]
time [s]

] ]
time [s] time [s]

Sekil B.5 : Ust platform dgrusal hizlari.
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EKC

Yercekimi etkisi altinda salinim yapan seri margpdfiin eklem acisal hizlari

verilmistir.
z|
lima‘[s]
Eklem 4
z|
lima‘[s]

[rad/s]

Sekil C.1 : Eklem acisal hizlari.
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time [s]

Eklem 5

il

I
I

il

(\\HI

lima [s]

A

ad/s]

Eklem 3

T o5 98 1 iz 14
time [s]

Manipulator u¢ noktasina daimi kuvvet uygulanmamusu olgan eklem acisal

hizlari verilmtir.

[radis]

[radis]

Eklem 1

]
time [s]

Eklem 4

timo [s]

Sekil C.2 : Eklem acisal hizlari.
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