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OZET

ELASTIK ZEMINE OTURAN KIiRISLERIN SONLU TIiTRESIiMi

Bu tez calismasinda, Winkler elastik zemini iizerine oturan sonlu uzunluktaki kirisin
dinamik tekil yiik etkisi altinda sonlu titresimi incelenmistir. Tez ¢alismas1 dort ana
boliimden olusmaktadir.

Calismanin birinci boliimiinde, elastik zemine oturan kirig problemleri hakkinda ilk
ve en Oonemli caligmalardan biri olan ve bizim bu tez c¢alismasinda kabul ettigimiz
Winkler zemin teorisi ana hatlariyla anlatilmis, teorinin dayandigi temel esas ve
kabuller belirtilmis ve teorinin uygulandigi problemler hakkinda bilgi verilmistir.
Diger zemin modellerine de deginilmis ve bu modellerle ilgili yapilan ¢calismalardan
kisaca bahsedilmistir. Degisik arastirmacilarin zemin hakkinda yaptiklar1 kabuller
dogrultusunda yatak katsayilarinin belirlenmesi konusunda yaptikalr1 ¢aligmalar, bu
calismalarin birbirleri ile kiyaslanmasi ve farkli zeminler icin ortalama “k” yatak
katsayist degerleri verilmistir.

Ikinci boliimde, elastik zemine oturan kirisin statik ve dinamik tekil yiik etkisi altinda
yonetici denklemler yardimi ile elastik egri fonksiyonlar1 elde edilmistir. Sinir
kosullar1 yardimi ile de denklem sabitleri bulunmustur.

Ugiincii  boliimde, ayni1 kirisin dinamik tekil yiik etkisinde sonlu titresimi
incelenmistir. Bu durumda kiris yonetici denklemi sonlu yerdegistirme nedeniyle
lineer olmayan kismi tlirevli bir diferansiyel denklem olur. Bu denklem mod
fonksiyonlar1 kullanilarak, zamana bagli lineer olmayan adi diferansiyel denklem
takimina indirgenmistir. Bu lineer olmayan diferansiyel denklem takimi pertiirbasyon
yonteminin versiyonu olan katli 6l¢ek yontemi ile ¢oziilmiistiir. Céziimden Once
katl 6l¢ek yontemi ile ilgili agiklamalar yapilmustir.

Dordiincii boliimde ise sayisal ornek verilmis ve problemde kullanilan parametreler
tanimlanmistir. Her {i¢ hal i¢in de yonetici denklemlerden elde edilen elastik egri
fonksiyonlar1 kullanilarak kiris boyunca yerdegistirme, kesme kuvveti ve egilme
momenti diyagramlart Mathematica ve Excel programlari kullanilarak ¢izilmistir.

X1



Xii



SUMMARY

FINITE VIBRATION OF BEAMS ON ELASTIC FOUNDATION

In this study, finite vibration of a beam resting on Winkler elastic foundation with a
finite length under a dynamic singular load is investigated. This thesis is composed
of four main chapters.

In the first part, Winkler’s hypothesis, which we are using in this thesis, is once of
the first and the most important working about beams on elastic foundation. For this
purpose, main Winkler’s assumptions are given and applicability of the hypothesis to
the various problems is also discussed. The information and some examples of
working are given briefly about other some models of foundation. The different
assumption about elastic foundation accepted by some researchers and average
values of modules of foundation for various foundations are also given in this
chapter.

In the second chapter, elastic curve functions of the beam resting on elastic
foundation are obtained by using the governing equations of a beam under static and
dynamic singular load. Constants of equations are calculated with the boundary
conditions.

In third part of this study, finite vibration of the same beam under a dynamic singular
load is investigated. In this case, governing equation of beam is a non-linear
differantial equation with partial derivative due to finite replacement. By using
modal functions, this equation is reduced to ordinary differantial equation set which
is non-linear and not-time dependent. This non-linear differantial set is solved with
methods of multi-scale which is a vesion of perturbation method. Before soluation,
explanation pertaining to methods of multi-scale is given.

Finally, in fourth chapter, numerical examples are analyzed and parameters which
are used in the problem are defined. For each three states, the elastic curve functions
which result from the governing equations are used in order to plot the diagrams of
displacement, shear force and bending moment along the beam in assistance with the
programs Mathematica and Excel.
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1. GIRIS

1.1 Genel Bilgiler

Temeller yapinin tiimiiniin davranigini etkileyen, yeter ol¢iide giivenli ve ekonomik
olmas1 gereken elemanlardir. Siirekli temellerin uygulama alaninda yaygin bir
sekilde kullanilmakta olan klasik metotlarla ¢6ziimii genellikle gercek durumdan ¢ok
farkli, giivenli ya da ekonomik olmayan sonuglar verir. Son yillarda siirekli temeller

elastik zemine oturan kiris olarak ¢oziilmektedir.
Elastik zemine oturan kirislerin analizi {i¢ asamadan olusur;
1- Yapinin davranisi ve zemin tipiyle ilgili temel kabullerin yapilmasi.

2- Zemin katsayisi, kiris boyutu ve malzemesi gibi gerekli biiyiikliiklerin

secilmesi.
3- Problemin matematiksel olarak kesin ve yaklasik ¢ozlilmesi.
Elastik zemine oturan kirisler teorisinin uygulamada kullanildig yerler ;
¢ Yol insaatlarinda
e Demiryolu iist yapilarinin hesabinda
e Elastik zemine oturan betonarme binalar
e Hava meydanlari inis pistlerinin beton plaklarinin ingasinda
e Soguk bolgelerde yapilan binalarda

e Zemin istiindeki kisimlarina yatay yiikler etkiyen kazik ve palplanslarin

hesabinda

Uygulama alaninin ¢oklugu elastik zemin iizerine oturan kiriglerin detayli bir
bicimde incelenmesini gerektirmistir. Bu incelemelerde zeminin karmasik elastik ve
plastik deformasyon yapabilme 6zelligi bir takim zorluklar olugturmustur. Bundan
dolay1 elastik zemine oturan kirislerin analizinden Once zeminle ilgili bir takim

ideallestirmeler yapilmast gerekmektedir. Bu da matematiksel ¢ozlimlerin



dogrulugunu daima smirlar. Elastik zemin iizerine oturan kirisler teorisi tistiinde
calismis arastirmacilar zeminin fiziksel ve mekanik Ozelliklerini ¢esitli sekillerde
diistinmiis ve modellemislerdir. Degisik zemin modellerine gore degisik hipotezler

vardir (Keskinel ve Kumbasar, 1970).

1.2 Zemin Modelleri

1.2.1 Winkler zemin modeli

Elastik zemin {izerine oturan yapilarin davranis sekli ile ilgili ilk 6nemli ¢alisma
Winkler tarafindan yapilmistir. Winkler hipotezine gore zeminin birbirine sonsuz

yakin, elastik ve lineer yaylardan olustugu kabul edilir.

Sekil 1.1 : Winkler Zemin Modeli

Zemine etkiyen kuvvetler yalniz etkidigi noktada sekil degistirme olustururlar. Yani
bu durumda zemini olusturdugu kabul edilen sonsuz yakin yaylarin, yalnizca
dogrudan yiiklendiklerinde ¢okiip tepki gosterdikleri ancak her yayin komsu yaylarin
yluklenme ve ¢Okmesinden etkilenmedigi Ongoriilmektedir. Yani zemin tamamen

stireksiz bir ortam olarak degerlendirilmektedir.

Winkler hipotezi zemine son derece basit ve kolay bir yaklasim kazandirdigindan,

kiris ve plak problemlerinde oldukca genis bir uygulama alanina ulasmistir.
Winkler hipotezinin uygulamada kullanildig1 yerler;
e Gemi kabuklari, donel kabuklar
e Koprii tabliyelerinin karakteristik konstriiksiyonu olan 1zgara sistemler
e Bir ve iki dogrultuda siirekli temeller
e Yatay yiik etkisindeki diisey kaziklar ve palplanslar

e Su tanklar1 ve betonarme silo temelleri



Hipoteze gore, elastik zemin {lizerinde bulunan, ¢esitli yiiklerin etkisi altindaki elastik
ve prizmatik kirisin herhangi bir noktasindaki zemin tepkisi, kirigsin ayn1 noktadaki
cokme degeri ile dogru orantilidir. Baska bir ifadeyle, yatak ortaminin elastik
oldugunu yani zemin malzemesinin Hooke kanunlarmma uygunluk gosterdigini

belirtir. Zemin basing deneyleri, yiik, belli bir degeri agsmadikca, deformasyonlarin

yiikle orantili oldugunu gdsterir. V(X, y) kirigin diisey dogrultudaki ¢okme degeri

olarak ele alinirsa, p(X, y) elastik zemin tepkisi;

p(xy)=kv(xy) (1.1)

seklindedir. Burada “k” elastik yay katsayisi olup uygulamada yatak katsayisi veya
zemin parametresi olarak adlandirilir. Bu parametre, diisey yerdegistirme bir birim
oldugunda, birim genislikteki birim alana gelen tepki kuvvetini ifade eder. Cesitli

zemin tlirleri i¢in ortalama “k” degerleri Cizelge 1.1°de verilimistir.

Cizelgel.1: Cesitli zemin tiirleri i¢in ortalama “k” degerleri

Zemin Tiirii ke (kN /m?)
Balcik, turba <2.000
Kil, plastik 5.000 — 10.000
Kil, yar1 sert 10.000 — 15.000
Kil, sert 15.000 —30.000
Dolma toprak 10.000 —20.000
Kum, gevsek 10.000 —20.000
Kum, orta siki 20.000 — 50.000
Kum, sik1 50.000 — 100.000
Kum-cakail, sik1 100.000 — 150.000
Saglam sist >500.000
Kaya >2.000.000

Winkler zemin hipotezine gore, zeminin homojen olmamasindan dolayr yatak
katsayis1 noktadan noktaya farklilik gdsterir. Bu nedenle yatak katsayisi, yatay bir
diizlemin cesitli noktalarinda birbirinden farkli degerler alabilecegi gibi, derinligin

artmast ile de degisebilir. Ancak zemin yatak katsayis1 k, zemin tepkisinden ve taban



basincindan bagimsiz bir degerdir ve biitiin temel yiizeyi boyunca sabit kaldigi

varsayilir. Bu varsayim problemin matematiksel ¢6zlimiinii oldukca basitlestirir.

Winkler’in zemin modelinde zemin karakterini ifade eden bir tek “k” zemin yatak
katsayis1 parametresi vardir. Zeminin fiziksel ve mekanik 6zellikleri Winkler’in basit
matematiksel bagintisiyla ortaya konulmaktan ¢ok daha karmasik bir durum tegkil
eder. Bu nedenle elastik zemini daha gercek¢i bir sekilde modelleyebilmek icin
kayma gerilmelerini de iceren iki parametreli modeller gelistirilmistir. Bunlardan

bazilar1 sunlardir;

1.2.2 Hetenyi zemin modeli

Hetenyi 1946’da Winkler zemin modeli iizerinde arastirma yapmistir. Kitabinda
yatak katsayisinin sayisal degeri ile ilgili hi¢bir bilgi vermemis, daha ziyade kesin
¢oziimler iizerinde durmustur. Hetenyi modelinde Winkler yaylarmin tizerinde iki

boyutlu problemler igin bir plak ve tek boyutlu problemler i¢in bir kiris oldugu kabul

......

p(x,y)=kv(X,y)+DV*V?v(X,Y) (1.2)
Ve
Eh’
D=— —
12(1-v%) (13)

seklinde olup, bu ifadede;
E = Elastisite modiilii
h = Plak kalinlig1

v = Poisson orani’dir.

1.2.3 Filonenko-Borodich modeli

Winkler zeminini olusturan yaylarin iizerinde yaylarin birbiri ile etkilesimini
saglayan elastik bir membran tabakasinin oldugu géz oniine alinmistir. Bu modelde

sisteme yiikleme yapildiginda yilizeyde kayma gerilmesi de meydana gelmektedir.



——

Elastik
kembran

Sekil 1.2 : Winkler Zemin Modelini temsil eden yaylarin iizerine
farkli bir yaklasim olarak getirilen elastik membran tabaka

Bu durumda T membran kuvveti ve V laplace operatdrii olmak iizere zemin tepkisi;

P(X,y)=kv(X,y)-TV?v(XY) (1.4)
ve

82 62
Vie——+—

aXZ + ayZ (1°5)

seklinde olur.

1.2.4 Pasternak modeli

Winkler yaylarimin iizerinde sadece diisey deplasman yapabilen ve sikismayan
elemanlardan olusan elastik bir kayma tabakasi goz Oniline alinmistir. Kayma

tabakasi (x,y) diizleminde izotropik olarak kabul edilmistir.

P(X,y)=kv(X,y)-TV?v(XY) (1.6)

1.2.5 Vlasov modeli

Diger zemin modellerinden farkli olarak, elastik zemin parametrelerinin hesabi igin
yaklagim metodu temel alinmis ve virtiiel is prensibi kullanilmistir. Zemin yari
sonsuz bir ortam olarak kabul edilir ve zemin parametresini elde etmek i¢in zeminin
elastisite modiilii, poisson orani, derinligi ve genisliginden yararlanilmaktadir.

Vlasov zemin modelinde tek katmanli zemin i¢in denge denklemi;
2tV +kV = p(x, y)$(0) 1.7)

olarak ifade edilir. Bu denge denkleminde p(x,y) zemin tepkisi, k zemin yatak
katsayisi, 2t ise Winkler modelinde géz 6niinde bulundurulmayan yaylar arasindaki

kesme deformasyonunu ifade eder. Bir bagka deyisle 2t=0 alindiginda Winkler zemin



modeline ait denklem elde edilir. Bu iki zemin parametresini hesaplayabilmek i¢in
Vlasov ve Leontev elastik zemin derinligince diisey deplasman profilini temsil eden
diger bir parametre olan y ’y1 tamimlamistir. Bu yaklagimin getirdigi avantaj, zemin
modiilii k ile yaylar arasindaki etkilesimi ifade eden 2t’nin zemin ile kirisin veya

plagin geometrisi ve malzeme 6zelliklerine bagli olarak hesaplanabilmesidir.

Z

Sekil 1.3 : Vlasov Zemin Modeli

1.3 Konu ile Tlgili Diger Cahsmalar

Winkler’in gelistirdigi elastik zemine oturan yapilarin davranmisi ve “k” yatak
katsayisinin degeri ile ilgili birgok calisma yapilmistir. Bunlardan bazilarindan

asagida bahsedilmistir.

Zimmerman (1942); elastik zemine oturan kirisler teorisini demiryolu iist yapilarinin
hesabinda kullanmistir. Biitiin uzunluklar1 boyunca balast iizerine oturan demiryolu
traverslerinin hesab1 amaciyla “k” yatak katsayisi degerini ¢esitli zemin tiirleri igin

hesap etmistir.

Miranda ve Nair (1946); sonlu uzunluktaki elastik zemin iizerine oturan kirislerin
diferansiyel denkleminin 6zel fonksiyonlarla ¢oziimiinii yapmislar ve bu ¢oziimlerle

ilgili sayisal 6rnekler vermislerdir.

Dodge (1964); elastik zemin {izerine oturan sonlu ve yart sonsuz uzunluktaki
kiriglerin davranis bi¢imleri ile ilgili tesir fonksiyonlarini olusturmus ve bu

fonksiyonlara ait egrileri hazirlamistir.

Krasheninikova (1964); rijit taban {izerine oturan sikisabilir tabanin ¢dkmelerini



elastisite teorisinden yola c¢ikarak temel ¢0zlimii, Zemochlin’in rijit g¢ubuk

calismalarindan yaralanarak hesaplamistir.

Donalt (1965); elastik zemin iizerine oturan kiriglerin, orta noktalarindan tekil yiik ve
egilme momenti ile yiikklenmeleri durumunda gosterdikleri davranis bigimlerini

incelemistir.

Severn (1966); elastik ¢oziimler yerine plastik ¢oziimleri de goz Oniine alarak, hem
zemini hem de kirisi plastik, zemini plastik, kirisi elastik veya bu durumun tam

tersini ele alarak ¢alismalar yapmaistir.

Durelli ve Parks (1966); elastik zemine oturan sonlu ve sonsuz uzunlukta olan
kiriglerin fotoelastik calismasimni yapmiglardir. Kirigleri bir ve iki noktadan
yukleyerek davranislari incelemis bulduklar1 sonuglar1 teorik ¢6ziimlerle

karsilastirmislardir.

Munther (1970); sonlu ve sonsuz uzunluktaki kiriglerin davranis sekillerini sonlu
elemanlar yontemi ile incelemis ve elde edilen sonuglari, Durelli ve Parks’in yaptigi
fotoelastik ¢alismadan elde edilen sonuclarla birlikte cizilen egrilerin iizerinde

gdstermistir.

Bakioglu ve Ozkan (1980); gerceklestirdikleri ¢alismada temellerin ¢okmeleri ile
egilme momentleri arasindaki diferansiyel denklemi, sonlu farklar denklemleri
seklinde olusturup taban basincinin bu noktalar arasinda parabolik olarak degistigini
kabul etmislerdir. Ayrica bu calismada taban basinglari cinsinden belirtilen moment
bagintilarindan yola ¢ikarak, ¢cokmeler ile taban basinglar1 arasinda lineer denklem

takimlar1 olusturmuslardir.

Ting (1982); Winkler zemini {izerindeki elastik mesnetli sonlu kirisin diferansiyel
denkleminin bir ¢6ziimiinii ortaya koymustur. Bu ¢6ziim, farkli sinir sartlarina sahip

elastik temeller tizerindeki kirislere benzetilerek kullanilabilir.

Zhaohua ve Cook (1983); arastirmalarinda sonlu elemanlarin iki tiiriinii bir veya iki
parametreli kirisleri analiz edebilmek i¢in formiilize etmislerdir. Modeller, Winkler,
Filonenko-Borodich, Pasternak ve Vlasov zeminlerini kapsamaktadir. Iki elemandan
biri mutlak yer degistirme fonksiyonuna, digeri kiibik yer degistirme fonksiyonuna
dayanmaktadir. Sonuglar, mutlak yer degistirme fonksiyonuna dayanan elemanlarin

mutlak numerik sonuglar verdigini gostermektedir.



Terzaghi ve Peck (1984); yaptiklar1 deneysel ¢alismalar sonucu ayni p taban basinci
degerleri icin c¢okmelerin kiris genisligine bagli olarak degisimini gdsteren bir
bagint1 hesaplamislardir. Bu bagitidan yaralanarak yatak katsayisinin kiris genisligi

ile degisimini gosteren bir bagint1 vermislerdir.

Ting ve Mockry (1984); diizlem cerceve analizi i¢in, tekil yiik, tekil moment ve
lineer yayili kuvvetlere bagli olarak elastik zemin iizerindeki bir kiris i¢in yiik
eleman vektorleri ve sonlu eleman rijitlik matrisi gelistirmis ve bu rijitlik matrisinin

elemanlarinin bilinen deplasman metoduna kolayca uygulanabilecegini gdstermistir.

Katsikadelis ve Armenakas (1984); calismalarinda sinir entegral denklemlerinin
niimerik degerlendirilmesi ile sinir entegral denklem metodunu, elastik zemine
oturan herhangi bir sekildeki basit destekli plaklarin analizinde uygulamislardir.
Elde edilen sayisal sonuglar, analitik c¢oziimlerden elde edilen sonuglarla
karsilastirildiginda, sinir entegral denklem metodunun daha avantajli oldugu ortaya

konmustur.

Lin ve Adams (1987); ¢ekme gerilmesi almayan Winkler zeminine oturan, agirlikli,
tizerinde bir ¢ift yiik etkisindeki sonsuz uzunluktaki bir kirisin davranisini
incelemistir. Tekil yiiklerin araliklarina, hizlarina ve zeminden ayrilma noktalarina
bagli sonuglar ortaya koymustur. Demiryolu sistemlerindeki ilgili parametreler i¢in

ornek hesaplar ayrilma etkisinin 6nemli oldugunu gostermektedir.

Bowles (1988); temel yapisinin, zeminden on kat ve hatta daha fazla rijit olmasi

nedeniyle, yatak katsayisinin degerinin k = 40q, KN/m® esitligi kullanilarak zeminin

maksimum tagima kapasitesine gore saptanmasinin ¢ok yaniltici bir sonug

vermiyecegini ve yaklasik bir hesap i¢in kullanilabilecegini ifade etmistir.

Karamanlidis ve Prakash (1988); iki parametreli elastik yar1 diizleme oturan
kirislerin burkulma ve titresimini analitik ve sonlu elemanlar yontemlerinden
yararlanarak incelemis ve birtakim mesnetlenme sekilleri i¢in 6z frekanslar

bulmuslardir.

Elmas (1988); elastik zemine oturan sonlu uzunluktaki ahsap ve betonarme kirislerin
davranis sekillerini incelemis ve orta noktadan etkiyen tekil yiikiin Iimit degerini
artirarak, kirislerin davranisini farkli malzeme ve boyutlarin etkisi altinda ele

almustir.



Celep (1988); Winkler zemini lizerinde dikdortgensel elastik plaklarin davranisini
analiz etmigtir. Galerkin metodunu kullanarak problem cebirsel denklem sisteminin

¢Oziimiine indirgenmistir.

Rosa (1989); Winkler zeminine oturan kirislerin ¢esitli mesnetlenme durumlari
altinda eksenel kuvvetlerin de etkisini gézoniine alarak Hamilton ilkesinden
faydalanarak titresimini ve stabilitesini incelemistir. Biitiin bu arastirmalarda zeminin

iki yonlii olarak ¢ekme ve basinca galistigl varsayilmstir.

Lai ve dig. (1992); elastik zemine oturan kirislerin dinamik analizini, kiitle ve rijitlik
matrislerinin hesap edilmesi amaciyla yeni bir formiilasyon gelistirerek, sonlu

elemanlar metoduyla yapmis ve kiris dogal frekansini elde etmislerdir.

Ding (1993); kiris boyunca degisen Winkler zeminine oturan Kkirislerin titresimini
analiz ederek, ¢6ziim i¢in zemin tepkilerini, kirisin yer degistirmesini igeren bir
integral denklem bi¢iminde dis yiik olarak almis ve sayisal ¢oziim yaparak frekans

parametrelerine ulagmustir.

1.4 Calismanin Ama¢ Ve Kapsam

Bu tez calismasinda elastik zemine oturan kirisin dinamik tekil yiik etkisi altinda
sonlu titresimi incelenmistir. Winkler zemin hipotezi kullanilarak 6zel problemin

¢Ozlimiinde hesap kolaylig1 saglanmustir.

Ele alinan problemdeki temel denklemlerden elastik egri fonksiyonlar1 elde edilmis
ve bilinmeyen sabit sayilar smir kosullar1 yardimi ile bulunmustur. Hesaplanan
sabitler ¢oziim denkleminde yerine konarak elastik egri fonksiyonlart olusturulmus
ve bu denklemin sonuglarindan yararlanarak yerdegistirme, kesme kuvveti ve
moment diyagramlar1 grafiksel olarak verilmistir. Hesaplamalarda ve c¢izimlerde

Excel ve Mathematica paket programlari kullanilmistir.
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2. PROBLEMIN TANIMI, TEMEL DENKLEMLER

2.1 Problemin Tanimi

Bu tez ¢alismasinda, elastik zemin {izerine oturan sonlu uzunluklu (L), tekil yiik ile

yiiklenmis bir kirigin titresimleri ¢esitli ¢dziim yontemleri ile incelenmistir.

Kirisin Winkler zemini iizerine oturdugu kabul edilmistir. Winkler zemini halinde,
kirisin elastik bir yatak iizerinde oldugu ve herhangi bir noktasindaki taban
basincinin yiik belirli bir degeri asmadikca ayn1 noktadaki ¢cokme ile orantili oldugu
yani zeminin malzemesinin Hooke kanunlarina uyum gosterdigi kabul edilmistir. Bu
problemde kullanilan kiris malzemesi betonarme olarak ele alinmistir. Problem ii¢
kademeli olarak ele alinmistir. Birinci asamada statik yiik etkisi altinda ve 1. mertebe
teorisinin gecerli oldugu kabul edilmistir. Ikinci asamada harmonik tekil yiik halinde
I. mertebe teorisi gz 6niine almmustir. Ugiincii asamada, dinamik yiik altinda kirisin

sonlu yerdegistirme yaptig1 kabul edilmistir.

2.2 Statik Tekil Yiikle Yiiklii Sonlu Kiris, Dogrusal Teori
Bu béliimde, elastik zemine oturan, P tekil yiikii ile yiiklii, EI egilme rijitlikli sonlu
kirigin elastik egrisinin yonetici denklemi asagidaki gibi elde edilmistir.

Sekil 2.1°de goriilen (x,y) diizlemindeki bir kiris sisteminde, x koordinatina karsi

gelen asag1 yonlii sehimler v ile gosterilmistir.

Sekil 2.1 : Elastik zemine oturan, statik tekil yiik ile yiiklii sonlu kirig

11



I abe I
M T b+l

q )

NERRRARADS

kv

Sekil 2.2 : Kirise ait diferansiyel eleman
Denge denklemi diisey dogrultuda yazilirsa;

dT

DY K,=0 = T-T-dT+kvdx=0 — Pl @2.1)
X
Momentlerin toplamu sifira esitlenirse;
dMm
dM=0 = M-M-dM+Tdx=0 — T 2.2)
X

elde edilir. (2.1) ve (2.2) ifadeleri birlikte diizenlenirse elastik egrinin diferansiyel

denklemi;

4
El %+ kv =0 2.3)

X -V .
olur. £ = L ve V= L seklinde boyutsuzlastirilma yapilirsa;

4., _ 4, 4
i:—d_\:JrkvL:o 4 \:+kiv=0 2.4
L' d& dé El
Burada;
4 4., _
4,14=kELI = S§Z+4’14V:0 (2.5)

elde edilir.Dordiincii dereceli diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in v=e* alinarak

denklemde tiirevi yerine yazilirsa;

12



a'e +42'e =0 > (a'+42%)e” =0 elde edilir.

Cozlim icin parantez i¢indeki terimin sifir olmasi gerekir;

at+42' =0 (2.6)
denkleminin kokleri asagidaki gibi elde edilir.

o =A+i1 a,=—A-i1 a,=-A+i1 aq,=4-i1 2.7)

Bu kokler diferansiyel denklemde yerlerine yazilirsa;

v = Ae“ + Be™* +Ce™* + De™* (2.8)

elde edilir. Veya

v = Ae¥el¥ + Be #e ¥ 4 CeMe ¥ + Dete ¥ 2.9

genel ¢oOziimii elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa en son asagidaki

yerdegistirme fonksiyonu elde edilir.

6(5) = Acosh A& cos A& + Bsinh A& cos AE + C cosh AEsin AE + Dsinh A& sin AE

(2.10)
P tekil yiikii nedeni ile kiris elastik egrisi 0< ¢ <e/L arasi;

v, (&)= A cosh A& cos A + B, sinh A&, cos A& +C, cosh A& sin A&, + D, sinh A& sin A&, @.11)
ve e/L<¢&, <1 arasiise;

Va (&)= A, cosh A&, cos A&, + B, sinh A&, cos A&, +C, cosh A&, sin A, + D, sinh A&, sin A¢, @.12)

olarak ele alinmahdir. Bu iki ¢oziimde A,B,,C,D,A,B,,C,,D, olmak iizere

toplam sekiz adet bilinmeyen vardir. Bu bilinmeyenler asagida aciklanan sinir
kosullar1 ve ara siireklilik/siireksizlik kosullar1 kullanlarak elde edilecektir. ki ucu

serbest, statik tekil ytik ile yliklenmis kirisin sinir kosullar1 agagidaki gibidir.

Sinir Kosullari:

13



1- Kirigin baslangi¢ noktasinda egilme momenti sifirdir.

"

M, (&=0)=0—>v (&=0)=0 (2.13)

2- Kirisin baglangic noktasinda kesme kuvveti sifirdir.

—m

T(5=0)=0>V (£=0)=0 (2.14)

3- Kirisin bitig noktasinda egilme momenti sifirdir.

"

M,(&=1)=0->v: (&=1)=0 (2.15)

4- Kirisin bitis noktasinda kesme kuvveti sifirdir.

—_m

T(&=1)=0>Vv, (&=1)=0 (2.16)

5- P tekil yiikiinlin altinda, birinci ve ikinci bolge i¢in ¢okme degerleri birbirine

esittir.

Vi (51 - %) -V, (52 - %) 2.17)

6- P tekil yiikiiniin altinda, birinci ve ikinci bolge i¢cin donme degerleri birbirine

esittir.

v (; =%] A (52 =%) (2.18)

7- P tekil yiikiiniin altinda, birinci ve ikinci bolge i¢in egilme momentleri degerleri

birbirine esittir.

v (; :%) :\72"(@ :%j 2.19)

8- P tekil yiikiiniin altinda, ikinci bolgenin kesme kuvveti degeri ile birinci bolgenin

kesme kuvveti degerinin farki, -P kuvvetine esittir.
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—_m —_m
—-Elv, +Elvy =-P

—m —m F)|_2
—V3 (éfz :Ej+vl (fl :Ej:__
L L El (2.20)

Boylece sekiz bilinmeyen i¢in sekiz adet sinir kosulu elde edilmistir.

2.3. Dinamik Tekil Yiikle Yiiklii Sonlu Kiris, Dogrusal Teori

Winkler zemini {izerine oturan, harmonik tekil yiik [Pcos(Qt):I ile yiiklenmis EI

egilme rijitlikli, sonlu uzunluktaki elastik kirisin yonetici denkleminin ¢ikarilisi

asagidaki gibidir.

I b I Akl

Sekil 2.4 : Kirise ait diferansiyel eleman.

2
Elemanin asagi dogru ivmesi a:# alindiginda diisey dogrultudaki denge

denklemi yazildiginda;

2
-T+T +2—1dx— kvdx = pAdX% (2.21)
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esitligi elde edilir. Burada; o kirisin 6zgiil kiitlesi, A kirigin kesiti, v kirigin asagi
dogru pozitif kabul edilen yer degistirmesi, K zemin katsayisi, T kesme kuvvetidir ve
oV, : o
T =-El PVl dir. Bu durumda (2.21) ifadesini diizenlersek;
X

o'v o’V
El W—i_ kV:—pAE (2.22)

elde edilir. Dogrusal teori kullanildigi i¢in, harmonik zorlama etkisi altinda kirisin
davranisi da harmonik olacagindan v(xt) yerdegistirmesi asagidaki gibi pargalara
ayrilabilir.

v(x,t)=V (x)cosQt (2.23)

Bu durumda yonetici denklemde zamana bagli terim yok edilerek asagidaki

denkleme ulasilir.

o'V

El - +kV = pAQV (2.24)
dv.  k PpAQ’
+—|1- V=0 2.2
dx* El [ k (2.25)
X =V .
E= T veV = T seklinde boyutsuzlastirilma yapilirsa;

d*v kL AQ? \—
a4z +E[1_p K jV =0 (2.26)

elde edilir ve burada;

4
% =1 ve W’ = LA dersek;
e,
d*v 0\
s +A° (1—Vjv =0 (2.27)

yonetici denklemi elde edilir.
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2.4 Coziim Sirasinda Karsilasilabilecek Ozel Durumlar

2.4.1. Durum I: QO =w olmasi hali ( rezonans hali )

Bu durumda kirisin yonetici denklemi ve ¢6ziim asagidaki gibi olur.

OI4\7—0 2.28
d§4 - ( * )
V=A2+BE+CE+D (2.29)

0<¢& <e/L arasy
Vi=A& +B&+CE+D, (2.30)
e/L<é, <1 arasy
Vo =AE +B,E*+C,E+D, (2.31)

Bu durumda bilinen smir kosullarinin kullanilmasimin sonucu A,B,,C,A,,B,.C,

sifir, D, = D, bulunur. Sonucta \7(§)= sabit seklinde olup kirisin her noktasi aym
yonde ve esit hareket yapar. Yani sistem harmonik zorlama etkisi altinda kiitle yay
sistemine doniisiir. Bu durumda v=v(t) zamana bagl yonetici denklem asagidaki gibi
elde edilir.

2

PAL % +kvL = Pcos Ot 2.32)

Bu denklemde diizenleme yapilirsa;

d’v
— W=

dt’ pAL

cos Qt (2.33)

elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii de (€2 =w oldugundan)

v(t)=a cosQt+b sinQt +

tsin Qt
2P0 (2.34)

olarak elde edilir.
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2.4.2. Durum II: Q> w olmasi hali

2
(1 — Q—zj <0 olur. Bu durumda yonetici denklemi asagidaki gibi diizenleyebiliriz.
W

d*v 0\

s -1 (I_WJV =0 (2.35)

B =2t 1_9_2 2.36
-21-2 (2:36)

dersek;

dv.  —

az -pV=0 (2.37)

seklinde olur. Bu diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin kokleri,
a =p,a,=—p,a, =1f,a,=—1f (2.38)

olarak elde edilir.

(Coziim sonunda asagidaki yerdegistirme fonksiyonu elde edilir.

V = Asinh & + B cosh B& +C cos B + Dsin SE (2.39)
0<¢ <e/L arasy;
V= A sinh & + B, cosh & +C, cos B&, + D, sin ¢, (2.40)
e/L<¢&, <1 arasy;
V,= A, sinh &, + B, cosh B¢, +C, cos ¢, + D, sin &, (2.41)

gecerlidir. Bu iki ¢6ziimde A,B,,C,,D,,A,B,,C,,D, olmak iizere toplam sekiz adet

bilinmeyen vardir. Sinir kosullar statik yiik ile ytiklii kiris ile aynidar.
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2.4.3. Durum III: Q <w olmasi hali

2
(1 —Q—Zj >0 olur. Bu durumda y6netici denklemi asagidaki gibi diizenledigimizde;
w

dv 0\

I +2* (I_VJV =0 (2.42)
4 4 Qz

4" =4 I_W (2.43)

d4\7 4_

07 +44°V =0 (2.44)

denklemine ulasilir. Dérdiincii dereceli diferansiyel denklemin ¢dziimii igin V =e*

alinip denklemde tiirevlerini yerine yazarsak;

—m —

V=e* = V =qe®, V =d%%, V =a'e*, V' =g'e* (2.45)

a4ea§ + 4ﬂ4ea§ =0 - eaf (a4 + 4ﬁ4) =0 (2.46)

denklemi elde edilir ve bu durumda ¢6ziim asamalar: statik yiik etkisi altindaki kirig

ile aymdir.
V = Acos & cosh BE + B cos BE sinh BE + C sin BE cosh BE + Dsin & sinh BE (2.47)

0<¢ <e/L arasy

V1(&)= A cos BE cosh BE + B, cos BE sinh SBE, +

C, sin B¢, cosh B, + D, sin B¢ sinh ¢, (2.48)
e/L<é, <1 arasy
V. (52) = A, cos &, cosh BE, + B, cos BE, sinh BE, + 2.49)

C, sin ¢, cosh &, + D, sin &, sinh &,
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gecerlidir. Bu iki ¢6ziimde A,B,,C,D,,A,,B,,C,,D, olmak {izere toplam sekiz adet
bilinmeyen vardir. Bu bilinmeyenler asagida agiklanan sinir kosullar1 ve ara
siireklilik / stireksizlik kosullar1 kullanilarak elde edilecektir.

Sinir kosullar statik yiik ile ytiklii kirig ile aynidir.

Sinir Kosullart;

”

1- Vi (£=0)

0,

_m

4V, (£=1)=0,
5-Vi(é=e/L)=V,(E=e/L),
6-Vi (E=e/L)=V, (£=e/L),
Vi (E=e/L)=V: (é=e/L),

PL?
El

8-V, (£=e/L)-V. (£=e/L)=-
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3. SONLU YERDEGISTIRME HALI

3.1 Yonetici Denklem

Fcos Gt
|<— & —»
r
 —— 4 |
Il
¥
Y w ()

Sekil 3.1 : Elastik zemine oturan kirisin sonlu titresimi

Sekil 3.1°deki kiris P harmonik tekil yiikiiniin etkisi altinda sonlu yerdegistirme
hareketi yapsin. Bu durumda kirise ait yonetici denklem [28] asagidaki gibidir;

pA—S ot El G rkv="EAl — Z +PcosQt5(x—e) 3.1)

v ov d'v 3 (avjz R
ot ot 2 OX

Burada kiris boyunca boyuna yerdegistirmeler ihmal edilmistir. Bu ifade de ¢ soniim
katsayisint 6 ’da Dirac delta fonksiyonunu gostermektedir. Dirac delta

fonksiyonunun tanimi asagidaki gibidir.

X#a
X=a

§
o(x—a)= .

ve f(X) siirekli bir fonksiyon olmak tizere I f(X)o(x—a)dx = f(a)’dir.

E=

% ve V= % seklinde boyutsuzlastirilma yapilirsa;
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A—+C—+—F—+kv==—
PR a0 T of K

20 v 4y - v &V
OV VL ELOY G SEAVIOY P ats(s-eiL) 3-2)
o) a2 T L

denklemi elde edilir.

Yukaridaki denklem sag taraftaki ilk terimin varlig1 nedeni ile lineer olmayan kismi
tirevli bir diferansiyel denklemdir. Lineer olmayan diferansiyel denklemler, bir
kacinin disinda kapali ¢oziime sahip degillerdir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimii i¢in
cesitli yaklasik ¢oziim yontemleri vardir. Bunlar arasinda ardisik yaklasimlar ve
pertiirbasyon yontemleri sayilabilir. Bu problemde ©6nce mod siiperpozisyonu
kullanilarak x koordinatinin eliminasyonu sonucu ortaya zamana bagli bir adi
diferansiyel denklem takimi ¢ikmaktadir. Lineer olmayan bu diferansiyel denklem
pertiirbasyon yoOnteminin bir alt yontemi olan katli Olcek yontemi kullanilarak

¢ozildi. Asagida ilk olarak mod fonksiyonlar ile ilgili agiklamalar yapilmistir.

3.2 Mod Fonksiyonlari

Bu kisimda once iki ucu serbest kirigin dogal frekanslar1 ve bu frekanslara karsi

gelen mod fonksiyonlar1 bulunacaktir.

o'v(x.t) Aazv(x,t)

El __
ox° PR 5

(3.3)

Yonetici denklemimizin yukaridaki gibi oldugunu varsayarak mod fonksiyonlar ile

¢Oozmeye caligalim.

& =% ve V= % seklinde boyutsuzlastirilma yapilirsa;

El &*V(&,t) O*V(&,t)

=2 >, A2 34
LY o&! P ot? G4
esitligi elde edilir. G(f,t) yerdegistirmesi asagidaki gibi pargalara ayrilabilir.
V(EH=V(E)T(Y) (35)

V(&,t) yerine yazilip denklem diizenlenirse;
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El d*V dT =
— T =_pA—V .
L4 854 p atZ (3 6)

elde edilir. Bu esitlikte X’e bagl terimler esitligin bir tarafina t’ye bagli terimler

esitligin diger tarafima esitlenip »* gibi sabit bir degere esitlenir ise;

1dV_ pAL 1dT
Vde Bl Tae 7

3.7)

elde edilir. X’e bagl terimler ve t’ye bagli terimler ayr1 ayr1 y* sabitine esitlenerek

¢Oziime ulagilir.
i-

CpAL 1T
El T dt?

(3.8)

esitligini ¢cozersek;

d2T+ . El
at | AL

T=0 (3.9)

El

w dogal frekans olmak iizere w* = y* -
pAL

ise;

d’T
dt?

+WT =0 (3.10)

olur.

ii-
v _ . (3.11)
vade '

denklemini ¢ozersek;

'V =0 (3.12)
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m —IV

V=e¥ = V =g, V =a’%“, V =a’e%, V =a'e* (3.13)
a'e” -yl =0 —> e~ (a4 —~ }/4) =0 elde edilir.
Coziim i¢in parantez i¢indeki terimin sifir olmasi gerekir;

denkleminin kokleri asagidaki gibi elde edilir
a'-y'=0 o=y, ay==y, ay=ly, a,=-y (3.14)

Bu kokler diferansiyel denklemde yerlerine yazilirsa;

V(&)= Ae” +Be 7 +Ce'* + De (3.15)
veya baska bir ifade ile;
\7(5) = Acosh y£ + Bsinh £ + C cos & + D sin & 3.16)

elde edilir. Bu ¢oziimde A,B,C,D olmak {izere toplam dort adet bilinmeyen vardir.

Bu bilinmeyenler asagida aciklanan sinir kosullar1 kullamlarak elde edilecektir. iki

ucu serbest kirigin sinir kosullar1 asagidaki gibidir.
Sinir Kosullari:

1- Kirisin baslangi¢ noktasinda egilme momenti sifirdir.

\7"(§=o)=o — A=C (3.17)

2- Kirisin baglangi¢ noktasinda kesme kuvveti sifirdir.

—m

V' (£=0)=0 = B=D (3.18)

3- Kirigin bitig noktasinda egilme momenti sifirdir.

"

V (£=1)=0 = A(coshy—cosy)+B(sinhy—siny)=0 (3.19)
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4- Kirisin bitis noktasinda kesme kuvveti sifirdir.

—m

V (£=1)=0 = A(sinhy+siny)+B(coshy—cosy)=0 (3.20)

Bu sinir kosullarim1 kullanarak (3.19) ve (3.20) esitlikleri elde edilir. Coziime

ulagmak i¢in matris seklinde yazilip determinantini sifira esitleriz.

(coshy—cosy) (sinhy—siny)
, . 0 3.21)
(sinhy +siny) (coshy—cosy)

cosycoshy =1 (3.22)

Bu determinantin ¢6ziimiinden y,,7,,7,,.... degerleri bulunur.

7,=0, 7, =430, 7,=7,853, 7,=10,996, y,=14,137, ... (3.23)
Vi (&)= A(cosh y,& —0,9882502sinh y,& +cos y,& —0,9882502sin y,& ) 3.24)
V., (&)= A(cosh y,& —1,00078sinh y,& +cos y,& —1,00078sin y,&) (3.25)
vV, (5) = A(cosh 7,¢ —0,999966sinh y,& + cos y,& —0,999966 sin 735) (3.26)
V(&)= A(cosh ,& —1,00000144sinh ,& +cos y,& —1,00000144sin y,&) 3.27)

3.3 Uzay Koordinatinin Eliminasyonu

Yonetici denklemimiz boyutsuz halde asagidaki gibiydi;

v ov Eld'v - 3EA(av) v
PA—+C—+ +kv =

ot Loast T 20 |ae) a2

P
o +ICOSQt 5(§—e/L) (3.28)

Mod fonksiyonlar1 yardimi ile yonetici denkleminin ¢6ziimii boyutsuz olarak

asagidaki gibi yazilabilir.
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o0

V(&) =3 Vn( =V ()T, () +V2 (E)T, (1) + v (329)

m=1

Vo (&) mod fonksiyonudur. Mod fonksiyonlar1 ortogonal olup aralarinda
1 —_— —_—
[VaVadé=y,,C (3.30)
0

1: m=n

bagintis1 bulunmaktadir. Burada p,, kronecker deltasidir. Ve y,, ={0
:m=#n

olmaktadir.

Seri ¢ozlimii yonetici denkleminde yerine yazilirsa;

pAZV m

+CZVm t Zd Vm +kzw:\7me=
m=1

3EA dVn AV, & 2Vr P
2 Z ng;‘ e TZ ie Tr++LCOSQt5(§_E/L)

(3.31)

o

= = 7%V n oldugundan ve her iki tarafi da V(&) ile

denklemine ulasilir. Burada

carpip integral alirsak yoOnetici denklemde x koordinati ortadan kalkar. Yonetici

denklemi asagidaki yapiy1 alir.

Uvmv dcfj . E! w(j.}/m4\7m\75d§ij+
kZ( v mvsdngm _ (3.32)

%Ezii( d:g dd\; dd;/“v dng TT +Ecosgtjv S(E—e/Lydé

m=s kabul edersek;

2. 0 o0 0 —
oac T o, EijCT T, =%TAZZZ TTT +Ecothvs(§) (3.33)

2 mnrs 'm'n'r
dt dt m=1 n=1 r=1

AV dV, d2V, —
dé d& de&?

Burada T —U Vv dfj dir.

Her iki tarafi da pAC ’ye boliip diizenlersek;
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d-T, |(L4-i—E|]/4 C dT 3 E &&& pV (é’)
S = To+— r, T.TT + cos
dtz ( pAL4 ] s ,DA dt 2 pCL mznzzl mnrs “m°n°r pACL (3,34)

elde edilir.

Wz_(kL4+EI;/:

A ] yukaridaki ifadede yerine yazilirsa en son olarak asagidaki
P

yonetici denklem elde edilir.

a1, cdl. 3 E &&d PV(¢)
— S WT =———s4 = — r..TTT + cos Qt 3.35
dt2 S 'S pA dt 2 pCL2 ZZZ mnrs ' m-n-r pACL ( )

m=1l n=l r=l

bu denklem de kath 6lcek yontemi ile ¢oziilmiistiir. Asagida ilk olarak kathi 6lgek
yontemi ile ilgili agiklamalar verilmistir.
3.3.1 Kath o6l¢ek yontemi

Katli olgek yonteminde temel ilke bir fonksiyonda tek degisken yerine bir ¢ok
degiskenin kullanilmasidir. Ornegin x, t’nin bir fonksiyonu olmak iizere; t’nin ise bir
baska parametreye bagli olmasi gibi. Katl 6l¢ek yontemi fizik, miihendislik ve
uygulamali matematik alanlarinda ¢ok genis bir uygulama alani bulmustur. Soniimlii

sistemlerin ¢oziimiinde de kolaylik saglar.
Katl 6l¢ek yonteminin genelde ii¢ versiyonu bulunmaktadir.

Birinci versiyonda bagli degiskenlerin pertiirbasyon serisine agilmasina ilave olarak
tiirevler de seriye acilmaktadir. Bu nedenle bu versiyon tiirev-a¢ilim yontemi olarak

adlandirilir.

Katl 6lgek ydnteminin ikinci versiyonunda & = &t, 7 =+/1-¢°t olarak alinip bagh
degiskenim (t,g) yerine (é’,n : 8) ’a baglilig1 esas alinmaktadir. Burada zamana gore

tiretme & ve 7 ’ye gore tliretmeye genisletilmektedir.

Ucgiincii versiyonda iki degiskenli acilim asagidaki gibi genellestirilmistir.

mek, n= 25 &) galulelt] (3.36)

Biz tezimizde birinci versiyonu kullanacagimiz i¢in onu inceleyecegiz.
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Bu yontemde t yeni bir bagimsiz degisken & <<l paremetresine bagli olarak;

T =&", n=012,. (3.37)

n

seklinde tanimlanir.

Buna gore (3.37) ifadesi
T,=t, T,=¢t ve T,=¢"t..... (3.38)

seklinde degerler alacaktir.
t zamanina bagl tiirevler ise dolayisiyla & bagimsiz degiskenine bagli olarak

d o dT, o oT, 2
Rl + +..=D,+&D, +&°D, +....
dt  oT, dt  aT, dt TR TE (3-39)

2
3— =D, +24D,D, +£(D,> +2D,D, )+ ... (3.40)

o
seklinde olur.

Bu yontemde Vv yerdegistirmesi de ¢ parametresi ve zamana bagli olarak
V(tie)=ev, (T, T )+ 67V, (Ty, T ) + V5 (T, T )+ (3.41)
seklinde pertiirbasyon serisine agilmaktadir.

Bu tanima gore 6rnek olarak;

V+aVv+a,Vay =0 (3.42)
denklemini kath dl¢ek yontemi ile ¢ozelim.

(3.40) ve (3.41) ifadeleri bu denklemde yerlerine konursa denklem;

[Doz +2¢D,D, +£7 (D’ +2D0D2)+...](gv1 +EN, 8V, )+
(3.43)

2 3
o (8 +8V, + &V, + )+ (v + NV, + 8N ) oy (v +EV, 8V 4 =0

seklini alir. Bu denklem diizenlenir ve &, &’ ve &’ parametrelerine bagli terimler

ayr1 ayri sifira esitlenirse;

D,’v, +W,’V, =0 (3.44)

28



D,’V, +W,’V, =-2D,DV, - a,V,’ (3.45)
D,’v; +W,’v, =-2D,D\v, — D’v, —=2D,D,v, —2a,V,V, — a,V,’ (3.46)

seklinde ii¢ ayr1 denklem elde edilir. Burada w,” = ¢, alinmustir.
Birinci denklemin ¢6ziimii;

v, = AT, T, ) €0 + AT, T,y ... e 00 (3.47)

seklinde bulunur. Bu denklemdeki Ze_iWOT‘J, Ae™" ’1n karmagik eslenigidir. (3.47)
ifadesi (3.45)’de yerine konur ve denklem diizenlenirse;

D,’V, +W,’V, = -2iw, S—TAe‘WOTO ~a, [Aze2iW0T0 + Aﬂ] +K.E. (3.48)

1

sekline doniislir. Burada “K.E.” solunda kalan biitiin terimlerin karmasik eslenigini
gostermektedir. Bu ifadede denklemin homogen ¢6ziimii olan terimler periyodikligi
bozan sekiiler terimler olarak adlandirilmaktadir. Diferansiyel denklemin periyodik

¢oziimil olabilmesi i¢in sag tarafta bu tiir terimlerin olmamas1 gerekir. Bu nedenle

(3.48) denkleminin sag tarafinda 8—? sifir olmalidir. Yani;
1

A _

0 A=(T, ...
o - (T, (3.49)

Bu sonug A nin T; in fonksiyonu olmadigini gosterir.

Bu durumda (3.48) ifadesinin ¢oziimii;

A o AA
v, =a, [3W el —F]+ K.E. (3.50)
0 0

seklinde olur.

Son olarak, bulunan (3.47) ve (3.50) ifadelerini (3.46)’da yerine koyup denklem

diizenlenirse;

10, =9, Wy™ pox |t 306Wy" +20,° n3 siwT
20 0 W prR g — Ale™ 4 K E.

D,2v, + W, 2v, = —| 2iw,D, A— =0 T
0 Y3 0 Y3 |: 02 3W0 3W02 (3.51)

seklinde elde edilir. Bu ifade de periyodikligi bozan sekiiler terim sifira esitlenir ise;
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9a,w,> —10a,”  ,—
% 0 AA=0 (3.52)

2iw,D, A+
3w,

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinli daha uygun hale getirmek i¢in A ve

A ifadeleri polar halde;
1 oo 7_1_

A=—ae” A=—ae 3.53)
2 2

seklinde yazilir. Burada a, € — T,’nin gercel fonksiyonlar1 olarak kabul

edilmektedir.

_9aw,’ ~10a;’ 3:54)
; :
3w,

seklinde kisaltma yapilirsa;

e'’| —iw, ﬁ+aw %+lya3 =0 3.55
° T, “oT, 8 (3.35)

elde edilir. Bu ifade de;

W ﬁ =0
0 o, (3.56)

olur. a=sabit olup T, ’den bagimsizdir.
(3.55) ifadesindeki diger terimler de sifira esitlenir ve € ’ya gore integre edilirse &

degeri;

1
0=———ypa’T, +
o AT B (3.57)

0

seklinde elde edilir. Bu ifadedeki £ degeri integral sabitidir. Sonug olarak;

v, =—ae
2

2 1002
W, 203y 100" 1300:2 a2e? t+
24w,

+ K.E. (3.58)

seklinde elde edilir. y 'nin (3.54) deki degeri ve T, yerine de esiti olan &°t ifadesi

kullanilmistir. Buna gore lineer olmayan halde w dairesel frekansi, WO2 yerine

kullanilarak,
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wel f[ Mg;ﬁj (3.59)

1

seklinde elde edilir. (3.58) ifadesi de;
v, =acos(wt+f3) (3.60)

seklinde yazilabilir. Son olarak v ifadesi;

v =cacos(wt—f)— gzza;az (1 —%cos(ZWt + 2ﬂ)j+ 0(33) (3.61)

seklinde elde edilir.

3.4 Soniimlii, Zorlanmis, Lineer Olmayan Titresim Probleminin Kath Olcek

Yontemi ile Coziimii

Yonetici denklemimiz asagidaki gibidir.

dZT C dT 3 AN S(é/)
T R ) pCLZZ;Z;Z:‘F”‘”“T””T"T' “pacL (362

4 . PV,
WSZ:(MJ idi.C=1, 2,ug:i, grozii, eu :# dersek;

pAL* PA 2 pl® o pA
d2 o 0 ©
i 2 +W2T = 0 mnrs 'mn’'r (3.63)

d m=1 n=1 r=1
Yonetici denklem son halini alir. Katli 6l¢ek yontemine gore;

dT, )

e DT, +¢DT, +&"D,T, +.... (3.64)
d’T

=D/, + 20D, + (D +2D,D, 1, +... (3.65)
T, =T, +&T, +&°T, +... (3.66)

yerlerine koyup tekrar diizenlersek;
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D, (T + T, +£°T, ) +26D,D, (T, + 6T, +£°T,, )+
&' (D7 +2D,D, )(T, + €T, +&°T, )+ W (T, + €T, + 67T, ) =
-2 yg[DO (T + €T, + 67T, ) +D, (T, + 6T, +&°T,, )+ 67D, (T, + 6T, +&7T,,

5r0iiirmnrsTanTr +gu_2s(eimu n K.E.)

m=l n=1 r=1

=

elde edilir. £°, &', &* ortak parantezlerine alinirsa;

(Dy’Ty +W, T, )+ (DT, +2D, DT, + W, T, )+

s 's0 s

&* (DT, +2D,D,T, + DT, +2D,D,T,, + W/T,, ) =

0 "s2 1 "s0 s

g[—2yDoTso +roi 3 irmeTnTr +%us<eimﬂ + K.E.)}+gz(—2yD0Tsl ~2uDT,,)
m=1 n=1 r=1

T, T, T, kismini incelersek;

denklemi elde edilir. Burada i i i r

m=1 n=1 r=1

mnrs

iiirmnrs (Tmo +eTy, )(Tno +¢eT, )(Tro +eTy, )

m=1 n=1 r=l

—_

olur ve burada &°, &', &> ortak parantezlerine alinirsa;

i i{rmnrsTmoTnoTro + 5() +é° ()}

1 n=1 r=1

NgE

3
I

& ve & literimler ihmal edilir.

2 2 2
ZzzrmnrsTmOTnOTrO = F1115T103 +(F211s +0 s + T )T20T102 +

1

3 2
1—‘2223-1—20 +(F2215 +F2125 +F122S)T20 TlO

Buna gore yonetici denklemini tekrar diizenlersek;
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(DZT +W.°T, )+5(D2T +2D0D1T50+W52T5‘)+

0 "s0 s 's0 0 sl

g ( D,’T,, + 2D0 D1Ts1 + D12Tso + 2Do Dszo + Wsszz) =

0 "s2
LieTio +(Tans # Tiis #1006 ) Tao Ty +
111s " 10 211s 121s 112s 20710
3 2:
FZZZSTZO +(F2215 +F2125 +F1225)T20 Tl()

]-ﬁ-%us (e + K.E.)]+

8[—2yDOTso +1, {

& (_Z,U DTy, —2u DITSO)
esitligi elde edilir.
&' =D, T, +W'T,=0

¢' = D,’T, +W.T, =—-2D,DT,, ~2uD,T,, +
L T2+, T, +T 0, )T T2+ | 1 .
ro 111s 103 ( 211s 121s ]125) 20 2]0 +—u0 (eIQTO + KE)
1—‘2225-1—20 +(F2215 +F2125 +F1225)T20 TIO 2

& = D,T,+wWST,=-2uDT,-2uDT,-2D,DT, -DT,-2D,D,T,,

0 "s2

3.4.1 Rezonanstan uzak bolgede ¢c6ziim

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

Bu durumda Q=#w, olarak kabul edilmistir. (3.73) esitliginin ¢6ziimii asagidaki

gibidir.
D,’T,, +W,’T,, =0
T, =A, (T,)e"™" +K.E.

s=1=T,=A."" +K.E.

s=2=T,=A,""+K.E.

(3.74) esitliginin ¢6ziimii asagidaki gibidir.
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r T ’ ( 211s +F1218 llZS)TZOTIO2 +

DT, +W,’T, =—2D,DT,, —2uD,T,, +r,| "
T+ (T +T )T’ Tho

0 sl

2225 221s 2125 1225

(3.80)
%us (¢"" +KE.)

a = (ans 1+ FllZs) dersek:
b = (Fzzls 100 + i
s=1 icin;

(3.81)

1

DTy, + Wy, = —2iw, ( 6?’1 e"" +K.E ] 2u(iw A" + K E.)+

1 _
fy (1—‘11111-103 + a1T20T102 + 1—‘22211-203 + b1T202T10 ) + 5 U, (elmo + K-E-)
Bu ifadede periyodikligi bozan sekiiler terim sifira esitlenir ise;

. O . — —
—21w, %_2/1"’\/1'&‘11 +3I’0F11”A”2 An+2b A, AaA, =0 (3.82)

1

olur. Bu durumda gerekli diizenlemeler yapilirsa;

9]
(Q—ll =—uA, + V(\)Il F1111A|1 A +W A21A21A11 (3.83)

Aj1’in Ty’e gore tiirevi elde edilir.

1 iB(T a 1 1 AOH 1 s BT
Au(T1):Eau(T1)eﬂ(T) — ;;_11 2a”eﬂ(T)+§a“|ﬂleﬂ(T)
(3.84)
1 i5(T a 15,1 1 'z 1
A21(T1):§a21 (Tl)eﬁ(T) = aillzgazleﬁ T)+2a21|182 &)
(3.84) esitligi (3.83)’de yerine yazilirsa;

. 3 ; . br )
a,+a,ip =-pa, —i=-"2T, 3, -i—2a,a
11 117 /-1 11 8W1 111711 4W1 117721 (3.85)

denkelmi elde edillir. Bu denklemde esitligin her iki tarafindaki gercel kokler

birbirine esitlenirse;
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a11, =-pa;, (3.86)

¢Oziimiine ulasilir. Durakl1 titresim halinde
T,—>0 a,=0 = A, =0 = T,=0 olur. Aym seyler s=2 icinde

gecerlidir. Bu durumda denklem,;
Lo
DT, +W’T,, =54 (em“ + K.E.) (3.87)

seklini alir. Bu denklemden T,,’in ¢oziimii asagidaki gibidir. Sadece zorlamanin
etkisi vardir.
T = 2

W™ -

u iw,
—‘Qze o 1 K.E. (3.88)

Burada zayif nonlinerlik etkisi altinda rezonanstan uzak boélgelerde ¢oziim lineer

teori ile ist liste diiger.

3.4.2 Rezonans boélgesinde ¢oziim

Bu durumda Q = w, + &0, olarak kabul edilmistir. Burada o, frekans kaymasi olarak

adlandirilmaktadir. Bu durumda sifirinci mertebedeki denklem (3.73)’deki gibi olup

¢Oziim (3.78)’de verilmistir. Birinci mertebeden denklem ise asagidaki gibidir.

D, 7T, +W2T,, =—2iw, [%ATI o + K.E.] -2 y(iwlAl Mo + K.E.) -
1

i (A11393iW‘T° +3A 2 Ane™h + K.E.)

1a (AIIZAZIei(2WI+W2)TO +2A“K“A21eiwgo +K112Anei(—2wl+w2)T0 N K.E.J
o0 (A213e3iW2T° +3A, 2 Axie™T + K.E.) " (3.89)
b, [AleAllei(ZW2+Wl)T° + AZIZKHei(zwz—wl)To oA A A 6Ty K.E.J

%ul [e‘(wl”"l)“) + K.E.j

Bu ifade de periyodikligi bozan sekiiler terim sifira esitlenir ise;

. . — - u
—21w, %_ 2w A+ 3r0rllllAllz A+ 2b1A21 A A, +31eI01T1 =0 (3.90)

1
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esitligine ulasilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

GA” 3 I’O 2 A bl ~ Ul io:T,
M uA 2T A AL+ A AnA |+l 3.91
8T1 1 2 iw 1111711 |W1 1 1 4|W1 ( )

1

Air’in Ty e gore tiirevi elde edilir.

ot 2 :
3.92)
Ay (Tl) =5 (Tl)eiﬂZ(Tl) = 8;;1 = aélelﬂzm + azl'ﬁz'elﬁZ(T')
1

(3.89) esitligi (3.88)’de yerine yazilirsa,
Eane g +Ea11|ﬂleﬂl :_ﬂgane A +Eﬁrlm §a113eﬂ| "'ﬁgaﬂzaﬂeﬂ1 +r\;v1e " (3.93)
elde edilir. Esitligin her iki tarafini da 2 ile carpip, € ile bélersek;
a, +a, if =-ua —igr—ol" a 3—ibl—roa a Z—L[iCOS(O'T -B)-sin(oT —ﬂ)J 3.94

11 1171 11 8W 111111 4W 11721 2W1 171 1 171 1 ( . )

1 1

denkelmi elde edillir. Bu denklemde esitligin her iki tarafindaki gercel ve sanal

kokler birbirine esitlenirse;

, u .
I- ay=—pa, + 2V1V Sm(UlTl _/81) (3.95)
|
, 3T, ; by . U
2- 3,5 :_gwrlmau _mallail —mCOS(O'ITl _131) (3.96)

1 1 1

seklinde iki adet esitlik elde edilir.

Ayni iglemler s=2 i¢inde yapilirsa;
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s=2 igin;

D, 2T, +W,’T,, = —2iw, [%ATZI "o 4 K.E.J—zy(iszZIeiWZTU + K.E.)+

1

Lo (A€ 434 PAe" + K E
+a2 (Al12AZIei(2W|+Wz)To +2A“ﬂ”A21eiw2T0 +ﬂ”2Anei(—2wl+w2)T(, n KE) (3 97)
+m (A213e3iW2T0 +3A212ﬁ2leiW2T° + K.E.)

+b2 [AZIZAHei(ZWerW])TO + 'AZIZK1 1ei(2W2’W1)T0 +2AZIEA\1 leiW1T0 + KEJ

+%u2 [ei(w‘wl)T" + K.E.j

elde edilir. Bu ifade de periyodikligi bozan sekiiler terim sifira esitlenip, A;;’in T;’e
gore tiirevi yalniz birakilirsa;
3 r0r2222

—
S am a2
2w, A" Ax (3.98)

oA, ar , =
—=- + A +
@Tl /JA21 iWZ An 11A21

esitligi elde edilir. Burada (3.24) degerler yerlerine yazilirsa;

. lar 3,
ay +ayif, =—pa, —i— 8,8y~ 8y 3.99)
4 w, 8w,

denkelmi elde edilir. Bu esitilikte esitligin her iki tarafindaki gercel ve sanal kokler

birbirine esitlenirse iki adet denklem de buradan elde edilir.

3-ay =-ua, T, oo = a,=0 (3.100)
1 ar, 3r,I’

4-a, ) =———2La’a, —— 22k (3.101)
4 w, 8 w,

(3.97) esitliginden a,, =0 elde edilir.

ol -p=rn = p=ol-n = ,31’20'1—71' dersek;

Diger esitliklerde bunlar yerine yazilirsa;

!

u .
- &, =—ua, +ﬁsm7l (3.102)

1
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' 3 u
2- @, ((71 N ): _§W_0r11113'113 —ﬁcos(ffﬁ _ﬂ1) (3.103)

1 1

esitlikleri elde edilir.

!

T >0 a,=0 =0 B =0, oldugu igin esitlikler yeniden

diizenlenirse;

1I- ua =Lsin}/ 3.104
11 2W 1 ( )

1

3

3 u
2- allo-l+§Worllllall :_2_1‘30571 (3.105)

1 1

elde edilr ve bu iki esitligin karelerini alinip alt alta toplanirsa;

2 2
2 3 u
(/uall) +(a”O'1 +§W0r1111a113} :(_1] (3.106)

1 2w,

esitligi saglanir. Bu altinc1 dereceden denklemi ¢6ziim kolayligi i¢in {i¢lincii

dereceden yaparsak;

2 :
a,,” = X,, dersek;

3 1 9 r’ ’
Xllll'lz + Xllo-lz +ZO-1 W_Orllllxllz +aLF11112X113 :(_J (3'107)

2
1 1

olur.
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4. SAYISAL SONUCLAR

4.1. Sayisal Degerler

Bu boélimde 2. ve 3. bolimde yonetici denklemlerden elde edilen elastik egri
fonksiyonlarinin, smir kosullarindan yararlanilarak ¢oziimii yapilmis ve cesitli
parametrelere gore elde edilen sonuglar grafiklerle verilmistir. Sayisal uygulamada 2.
boliim i¢in tekil kuvvetin yeri 2,5m ve S5m secilerek degisik karsilastirmalar
yapilmistir. 3. boliimde de p séniim oraninin degeri li¢ farkli sekilde secilip elastik

egri fonksiyonlar karsilastirilmistir.

Problemin tanimi1 ve ¢6ziimii i¢in gerekli olan parametreler; E kiris elastisite modiilii,
L kiris boyu, I kiris atalet momenti, P tekil yiik, k zemin yatak katsayisi, A kiris kesit

alan1 ve p kiitle yogunlugudur. Bunlarin sayisal degerler asagidaki gibidir.
L=10m, P=10°N, E=3.10" N/m”*, k= 10° N/'m’, 1=0,1927m"*, A=1m’

p=25000 N /m’

4.2 Sonuclar

4.2.1 Statik Yiikleme Hali

Yukaridaki sayisal degerlerden sonra 4 degeri hesaplanir.

/kL4
A=4 4.1
4El @D

0<¢ <e/L arasinda;

v, (&)= A cosh A& cos A&, + B, sinh A& cos A, +C, cosh A& sin A&, + D, sinh A& sin A&, @.2)

ve e/L <&, <1 arasiise;
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v, (&) = A, cosh A, cos A&, + B, sinh A&, cos A&, +C, cosh A€, sin A&, + D, sinh A&, sin A&, 4.3)

Elastik egri fonksiyonlari i¢in e = 2,5 ve e = 5Sm secilerek ve sekiz adet sinir kosulu

kullamilarak A,B,,C,,D,,A,,B,,C,,D, diferansiyel sabitlerinin sayisal degerleri
bulunup yerine yazilir. Excel programu ile grafikler ¢izilir.
Sekil 4.1 — 4.3 diyagramlarinda tekil yiikiin etkime noktasina gore ¢cokme, moment

ve kesme kuvvetinin degisimi goriilmektedir. Etkime noktasinin kenara yaklagmasi

halinde ¢6kme hemen hemen dogrusal olmaktadir.

Sekil 4.4 — 4.6 diyagramlarinda yatak katsayisinin etkisi goriilmektedir. Yatak
katsayisinin biiylimesinin 6nemli olarak c¢okmeyi etkiledigi, moment ve kesme

kuvvetini daha az etkiledigi goriilmektedir.

0,0001

0,00005 /
0

Q T T T T T T
£
E 01 02 03 04 05 06
£, -0,00005 | o=5
=
2 -0,0001 - —e=25
g
> -0,00015 -
0,002
-0,00025

Sekil 4.1 Uygulama noktasinin degisimine gore yerdegistirme grafigi

1,00E-02
8,00E-03
6,00E-03
4,00E-03
2,00E-03
0,00E+00
-2,00E-03
-4,00E-03
-6,00E-03
-8,00E-03 -
-1,00E-02

Kesme Kuvveti

Sekil 4.2 : Uygulama noktasinin degisimine gore kesme kuvveti grafigi
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O a
2
Q
£ -0,0005 |
EO e=5
£ 0,001 —CR
=
w

-0,0015 -

-0,002

Sekil 4.3 : Uygulama noktasinin degisimine gore egilme momenti grafigi

0,0001

0,00005

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 : 0,8 0,9

-0,00005 K
-0,0001 —// 2k

-0,00015 /
-0,0002 /

-0,00025

Yerdegistirme

&=el/L

Sekil 4.4 : e=2,5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore yerdegistirme grafigi

1,00E-02
8,00E-03 /
6,00E-03

4,00E-03 |
2,00E-03 |

0,00E+00 -k
2,00E-03 90 0.1
-4,00E-03 |
-6,00E-03 1
-8,00E-03 -
-1,00E-02

Kesme Kuvveti

Sekil 4.5 : e=2,5m’de zemin yatak katsayismin degisimine gore kesme kuvveti
grafigi
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0,0002 -

-0,0002

—K

-0,0004

-0,0006 -

Egilme Moment

-0,0008
-0,001

-0,0012

Sekil 4.6 : e=2,5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore egilme momenti
grafigi

0

-0,00002 w,z 03 04 05 06 07 o,ey/
-0,00004

-0,00006 - \/

-0,00008 - - K

2k

-0,0001 -
-0,00012 A
-0,00014
-0,00016

Yerdegistirme

Sekil 4.7 : e=5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore yerdegistirme grafigi

1,00E-02
g
S 500E-03
. K
£ 000E+00 =" o
E -
K 0 01 02 03 04 0

-5 00E-03

-1, 00E-02

Sekil 4.8 : e=5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore kesme kuvveti grafigi
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10,0002 > 03 04 05 068 07 408 |
-0,0004 \\ //

-0,0006 AN //

0,0008 AN // ”

--0,001 . e
-0,0012 -
-0,0014 V

-0,0016
-0,0018

Egilme Momenti

Sekil 4.9 : e=5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore egilme momenti
grafigi

4.2.2 Dinamik Yiikleme Hali
4.2.2.1 Durum I: QQ =w olmasi hali (rezonans hali)

Bu kisim inceleme disindadir.
4.2.2.2 Durum II: Q >w olmasi hali

2

4
Sayisal degerlerden sonra A :14/% ve f=A4 [l—Q—zj degerlerini de bulduktan
W

sonra ;

0<¢ <e/L arasinda;

V,(¢&)) = A sinh B¢ + B, cosh &, +C, cos B, + D, sin B&, 4.4)

ve e/L<¢, <1 arasi ise;

V,(&,) = A, sinh &, + B, cosh ¢, +C, cos ¢, + D, sin &, 4.5)

e=2,5 ve e=5m secilereck ve sekiz adet siir kosulu kullanilarak
A,B,,C,.D,,A,B,,C,,D, diferansiyel sabitlerinin sayisal degerleri bulunup yerine

yazilir. Excel programu ile grafikler ¢izilir.

QO /w’*=1,1 i¢in yatak katsayismin k ve 2k olmasi1 hallerinde ¢okme, kesme kuvveti

ve momentin degisimi Sek. 4.10 — 4.12 de incelenmistir. Yatak katsayisinin degisimi
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ile ¢Okmenin etkilendigi, diger biyiikliiklerin hemen hemen etkilenmediigi

goriilmektedir.

Sekil 4.13 — 4.15 de zorlama frekansinin dogal frekansa gore degisimesi hallerinde
cokme, moment ve kesme kuvvetinin degisimi goriilmektedir. Zorlama frekansinin
artmasi halinde ¢okmenin de arttif1 goriilmektedir. Kesme kuvveti ve momentin de

degisimi goriilmektedir.

0,00004
0,00002 -
0 ! ! ! ‘
-0,00002 0 01 02 0,3 04
-0,00004 | _— —2k
-0,00006 -
-0,00008 -
-0,0001

Yerdegistirme

Sekil 4.10 : e=2,5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore yerdegistirme
grafigi

4,00E-04
3,00E-04 - /
2,00E-04

1,00E-04 -

0,00E+00 \

08 09

Kesme Kuvveti

-1,00E-04 -

-2,00E-04

-3,00E-04 -

-4,00E-04

Sekil 4.11 : e=2,5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore kesme kuvveti
grafigi

44



1.00E-05
0,00E+00 P

-1,00E-05 0 O\ 0,2 0,3 0O 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
-2,00E-05

’ —2k
-3,00E-05 \ /

-4,00E-05 A \/

-5,00E-05

Egilme Momenti
|

Sekil 4.12 : e=2,5m’de zemin yatak katsayisinin degisimine gore egilme momenti
grafigi

4,50E-05
4,00E-05 — .
3,50E-05 -

3,00E-05
2,50E-05
2,00E-05 -

1,50E-05 -
1,00E-05 == =

5,00E-06 —~—— —  —

0,00E+00

— (2/W2=2
e ()2/W2=1,5
e 02/w2=1,1

Yerdegistirme

Sekil 4.13 : e=Sm’de Q° /W’ degisimi i¢in yerdegistirme grafigi

4,00E-04
3,00E-04 - %
2,00E-04

1,00E-04 - —TI

0,00E+00 T T T T T T T QZ/W2=1,5
01 02 03 04 05 06 0,7 08 —Q2/w2=1,1

-1,00E-04

Kesme Kuvveti

-2,00E-04 -
-3,00E-04 -

-4,00E-04

Sekil 4.14 : e=5m’de Q° /W’ degisimi icin kesme kuvveti grafigi
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04 05 06 O,

-2,00E-05 -

—()2/w2=2
e (2/w2=1,5
—Q2/w2=1,1

-4,00E-05 -

-6,00E-05 -

-8,00E-05 v

-1,00E-04 -

Egilme Momenti

-1,20E-04

Sekil 4.15 : e=5m’de Q° /W’ degisimi i¢in egilme momenti grafigi

4.2.2.3 Durum III: Q <w olmasi hali

2
(I—Q—zj >0 olur. Bu durum ¢6ziim yoOntemi olarak statik yiikli haldekinin
w
aynisidir.
0,00E+OO T T T T T T T T T
500E08 W

-1,00E-05 -
-1,50E-05 -

— 02/w2=0,1
-2,00E-05 =0 5

-2,50E-05 — 02W?=0,9
-3,00E-05
-3,50E-05 = —
-4,00E-05 - S

-4,50E-05

Yerdegisitirme

Sekil 4.16 : e=5m’de Q <wigin Q° /W’ degisimine gore yerdegistirme grafigi
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4,00E-04

3,00E-04

2,00E-04

1,00E-04
— (2?/W?=0,1

0,00E+00 T T T T T T T T QZ/W2=0,5
01 02 03 04 05 06 07 088 —07W?=0,9

-1,00E-04 -

Kesme Kuvveti

-2,00E-04

-3,00E-04

-4,00E-04

Sekil 4.17 : e=5m’de Q < wigin Q° /W’ degisimine gore kesme kuvveti grafigi

0,00001

07 T T T T T T T
-0,00001 { 0,1 03 04 05 06 0,7 0,9

-0,00002

-0,00003 \\\ /// e (?/w?=0,1
e 0?/w?=0,5

-0,00004 - \\ /// =09

-0,00005

-0,00006 - \\/

-0,00007 -

-0,00008

Egilme Momenti

Sekil 4.18 : e=5m’de Q < wigin Q° /W’ degisimine gore egilme momenti grafigi
4.2.3 Sonlu Yerdegistirme Hali

Sonlu yerdegistirme halinde sadece rezonans bdlgesine ait sonuglar burada
verilmigtir. Ik olarak x soniim katsayisi, o, frekans kaymasi ve P zorlama
genliginin ¢esitli degerleri i¢in (3.104) denkleminin kokleri elde edilmistir.
Katsayilarin degerlerine gore bir veya ii¢ gergel kok elde edilmistir. Buna goére sonlu
yerdegistirme hali i¢in birden fazla ¢6zlim elde edilebilmektedir. Sekil 4.19°de ¢esitli

soniim katsayilarma gore (3.104) denkleminin koklerinin o, ile degisimi verilmistir.
ornegin 1 =0.1 halinde o, <2 icin tek ¢oziim elde edilirken o, >2 i¢in ii¢ ¢6ziim

elde edilmektedir. £ =0.5 halinde ise 0, <2 ve o, >6 bdlgelerinde tek ¢oziim elde
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edilirken 2<o, <6 bolgesinde li¢ ¢oziim elde edilmektedir. g =1 halinde ise

Sekil 4.19°da da gorildiigii gibi tek ¢oziim elde edilmektedir. Buna gore soniim
katsayis1 biiyiidiikge nonlineerligin etkisi azalmaktadir. Cok ¢6ziim halinde ortadaki
¢Oziim dali kararsiz ¢ozlimlere kars1 gelmektedir. Yani bu ¢6ziimiin deneysel yoldan
inceleme imkani yoktur. Sekil 4.20°de zorlama genliginin degisimine gore ¢oziim
verilmigtir. Zorlamanin genlik {izerindeki etkisi grafiklerde agik olarak
goriilmektedir. Sekil 4.22°de sonlu yerdegistirme halinde katli 6l¢ek yontemine gore

hesaplanan genlikler kullanilarak o, =6 i¢in elde edilen ii¢ farkli ¢oziime ait elastik

egriler verilmistir. v, = |a“|Vl(X) =123
0.07
0.06
0.05
0,04 ——w=01
© 0.03 H09
' / — =1
6,62
A
T \O T T T

5 -4 -3-2-101 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
o1

Sekil 4.19 : Soniim katsayisinin degisimine gére P=10%da genlik - frekans kaymasi

egrileri

6:1

0,09

0,08

0,07 ~
x 0,06 e |——P=10"6
= 0,05 - ///— —P=10"7
]
(O] 0,04 o e P=1 078

5 -4 -3 -2-101 2 3 45 6 7 8 9 10 1112 13 14 15
o1

Sekil 4.20 : Zorlama genliginin degisimine gore p=0,1’de genlik - frekans kaymasi
egrileri
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— OO0

(4= NN

A LN WA
| |

Genlik

// —
2 L ~—
-

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

o1

Sekil 4.21 : Zorlama genliginin degisimine gore p=1’de genlik- frekans kaymasi
egrileri

0,1

0,08

0,06

0,04 -

e Seri 1
0,02 - e Seri 2

e Seri 3

Elastik Egri

-0,02 -

-0,04 -

-0,06

Sekil 4.22 : Sonlu yerdegistirme halinde {i¢ ¢6ziime ait elastik egriler
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