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OZET

Bu ¢alismada geometrik non-lineer prizmatik katlanmig plaklarin sonlu band
eleman yéntemi ile analizi ele alinmigtir. Bu analiz, yapi mekaniginde yaygin
olarak kullarilan klasik sonlu elemalar yontemi ile de yapilabilmesine ragmen,
her zaman igin pratik ve kolay bir sayisal ¢6zime imkan vermez.

Prizmatik katlanmig plaklarin lineer analizi, bugline kadar bir ¢ok akademisyen
tarafindan ele alinmigtir. Bu plaklarin sonlu band eleman yéntemi ile ¢bzUmu ise
ilk olarak Cheung tarafindan giindeme getiriimistir. Bu analizde Cheung, egilme
ve dizlemsel gerilme durumlanini siperpoze ederek prizmatic katlanmig bir plak
bandin sonlu band eleman karekteristiklerini ortaya koymustur.

Sonlu band eleman yéntemi sonlu elemanlar ydnteminin 6zel bir sekli olarak
digundlebilir. Sonlu elemalar metodunda oldugu gibi, bu yéntemde de pladin her
iki yénd igin polinomik bir deplasman fonksiyonu kullamimaktadir. Séz konusu
ifade ise polinomik ve trigonometrik iki fonksiyon gcarpimindan olugsmaktadir. Rijitlik
matrisleri ve esdeger nodal ylUk vektorlerinin  olusturulmasi sirasinda séz
konusu deplasman fonksiyonu ile banda ait tum karekteristikler nodlara
aktariimaktadir.

Metodda katlanmig plak yalmiz bir dogrultuda belli sayida band pargalara
bélinmektedir. Her bir band kendi dizlemine paralel ve dik yonde degisik
ylklemelere maruzaur. S6z konusu iki degisik yik uncoupled oldugundan,
duzlemsel gerilme ve egilme durumlar igin rijitlik matrisleri 6nce ayn ayn yazilip
daha sonra slperpoze edilmektedir.

Non-lineer analizde ylklemeler tesirinde kiiglk sekil dedistirmelere karsilik blyiik
deplasmanlann olusacagi kabull yapimaktadir. Bu ytzden, kullanilan
bandlarin genisligi ve kalinhd, band uzunluguna goére gok kigik bir dederde
secilmektedir. Lineer ve non-lineer rijitik matrislerinin toplanmas: ile teskil edilen
non-lineer denklem takimlarinin ¢éziminde ise Newton-Raphson Metodu
kullaniimigtir.  Bu metodla yapilan ¢ézimde, ilk iterasyon degerleri olarak lineer
agsamada bulunan deplasman miktarlan kullaniimistir. Degisik sinir kosullarina
sahip basit mesnetli katlanmig bir plak sistemin gesitli ylklemeler tesirinde istenen
noktalardaki deplasman ve kesit tesirlerini hesaplayabilecek bir bilgisayar programi
FORTRAN 77 dili kullanilarak yaziimistir.

Sonug olarak denilebilir ki, sonlu band eleman yontemi ile istenen ylkleme ve sinir
kogulundaki basit mesnetli katlanmig bir plak sistem pratik bir bicimde analiz
edilebilir.  Metodun orensibi geregince, sistemin yalniz tek yénde elemanlara
bélinmesi ve enterpolasyon igin her bir nodda yalniz dért deplasman bilegeni
kullanilmasi bilgisayar uygulamalarindaki program yazilimini hem kaglltmekte hem
de bellek kullanimini azaltmaktadir. Bu husus dikkate alindi§inda metodun sonlu
elemanlar yéntemine gére daha pratik oldugu ortaya ¢ikmaktadir.
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SUMMARY

GEOMETRIK NONLINEAR ANALYSIS OF FOLDED PLATE STRUCTURES BY THE
FINITE STRIP METHOD

This study treats the problem of geometrically nonliner folded plate using the
finite strip method. The finite element method which is one of the most powerfull
tools of stress analysis available, can analyze a prismatic folded plate
structure with any loadings, any support conditions and any other special
features, such as local variations in plate thickness. Neverthless, since the
computer program is not always available, is difficult to computirize and not
applicable to cases of smaller span-width ratios.

Various methods for the analysis of prismatic folded plates have been developed
by many writers. The finite strip analysis of prismatic folded structures and box
girder bridges was first introduced by Cheung who combined a bending strip
with both bendings and membrane actions an analysis of the slabs and prismatic
folded plates, taking into account geometrically nonlinear analysis.

The finite strip methcd can be considered as a special form of the finite element
procedure using the displacement approach. Unlike the standard finite
element method, polinomial displacement functions in all directions, is used.

W= Z Jm(x) Ym
m=1

In the above expression, fm(x) is polynomial expression with undetermined
constants for the m th serie; and Yy, is serie which satisfythe and conditions in the
y direction and also specify the deflected shape in this direction.

The finite strip method requires the discretization of the continuum so that only a
finite number of unknowns will exist in the resulting formulation. The following
procedure is adopted :

i) The continuum is divided into strips by fictitious lines. The ends of such strips
always constitute a part of boundaries of the continuum.
ii) The strips are assumed to be connected to one another along a discrete
number of nodal lines which coincide with the longitudinal boundaries of the strip.
iii) A displacement function (or functions), in terms of the nodal displacement
parameters, is chosen to represent the displacement field and consequently the
strain and stress fields within each element.



iv) Based on the chosen displacement function, it is possible to obtain a stiffness
matrix and load matrices which equilibrate the various concantrated or ditributed
loads acting on the strip through either virtual work or minimum total potential
energy principles.

v) The stifness and load matrices of all the strips are assembled to form a set of
overall stifness equations can be solved easily by any standard band matrix
solution technique to yield the nodal displacement parameters.

The folded plate structure which is supported at the two ends by diaphragms
infinitely stiff in their own plane, but perfectly flexible normal to the their
plane, issubdivided into a number of strips. Each is subject to “ in-plane * or
membrane stresses and to transverse bending forces. Because these two types
forces are not coupled it is convenient to establish the charecteristic stifnesses
separetely in two phases and then combine them into comprehensive matrix.
The economy is even more striking for the case of the simply supported strip
(which is of great practical importance because of its use in the analysis of isotropic
and orthotropic slab bridges, where a decoupling of the terms of the series occurs,
and thus the size and bandwith of the matrix is even more drastically reduced.

Bending Stiffness of Strip:

A suitable displacement function can be written as
r
W= Yo [[C][Ca]] {5}
m=1

in which C;, C; snape functions and 8, nodal displacement parameters are
given,

T T
{Sb}m = {W1m e‘lm Wom eZm}

Ym=Sinkmy k,=27m

[C]=[(1-3% +2%), x(1-2 % + )]

[Cl=[(EX-2x). x(X¥-x)] ;:§

The strains for a bending strip are given by the second partial derivatives of the
displacement function.



{e}= Xy 5 2
2xxy

1
1

fe} = z [Boln {80} m

In which [By] is strain matrix for bending problem. The moments are related to the
strain through the material properties of the strip.

»
{c}=|M, | =[D] i€} =[Dy] z [Belm {80} m
M,

The stiffness matrix for plate-bending problems, in which the integration in the
thickness direction has already been carried out, can be modified as

[S]mn :I [Bb]mT [Db] [Bb]n da

For a simply supported strip,

Sy O ... 0
0 [Slz2 ... 0
[S]=
o .. (Sl

In-plane Stiffness of Strip :

For the plane stress analysis, the general form for the displacements in the x and y
directions is given as

X!



U= Y Fnlx) Yo
m=1

V= Z Fm(®) (@ /um) Y'm
m=1

u= Y [[e1ca] {uruzdm Yo
m=1

v= 3 [led[ed] v v’ () Y

In the above expression for the case of plane stress C;, C, shape functions can
be taken,

Ci=(1-x) Cz= x X

O

The strains and stresses are given as

i, au ;
E)( X
ov d
{e}=1|¢ | = — = Y [Belm{S}m
cy m=1
Sl
|3y X

{c}= [D;] {e} - [Dp]i; [Belm {5}

[B;] is the strain matrix for the case plane stress. Since the thickness of a strip
assumed to be constant, the stiffness matrix can be simplified into the following
form:

[SImm =t [Belm' [Ds] [B;]s da
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For a rectangular flat shell strip it is assumed that no interaction takes place
between the bending and membrane actions that exist in a folded plate structure.
As a result, a shell strip can be formed through a simple combination of a bending
strip and a plane stress strip in the following manner.

[Slom {8}m = {F}nm
{8 m={u1 vi Wy 81 up va W2 B2 }m’
{Fim={ Ui Vi Z Mi U V2 Zp Mp}n'

In which {8} is nodal displacement parameters and {F} is nodal load
vector for the all of cases, bending and plane stress manner. In this
context, for a strip with only nodal lines 1 and 2, it is possible to write

S Si2 {61} {F“}

Sa1 S22 [mm | {82} [m {F2} | m

A typical submatrix [S )] of the matrix [Sl., is made up from appropriate
submatrices of the bending stiffness matrix [Sb iuJmn a@nd plane stress stiffness
matrix

[Spij]mn . Thus

[Si]mn [0]
[Sij]mn= (i,j):1,2
[0] S

In addition to the finite strip linear analysis, an analysis of the prismatic folded
plane structures taking into account the geometrical nonlinearity effects, is
presented in this study. An assumption is made that only small deformations and
large displacements and rotations exist. The stiffness matrices ( classical and
geometrical) and vector of equivalent nodal loads for the finite strips are
obtained using the variation approach. The bandwidth b and the height of the
cross section are small compared with the lenght a. Likewise, the displacement
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w and the rotation 8 will be sufficiently large and must be included when
writing basic and geometrial sizes.

The general strain expression including the nonlinear terms is given

r 27
( n T 1(0w)
= 2\ax.
Ex ox ' )
v 1( ow
(S = E = —_— + _ —_
ted y oy Z(ENJ
Soj o faL o] | owoaw
|0y o] ox oy
Fz(mf
2\ X
~. 1(ew)? ~
€¢= =l— i = [B,]{5 W= [Np]{d
©- | 2% - Eues [N:15:}
Y ad
ox ¢y

° b2 bd b b2 b2 b3 b2 b
{86} = {86} mYm Ym= sin kny {Obfm= {wi 6; w, 6 }mT

o~/
[Be] = [Bo1] {wo} [Be2]

[Nbx] Yo 0
[Bo1] = 0 [Nb] Yb.y
[No] Yoy [Nbx] Yb
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[Nbx] Yb
[Bb2] =
[Nb] Yo,y

The formulation of strip charecteristics is obtained using the prenciple of minimum
total potential energy.

{[S1+[81} {8} - {Q}

'Lrle above expression is a system of nonlinear simultaneous equations, in which
[S1,[S], {8} and {Q} is linear stiffness matrix, nonlineaar stiffness matrix,
nodal displacement parameters and nodal load vector respectively.

s o
[S]=
0 Sy
B ™
— 4
[S]=
1 1
~ pr Vbb
| 2 ]

{8y ={u vi u, va wy 8 w, 6}

{Q}={U1 Vi Uz Vo 2y My Z, M}

[Sob]mn = t % [Bzlm' {Ws} " [Borlt' [Dp][Bor]v§w:} [Boa]n dxdy

1s,t=1

b

4
[ =
0 v,z2=

O t—a

ab r ~
[Serln= 1 [ T [l {we} 7 [Bur)” [D5] [Boln axay
00"
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z [B]" [D5] [Bor)s {w.} [Beclncixdy

[Spb]mn =t 1

S

O.-_QN
© oy &

Ops O
{w:} =
0 8bs

{Ob}s= {wWw1 61 w2 6 }sT

The moments can be expressed as a sum of the linear and nonlinear moments.

{c} = {5} + {c}

{c}= |0y |= Dye = Dy(e+

L 1(8sz
e 20
ox >
(c}= 0| | 2 4|2
oy 2\ ¢y
F_U+Q W CW
cy &x X &y
. .
~
{c} = DB 3
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The Newton-Raphson procedure are incorporated in a finite strip computer
program to solve nonlinear equations. The whole program is written in
FORTRAN77. Consequently, the finite strip method can be used for the analysis
of different types of rectangular and folded plates with different support conditions
without difficulty . The numerical examples clearly indicate that this method is very
competitive to the finite element method regarding these problems. In addition this
method requires only four parameters per node line for interpolation and a small
number of mesh lines owing to the reduction in dimensional analysis.
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1. GiRiS

1.1 SONLU BAND ELEMAN YONTEMINE GIRiS

1.1.1 Metodun genel 6zellikleri :

Degisik alanlardaki mihendislik problemlerinin ¢oziminde sikga kullanilan sonlu
elemanlar ybntemi fazla sayidaki cebirsel denklem takiminin ¢6ézimunu
gerektirmektedir. Bu durum ise problemin ¢éziminde hem zaman israfina yol
agmakta, hem de hesaplarin yapildigi makinada asin miktarda bellek ihtiyaci
dodurmaktadir. Bu sebeple sonlu elemanlar yontemine gére daha pratik ve basit
¢bzim metodlarinin kullaniimasi diglndlebilir.  Sonlu band eleman yéntemi bu

metodlardan biri olup, sonlu elemanlar yontemine alternatif olarak kullanilabilir.

Sonlu band eleman yéntemi sonlu elemanlar yéntemi ile kargilastinildidinda iki
metod arasinda benzer ve farkl bir takim &ézellikler géze carpar. Sonlu elemaniar
ybnteminde probleme esas olan eleman iki yonde alt elemanlara ayrilmakta iken,
digerinde eleman sadece tek yénde band parcalara bolinmektedir. Béylelikie
sonlu band eleman yénteminde iki boyutlu bir problem tek boyuta
indirgenmektedir. Bu husus ¢6zimde kullanilacak denklemlerin sayisini azaltan
6nemli bir faktérdir. Diger yandan metodda band eleman kullanildi§indan eleman
serbestlik derecesi yariya inmekte, ¢bziimde kullanilan seri fonksiyonlarinin terim
sayis| da azalmaktadir. Bu sebeplerden dolayi, herhangi bir sonlu band eleman
probleminin ¢6zimiinde kullanilan sistem rijitik matrisi, diger alternatif
yontemlerde kullanilan rijitlik matrislerine gére daha kiglk boyuta ve dar bir band
genigligine sahip oiacadindan, metodun digerlerinden daha pratik oldugu

anlasilabilir.

Sonlu elemanlar yoénteminde oldugu gibi, sonlu band eleman yénteminde
kullanilan deplasman fonksiyonu, band elemanin iki boyutu yéniinde yazilan
birseri agilimi ifadesi ile polinomik bir fonksiyonun garpimindan olugur. En genel

ifade ile deplasman fonksiyonu asagidaki formda verilir. [1]



w= Y fm(x) Ym (1.1)

m=1

Yukaridaki denklemde,

w: Band elemana ait deplasman fonksiyonu

fm : Polinomik ifade
Ym: y koordinati yéninde sinir kogullarini saglayan seri agihimi

m : Seri agilimi terim numarasi

1.1.2 Metodun prensipleri ve yapilan kabuller :

i) Sisteme ait surekli ortam hayali nodal ¢izgilerle band elemanlara bélandr.
Band elemanlarin uglan slrekli ortamin sinirlarinin birer pargasini teskil eder.

ii ) Bandlar nodal kenarlarn boyunca komsu bandlara badlanabilir kabul edilir. Bazi
durumlarda band igersinde ilave nodiar kullanilabilir.

iit ) Her bir noda ait serbestlik derecesi o noda ait deplasman parametrelerini
belirler.

iv) Deplasman bolgesini temsil edebilecek, nodal deplasmanlara bagdh bir fonksiyon
segilir. Bu fonksiyona deplasman fonksiyonu adi verilir.

v) Segilen deplasman fonksiyonu ile virtuel is yada minimum toplam potansiyel
enerji prensibi kullanilarak her bir banda ait band rijitik ve ylik matrisleri elde
edilir.

vi) Band rijitik ve yik matrisleri toplanarak sistem rijitik ve ylk matrisi bulunur.
S6z konusu matrislerin ig;,erdigji denklem takimlarn  ¢bzllerek nodal

deplasmanlar ve i¢ kuvvetler hesaplanir.

1.2 DEPLASMAN FONKSIYONU
1.2.1 Deplasman fonksiyonunun segimi :

Uygun bir deplasman fonksiyonunun segilmesi metodun en énemli asamasini

tegkil eder. Tutarsiz bir deplasman fonksiyonunun segilmesi durumunda hatal



sonuglanin ortaya ¢ikmasi kaginiimazdir.  Deplasman fonksiyonu segimi igin
agagidaki kosullarin saglanmasi gerekir [2]

i ) Deplasman fonksiyonunun seri kismi (Ym) banda ait baglangic sinir
kogullarini saglamalidir.

ii ) Deplasman fonksiyonunun polinom kismi (fm) band uzun kenari istikametinde
sabit gerinme halini tanimiamalidir. Bu 6zellik saglanamadidi taktirde banda ait
gerinme dagiiminin sabit ve tutarll degerlere yakinsamasi garanti edilemez.
Ornegin polinom kismin  fm= a1 + a2 x + a3 x* + asx® alinmasi durumunda,
fonksiyonun  ikinci turevi olan egrilik degeri x=0 noktasinda sifira esit
oldugundan, elde edilecek sonuglar hatal olacaktir.

iii ) Deplasman fonksiyonu iki komsu bandin ortak nodal kenarlarindaki

deplasman ve birinci trevinin (egim) surekliligini saglamalidir.

1.2.2 Deplasman fonksiyonunun seri kismi (Ym) :

Deplasman fonksiyonunun seri kismi kirig titresim diferansiyel denkleminden elde

edilen genel bir ifadedir [3]

YY=v (uf1a*) (1.2.a)

it : Titresim problemine ait parametre

a: Band uzuniugu

Yukaridaki diferansiyel denklemin genel ¢6zimu ise ,

Y(y) = C1 Sin( %X)+C2 Cos( Hg)+c3 Sinh( %y.)+04 Cosh( Hy (1.2.b)
a

ifadede gegen Ci, C2, C3, C4 Kkatsaylan band sinir kosullarina gore
bulunacaktir. Band ug¢ noktalari igin gegerli olabilecek farkh sinir kogullart géz

énlne alinirsa |



i) Iki ucun basit mesnetli olmasi durumunda, Y(0)=Y"(0)=0, Y(a)=Y"(@)=0
Yim(y) = Sin( “T"‘y) Um= 7T, 27T, 37, ...mTC (1.2.0)

ii ) Iki ucun ankastre olmasi durumunda, Y(0)=Y'(@)=0, Y(@)=Y(@) =0

Y(y)_SIn(“y)+s|nh(“y) otm ( Cos( y)+Cosh( Yy) (1.2.d)

Sin pm - Sinh pm
Cos um - Cosh pm

Um=4.73,7.85,10.99,...2m+1) /2
iii ) Bir ucun basit mesnet, digerinin ankastre olmasi durumunda,

Y0)=Y"(0)=0, Y(@=Y(a)=0

Ym(y) = Sin( %) - 0tm Sinh( E;”—’f) (1.2.¢)

- Sin Hm

: Um=3.92,7.06, 10.21, ...(4m+1) n /4
Sinh um

iv ) Iki ucun serbest olmasi durumunda, Y'(0)=Y"(0)=0, Y’(@=Y"(@)=0

y

Yin(y) = s.n(“y)+s|nh(“y) m ( Cos ( A=Y )+Cosh(“y)) (1.2.9)



_ Sin pm - Sinh pm
" Cos um - Cosh pm

Um=4.73,7.85, ...2m-3) /2

v ) Bir ucun ankastre, digerinin serbest olmasi durumunda,

YO0)=Y(0)=0, Y'(@)=Y"(@)=0

~.
~

Ym(y)=Sin(“?my)+Sinh( %"X)—am(Cos( “T"W)—Cosh(“—z!)) (1.2.9)

e Sin pm + Sinh pm Um = 1.87,4.69,...(2m-1) 1 /2
Cos pm + Cosh pim

1.2.3 Deplasman fonksiyonunun polinom kismi ( fm):

Sekil fonksiyonu, band elemana ait deplasman dagihminin strekliligini saglayan bir
ifade olup, degeri ilgili deplasman bileseninin yer aldi§t band nodunda birim

degere (1), dider nodda ise sifira esittir. [3]

w= i Jm Ym
m=1
r r 2

w= 3> [[Ci][C2]] {81, 82 }Ym w=Y ¥Ym [CK] {Bk}m (1.3)
m=1 m=1 k=1

Yukaridaki ifadedeki &1, 82, banda ait 1 ve 2 nodlarindaki deplasman bilegsenleri

olup, e@ilme probleminde band dizlemine dik disey deplasman ve dlzlemsel



gerilme probleminde ise band dizlemine paralel yatay deplasman dederlerine
kargithk gelirler. C1 ve C2 ise 1 ve 2 nodlarina ait sekil fonksiyonlaridir. Bu
fonksiyonlarin egilme ve dlzlemsel geriime hallerinde alacadi degerler ileriki

boélimlerde ele alinacaktir.

1.3 BAND KAREKTERISTIKLERININ BULUNMASI

1.3.1 Minimum toplam potansiyel enerji prensibi :

\\;

Yapi mekaniginde 6nemli bir yer tegkil eden minimum toplam potansiyel enerji
prensibine gbre, i¢ ve dig kuvvetler tesirindeki statik bir sistemde meydana gelecek

deplasmanlar, sistem potansiyel enerjisini sabit kilar. [6]

o] _feo o | T _ g
s 1681 1 52 &8m
®d= U+W (1.4)

@ . Sistem toplam potansiyel enerjisi
Om : Serinin m. terimi cinsinden sistem deplasman vektdri
U : Sistem gerinme enerijisi

W : Dig yuklerden dolayi potansiyel enerji

Esitlik (1.4) Raleigh - Ritz prensibinin genel bir ifadesi olarak yorumlanabilir.

1.3.2 Gerinmeler ( €)

Basglangigta probleme ait deplasman fonksiyonu secilmis oldugundan, séz konusu

fonksiyonun ligili x, y, z koordinat parametrelerine gbére kismi tirevleri alindiginda

gerinme degerleri bulunabilir. [3]



{e}=[B1{3}

= i [B]m {5}m

=1
-y > [8dn {5n (1.5)
m=1 k=
[B] : Gerinme matrisi

ileriki bélimlerde gerinme matrisi, e§ilme ve duzlemsel gerilme halleri igin ayn ayr

olusturulurak band rijitik matristerinin hesabinda kullaniligi gdsterilecektir.

1.3.3 Gerilmeler (0)

Problemin ¢6zUmuU asamasinda baslangigta teskil edilen deplasman vektéra {8} ve

gerinme matrisi [B] yardimiile gerilme degerleri elde edilebilir. [3]

{o} =[D] {e}

= [D] [B]{3}

- [D]j_ S [Bidm {8kIm (16)

1 k=1

[D] : Elastisite matrisi ( malzeme matrisi )

Burada ifade edilen gerilme degerleri genel olup, problemin tlrtne gére normal

gerilme, kayma gerilmesi, egilme yada burkulma gerilmeleri vb. igerebilir.



1.3.4 Toplam potansiyel enerjinin minimizasvonu :

Daha 6ncede belirtildi§i tizere, toplam potansiyel enerji ifadesi, gerinme enerjisi ve

dig yUklerin potansiyel enerjisi toplamindan olusgur.
a) Gerinme enerjisi (U):

Elastik deformasyon neticesinde olusan sistem i¢ enerjisidir. [3]

~

U=—=[ {e}'{c}av (1.73)

1
2
(1.5), (1.6), (1.7a) yardimi ile

U= ] {8} [8]" [0] 8] {8} av (1.70)

b) Potansiyel enerji (W) :

Band Gzerindeki dis yUkler neticesinde meydana gelen sistem dis enerjisidir. [3]

W=-[ {f}"{q} da (1.7¢)

W=-[ {8}"[N] "{q} da (1.7d)

q: Band yayili yiku

Yayili yUk yerine tekil yik kullanilmasi halinde yukaridaki integral, tekil ylkle
ylkdan bulundugu noktadaki ilgili deplasman bileseninin ¢arpimindan olusan bir

ifadeye dénlsur. [3]



c ) Toplam potansiyel enerji (P):

O =U+W

©= [ {8}7[B]'[D] [B] {8} dv- [ {8}"[N]"{a} ca

N

d ) Minimizasyon yontemi :

Bélim 1.3.1 de belirtildigi tzere,

o

Esitlik (1.7e) kullanilarak,

{ﬁg‘}: [ 18I [P[B] {8}av - | [N]'{a}da= {0}

Diger bir ifade ile ,
[s] {8} - {F} = {0}

Lineer cebirsel denklem takimi teskil eden bu ifade de,

[S]1: Band rijitlik matrisi
{F}: Band yUk vektoru

(1.7¢€)

(1.8a)

(1.8b)



[S1=[ [B]'[D][B] av

[ [ (B1BL-.8 T [D] [ (BIBL....

[B]s" [D] [BIx
[B].' (D] [Bl

[Bl:" [D] [Bl:
[Bl.' [D] [Bl:

........ [B):" [D][B]:
........ [Blo' [D][B],

........ [B]. [D][B]:

[B]] dv

!

dv (1.8¢)

Esitlik (1.8c) ile gbsterilen band rijitlik matrisi serinin r adet terimi igin yazilmig

genel bir ifadedir. Bu ifade asadidaki kisaltiimis bigimde de yazilabilir. [1]

[s] =

Band rijitlik matrisini olusturan [Slm, alt matrisleri ise,

[S]rn = [B]"[D] [B]. dv

(1.8d)

(1.8e)
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[ 1Sl [Swa] ...... [Sis]
[Sn]  [S2] ...... [Sas)
[STmn = o (1.80)

(Sl (Slez e [Skes |

[Slmn matrisini olusturan alt matrisler [S};; ile gosterilirse, (i ve j indisleri banda

ait nodal cizgi numaralarini belitmektedir. ) ~

[Sis]mn =] [Bilm" [D] [Bu]. dv (1.89)

Yukaridaki ifade band rijitik matrisinin en kuglk unitesini olusturmaktadir. Band
rijitlik matrislerinin kendi aralarinda stperpoze edilmesi ile sistem rijitlik matrisinin

bulunmas:t ileriki bélimlerde ele alinacaktir.

Band yuk vektdrt ise esitlik (1.8a) ve (1.8b) yardimi ile bulunabilir :

{F} _f [N]" {q}da (1.8h)

Serinin  m. terimi cinsinden yukaridaki ifade yeniden diizenlenirse :

{F}m=] [N]n' {q}da (1.8i)

Band rijitlik matrisinde oldugu gibi, yUk vektérl de alt matrislere béltnebilir. [3]

{F}m=] [N]." {a}da (1.8)

Her bir banda ait yuk vektorleri stiperpoze edilerek sistem yiik vektdrt elde edilir.
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2. PLAK SISTEMLERDE EGILME HALI

2.1 GENEL

Bu boélimde kasik plak teorisi kullantlarak edilmeye maruz bir plagin sonlu band
eleman yontemi ile analizi yapilarak egiime problemine ait band karekteristikleri
ortaya konacaktir, Band karekteristikleri band ug noktalarinin basit mesnetli yada

ankastre olmasi vb. degisik sinir kosullarina gére bulunabilir.

Sonlu band eleman yénteminin bilinen sonlu elemanlar ybntemine gbére bazi
avantajlarinin oldugu 1. bélimde géralmistld. Bu metodda problem tek yénde ele
alindidindan, egilme problemi igin bandin bir nodal kenarnnin sahip olacag)
serbestlik derecesi, analizde kullanilan deplasman fonksiyonu seri agilimi terim
sayisinin sadece iki kati kadar ( 1 dlisey deplasman, 1 dénme ) olacaktir. Bu
durum kullanilan  sistem rijitik matrisinin  band genisligini klgUlteceginden,
¢bzlmde buyUk oranda pratiklik ve kolaylik saglanacaktir. Diger yandan band ug
noktalarinin basit mesnetli olmas) durumunda, ortogonality prensibinin
kullanilabilmesi imkain, dogmaktadir. Bu imkaninda ¢ézUmu kolaylastiran ekstra bir

avantaj olarak gbéz énunde bulundurulmasi gerekir. [3]

Bu tezde tUm analiz ve formulasyonlar, band u¢ noktalarinin basit mesnetli

olmasi durumuna goére yapilmistir.

2.2 DIKTORTGEN PLAK BAND

Sonlu band eleman yénteminde dikdbrigen geometriye sahip plak bandlar, nodal
¢izgi sayisina gore iki katagoride degerlendirilir :

a) Kaglik mertebeden dikdérigen band (LO2) : Yalnizca 2 nodal gizgiye,
dolayisiyla egilme prol:lemi igin 4 serbestlik derecesine sahip band elemanlardir.

b) Ylksek mertebeden dikdértgen band (HO3,HO4,..) : 3 yada daha fazla
nodal ¢izgiye sahip bandlardir.
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2.2.1 Deplasman fonksiyonu :

Bu boélimdeki analizde ug¢ noktalari basit mesnetli, iki nodal ¢izgisi bulunan
dikdértgen bandiar (LO2) ele alinacaktir. Bu tanima uyan bir dikdértgen band
plak Sekil 2.1 de gosterilmigtir. Band nodal kenarlannin z aksi yoénlunde dusey
deplasman yapabilecek ve y aks| etrafinda dénebilecek sekilde serbest oldudu
disUndlecektir. Bu durumda deplasman fonksiyonu seri agiliminin her bir terimi
(m) igin serbestlik derecesi bir nodda 2, iki nodda ise 4 olur. Bu hususlar gbz
énline alinarak egilme problemine uygun bir deplasman fonksiyonu asagida verilen

esitlik ile ifade edilebilir.

Sekil 2.1 Egilme durumunda dikd6rtgen band karekteristikleri

11

W=INT{8} = S [Nlm {Bokm

i1

i Yo [[C][C2]] {86} m (2.12)
m=1
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Esitlik (2.1a) daki b indisi egilme halini ifade etmektedir.

{Sb}m-: {W1m 61m Wam eZm}T

Basit mesnetli band igin, B&lim 1 den de hatirlanacag gibi,

Ym=Sinkmy

km:_

Probleme uygun C1, C2 sekil fonksiyonlar ise,

[Cl=[(1-3% +25), x(1-2 x + )]

[Cl=[(E%-2%).x(¥-X)] X =

2.2.2 Gerinmeler ( €):

Gerinmeler esitlik (2.1a) da verilen deplasman fonksiyonunun

tlrevinin alinmas: ile bulunabilir. [3]

(2.1b)

ikinci kismi

(2.2a)
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(2.2b)

-\2N
B il P S

3
It

(2.2¢c)

{€}=3 [Bulnide}n

m=1

[Be] : Egilme haliigin gerinme matrisi

{0v} : Egilme hali i¢in nodal deplasman vektori

-

-
6 2 6 2
oZ (1-2x) b (2-3x)Ym 2 (=1+2X)Ym - (1~3X)Ym

[Bolm= | <(1-3X°+2X )Y, =x(1-2x+37)Y"m  ~BX+2)Y"m  —XO-X)Y" 1

g(—6x+6x2)Y’m 2(1-4x+3x%)Y'm, %(6x~6x2)Y’m 2(3%%-2X)Y'm

(2.2d)

2.2.3 Momentler :

Momentler band gerinme dadiimi ve malzeme o6zelliklerine bagh degerlerdir.

Burada malzemenin ortotropik oldudu kabul edilecektir.

{o} =] M |= [D] {€}
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- [Dy] z [Bo]m {0}m (2.3a)

[Do] : Egilme hali igin malzeme matrisi

D, O (2.3b)

Ortotropik plak malzeme igin Dx, Dy, D; ve Dy, sabitleri asagidaki degerleri alir. [4]

E, t
12 (1- v, v,)

x =

E, t°
YT 12(1-vvy)

Vy Ey t3 Vy Ex t°
12(1-v,v,)  12(1-v,v,)

D4

_ Gt
Y12 (1-v,v,)

Yukaridaki ifadelerde E,, E,, Vx, V, ve G plak banda ait elastik sabitlerdir. tise

band kalinh@ini géstermektedir. izotropik plak hali igin :
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2.2.4 Rijitlik Matrisi :

BélGm 1 de ifade edilen (1.8c) ve (1.8e) esitlikleri kullanilirsa,

[S]rn =] [Bolm" [Ds] [Bs]n da 2.43)

\\

Basit mesnetli band plak igin,

Ym= Sinkmy = Sin any

Y'm = Km COS Kmy Y7 m = =K2m Sin Kmy

(2.4a) esitligi kullanilarak band rijitik matrisi elde edilirken, serinin  m=n olan
terim numaralar igin ortogonalite prensibi uygulanarak asagidaki ifadeler géz

énline alinmalidir [6]

a,

a a a a
[ YmYady=] YuYudy=[ YuYody=| YuYady=[ YuYady= O
0 0 0 0 0

(m=n)

Boylelikle, m=n i¢in [S]mn matrisi elemanlarinin dederi sifir olacaktir. Bu da her
bir terim numarasi igin rijitlik matrislerinin ayri ayn hesaplanabilmesi imkanini verir.
Bu durumda basit mesnetli band igin rijitlik matrisi en genel anlamda r adet terim

icin asagidaki bicimde yazilabilir :
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[Slh 0 ... 0
0  [Slz ... 0
[S]=1| .. .. (2.4b)
- ST
N 151 i

2.2.5 Yik matrisi :

~

{F}m=ﬁ [{Ni}m" {N2}m" ] {a} dxay (2.52)
00

Band dizlemine dik dazglin yayith g yUkd igin,

b a
{Fln=q [ [C CTTdx] Ymdy
0 0
_ b b*> b b? 7 7
_q[E P A ‘1_2‘] _([ Ym dy (25b)

X= Xc ve y= Y. noktalarida P, tekil yiku olmasi durumunda, x.,y. degerleri

esitlik (5.2b) de yerine konulursa, Xe X. alarak esitlik (5.2.c) bulunabilir.

b

{F}m= Po¥mlye) [(1-3%242X%7%) Xo(1-2%e+%cD)  (3X-2%Y) Xe(X-Xo)]T  (2.5¢)
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3. PLAK SiSTEMLERDE DUZLEMSEL GERILME HALI

3.1 GENEL

Bu bdlimde iki boyutlu elastisite dizlemi icersinde dizlemsel geriimeye maruz
plaklar sonlu band eleman ydntemi ile ele alinacaktir. G&éz 6nlne alinacak plak
band degisik sinir kosullarina gére (band ug noktalarinin basit mesnetli, ankastre
vb. olmasi) mesnetlenmis olabilir. Ancak egilme probleminde oldudu gibi burada
da basit mesnetli dikddrtgen plak band ele alinacaktir. Bu 6zellikteki bir band
Sekil 3.1 de goésteriimistir. Band duUzlemine paralel x ve y koordinatian

dogrultusundaki diizlemsel deplasmanlar u ve v ile gésterilmistir.

v, V)
a 1 J
»x(U,U)
vz

Sekil 3.1 Duzlemsel gerilme halinde dikd6rigen band karekteristikleri
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3.2 DUZLEMSEL GERILME HALINDE BAND KAREKTERISTIKLERI

3.2.1 Deplasman fonksiyonu :

En genel bigimde uve v deplasman fonksiyonlari agsa§idaki bicimde verilir : [3]

-

=2 fm(X) Ym

Ve S X (@ i) Yo (3.1a)

m=1
Basit mesnetli band igin,

us= Zr: fUm(X) sin kmy

m=1

er f'm(X) cos kmy

m=1

Esitik (1.3) ile verilen genel deplasman bagdintisi dlizlemsel geriime

problemine uyarlanirsa :

r

= 3 L] fuwda"

-

=2 [ [e] [C]] {viva}a’ (— (3.1b)

m_
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Esitlik (3.1b) ile ifade edilen deplasman bagintilarindaki C4, C, sekil katsayilan

dlGzlemsel gerilme durumunda asagidaki sekilde alinabilir :

Ci=(1-x) Co= x X =

Sekil katsayilari Esitlik (3.1b) de yerine konursa,

Fu (1= X)Y¥m 0 ( X)Ym 0
{ri=| =% {Ui Vi Up Vol
m=1
v 0 (1-X()Wm 0 x(=)Y,
= D [NIm {8}m (3.1.c)
m=1

dp}: Dlzlemsel gerilme deplasman vektér ( p indisi diizlemsel gerilme durumunu
ps

ifade etmektedir.)

3.2.2 Gerinmeler { €)

Lineer analizde duzlemsel gerilme hali i¢in gerinme asagidaki sekilde verilir. [3]

- .
r a
ex X
6’V r
{e}=1¢ | = — = > [Bolm {8}m (3.2a)
oy m=1
E)(y 6_u .EX
- oy ox |
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[Bp] : Duiziemsel geriime hali igin gerinme matrisi

[Bp]m =

1 1
(- 5 Wm 0 (E WYm

0 (1- (2w 0

1= Ym W XY
b™ um

~

3.2.3 Gerilmeler:

Gerilme degderleri esitlik (3.2a) ile tanimlanan €,

-, a
X (_ )Y”m
m

1 a ,
(E)(E)Ym

ile malzeme 6zelliklerine bagh bir fonksiyon olarak ifade edilir. [3]

{o}=[D:] {€}

- [Dp]i_1 [Bolm {Bs}m

[Dp] : Duazlemsel geriime malzeme matrisi

Banda ait malzemenin ortotropik olmasi halinde,

(1- vay—)— (1- vay)

V,E, E, .
(1-V,V,) (1= V,V,)

(3.2b)

€y V& €y gerinme miktarlarn

(3.3a)

(3.3b)
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3.2.4 Rijitlik matrisi :

Band kaliniginin, bandin tiim yizeyi igersinde sabit olmasi durumunda esitlik

(1.8.e) duzlemsel gerilme hali igin agagidaki formu alir ;

[Slmn=t] [Bplm' [Dp] [Bplnda (3.4)

Basit mesnetli band igin, mzn durumunda ortogonalite prensibi geregince [S]mn
matrisinin elemanlan sifir de@erini alir. Bu durumda serinin her bir terimi igin band

rijitlik matrisi ayri ayri hesaplanip, stiperpoze edilebilir. [6]

3.2.5 Yiik matrisi :

Esitlik (1.8i) dlzlemsel gerilme problemine uyarlanirsa, band duzlemine paralel

dlzgin yayili yuk halinde |

b u

{Fin=7 (3.5.a)

Yukarida ifade edilen yUk matrisi bagintisinda, bandin enine dogdrultusunda lineer
deplasman dagiimi oldugu kabull yapilmistir. X ve Y band diizlemine paralel
dlzgin yayih band yikinin x ve y koordinatiari dogrultusundaki bilesenleridir. [3]

Sayet band nodal kenarlan Uzerinde gizgisel yiik mevcﬁtsa,



{F}m=

Yukaridaki egitlikte,

X1,X2: 1ve 2nodlarinda x koordinati dogrultusunda ¢izgisel yik

Y1,Y2: 1ve 2 nodlarinda y koordinati dogrultusunda ¢izgisel yiik

24

(3.5b)



4. KATLANMIS PLAK YAPILARIN SONLU BAND ELEMAN YONTEMi
iLE LINEER ANALIZI

4.1 GENEL

Prizmatik katlanmis plaklarin sonlu band eleman yontemiile analizi ilk olarak
Cheung tarafindan glndeme getirilmistir. Bu analizde, daha énceden ayr ayri
incelenen egdilme ve dlzlemsel gerilme tesirleri bir bitin olarak degerlendirilip,

strerpoze bir formulasyon elde edilmigtir. [4]
Sekil 4.1 de katlanmig bir plaga ait dikdérigen bandin geometrik karekteristikleri

gosterilmistir. Analizde 2 nodal kenara sahip dikddérgen band ( LO2 ) ele

alinacaktir.

y{v,V)

—» x{U, )

Yz W)

Sekil 4.1. Katlanmis praklara ait dikdortgen band karekteristikleri
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4.2 YAPILAN KABULLER

Katlanmig plaklarin, sonlu band eleman yéntemi ile lineer analizinde, asagidaki

temel kabuller dikkate alinacaktir.

a) Plak eleman lineer, homojen ve ortotrop malzemeden olusmustur.

b) Katlanmig plak mesnetleri, iki ugta da diizlemsel bir diafram ile sinilanmistir.
¢) Plak eleman, mesnetlerdeki diyafram dizleminde sonsuz rijit, bu dizlem
disinda ise sonsuz esnek 6zelliktedir.

d) Egilme ve dizlemsel gerilme tesirleri birbirinden badimsizdir.

4.3 TOPLAM POTANSIYEL ENERJi PRENSIBININ KATLANMIS PLAKLARA
UYGULANMASI

Dikddértgen band ic¢in, egdilme ve dizlemsel gerilme tesirlerinin birbirine etki
etmedigi kabul edildiginden, katlanmis plaklarin lineer analizi egdiime ve diizlemsel

gerilme durumlan igin ayri ayn ele alinabilir. [4]
Boélim 1" de de belirtildigi lzere en genel manada toplam potansiyel eneri, ig

kuvvetlerin gerinme enerjisi ve dis ylklerin potansiyel enerjisi toplami olarak ifade

edilir. Bu ifade asa@ida gosterildigi gibi farkh bigimlerde yazilabilir :

a) U=U"+U" (4.1a)

U : Toplam potansiyel eneriji

st

U™ . Gerinme enerjisi ( egilme ve duzlemsel geriime )
F. Dig ytklerden dolayi potansiyel eneriji
b) U=Uy+ U (4.1b)

Up : Dlzlemsel (in plane) potansiyel enerji

Up : Dizlemsel olmayan (out of plane ) potansiyel enerji



27

c) (a) ve (b) siklanindaki ifadeler birlikte géz 6nine alindiginda,

Ust = Ustp+ Ustb
UF = UFP + UFb

U = U¥+ U+ UF+ U, (4.1c)

4.3.1 Egilme durumunda potansiyel enerji ( Up) :

Ub=%j {e} {o}dv- | qwaa —7 {fwieiw; 6, {w; M; W; M;} dy

0
(4.1d)
g : Band duzlemine dik yayili ylk
w: Egilme durumu igin genel deplasman bagintisi
wi, 6, w;06;: ive]nodlarindaki deplasman fonksiyonlar
ZiM;, Z;, M. ivejnodlanndaki nodal yukler
128 T 2P T T
Ub:E [T {e} [D]{e}dxdy - q [[ {8}m [N]m dxdy
00 00
F T T
= [ {8}m’ Ym {Wi M; W; M} dy (4.1¢)
0
123" T T 2 T T
U= 3 [T {8} [Bs]" [Ds] [Bs] {85} dxdy ~ q [[ {8s}m' [N]m' dxdy
00 00
T 7 T
-{wWi My Wi M {8shm Ymdy (4.1f)
0
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Esitlik (4.1f) deki ifadeye minimum potansiyel enerji prensibi uygulanirsa ,

I [8o17 (0] [B4] {843 ooy - g ] [NJu vy

-{Wi Mi W; M3 [ Yudy = [0] (4.19)
0

(4.1g) Esitligi kisaltilimis fornda yazilirsa ,

(2] - [Sunl{8um - {Fun} ~ £Fun} = [0] (610

0

[Sem] : Serinin m. terimi cinsinden egilme rijitlik matrisi
{Fom} : Yayih ylk vektord
{Fom }: Nodal yik vektdri

4.3.2 Duzlemsel gerilme durumunda potansiyel enerji (U, ) :

Up= %[ {e} {c} dv - ﬁ {fu v} {X Y} dxdy

a
[ {uioviug vl EXe Y X Y Tdy (4.2a)
0
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t ab
Up = 2 II {5537 [Bo]" [D5] [B:] {8} dxdy
00
r 20 T T
- {83} [[ [NI" {Xusinksy  Yncoskny}' dxdy
00
° T
~Som | [Re] [Ra] X Yoo X Yo}l
0 = .
sinkny 0] 0 0
0 cosk,y 0 0]
[Rm] =
0 0 sinkyy 0
0 0 0 coskny

Esitlik (4.2b) kisaltilmis forma gevrilirse ,

{ ”P} o] {80}  {Fom} - {Fon® } = [O]

238,

[S;m] : Duzlemsel gerilme rijitlik matrisi
{Fem} : Yayili yik vektoru
{Fom } : Nodal (cizgisel) yiik vektdri

- (4.2b)

(4.2c)

(4.2d)



4.4 RIJITLIK MATRISININ OLUSTURULMASI

Katlanmis plaklann band rijitik matrisleri egiime ve dizlemsel gerilme rijitlik

matrislerinin stperpoze edilmesi ile olusturulur. Benzer sekilde, e§iime ve

duzlemsel gerilmeden dolayi elde edilen band deplasman ve ylk vektorieri de
stperpoze edilmelidir. Bdylelikle 1 bandin her bir nodu igin 4’ er deplasman ve yuk

bileseni yazilmis olacaktir.  Pratik  bir stiperpozisyon asagidaki formda

yapilabilir.[3]

[S]nm {83 m = {F}m
{0}m={ur vi ws 01 2 Vo W, 92}mT

{Flm={ Ui Vi Wi My Us Vo Wy My}

St S12 £61} {F:}

S21 S22 {mm | {82} |m {F2} | m

Esitlik (4.3e) de belirtilen [S]m, matrisinin alt matrisi [S];; ise,

(Sdm 0] |

[Sij]mn= (i'j)=1'2
[0] [Sbii]an

[S%] : Duzlemsel gerilme rijitik matrisine ait alt matris ( 2x2 boyutlu )

[Sbij] . Egilme rijitlik matrisine ait alt matris (2x2 boyutlu)

(4.32)

(4.3b)

(4.3d)

(4.3e)

(4.3)



4.5 KOORDINATLARIN TRANSFORMASYONU

Katlanmis plaklarda segilen bandlar genel olarak farkli agidaki dlzlemlerde yer
almaktadir. Boyle durumlarda farkh duzlemdeki her bir banda ait lokal
koordinatlarin sistemin tUmintu kapsayabilecek bir koordinat sistemine ( global

koordinat  sistemi) cevriimesi gerekir. Bu dénlsim esitlik (4.4d) ile verilen

transformasyon matrisi kullanilarak yapilabilir. [3]

Sekil (4.2) de global ve lokal koordinat sistemleri katlanmis bir plak bandinin
Uzerinde gosterilmistir. x,y, z akslari global, x',y’,z akslari ise lokal koordinat

sistemini ifade etmektedir.

ylv. Vv, vV’

-
- -
-~ -

%X(UJU)

Sekil 4.2. Gilobal ve lokal koordinat sistemleri

{Fim= [R] {F}nm (4.4a)

{8}m=[R]{0}m (4.4b)
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{F}, {8} : Global koordinatlarda band yiik ve deplasman vektéri
{F’}, {8} : Lokal koordinatlarda band ylk ve deplasman vektéri

[R]: Transformasyon matrisi

(1[0
[R] = (4.4c)
7 [0
i cos 3 0 -sin B 0 i
0 1 o} 0]
[r] = (4.4d)

sin B 0 cos B 0

{Fim=[R] {F}nm

{F}m= [R] [STrm{'}m

= [R] [8']mm [R]" {8} m

= [S]mm {8} m (4.4e)
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5. KATLANMIS PLAKLARIN SONLU BAND ELEMAN YONTEMi
ILE GEOMETRIK NON - LINEER ANALIZi

5.1 GENEL

Bu bélimde daha &énceki konularda lineer asamada incelenen katlanmig
plaklarin geometrik non-lineer analizi yapilarak sonlu band eleman yontemi ile
¢6ziml ele alinacaktir. Analizde kaglk sekil degistirmelere karsilik buylk
deplasmanlann olusacag! kabul edilecektir. Gergekte de sonlu band eleman
ybnteminde kullanilan eleman band genisligi (b) ve kalinligi (1), band uzuniuguna
(a) gbre c¢ok klguk kaldigindan, kuglk sekil degistirmelerde (gerinme) bile
blylk deplasmanlar dodmaktadir. Bu durum ise, katlanmis plaklarin geometrik

non-lineer analizinde metoda bUlylk gapta iglerlik kazandirmaktadir. [7]

5.2 GEOMETRIK NON - LINEERITEYE BIR ORNEK

Geometrik non-lineeriteye bir 6rnek olarak Sekil 5.1 de gosterilen iki ucu mafsall
ve tek serbestlik dereceli cubuk sistem ele alinacaktir. 8 nin kiglk oldugu kabul

edilecektir. [5]

Sekil 5.1 Tek serbestik dereceli geometrik non-lineer gubuk sistem
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| : Baslangig konumunda gubuk boyu
I’: Deforme olmug durumda gubuk boyu

1 : Yatay konumda gubuk boyu

I
TN
-
N -
—
N
— |+
€
M~

N
N
TN

—
|
|
TN
—IN
N
')
N
|
-—

m
TN
—iN
N
VN
—|=
N~
_|.

(5.1a)
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Esitlik (5.1a) ile verilen sekil degistirme ba@intisi non-lineer bir ifadedir. Cubugu
deforme olmus konuma getiren dlisey yik W , gubuk i¢ kuvveti de N ile

gOsterilirse,

N(z +w) _ N(z+w)
I |

W= Nsing =

Yukandaki non-lineer esitligin nimerik ¢6zimi Newton - Raphson metodu ile

asagida gosterilen asamalarda ¢ozllebilir. [5]

Wi = Wg+ AWg (5.2a)

o

- -1
g
AWO = -(RIS—] go (Wo) (52b)
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Basglangi¢ iterasyonu igin ¢ézimde yakinsamayi saglayacak bir wg de@eri secerek,

N
Wi= Wp - (%—) Qo(Wo)

o =1
091)
Wo= Wi — | —- w
2 1 (M g1(wq)

- -1
CQn_
Wn = Wnq— ( ?n 1] 9n-1(Wn-1) (5.2¢c)
W

lterayon yeterli hassash@a ulasana kadar (g degerinin 0 * a yakinsamasi )
strdUrtimelidir. Verilen ¢ubuk sistem &érneginin  Newton-Raphson ydntemi ile

¢bzUmine ait iteratif adimlar $ekil 5.2 de gosterilmistir.

ik
“w (yiik)
e BWe o Bw
9, l
|
go =£%-— ]
{
_9g, 1 l
Ko=gw | !
1 I |
1 ! |
| | |
1 1
! ! i
1 | i
1 1 4 »w(Deplasman)
Wo Wy

Sekil 5.2 Newton-Raphson yénteminde iteratif adimlar
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6gO 691 5gn
= , Kiy=—=— . ... Kn=
Ko ow ! ow T oaw
Awn = K, g(Wn)

Kn : Tanjant rijitlik matrisi

koordinat

5.3 DUZLEMSEL PLAKLARIN NON- LINEER SEKIL DEGISTIRME BAGINTISI
Esitlik (5.1a) da ¢ubuk sistem igin yazilan sekil degistirme (gerinme) ifadesi,
Sekil 5.3 de x-z

plak elemanlar i¢cin de gecerlidir.
sisteminde enine kesiti gosterilen plak igin, Z plagin baslangi¢ koordinatini, w

)

duzlemsel
de deforme olmus koordinatini géstermek Gzere , [5]
au  1(awy? ez ow
Ex= — + —(—"— = 5.3a
T ax o 2\ éx X ex (5-32)

lineer, digerleri ise esitlik (5.12) ile elde edilen nonlineer

Esitik (5.3a) daki ---
X

terimlerdir.



Uz1 = Ux—Uj 221 = Zo—2Z4 W21 = Wa—Wq
N z(w)

W2
2 Uz

Wy

1 Uq
b ! —+
—-» x(U)

Sekil 5.3 Non-lineer sekil degistirmeye maruz diiziemsel plak

Sayet plagin deforme olmamis durumdaki disey konumu (z) sifir alinirsa, (5.3a)
ifadesindeki en son terim ortadan kalkar. Benzer sekilde €, ve €, sekil

degistime badintilari da yazilabilir :

- N 1((”W)2
‘ cu =
I ~ 2 (X
Ex 1 X )
{E} = e = ﬂ + J_(ﬂj (53b)
y ey 2\ ¢y
= F_u+(‘_v w ow
LY X ox (yJ



5.4 MINIMUM POTANSIYEL ENERJi PRENSIBININ NON-LINEER SEKIL
DEGISTIRME - DEPLASMAN BAGINTILARINA UYGULANMASI

Bolum 4.2 de lineer sekil degistirme-deplasman bagintilari géz 6ntine alinarak
edilme ve dizlemsel geriime halinde plaklara ait toplam potansiyel enerji
ifadesi elde edilmisti. Bu bdélimde ise, lineer sekil degistirme tansériine non-lineer

terimler ilave edilerek toplam potansiyel enerji bagintisi yeniden dizenlenecektir.

Esitlik (4.1a), (4.1b) ve (4.1c) den,

U= Ust+UF
U: Up+Ub

U= Ustp + Ustb + UFp + UFb

Esitlik (5.3b) de verilen sekil degistirme tansérindeki non-lineer terimier dikkate
alinarak yukarida verilen toplam potansiyel enerji esitligindeki UStp terimi yeniden

yazilacak olursa,
U, = %j {e} {cldv (5.4a)

U%,: Duzlemsel geriime halinde gerinme enerjisi

~
€

~
€E= €+ (5.4b)
A . o . . o . . .
€ : Sekil degistirme tansérd lineer bileseni
P
€ : Sekil degistirme tanséri non-lineer bileseni



40

ab
U, = 1.[ | {e}" [D,] {€} dxdy (5.4c)
200
ab ~
U = %j] {é:ré',}T [Dp]{6+€}~ dxdy (5.4d)
00
st sonT py AN ~
U= S [[] {E}YTIDI{E axay + [[ {E}T[D1{E axay
00 00
ab ~ ~ ab ~ P
+ ] (€} [D){€}axdy + [ {€37[D]{ € }axay | (5.4e)
00 00
Bu ifadede,
roa ( 1( ow 2]
& %)
X )
— pa o~ )
€y | o €3- | 2 (5.40)
cu év W OW
W, w
LY 5XJ X ('"y_J

Duzlemsel geriime etkisindeki dizlemsel bir plak toplam potansiyel enerjinin belirli

bir sinirt agmas! durumunda burkulmaya maruz kalir. Burkulma anindaki potansiyel

enerji ise, [2]

Vp = %j fen} {Gn} dv
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Yukandaki ifadede {en} burkulma problemi igin yaziimis en genel anlamdaki non-

lineer gerinme matrisidir. Bu matris de agagidaki formda verilir :

1 1
{GN} = {5 U,xz.{- E V,x + E W, x . E W,y  WiW, }T

Katlanmig plakiarda burkulma genelde kritik bir durum oimadigindan, yukarda
verilen ifadenin bastaki terimindeki ilk iki bilesen ihmal edilerek daha énceden

yazmis oldugumuz non-lineer gerinme ifadesine ulagilabilir.

—~ —~ o~ ~
{€}=[B:1{8} . {€}=[B]{d} (5.49)

o~
[Bp] : Duzlemsel geriime durumunda lineer gerinme matrisi

~
[Bp] : Dizlemsel geriime durumunda non-lineer gerinme matrisi

st
U™

il

N[~

(5} B IDAIB (8} cxdy + [ {80 BT ID,1[B1 {80 cncy

O ey 1)
Oty U

1 181 (Bl DB 8o oy + [] 4837 (o) [DI[Bo){Bo ]
(5.4h)

Esitlik (4.1f) den anlasilacadi sekilde, egilme durumunda ise,

st
Uy =

O by

b
% [ {80} [Bo]"[Ds] [Bs] {8s} dxdy (5.4i)
0
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5.5 NON-LINEER RIJIiTLIK MATRISINiIN OLUSTURULMASI

U= U+ U%, (5.5a)

Non-lineer rijitlik matrisi, toplam gerinme enerjisi Uy Uzerinde, minimum toplam

potansiyel enerji prensibi uygulanmasi ile olugturulur. [7]

oU* :1[ﬁ [Bo]" [Ds1[Bo] {85} dxdly + Jf (B} [D,1[5) {Bo}axay]
ofs,} 2 oo 00 |

(5.5b)
oust ~

t ab - — ab NT o~
= 5 L[] 18" [DslIB:1 (8,3 dxdy + [] [Bo]"[DAIIBA1{6,} cxly
00 00

[Bo]" [Ds][Bs] {5} axay | (5.5¢)

+
O t—
O ey T

Lineer gerinme matrisleri [Bp] ve [’B:] esitik (2.2d) ve (3.2b) de verilen
ifadelerdir. Non-lineer dlzlemsel gerinme matrisi [By] dizlemsel gerinme matrisi

ise agadida izlenen yolla olusturulabilir. [7]

22
2\ X
- | ) - B




w= [Np]{8}

{8} = {8b}mYm Ym= sin kmy {8}m= {wi 85 w2 6 }m'

~

[Bo] = [Bs1] {wp} [Be2] (5.5d)
[Nbx] Yp 0 {

[Bpi] = 0 [Nb] Yoy (3x8) (5.5e)

| [Nol Yoy [Noal Yb J

Yp=Ym= Sinkmy

[Nbx] Yb .
[Boz] = (2x4) (5.5f)
[(Nb] Yb.y

{[/S\]+[’S']}{6} = {Q} (5.59)



44

[§i . Lineer rijitlik matrisi

fg] : Non-lineer rijitlik matrisi
{8} : Nodal deplasnan vektort
{Q} : Nodal ylk vektoéri

. S, 0
[S] = (8x8) (5.5h)
0 S

Esitlik (5.5n) de verilen lineer rijitlik matrisinin alt matrisleri [Sp] ve [Sp] sirasiyla
(2.42a) ve (3.4) esitliklerinde verilen, egilme ve dizlemsel gerilme durumlarina ait

4x4 boyutlu rijitlik matrisleridir.

— - T
P
[S]= (5.5i)
1 1
> Sbp B Shb
B J

{6}: {U1 Vi Uz Vo Wy 067 wy 6 }T

{Q}={Us Vi U2 V2 Wy My W, M}’

Esitlik (5.5i) de ifade edilen non-lineer rijitik matrisinin alt matrisleri 4x4 boyutlu

olup, (6.5b) ve (5.5¢) ifadelerinden tlretilebilir.

T (Bl ) [l [DelB e} [Buclochdy (55)

v,2=1s

O by T

CRY
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5 (Bl {we}" [Bk" [04] [T ey 65

[pr]mn = ti j .
00

ab r -
[Setl= [ [ = [B]n" [Ds] [Borl: s} [Buclncxcy (550
50 s,2=
S O
{ws} = (8x2) (5.5m)
0 8b's.
{Su}e= {w:i 6; w» B82}s (serinin s nci terimi cinsinden) (5.5n)

5.6 NON-LINEER GERILME MATRISININ OLUSTURULMASI

Bolim (3.2.3) de, lineer sekil degistirme badintisi dikkate alinarak dizlemsel
gerilme durumundaki lineer gerilme ifadesi yazilmisti. Esitlik (5.3.b) de verilen
non-lineer sekil degistirme bagintisindaki lineer olmayan terimler de géz éniline

alinarak non-lineer gerilmeler asagidaki sekilde yazilabilir.

[~ |
Ox
{c}=| oy |= Dpe= D, (€+€) (5.6a)
Oxy
L -
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[ 23
(2 )
g/( 1 “w 2
o £ |ue
{o} P cy * 2\¢
el | owow
\dy X X oy )
, ~
{c} = {c} + {5}
“ 1(91)2—
2\ X
~ 1(an2
{o} =D > —F;
f)/v_ W
ox oy
L J
s
Tod ror
Bo= 2D [BuilsiWz} [Be2],,
m=1s,z=1

(3= 33 D5 [Burl, (w2} [Buzl, {85},

m=1s,z=1

{wz} ve {8bjm vektorleri esitlik (5.5m) ve (5.5n) ile verilen ifadelerdir.

(5.6b)

(5.6¢)

(5.6d)

(5.6€)

(5.6f)
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5.7 SAYISAL COZUM YONTEMLERI

Non-lineer denklem takiminin ¢&zimu ile ilgili olarak, geometrik non-lineer bir
cubuk sistemin deplasman bilinmeyenlerinin hesabinda Newton-Raphson

metodunun kullaniimas: bélim (5.2) de gésterilmisti.

Geometrik non-lineer katlanmis plaklar i¢in ylk-deplasman bagintisi ele alinirsa,

~ ~
R=(S+S8)§-Q=0 (5.7a)
81= 8o+ Adp (5.7b)

iterasyona baslangig igin, uygun bir 8§, degeri alinmaldir. (Bu deger problemin

lineer ¢6ziimiinden elde edilen & olarak alinabilir.)

OR
Sg =
°7 3,
oR
Sy =
1 2,
Sn= R (5.7¢)
ad
A8 = —So'1 Ro ( 8 = 8o dederinde)
A61 = —S1-‘l R1

ASn= —Sp1" Rnt (8 =08n1 degerinde) (5.7d)
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81= 80— (So" Ro)

O2= 61— (31-1 R4)

8n = 801 ~ (Snt * Rt) (5.7¢)

lterasyon, R, de§erinin sifira yaklasmasi durumunda biter. Yakinsama kriteri ise

asagidaki formda verilir : [7]

I 100 <€ (5.7)

Bu ifadede,

rt. Ilterasyon numarasi

N : Toplam nod sayisi

€ : Yakinsama derecesini belirleyen sabit
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6. BILGISAYAR UYGULAMALARI VE SONUGLAR

6.1 PROGRAM KRIiTERLERI

Bu bélimde katlanmig plaklann, sonlu band eleman yéntemi ile geometrik non-
lineer ¢bézUmine iligkin érnek bir bilgisayar uygulamasi verilecektir. Uygulamaya
iliskin bilgisayar programi FORTRAN 77 dilinde yazilmis olup, basit mesnetli ve
istenen geometrideki bir katlanmig pladin, alternatif yuklemelere goére giktisi
alinacak  noktalardaki deplasman ve kesit tesirlerini non-lineer ¢dziimle
hesaplayabilecek Ozelliktedir. Program akisindaki asamalar asagidaki bigimde

ozetlenebilir.

a) Giris bilgilerinin (sistem ve band geometrik karekteristikleri, ylklemeler, sinir
kosullart ve malzeme 6zellikleri vs.) okunmasi

b) Her bir banda ait rijitlik, yik ve transformasyon matrisinin hesaplanmasi

c) Her bir band i¢in elde edilen lokal rijitlik ve yik matrisinin global koordinatlara
cevrilip sUperpoze edilmesi suretiyle sistem rijitlik ve ylk matrisinin bulunmasi

d) Sinir kosullarinin sistem rijitlik matrisi icersinde degerlendiriimesi

e) Sistem rijitlik ve yuk matrisinin teskil ettigi lineer cebirsel denklem takiminin
¢ozllerek istenen noktalardaki deplasman ve kesit tesirlerinin hesaplanmasi
(lineer ¢6zim asamasi)

f) Lineer ¢6zim sonrasinda bulunan band deplasman degerleri kullanilarak non-
lineer band rijitlik matrislerinin bulunmasi

g) Non-lineer sistem rijitik matrisinin olusturulmasi

h) Lineer ve non-lineer sistem rijitlik matrisleri toplami ile ylk matrisinin teskil ettigi
non-lineer cebirsel denklem takiminin  Newton-Raphson yéntemi ile ¢bzllerek

nihai deplasman ve kesit tesirlerinin hesaplanmasi

Ornek sistem olarak, dizgln yayili yik tesirindeki prizmatik bir katlanmig plak ele

alinacaktir.



6.2 DUzZGUN YAYILI YUK ETKISINDEKI PRIZMATIK KATLANMIS PLAK

Ornede ait basit mesnetli beton bir katlanmis plagin kesit ve yikleri Sekil (6.1) de
verilmistir. Sekil (6.2) de de gértldugu Gzere, plak eleman 10 banda bélinerek
kesit Uzerinde 11 nod olusturulmustur. Plaga ait diger geometrik karekteristikler ve
malzeme Ozellikleri de asagida siralanmistir. Cozimde deplasman fonksiyonu
seri aciliminin yalniz ilk Ug¢ terimi kullanilacak, yuklemeler de 10 artimda tatbik
edilecektir. 100 m , 75 m ve 50 m gibi 3 ayrn band uzunluguna gére elde edilen

sonuglar grafik olarak goésterilecektir.

Sekil 6.2 Ornek Sistemin sonlu bandlara bélintisii ve sinir kogullari



Nod Koordinatlan

Nod X (m) Z (m)
1 0.000 0.000
2 4.915 0.875
3 9.830 1.750
4 14.165 4.250
5 18.500 6.750
6 18.500 9.750

Band Kalinliklar1 ve yiikleri

Band Solnod Sagnod Kalinlk Yayih yuk
(m) (kN/m?)
1 1 2 0.40 45
2 2 3 0.40 45
3 3 4 0.40 45
4 4 5 0.40 45
5 5 6 0.75 30

Nodal Yiikler

Nod Nodal yuk
(KN/m)

80
6 100
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Malzeme Ozellikleri

Ex Ey VX VY G
(kN /em?) (kN /cm?) (kN /cm?)
3582 3582 0,20 0,20 1492

Sinir Kogullan (1= serbest, 0= ankastre)

Nod u v w ¢]

6.3 SONUGLAR

Ornek sistem olarak ele alinan prizmatik katlanmig plagin 50 , 75 ve 100 m band
uzunluklari i¢in elde edilen sonuglar bélim sonundaki grafiklerde verilmigtir. Sekil
6.3 de plak ortasinda, kesitin 1 ve 6 nodlarindaki maximum dlgey deplasmanlar
10 esit adimda artinlan yukler igin goésterilmisti. x ve y  koordinatlari
dogrultusundaki her bir noda ait kesit tesirleri de Sekil 6.4 - 6.5 - 6.6 ve 6.7 de
verilmistir. $ekil 6.8 de poisson oramhm, Sekil 6.9 da da izotrop olmayan malzeme

davranisinin 100 m band uzunlugu igin bulunan kesit tesirleri Uzerindeki etkisi

gbsterilmigtir.

Sonug olarak sodylenilebilir ki, sonlu band eleman ydntemi degisik geometri ve
sinir kosullarina sahip katlanmis plaklar Uzerinde pratik bir bigimde basariyla
uygulanabilir.  Calisma ile ilgili hazirlanan bilgisayar programinin sadelidi ve
¢bzllen sayisal drneklerin sonuglarina ulagmadaki ¢abukluk metodun alternatif
yéntemlere gbre daha kullanigh oldugunu agik¢a ortaya koymaktadir. Basit mesnet
disindaki sinir kosullart igin, uygun deplasman fonsiyonlan yazilarak daha genel
kapsamli bilgisayar programlart yazilabilir. Ancak bu durumda deplasman
fonksiyonuna ortogonalite prensibi uygulanamayacagindan, olusturulacak rijitlik
matrisleri sadeligini kaybederek karmasik bir hal alacaktir. Sonlu band eleman

yéntemi kutu goévdeli kiris ve silindirik kabuklar igin de kullanilabilir.
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Sekil 6.3 Plak ortalarinda 1 ve 6 nodlarindaki diigey deplasmaniar (w)
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Sekil 6.4 Plak ortalarinda o gerilmeleri
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Sekil 6.5 Plak ortalaninda o, gerilmeleri
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Sekil 6.7 Plak ortalarinda M, momentleri
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Sekil 6.8 Poisson orani etkisi
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Sekil 6.9 Izotrop olmayan malzeme etkisi
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