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ABSTRACT

In Engineering, behavior of viscoelastic plates is an important issue for special structures.
Although there are numerous studies on the dynamic and static behavior of elastic plates with
variable geometry, only a few works are present on the analysis of viscoelastic plates.

In this study, quasi-static behavior of viscoelastic plates under point loads is investigated in
Laplace-Carson domain. Closed-form solutions of complex geometry and constitutive
relations are often not possible. Hence, numerical solution methods should be used. In this
study, one the most effective numerical solution techniques called mixed finite element
method is used. In deriving a new functional for viscoelastic plates based on Kirchhoff theory
with geometric and dynamic boundary conditions, Gateaux differential approach is used.
Bending and torsional moments and displacements are selected as the basic unknowns of the
functional for this study and field equations for viscoelastic materials are used. For
transforming obtained solutions to the real time domain, Durbin’s numerical inverse
transform method is used.

The results obtained for the quasi-static response of viscoelastic plates are tested through
available representative problems in the literature and the performance of the results is
presented by numerical example applications.

OZET

Miihendislikte viskoelastik plaklarin davranist 6zel yapilar i¢in onemli bir konudur.
Literatiirde farkli geometrilerdeki elastik plaklarin dinamik ve statik davraniglarinin
incelendigi bir¢ok ¢alisma olmasina ragmen, viskoelastik plaklarin davraniglarinin incelendigi
calismalar ¢ok nadir goriilmektedir.

Bu ¢alismada, viskoelastik plaklarin tekil yiikler altinda ki kuazi statik davranislart Laplace-
Carson uzayinda incelenmistir. Kompleks geometri ve biinye bagmtilarinin kapali
coziimlerinde yasanan zorluklardan dolayr sayisal ¢oziim teknikleri kullanilmaktadir. Bu
calismada, en etkin sayisal ¢oziim tekniklerinden biri olan karisik sonlu elemanlar yontemi
kullanilmistir. Geometrik ve dinamik sinir kosullariyla birlikte Kirchhoff teorisini esas alan
viskoelastik plaklar i¢in yeni fonksiyonelin elde edilmesinde, Gateaux diferansiyeli yaklagimi
kullanilmistir. Bu calisma i¢in, fonksiyonelde yer alan temel bilinmeyenler olarak egilme ve
burulma momentleri ile yer degistirmeler secilmis ve viskoelastik malzemeler icin alan
denklemleri kullanilmigtir. Elde edilen ¢oziimler, Durbin sayisal ters doniisim yontemi
kullanilarak zaman uzayina doniistiiriilmiistiir.

Viskoelastik plaklarin kuazi statik davraniglart i¢in elde edilen sonuglar literatiirde bilinen
problemler iizerinde test edilmis, sonuglarin performansi 6rnek uygulamalar ile gosterilmistir.
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GIRIS
Miihendislikte plaklarin yaygin kullanim alanina sahip olan yap1 elemanlarindan biri olmasi,
plak teorilerini ve uygulamalarini ilgi ¢ekici arastirma konusu haline getirmistir. Miithendislik
uygulamalarinda kolaylik saglamasi agisindan malzemelerin elastik davrandigi kabul edilir.
Ancak miihendislik malzemelerinin birgogu biinyelerindeki i¢ siirtinmeden ve zamana bagh
deformasyon gosterme Ozelliklerinden dolayr hem elastik hem de viskoz davranig gosterirler.
Viskoelastisite ile ilgili detayli bilgi [1] ve [2] ¢alismalarindan elde edilebilir.

Viskoelastik problemler zaman parametresine bagl oldugundan, bu parametrenin incelenmesi
konusunda farkli yaklasimlar kullanilarak bir takim c¢alismalar yapilmistir. Viskoelastik
problemlerin analizinde zaman parametresi tizerine ti¢ yaklasim; Laplace Doniisiimii, Fourier
Déniisiimii ve Zaman iizerinde Integrasyon kullanilmaktadir. Bu ii¢ yontemin karsilastirilmasi
ve yontemlerle ilgili daha detayli bilgi [3-7] ¢alismalarindan elde edilebilir.

Bu yontemlere ek olarak, Laplace-Carson doniisimii de kullanilmistir. Laplace-Carson
doniigiimil ile viskoelastik ¢ubuklarin davranislarinin sayisal olarak incelenmesi ilk kez [8-10]
tarafindan yapilmistir.

Viskoelastik problemlerin analizi i¢in degisik yontemler de kullanilmistir. Viskoelastik
probleme kars1 gelen ¢oziimler, karsitlik prensibi geregince lineer elastik ¢oziimlerden elde
edilebilir. Bu konuyla ilgili detayl1 bilgi [11] ve [12] ¢alismalarindan elde edilebilir.

Karmasik geometrilere, yiikleme kosullarima ve biinye denklemlerine sahip viskoelastik
problemlerin  ¢oziimiinde kapali tipte analitik ¢oziimler ¢ogu zaman miimkiin
olamayacagindan, sayisal ¢oziim yontemleri (Sonlu Elemanlar Yontemi, Sonlu Farklar
Yontemi, Smir Elemanlar Yontemi v.b.) kullanilmaktadir. Sonlu elemanlar ydnteminin
viskoelastik problemlere uygulanmasi ile ilgili gesitli ¢alismalar literatiirde mevcuttur [13-16].

Literatiirde viskoelastik yap1 elemanlarinin statik ve dinamik davraniglarinin incelendigi
birgok ¢aligmada mevcuttur. [17-18] tarafindan yapilan ¢alismalarda viskoleastik tabakali
plaklarin ve/veya c¢ubuklarin dinamik davranislari incelenmistir. [19-21] tarafindan yapilan
caligmalarda, lineer viskoelastik ¢ubuklarin kuazi statik ve dinamik davranislari incelenmistir.
[22] yaptiklar1 ¢alismada Laplace doniisim yontemi kullanarak, lineer viskoelastik
problemlerin ¢6ziimii i¢in genel bir yontem onermislerdir.

Literatiirde viskoelastik plaklarin davraniglarinin incelendigi calismalardan bazilarimi ele
alirsak; [23] viskoelastik plaklarin statik ve dinamik davraniglarini inceledikleri
calismalarinda viskolelastik biinye denklemlerini Boltzmann-Volterra formunda ifade
etmiglerdir. [24] lineer viskoelastik plaklarin kuazi statik ve dinamik davranigini
incelemislerdir. Hereditary integral tipinde biinye bagintilar1 kullanmiglardir. [25] dinamik
yiikler altindaki ortotropik, viskoelastik kalin plaklarin davranislarint Laplace uzayinda
incelemislerdir. [26] anizotrop viskoelastik kompozit plaklarin davranislarinin analizi igin,
zaman uzaymnda varyasyonel ilkeleri ve direkt zaman integrasyon ydntemini kullanarak
sayisal yontemler gelistirmiglerdir.

Bu c¢alismada, Gateaux Diferensiyel yontemi ile viskoelastik plaklara karsi gelen enerji
fonksiyoneli elde edilmistir. Bu yontem [27] tarafindan ilk kez elastik cubuklarda
uygulanmigtir. Daha sonra bu yontem Akoz ve calisma arkadaglar tarafindan elastik plaklar
ve kabuklar gibi yap1 sistemlerine basari ile uygulanmistir.

Gateaux Diferensiyel yontemiyle Laplace-Carson uzayinda viskoelastik kirigler igin sunulan
calismalar su sekilde 6zetlenebilir. [8-9] tarafindan yapilan ¢alismalarda Gateaux Diferensiyel
yontemi ile viskoelastik Timoshenko ve Euler- Bernoulli kirigleri i¢in Laplace-Carson
uzayinda yeni fonksiyoneller elde edilmistir. [10] tarafindan yapilan ¢aligmada elastik zemine
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oturan viskoelastik dairesel kirislerin statik ve dinamik davranislari incelenmistir. Gateaux
Diferensiyel yontemi kullanilarak Laplace-Carson uzayinda fonksiyonel elde edilmistir ve
karisik sonlu elemanlar formulasyonu ile ¢esitli problemler ¢oziilmiistiir.

Kullanilan Gateaux Diferensiyel yonteminin viskoelastik kirisler i¢in uygulamalari literatiirde
mevcuttur ancak viskoelastik plaklar i¢in uygulamasi heniiz mevcut degildir. Viskoelastik
Kirchhoff plaklarinin kuazi statik davranislarinin Gateaux Diferensiyel yontemi ile Laplace-
Carson uzayinda incelendigi bu c¢alisma bilgimiz dahilinde literatiirde bir ilk olacaktir.
Mevcut ¢aligmada ve [28] ile sunulmus ¢alismada, Gateaux Diferensiyel yontemi kullanilarak
viskoelastik plaklara ait dinamik ve geometrik simir kosullarin1 da igeren fonksiyonel elde
edilmis ve karisik sonlu eleman formiilasyonu uygulanmistir. Laplace-Carson doniisiimii
yardimiyla olay1 idare eden diferansiyel denklem ve sinir sartlarindaki zamana bagh terimler
yok edilmis ve Laplace-Carson uzayinda karisik sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen
¢ozlimlerden zaman uzayina ge¢mek i¢in Durbin sayisal ters Laplace doniisim yontemi
kullanilmistir.

ALAN DENKLEMLERI ve FONKSiYONEL

Laplace-Carson uzayinda viskoelastik Kirchhoff plaklarma ait alan denklemlerinin elde
edilmesi ile ilgili detayli bilgi [28] de mevcuttur.

Viskoleastik Kirchhoff plagina ait alan denklemleri sinir kosullarii da igerecek bigimde
Laplace-Carson uzayinda operator formda asagidaki sekilde yazilir.

Q=Pu-f
Q operatériine ait fonksiyonelin bulunabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
<dQ(u,u"),u*>=<dQ(g, u*),u" >
ile potansiyellik kosulunun saglanmasidir [29]. Bu bagintida verilen parantezler i¢ ¢arpimi

gostermektedir. Potansiyellik kosulu saglandiginda Q potansiyel operatériine ait fonksiyonel
asagidaki gibi elde edilir.

(T =j ), u>dn
0

Burada # skaler bir biiyiikliiktiir. Bu durumda ince viskoelastik plaga ait alan denklemlerine
kars1 gelen fonksiyonelin Laplace-Carson uzayindaki agik formu:

| (1) = ow oM, | | ow oM, | |ow OM,, R oM,,
"X Ny Ty T x Ty oy ox
1 ra g 1 o o v oo o

'gsajgg[Mwa}gﬁajgg[MwMy}%gzgyg[MwMy]

-ﬁ[mxy, mxy]-[ﬁw}c [(m : m),wl-[ﬁv-,ml [(w-#).7]

seklindedir. Burada koseli parantezler [ , ] bolgede i¢ ¢arpimi gosterirler. f = f (z) ve g = g (2)
bolgede tanimlanan iki fonksiyon olmak fiizere f ve g nin i¢ c¢arpimlari su sekilde
verilmektedir.

[f.g]=[fgdA
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Fonksiyonelde yer alan son 4 terim sinir kosullarini ifade etmektedir ve acgik formlar1 su

sekildedir
[T.w]= aMXJraMXV n, + aMy+amXy n,,w
’ ox oy ) Loy  ox )V
(MW =[M,, @, 0 ]+[M, W, n ]+ M, (@, n+a,n)]
SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Viskoelastik Kirchhoff plagina ait fonksiyoneldeki degiskenler Laplace-Carson uzayindadir.
Bu nedenle karistk sonlu eleman formiilasyonu da aymi uzaya ait olacaktir.
I(G) fonksiyonelinde W, MX, My, Mxy gibi dort tane bilinmeyen goriilmektedir. Aranan 4

bilinmeyenin fonksiyonel iginde en ¢ok birinci tiirevleri bulunmaktadir. Se¢ilen dogrusal sekil
fonksiyonlari, N;

N, =(-O)-n)

N, =C(-n)
N; =(1-On
N, =Cn

seklindedir. Caligma kapsaminda Sekil 1’ de verilen dikdortgen plak elemani kullaniimistir.
n

A

©) @

(0.1) (1,1)

(0.0) (1,0) g
0 o

Sekil 1. Dikdortgen Eleman
Burada (x, y) ve (C, 1) koordinat sistemleri arasindaki doniisiim bagintisi olup
X =ZXiNi(C,n)
y :Z yiNi(C,n)

seklinde verilmektedir. Elemanin her nodundaki bilinmeyen degiskenler, sekil fonksiyonlar
cinsinden agagidaki gibi yazilabilir.
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W=iWiNi(Cm)
i, =3 KNG
W, =3 0N G
M, = ZE (Cn)

Il
LN

Bu ifadeler verilen fonskiyonelde yerlerine yerlestirilir ve nodal degiskenlere gore ekstremum
olmasi sart1 ile Laplace-Carson uzayinda yeni eleman denklemleri elde edilir.

SAYISAL SONUCLAR

Bu ¢alismada zamana baglh tekil yiiklerin etkisi altinda viskoelastik Kirchhoff plaklarinin
kuazi statik davraniglar1 Standart Kati Cisim reolojik malzeme modeli i¢in incelenmistir. Bu
kapsamda gelistirilen karisik sonlu eleman formiilasyonunun gegerliliginin gosterilebilmesi ve
tarafimizdan hazirlanan programin test edilebilmesi i¢in ¢esitli plak problemleri ¢oziilmiistiir.

Coziimlerde, simetri 6zelligi kullanilarak plak elemaninin dortte biri i¢in hesaplar yapilmis ve
4x4’1lik sonlu eleman ag1 kullanilmistir (Sekil 2). Sayisal 6rneklerde, kalinligi h = 0.1 m ve
boyutlar1 a = b = 4 m olan dort kenar1 sabit mesnetlenmis viskoelastik plak ele alinmustir.
Sayisal ¢oziimlerde yerdegistirme i¢in metre (m), zaman i¢in saniye (s) birimi kullanilmigtir.
Analizlerde c¢esitli yiikleme durumlar i¢in viskoelastik Kirchhoff plaginin orta noktasindaki
yerdegistirme degerlerinin zamana bagl olarak degisimi hesaplanmistir. Sekil 3’de goriildiigii
gibi sayisal ¢ozlimler i¢in zamana bagl 2 farkli tekil yiikleme tipi kullanilmustir. Tip I: Ani
yiikleme ve Tip II: Ani bosaltma.

Bu calismada, viskoleastik plak malzemesini modellemek i¢in uygun reolojik modellerden
biri kullanilmistir. Basit reolojik modeller, elastik davranisi simgeleyen Hooke cismi ile
viskoz davranis1 simgeleyen yag kutusunun parallel ve seri bigimde baglanmalar ile elde
edilmektedir. Bu kapsamda; Standart Kat1 Cisim viskoelastik malzeme modeli kullanilmistir.
Kullanilan viskoelastik malzeme modeli Sekil 4’de verilmistir.

¥

o
.......... - . =
o o

a2 ai2 2m

Sekil 2. Basit mesnetli dikdortgen plagin geometrik 6zellikleri
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P(kN) P(kN)

»1(s) »1(s)

€Y (b)
Sekil 3. Tekil yiiklerin zamana bagli degisimi

o]

Sekil 4. Standart Kat1 Cisim malzeme modeli

Standart Kat1 Cisim modeli betonun siinme davranisini iyi sekilde temsil etmektedir. Sekil 4’
de o gerilme, E; malzemenin elastisite modiilii ve p viskozite katsayisidir. Sayisal 6rneklerin
¢ozimi i¢in kullanilan viskoelastik malzeme modeline ait katsayilar su sekildedir:

E1 = 6x10" kPa, E = 6x10" kPa, u = 6x10’ kPa.s, v = 0.3

Viskoelastik Kirchhoff plaklarin kuazi statik davraniglarinin Standart Kati Cisim malzeme
modeli ve ¢esitli zamana baglh tekil yiiklemeler dikkate alinarak belirlendigi bu ¢alisma ile
Laplace-Carson uzayinda elde edilen ¢oziimlerin zaman uzayimna doniistiiriilmesinde, Durbin
sayisal ters Laplace doniisiim teknigi kullanilmistir. Biitiin sayisal drneklerin ¢oziimiinde ters
donilisim yontemine ait ilgili parametreler aT, N ve T i¢in sirasiyla 5, 100 ve 20 degerleri
kullanilmistir.

Ornek 1

Tekil yiik etkisi altindaki viskoleastik ince plaklar i¢in gelistirilen karisik sonlu eleman
programinin test edilebilmesi igin, bu Ornekte viskoelastik plagin orta noktasindaki
yerdegistirme davranis degerinin zamana bagli degisimi, ani yiikleme tipi [Sekil 3(a)] tekil
yiik etkisi altinda (Pp=100 kN) incelenmistir.

Programin test edilebilmesi amaciyla, literatiirde mevcut olan [28] viskoelastik plaklarin
zamanla degisen yiikler altinda ki kuazi statik ve dinamik davranislarinin Laplace-Carson

uzayinda incelendigi ¢alisma referans alinmigtir. Standart Kati Cisim malzeme modeli
kullanilarak modellenen plaga ait yerdegistirme davranis degerlerinin zamana bagh degisimi,
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Kelvin malzeme modeli kullanilarak modellenen yerdegistirme davranis degerlerinin zamana
bagl degisimi [28] ile kiyaslanmis ve analiz sonuglar1 Sekil 5’ da sunulmustur. Literatiirdeki

mevcut sonuglarin, elde edilen sonuglarla yeterli yakinsaklikta oldugu gozlemlenmistir.
0,009
0,008
0,007
0,006

0,005

istirme (m)

o
1=
=
=
=
=

Yerde

6 8 10 12 14
Zaman (s)

<o
]
I

Sekil 5. Ani yiikleme tipi tekil yiikke maruz basit mesnetli viskoelastik ince plakta

yerdegistirme degerlerinin zaman bagli degisimi

Ornek 2

—— Mevcut
Sonuglar

—6— Referans [28]

Bu ornekte temel amag p viskozite katsayist degisiminin visolelastik Kirchhoff plaginin orta
noktasina ait yerdegistirme davranis degerleri lizerindeki etkisini incelemektir. Bu amacla,
Standart Kat1 Cisim reolojik modeli kullanilarak modellenen viskoleastik plagin, ani bosaltma
tipi [Sekil 3(b)] tekil yiik etkisi altinda (Po=100 kN, t;= 10 s) elde edilen yerdegistirme
davranig degerlerinin viskozite katsayis1 degerleriyle degisimi Sekil 6’ da sunulmustur.
Beklenildigi gibi soniim orani (1 / E) azaldigi zaman viskoelastik plagin davranisi elastik plak

davranisina yaklagmaktadir.
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Sonum Orani Etkisi
0,009

0,008

................
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=
o
=
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o
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e Lo
=]
S S
& R

Yerde

0,002

0,001

0 2 - 6 8 10 12 14
Zaman (s)

Sekil 6. Viskoelastik ince plagin yerdegistirme davranis degerlerinin séniim orani (p / E) ile
degisimi
Ornek 3

Bu oOrnek, sunulmus olan karigsik sonlu eleman formiilasyonunda kayma kilitlenmesinin
olmadigint ve plak kalinligi degisiminin davramis tiizerindeki etkisini gdstermek iizere
sunulmustur. Plak orta noktasindaki yerdegistirme davramis degerlerinin zamana bagh
degisimini incelemek igin viskoelastik ince plak farkli h kalinliklari i¢in ele alinmigtir. Ani
yiikkleme tipi [Sekil 3(a)] tekil yiik etkisi altindaki (Po=100 kN) plak kalinlig1 kiigtltiilerek:
h = 0,1; 0,05 ve 0,075 m kayma Kkilitlenmesi problemi ile karsilasilip karsilasiimadigi
incelenmistir ve sonuglar Sekil 7’ de sunulmustur. Kalinlik azaldikga, kayma kilitlenmesi
problemine rastlanmamistir. Ayrica kalinlik arttifi zaman plagin orta noktasindaki
yerdegistirme degerleri azalacaktir.
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Sekil 7. Viskoelastik ince plakta yerdegistirme davranis degerlerinin plak kalinlig ile
degisimi

SONUCLAR

Bu ¢alisma kapsaminda, Gateaux diferensiyeli yaklasimini esas alan karisik sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak probleme ait geometrik ve dinamik sinir kosullarini da igeren yeni bir
fonksiyonel tiretilmistir. Tekil yiikler etkisi altinda Standart Kati Cisim malzeme modeli ile
modellenen viskoleastik Kirchhoff plaklarinin kuazi statik davraniglarmin analizi igin
Laplace-Carson uzayinda elde edilen bu fonksiyonel icerisinde yerdegistirme w, egilme
momentleri My ve My ve burulma momenti M,y olmak iizere toplam 4 adet bagimsiz temel
degisken mevcuttur. Fonksiyonel igerisinde bu degiskenlerin yalnizca birinci mertebe
tiirevleri mevcut oldugundan, bu degiskenler i¢in secilen dogrusal sekil fonksiyonlar1 tamlik
ve siireklilik kosullarim1 saglamaktadir. Laplace-Carson uzayinda elde edilen ¢6ziimlerden
gercek zaman uzaymna gegmek icin Durbin sayisal ters Laplace doniisiim yontemi
kullanilmistir. Bu amag¢ dogrultusunda FORTRAN programlama dili kullanilarak yeni bir
bilgisayar programi hazirlanmis ve analizler yapilmistir.

TESEKKUR
Bu calisma TUBITAK 213M332 nolu proje kapsaminda desteklenmistir. Destekleyen
kurulusa tesekkiir ederiz.
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