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KEYFi DOGRULTUDA ORTOTROP PASTERNAK ZEMINIiNE OTURAN
MINDLIN PLAKLARININ SERBEST TITRESIMLERININ KARISIK
SONLU ELEMANLARLA ANALIZi

OZET

Bu calismanin amaci, bircok miihendislik uygulamasinda karsilagilan zemin-plak
etkilesimi problemini dinamik agidan incelemektir. Bunun i¢in nispeten kalin plaklar
icin Onerilmis Mindlin kurami ile homojen olmayan zemini kayma etkilerini de
gbzeten Pasternak zemin modeli kullanilmistir. Bildigimiz kadariyla, litertiirde hig
incelenmemis olan, zemin ortaminin keyfi dogrultuda ortotropiye sahip oldugu ve
ortotropinin degisimine gore plak serbest titresimin nasil etkilenecegi karigik sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ele alinmistir.

Winkler (1867) tarafindan Onerilen zemin modeli zemini birbirinden bagimsiz yan
yana duran yaylar seklinde tanimlamaktadir. Yaylar ¢okme ile dogrusal olarak basing
tepkisi vermekte bu esnada her biri birbirinden bagimsiz hareket etmektedir. Burada
zemin yay sabiti gibi tek bir parametreye bagli olarak tarif edilmektedir. Yaylar
arasinda etkilesimi goz Oniine alan iki parametreli zemin modelleri zemin ortamini
daha gercek¢i bir sekilde modellemektedir. Bu modeller arasindan Filonenko-
Borodich (1940), Pasternak (1954) ve Vlasov-Leont’ev (1966) zemin modelleri
sayilabilir. Ozel olarak kayma etkisi ihmal edildiginde model Winkler zemini gibi
davranmaktadir.

Nispeten kalin plaklar i¢in gelistirilen kuramlar i¢inde (Reissner, 1945) ve (Mindlin,
1951) plakta kayma etkisini basit bir kabulle géz oniline almaktadir. Bu ¢aligmada
kullanilacak Mindlin plak kuraminda kalinlik dogrultusundaki kayma gerilmeleri
kesit boyunca sabit bir kayma agisiyla goz oniine alinmaktadir.

Gelistirilen eleman plak ve keyfi dogrultuda ortotropiye sahip zemin davranisini
birlikte barindirmaktadir. Sonlu eleman ¢6ziimii i¢in Fortran programlama dilinde bir
program kullanilmistir. Coziimler ilk dnce statik zeminsiz problemlerde yapilarak
literatlir karsilagtirilmasi yapilmig, daha sonra zeminli ve zeminsiz dinamik
problemler ¢oziilerek eleman ve kiitle matrisleri dogrulanmistir. Daha sonra ise
burada yapilan c¢alismanin sonucu olarak 6zgiin ¢oziimlemeler keyfi dogrultuda
ortotropiye sayip zemin-Mindlin plak etkilesimi i¢in yapilmistir.
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FREE VIBRATION ANALYSIS OF MINDLIN PLATES INTERACTING
WITH ARBITRARY DIRECTIONAL ORTHOTROPIC PASTERNAK
FOUNDATION VIA MIXED FINITE ELEMENT METHOD.

SUMMARY

The main purpose of this study is to deal with the plate-foundation interaction
problem, which is often faced in the engineering applications in dynamic aspect.
Mindlin plate theory which is suggested for moderately thick plates and Pasternak
foundation model which considers the shear influence in foundation continuum.
According to our knowledge there exists no study in literature about arbitrary
directional ortotropy in foundation, here we will examine the free vibration of
mindlin plates on such a type foundation by mixed finite element method to observe
how the vibration of plate is effected by the direction of ortotropy.

The first mechanical model suggested by Winkler (1867) for foundation was based
on the assumption of separate springs placed side by side and reacting proportional to
the deflection at that point. Hence the foundation is modelled only using one
parameter which can be called as a spring constant. There exist also two parameter
models, such as Filonenko-Borodich (1940), Pasternak (1954) and Vlasov-
Leont’ev (1966). If we ignore the shear effect in Pasternak foundation which is used
in this study returns directly to the Winkler model.

Theories developed for thick plates such as Reissner, (1945) and Mindlin, (1951)
considers the shear effect with a simple assumption. In Mindlin plate theory it is
assumed that there is a constant shear angel along the transverse direction.

The element developed in this study simulates plate behavior with the including of
the foundation. For the finite element calculations a computer program was
developed in Fortran codes. In order to verify the element and mass matrices, first
static and dynamic problems existing in the literature are solved. Convergence tests
were carried on. Finally, as an original example, a free vibration of Mindlin plate
resting on arbitrarily orthotropic Pasternak foundation was carried on.

X



1 GIRiS

1.1 Mindlin Plag:

Tasiyict sistemler icerisinde dnemli bir yer tutan plaklar kalinliklar1 diger iki boyutu
yaninda kiiciik olan diizlemsel elemanlardir. Kalinliklarinin orta diizlemleriyle tarif
edilen plaklar esas olarak bu diizleme dik olarak yiiklenmektedirler. Bir¢ok
miihendislik yapisinda karsilasilan plak elemanlara 6rnek olarak yapi sistemlerinde
kullanilan dosemeler ve temeller, sivi basincina maruz gelik plaklardan olusan gemi
elemanlari, modern hava tasitlarinin pargalari, cesitli tiirbin ve silo tarzi yapi
elemanlar1 sayilabilirler (Timoshenko ve Krieger, 1959). Bu kadar genis bir
kullanim alanina sahip olan plaklar hakkinda giiniimiize kadar yapilmis ve

yapilmakta olan bir¢ok ¢alisma mevcuttur.

Ik kez 1811 yilinda Lagrange tarafindan denklemi elde edilen klasik plak kuramimin
¢Oziimii ilk olarak Kirchhoff tarafindan yapilmistir (Timoshenko ve Krieger, 1959).
Plak kesitinde kayma ac¢isim1 ihmal eden klasik plak kurami kayma etkisinin az
oldugu ince plaklarda yeterli yaklasiklig1 saglarken, plak kalinliginin nispeten artinca
cozlimler gergekten uzaklagmaya baslar. Plak kalinliginin plak kisa kenarma oraninin
1/20 mertebesinden biiyiik olmas1 halinde nispeten kalin olarak degerlendirilebilecek
plaklar i¢in kesitte kayma etkisini goz ontine alan ¢esitli kuramlar gelistirilmistir. Bu
tip plaklar i¢in Reissner (1945) ve Mindlin (1951) tarafindan gelistirilmis
kuramlarda plak kalinlig1 dogrultusunda sabit bir kayma agis1 oldugu varsayilir.
Genis aciklama i¢in Panc (1975) den yararlanilabilir (Bakiniz Sekil 1.1). Kesitte
kayma etkisini gozeten diger caligmalar arasinda Nelson ve Lorch, (1974), Reissner
(1975), Levinson (1980), Reddy (1984), Yuan ve Miller (1992), Reddy (1999)

sayilabilir.
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Sekil 1.1: Mindlin-Reissner Plaginda egilme

Literatiirde Mindlin plaklariyla ilgili ilk analitik ¢calisma Lévy plaklarinda Cooke ve
Levinson (1983) tarafindan yapilmistir. Wang ve ark. (1999), Cooke ve Levinson
(1983) tarafindan sunulan ¢6ziimiin hatali oldugunu sdylemisler, Lee ve ark. (2002)
calismalarinda bunun sebeplerini ortaya koymuslardir. Salerno ve Goldberg (1960)
yine Lévy plaklarinda bu kez Reissner plak teorisine gore analitik ¢oziim
sunmuslardir. Kant ve Hinton (1980) tarafindan sunulan ¢oziimler en sik kullanilan

dogrulama ve karsilagtirma ¢alismasi olarak gosterilebilir.

Mindlin plak kurami i¢in Onerilen ¢éziim yoOntemlerinin biiylik bir kismi sayisal
esaslara dayanmakta olup, énemli bir kismu sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
yapilmis ¢alismalardir. Sonlu elemanlarla ilgili ilk ¢aligmalar arasinda Huang ve
Hinton (1984), Bergan ve Wang (1984), Hinton ve Huang (1986) sayilabilirler.
Yuan ve Miller (1992) gelistirdikleri yer degistirme tabanli dikdortgen elemanla
yayil yiik altinda basit ve ankastre mesnetli plaklarda kilitlenme problemi olmadan
c¢ozlimler yapmigslardir. Dong ve ark. (1993) modifiye Hellinger-Reissner
fonksioneliyle gelistirdikleri melez (hybrid) elemanla yine kilitlenme problemi
olmadan hem yer degistirmelerde hem de kuvvet tipi biyiikliklerde gercekei

sonuclar elde etmislerdir.

Mindlin plaginin serbest titresimiyle ilgili yine 6nemli analitik ve sayisal pek ¢ok
calisma mevcuttur. Srinivas ve ark. (1970) lic boyutlu lineer elastisite teorisini
kullanarak kiigiik sekil degistirme kabuliinde dort tarafi basit mesnetli dikdortgen
plaklar icin kesin ¢oziim sunmuslardir. Cheung ve Chakrabarti (1972) sonlu

katman yontemini kullanarak ¢esitli sinir kosular1 i¢in kalin plaklarda serbest titresim



problemini incelemislerdir. Sonlu serit yontemiyle Dawe (1978) ince ve kalin
dikdortgen plaklarin serbest titresimini Mindlin teorisine gore incelemistir. Dawe ve
ark. (1980) Rayleigh-Ritz yontemini kare plaklara uygulayarak c¢esitli siir kosullar
altinda plak dogal titresim frekanslarini hesaplamiglardir. Dairesel Mindlin
plaklariyla ilgili olarak Irie ve ark. (1979) transfer matrisi yontemini kullanmislar ve
plak boyunca kalinliginda degismesini goéz Oniine alarak cesitli problemler i¢in

sonuclar liretmislerdir.

1.2 Elastik Zemin Modelleri

Miihendislik uygulamalarinda sik¢a karsilasilan yapi-zemin etkilesimi giiniimiizde
hala giincelligini koruyan miihendislik aragtirma alanlarindan birisidir. Radye
temeller, demir yolu traversleri, zeminle etkilesim halindeki depo ve silolar bu tip
uygulamalara 6rnek olarak gosterilebilirler. Yapr ile etkilesim halindeki zemin igin
cesitli mekanik modeller sunulmustur. Bunlardan en basiti Winkler (1867)
tarafindan Onerilen zemin modelidir. Bu modelde zemin birbirinden ayrik yan yana
duran yaylar seklinde tarif edilmis, yani siirekli sekilde yan yana duran yaylarin
birbirinden bagimsiz ¢alistig1 diisiinlilmiistiir. Zeminde meydana gelen w ¢okmesi

ile birlikte meydan gelen p basinct arasindaki dogrusal iliski p(x,y) =kw(x,y)

olmakta, burada zemin tipine bagli olarak verilen yataklanma katsayisi £ ile zemin,

yapinin altinda olan bir yay bolgesi gibi tarif edilmektedir (Bakiniz Sekil 1.2).

p w
4

Siiiisssssiiii

N

Sekil 1.2: Winkler zemini mekanik modeli

Sekil 1.2 de goriildiigii yaylarin birbirinden bagimsiz diisiiniilmesi zeminin gercekei
bir modelini olusturmaktan uzaklasilmasina sebep olmaktadir. Bu problemi agmak
icin zeminin yarisonsuz bir ortam oldugunu diistinmek bir ¢6ziim olsa da getirdigi
matematiksel zorluklar agisindan miihendislik uygulamalari i¢in pek uygun oldugu
sOylenemez. Yaylar arasinda belli bir etkilesim tarif etmek amaciyla Filonenko-
Borodich (1940) yay elemanlarinin tepe noktalarinda sabit 7 ¢ekme kuvvetini

tagtyan bir elastik membran Onermistir (Bakiniz Sekil 1.3). S6z konusu modelde

¢dkme foksiyonu ile basing arasindaki iliski ise p = kw—TV’w seklinde verilmistir.
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Sekil 1.3: Filonenko-Borodich zemin modeli

T«

Yaylar arasinda kayma etkisini gozeten iki parametreli bir zemin modeli de
Pasternak (1954) tarafindan onerilmistir. Bu da yay elemanlar1 arasinda kayma
etkilesiminin oldugu varsayimina dayanir (Bakiniz Sekil 1.4). Yaylar arasindaki bu
kayma tabakasi sayesinde aralarindaki etkilesim saglanmis olmaktadir. Yaylar arasi
etkilesimin ihmal edilirse Pasternak zemin modeli 6zel bir hali olan Winkler zeminine

doniistir.

& iwtw dx

-
Q#T’“f -
vt

Sekil 1.4: Pasternak zemin modelinde kayma etkilesimi

Vlasov (1949) ve Vlasov-Leont’ev (1966) tarafindan Onerilen baska bir zemin
modelinde zemin derinligince ¢okmenin dagilimi ii¢iincii bir y parametresine bagl

olarak incelenmektedir (Bakiniz Sekil 1.5).

¢(0)
"—9(2)

‘.-lllllll

Sekil 1.5: Vlasov-Leont’ev zemin modeli



1.3 Plak-Zemin Etkilesimi Konusunda Yapilmis Calismalar

Plak-iki parametreli zemin etkilesimi problemlerin ele alindigi yaklasik ¢6ziim
yontemleri i¢inde sonlu farklar (Straughan, 1990), sinir elaman (Rashed-Aliabadi
ve Brebbia, 1999; Chucheepsakul ve Chinnaboon, 2003; Al-Hosani, 2001),
Galerkin metodu (Hui-Shen Shen, 2000; Akbarov ve Kocatiirk, 1997) ve ¢cok daha
yaygin olarak sonlu elemanlar (Setoodeh-Karami, 2003; Sadecka, 2000)
kullanilmaktadir. Karigtk sonlu elemanlar yontemiyle plak-Pasternak zemini
etkilesimi {iizerine yapilan calismalarin baslicalari; Omurtag ve ark. (1997),
Omurtag ve Kadioglu (1998), Ozcelikors ve ark. (1997), Dogruoglu ve ark.
(1999), Erath ve Akoz (2002) sayilabilir.

Lam ve ark. (2000) Green fonksiyonlarini kullanarak Lévy plaklarinin egilme,
titresim ve burkulma sonuglarini kesin ¢oziimle elde etmislerdir. Xiang ve ark.
(1993) yaptiklar1 ¢aligmada ile Pasternak zeminine oturan dort tarafi basit mesnetli
dikdortgen Mindlin plaklarinin serbest titresiminin analitik yolla kesin ¢oziimiinii
sunmuslardir. Pasternak zemini-plak etkilesiminin dinamik analizinin sonlu
elemanlarla ¢oziimiine oOnciiliik eden caligma olarak Kirchoff plagi anlaminda
Omurtag ve ark. (1997) sayilabilir. Omurtag ve ark. (1997) deki serbest titresim
sonuglart ii¢ boyutlu plak analizi yapan Zhou ve ark. (2004) tarafindan
dogrulanmistir. Matsunaga (2000) kuvvet serileri agilimini yerdegistirme bilesenleri
tizerinde kullanarak kalin plaklarin titresim ve stabilite problemleri igin yiiksek
mertebeden bir ¢oziim sunmustur. Shen ve ark. (2001) Pasternak zeminine serbestge
oturan Mindlin plaklarinin serbest ve zorlanmis titresim problemini Rayleigh-Ritz
yontemiyle incelemisler, problemde ayrica 1sisal etkileri de géz oniine almislardir.
Yu ve ark. (2007) ¢ekme gerilmesi almayan Pasternak zeminine sinirlar1 serbestce
oturan Reissner-Mindlin plaklarinin dinamik etkilerini 1sisal etkileri de gbz oniine

alarak incelemislerdir.

Bu ¢alismada kullanilacak Sonlu eleman yontemi temelini enerji yontemlerinden alir
(Washizu, 1968). Enerji yonteminden hareketle ¢oziime ulasabilmek i¢in ilk olarak
alan denklemleri potansiyel fonksiyonele doniistiiriilmelidir. S6z konusu doniisiim

i¢in,



1) Hellinger-Reissner,
2) Hu-Washizu,
3) Gateaux Diferansiyeli

yontemleri kullanilabilir. Bu ¢aligmadaki yontem olan Gateaux diferansiyeli (Oden
ve Reddy, 1976) ile olusturulan sonlu eleman formiilasyonu diger yontemlere gore
cok daha iistiindiir (Akoz ve ark., 1991; Omurtag ve Akoz, 1994). Fonksiyonel elde
edildikten sonra, plak, birbiriyle siireklilik kosullarimi1 saglayacak sekilde sonlu
eleman alt bolgelerine ayrilir. Bilinmeyen serbestlik dereceleri ile bolgelerin davranisi
ifade edildikten sonra, fonksiyoneli duragan yapacak sekilde bir denklem takimi elde
edilir, denklem takiminin ¢6ziimii ile de her bir bolgenin serbestliklerine ulasilmis

olur. Sonlu eleman da bolge serbestlikleri iki farkli biytikliik cinsinden tarif

edilebilir.

1) Yalniz yer degistirme ve donme tiirii biiylikliikler (Deplasman tipi sonlu

elemanlar).

2) Yer degistirme, donme ve kuvvet tipi biylklikler (Karisik sonlu

elemanlar).

Sonlu elemanda birinci tipteki biiylkliiklerin kullanilmasi durumunda kuvvet tip
biiyiikliiklere gegilirken bir geri yerlestirme yapilmasi gerekmektedir. ikinci tipteki
sonlu elemanda bu kuvvet tipi bilyiikliklerin dogrudan elde edilmesi sonucun
hassasiyeti agisindan daha olumlu olmaktadir. Bunun yaninda plakta kayma etkisini
gdz Ontine alan teorilerin kullanildigr hesaplarda deplasman tipi elemanlarda
karsilagilan kayma kilitlenmesi problemleri karisik sonlu eleman yonteminde

kendiliginden asilmaktadir.

Bu calismada keyfi dogrultuda ortotropiye sahip Pasternak zemini ile etkilesim
halindeki Mindlin plaklar i¢in karisik sonlu eleman yontemiyle ¢éziime uygun bir
fonksiyonel elde edilmistir. Plak serbest titresiminin incelenecegi problemlerin
¢Oziimii i¢in Fortran programlama dilinde yazilmig bir program kullanilmistir.
Yapilacak ¢oziimlerle zeimin ortotopi dogrultusunun degisiminin plak dogal titresim

frekanslar1 ve ilgili mod sekillerinde yapacagi degisim incelenmistir.



2 ALAN DENKLEMLERIi VE FONKSiYONEL

2.1 Mindlin Plag
2.1.1 Denge Denklemleri

Mindlin plaginin diferansiyel elemani serbest cisim diyagrami Sekil 2.1 de

goriilmektedir.

Sekil 2.1: Plak diferansiyel eleman1

Kesme kuvvetleri F, H, O, normal kuvvetler P, N, egilme momentleri K, M, burulma

momenti 7, yayil dis yiikler ile momentler f,,(i=1,2,3), ve m ,,),,(,B =1,2), zeminden

gelen tepki kuvveti p olmak {izere, kuvvet ve moment denge denklemleri,

Q,2+Rl+f1 =0
N,2+Q,1+f2 =0
Fi+H,+f,—-p=0 2.1

K, +T,-F+m =0
M,+T,—H+m,=0




bi¢ciminde yazilir.

2.1.2 Biinye Bagintilan
Gerilme sekil degistirme bagmntilar1 ti¢ boyutlu elastisite kuraminda indis

gosterimiyle,

1+ov v
E. =—O.. __O-kké‘

i =g % > @ j,k=1,2,3) 2.2)

bi¢iminde yazilir. &; kronecker deltast oJ,=1 ve oJ,=0 degerleri ile

tanimlanmistir. Sonsuz kiigiik yer degistirme kabuliinde yer degistirmeyle

iliskilendirilecek sekil degisimi ve kayma agisi,
g, =4(w, +1,,) . (i,j=12,3) (2.3)
vy =2¢; , (i+])) 2.4)

seklindedir. Mindlin plak kuraminda kullanilacak olan gerilme ve sekil degistirme

bilesenleri o©,,,0,,,0,,,0,;,0,, V€ &,E5,712:713-7> dir. Bu durumda biinye

bagntilari,
Uy, + 8, %:
u, , + 8, %:
ull—ﬁ(P—uN)=0
u22—ﬁ(N—uP):0
U, +u,, —% =
Q,]—El—;[K—Mu]zo
sz—l—;[M—Ku]zo
Q,+Q,, —2—;:0
2.5)

olur. Burada F elastisite modiilli, v poisson orani, G kayma modiiliidiir.



2.2 Mindlin Plag Pasternak Zemini Etkilesimi

2.2.1 Ortotrop Pasternak Zemini

Plak-Pasternak zemini etkilesimi Sekil 2.2 de gdsterildigi gibidir. Zemin elemaninda

x, ekseni dogrultusunda denge denklemi yazilirsa;

Sekil 2.2: Plak Pasternak zemini etkilesimi

pHV,+V, - ku, =0 (2.6)

elde edilir. Burada, p zemin plak arasindaki kuvvet yogunlugu (gerilme),
V. ,(x=12), zemin elemanlar1 arasinda aktarilan kesme kuvvetleri, k& zemin
yataklanma katsayisidir. Sadece diisey dogrultuda kuvvet etkidigi diistintildiigiinde
plakta yatay dogrultulardaki yer degistirmeler (u, =0, u, = 0) ihmal edilebilir. Bu

kabulle zemin elemaninda biinye bagitilari;

o,;=0Gy; = G1”3,1 } @.7)

0, =Gy = G2u3,2

seklinde yazilir. Burada G; ve G, ortotrop Pasternak zemininde ilgili eksenler
dogrultusundaki zemin kayma modiillerini gostermektedir. Gerilme ifadelerinden

(0, (@ =1,2)) kesme kuvvetlerine (V) gegilirse,



1
V, =[o,dvdy, = Gy, (a#f=1,2)
0

2.8)

seklinde bulunur. (2.8) denklemi, (2.6) denkleminde yerine yazilirsa;

p =ku; — Gy, — Gy,

elde edilir (Pasternak, 1954).

2.9)

Hesaplanan zemin tepkisinin Mindlin plak denge denklemine (2.1) de (2.21) in

yerlestirilmesi sonucunda;

Q,2+Rl+fl =0

N,+0Q,+1,=0

Fi\+H,+ f, —kuy + Guy,, + Gy ,, =0
K, +T,-F+m=0

M,+T -H+m,=0

elde edilir

(2.10)

2.2.2 Pasternak Zemininde Keyfi Dorultuda Ortotropi

Problemde kullanilan global koordinat takimi (x,y) ya da (1,2), zemin ortamindaki

ortotropiyi ifade eden (£,7) koordinat takimi, ve bu koordinatlar arasindaki & agisi

Sekil (2.3) de gortildiigi gibidir. Bu durumda ortotrop zeminde kesme kuvvetleri,

L

g

x,1

Sekil 2.3: Global koordinat takim1 ve Pasternak zemininde ortotropi dogrultusu

Ve=Guy,
Vn = Gﬂu3,77

10

2.11)



seklinde tanimlanirlar. Burada G, ve G, ortotrop zemin ortamuinin sirasiyla & ve 7

dogrultularindaki kayma modiilleridir. Zemin elemaninda denge denklemi bu
durumda,
p=ku,—V..—V, (2.12)

n.n

haline doniisiir. Koordinat takimlar1 arasindaki zincir kurali,

(2.13)

seklinde ifade edilir. Global koordinat takimi ile zemin parametrelerinin tanimlandigi

koordinat takimi arasindaki diferansiyel iligki,

x’izcose , xﬂ:—sine 514
y,=sin@ , y, =cosf (2.14)
seklindedir. Boylece (2.13),

<)’§ :COSQ("'>,X +Sln9(>’y (2 15)
(- '),,, = —sind(-- .)J +cosd(-- '),v )

olur ve (2.11) de (2.15) yerlestirildiginde, zeminden gelen tepki kesme kuvvetleri,

V.=G,(cosOu,  +sinfu
¢ = G (cosOu, ) (2.16)
V,=G, (— sin Qu;  + cos 6u3,},)
Elde edilir. (2.12) de kullanabilmek i¢in (2.16) ifadelerinin kismi tiirevleri,
V.:=G. cosé’( ),x +sin0(---)y>(00$ Ou, +sin0u3’y>
= G, (cos® Ou,,, +2cosOsinGu, , +sin’ 49u3,yy)
(2.17)

5)

(
V,,=G, (—siné’(---)’)r +cosd(-) )(—sin@u&x +c05¢9u3,},)
(

c 02 : 2
sin” Qu,  —2sinfcosbu, ,, + cos 9”3,w>

11



biciminde hesaplanir. (2.12) de (2.17) yerlestirilirse, denge denkleminden basing

ifadesi,

p=kw
—G, <cos2 Qus,, +2cos@sinQu, , +sin’ 9u3,yy) (2.18)

c 2 : 2
-G, <sm Ou, . —2sinfcosOu; , +cos 9u3,yy)

olur. Simdi (x,y) koordinat takimi i¢in Sekil (2.3) de belirtildigi gibi (1,2) biciminde

indis gosterimine gegilirse, plak alan denklemleri,

O, +P+ /=0
N,+0,+f,=0
Fi+H,+ f;—kw
+G. (cos2 Qu, . +2cos@sinQu, , +sin’ t9u3w) (2.19)

+G, (sin2 Ou,  —2sinfcosOu, , +cos’ 0u3,yy) =0
K, +T,-F+m =0
M,+T —H+m,=0

olur. Dinamik analiz i¢in (2.19) ifadesinde dis yiikler yerine ataletle ilgili terimler

yerlestirildiginde,

0, +P, + pho'u, =0
N, +0Q, + pho’u, =0

F,+H,+ pho’u, —kw
+G. (0032 Ou,  +2cosfsinbu, , + sin’ Ous,, ) (2.20)

. . 2 _
+G, (sm Ou,  —2sindcosOu, , +cos Huiyy) =0

K, +T, —F+éph3w2§2] =0

M,+T,-H +%ph3a}2§22 =0

elde edilir.

12



2.3 Fonksiyonel

Enerji yontemine dayali olan sonlu eleman formiilasyonunda, alan denklemlerinden

uygun bir enerji ifadesine gecilmesi gerekmektedir. Alan denklemlerinin Ly —f=0

yapisinda potansiyel bir operatdre doniistiiriilmesi igin ilk olarak bu potansiyellik

kosulunu saglamasi1 gerekmektedir. Burada, L tiirev operatoriinii, y bilinmeyenler

vektorii, f dis etkiler vektoriinii temsil etmektedir. Potansiyelligi arastirilacak

operator yapi,

P=Ly-f (2.21)
dir. Potansiyellik kosulunun matematiksel ifadesi; P fonksiyonunun y yoniine gore
tiirevinin y~ ydniindeki toplanmi, aym fonksiyonun y* ydniine gére tiirevinin y

yoniindeki toplamina esit olmalidir seklindedir. Burada, * ve ~ birbirinden farkli iki

yonii gdstermekte, y yoniindeki Gateaux tiirev dP(y;y) ve y  yoniindeki Gateaux
tiirev dP(y;y*) biciminde, y yOniindeki i¢ ¢arpim (...,y) ve y yoniindeki ig

carpim <...,y*> bi¢ciminde gosterilmektedir. Buradan potansiyellik kosulu,

(aP(ysy)y")=(aP(ysy').¥) (2.22)

seklinde gosterilir. Burada koseli parantezle gosterilen i¢ carpimin ve yonsel tiirevin
tanimlanmas1 gerekmektedir. I¢ ¢arpim, bir fonksiyon ile baska bir fonksiyon veya

degiskenin carpiminin belirli bir araliktaki integralidir.
b
(1(),y")=[ )y dx (2.23)

Bu c¢alismada fonksiyonel eldesinde kullanilacak olan Gateaux tlirevinin

matematiksel ifadesi,

dP (y:y)=lim,, {P (yﬂ? 'P(Y)} d (f) =P(y) (2.24)

seklindedir (Oden ve Reddy, 1976). s bir skaler olmak {izere, fonksiyonelin birinci

varyasyonu,

13



=(P(y,f).y) (2.25)

s=0

51(yim)=--1(y +5y)
seklindedir. Integrasyon islemi gergeklestirildiginde,
1
I(y)=[[P(syf)y |ds (2.26)
0

seklinde fonksiyonel elde edilir (Oden ve Reddy, 1976). Mindlin plaginda alan
denklemlerinden gelen degiskenler y = (u,,u,,u,,Q,,Q,,F,H,P,N,Q,K,M,T) dir

Bu durumda keyfi dogrultuda ortoropiye sahip Pasternak zeminine oturan Mindlin

plag1 fonksiyoneli dinamik analize uygun olacak sekilde (2.26) den faydalanilarak,

14



1

[ 1
2Eh

P P] 2FEh [

I()’):[Qa“u]""[P’”l‘l]+[Q’“2,1}+[Na”2,2} N P] N, N]

= () = 5 (o) ]~ () 0t

1 1
—ﬁ(phS)a)z [, ,Ql]—ﬁ(p}f)a)z [©Q,,Q,]

Eh[

3
5Gh

3

_—[Q Q] [F,“3,1]+[H’”3,2]+[F’Ql]+[H’Q2} 5Gh

2Gh
(Mo ]-[1. Q] -[K Q[T Q)]
6 12v 6
O (K K]+ M. K-
cos’ @ cos@zsm&Gf [”3,1»“3,2]

G. [y oty | 4520

A=)

6
Gh’

KoK+ 22 M K] MM [T T+ K]

+

Gg [”3,1 > ”3,1] +

cosdsinf
2

Gg [us,zaus,z]

sin’ @

cos@sin @
06, |- 20

> G, [”3,1 ’u3,2]

cosHsmH cos’ 0

G, [“32 ”31]+ G, [”32 7"32]

+{- <u1 0+ P))—(u,, (Q+N)> (i, F+ ) +{0,(K = K))+{0,(T 1))
+<§22 (M — M) Q (T-T >}
{[(K1+ )K= R) 7
+ (M -m u32]} [K +T,) M2+Zl),(u3—ﬁ3)]
[(K u31] [ M~|—T) ”3,2]}5P
cos’ Ou, , (u3—u3)} —{Gé cos&sineulz,(u}—z%)}g—{G§ cos&sin9u3’2,(u3—ﬁ3)}g
G.sin’ Ouy,, (u, — i)} —{G, sin* Ouy,,(u, — i)} +{G, sinOcos Ou, \, (u, —1i,)}

+1G, sin@cosQus ,, (u, — u3)} {G cos’ Qu,,, (u3—ﬁ3)}g

-{a.
—{
{q,
+{G, cos’ Od, ,u.} +{G, cosOsinOdi,,,u;} +{G, cosOsin ity ,,u,}
{
—{

+1{G. sin’ 01, ,, u3} {G sin Hull,u}}a—{Gn sianosHﬁwu}}a

2.27
G,sin@cos O, ,, u3} {G,, cos’ 6’123,2,%} ( )

n

elde edilmistir. Burada —3pho’[u,u;| yerine —[f,u], =123 ve
—j(p}f )a)z[[)k,Qk] yerine —[mk,.Qk], k=12 yerlestirildiginde statik problem

¢Oziimiine uygun fonksiyonel.
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! —|P, P]+—[N P]—L[N N|

1) = [, [+ [ Poag, | +[ Qo |+ [Ny, | = 2Eh Eh 2Eh

_[fl’ul}_[fz’uz]_[](39”3]_[’"15(21]_{’”2"@]

—i(piﬁ)wz [, ,Ql]—2—14<ph3)a)2 [©@,,Q,]
3 3

0O [t [+ F ) 10, P
s ol el

Eis X KH;? 01K Ejf [M,M]_%[T,T]—I—%k[uym]

cos 92 LI, +ﬂq§ [ty
+$Gn 205154 _w(}” st

cosasineG i u31]+MG [ty 5,10,]

{ <u1 (Q+P)> <u2 (Q+N)> <u3,(F+H)> <Ql,(K—1A<)>—|-<QI,(T—f)>
+<92 (M — M) Q (T— T)>}
-

%p

[(K1+ (W, + 1, )+ (K = R)+(T =),
+|(m - a1 un]} [K +7,) M2+rl),(u3_ﬁ3)]
~[(K+T u31] (M +7), uw]}gp
£ 008 Ouy , (uy —i1y)} —{G, cosOsinOu, ,, (u, —ity)} —{G. cosOsin Ou, ,,(u, — i)}
G. sin® Qu, ,, (u, — u3)} {G sin20u371,(u3—ﬁ3)}8+{G,7 sin@cos@ul,,(u}—ﬁ})}g
+1{G, sin@cosOus ,, (u; — u3)} {Gﬂcoszﬁu3,2,(u3—ﬁ3)}€

G

+10:

cos” 01, 1,u3} {G§ cos @sin €ﬁ3’1,u3}g + {Gé cos @sin 9ﬁ3’2,u3}0

+1G. sin’ 01l ,, u3} {G sin” 014, u3} —{G sin@cos@ﬁil,%}a 2.28)

-6
o
{
{
{c.
n

G, sin@cos b1, ,, u3} +{G cos’ 01, ,, u3}

n

hale gelir. (2.27) ve (2.28) de, alt indis gdsterimi {}J ile {}g , strastyla dinamik ve
geometrik smir kosullarini tanimlamaktadir. Ayrica (*) da bilinen sinir kosullarini

temsil eder. Eger (”) sinir kosulu terimi belli degilse bu terimler diiser, (Qz 0,

yada u =0 gibi)
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3 SONLU ELEMAN FORMULASYONU

3.1 Yontem

Plak fonksiyonelinde bilinmeyenlerin (i¢ kuvvetler, yer degistirmeler ve donmeler)
elde edilebilmesi i¢in fonksiyonelin minimum olma kosulundan faydalanilacaktir.
Plakta serbest degiskenler sekil fonksiyonlariyla plak diiglim noktasindaki
bilinmeyenler cinsinden yazildiktan sonra fonksiyonele yerlestirilir. Daha sonra
fonksiyoneli diiglim noktasi bilinmeyenlerine gore tiiretip sifira esitlenerek bir
denklem takimi elde edilir. Her bir elemandan elde edilen denklem takimlari
birlestirilerek sistem matrisi olusturulacak ve son asamada denklem takiminin

¢Ozlimiine gidilir.

3.2 izoparametrik Sonlu Eleman Formiilasyonu

Her hangi bir egrisel (Sekil 3.1) elemanda integrasyon islemleri (x,y) koordinat
takiminda yapilmaya kalkisildiginda bu yontemin yorucu ve verimsizdir. Dahasi her
islemin oOzellikleri (farkli integrasyon sinir kosullar1 gibi) elemandan elemana
degismek durumundadir. Eger basit sekilli bir master eleman O tanimlayabilir ve

herhangi elemana €, tersi bulunan bir doniisiim tanimlanirsa Q i¢in yapilacak

hesaplar Q iizerinden uygun doniisim yapilarak uygulanabilecektir. Bu sayede
biitiin islemlerin master eleman iizerinde yapilmasi saglanmis olur. S6z konusu
doniisiim, aslinda master eleman lizerindeki noktalarin her elemana tanimlanan basit

bir koordinat doniisiimii veya haritalama ile iligskilendirilmesinden ibarettir.
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x=x(1n) . §=E(x,») "
T y=yln) © m=n(xy) Tnzl
2% |
: . T &
Q | azl
| !
7. x=x(&,n)
° . " y=yEmn)

Sekil 3.1: Master eleman koordinat doniistimleri

Q Sekil 3.1 de goriildiigi gibi islemlerin kolayligi agisindan kare olarak segilir. 0}

da islemleri yapmak iizere & ve 7 koordinatlarinda tanimhi (&,77) noktalari

-1<£<1, -1<p <1 araliginda olacaktir. Bundan sonra yapilan ise 7, koordinat

déniisiim islemiyle Q den Q, ye haritalamay1 gergeklestirmektir.

@3.1)

e

x=x(&,1) }
y=y(&.n)

Doniigiimiin tanimlandig1 (3.1), su sdyle bir 6rnekle anlagilabilir; Q iizerindeki

(1,n) kiimesinin olusturdugu dogru parcasini ele alalim, (3.1) a gére bu noktalar x-y
koordinatinda x=x(1,7), y=y(l,n7) noktalarim1 tamimlamakta, bu noktalarda
(x(L,m), y(1,n7)) parametrik olarak bir egriyi tariflemektedir. Gergekte, Q da tim
diisey ve yatay dogrular & =sabit, 7 =sabit olarak x-y diizlemine birer egri olarak

yine & =sabit, 77 =sabit olacak sekilde denk gelmektedir (Bakimz Sekil 3.1) Q, ye
bu anlamda Q nin 7, haritalamas: altindaki goriintii elemam denilmektedir.

Bu agiklamalarin ardindan bir master eleman tanimlamanin altindaki esas diisiince su

sekilde agiklanabilir.: E adet elemandan olusan bir SE aginin olusturulmasi E tane
{T,,T,,...,T,} seklindebir doniisiim serisinin olusturulmasi ve her elemanin (€2,), ¢

nin altinda bir goriintiiye donlismesidir. Bu islem sembolik olarak Sekil 3.2 de

gosterildigi gibidir.
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=

—

(_1’1)

o>

(-1,-1) (1,-D)

Sekil 3.2: Eleman aginin haritalama ile olusturulmasi

x ve y nin, & ve n.ya gore siirekli tliretilebilir oldugunu kabul ederek, dé ve dn

diferansiyellerinden dx ve dy diferansiyellerine gegis,

dx=x.dé+x, dn
N 7 (3.2)
dy=y.d&+y,dn
bi¢giminde tanimlanmakta, matris formunda ise bu doniisiim,
dx x., x,||d
dvj |yve Y,|ldm

seklinde verilmektedir. (3.3) de verilen 2x2 boyutundaki kismi tiirevler igeren

matrise Jacobian matrisi denir ve J ile gosterilir.
[J] :|:x,§ x,l7:| :|:J11 J12:| (3.4)
Y N4 y /] J 21 J 22

Denklem (3.3) Q deki dogru diferansiyeli dé ve dz nin x-y diizlemindeki dx ve

dy dogru pargalarina dogrusal bir doniisiim olarak diisiiniilebilir. Herhangi bir
(f,n)ef) noktasinda (3.3) denkleminden dé ve dn yi dx ve dycinsinden elde
etmek miimkiinse, ters doniisim islemiyle 7' ile de x-y koordinatindan &7
koordinatindaki noktaya gecis yapilabilir. Acik olarak (3.3) in doniistiiriilebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart |J | = 0 olmasidir ((&,77) Q icin). Tanim geregi |J |

fonksiyonu, (3.3) doniisiimiinden,
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|J| =detd=x,y, —x,y,
bi¢iminde yazilir. Su halde,

onf = Lol

Ve Xe|ldy

yazilablir ve bu durumda Q, dan master elemana geri bir haritalama yapilirsa,

{dé}:éx S, {dx}
dn) |n. n,|{dy

yazilip (3.7) ve (3.6) deki terimler esitlenirse,

1 1

;x |J|yn’ é:,y:_mx,n
1 1
n,= |J| 1V U _mx,é

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)

olur. Eleman i¢indeki koordinat degiskenleri x = ijN (Em, Y =Z y j]\7 (&m)
j=1 J=1

seklinde ifade edilirler. Burada (x;,y;) eleman digim noktasinin koordinatini,

N,(&,n) ise master elemanda j noktast i¢in sekil fonksiyonunu gostermektedir. Buna

gore, (3.8) yeniden diizenlenirse,

ﬂx |J|Zy J.n? ,y | |Zx1 J.n
.= |J| Zyl n,= m;xj]vj,é

elde edilir. Ayni sekilde Jakobian’in acik ifadesi,

|J(‘§”7)| = ijlifm
=1

Z;yj]\}j,n}_
=

n ~
Z;xij’i]
o

seklindedir.

20

Zyj]\?j,él
o

(3.9)

(3.10)



Sekil fonksiyonlariin tiirevleri zincir kuralina gore,

N, =N, 5. +N,1,

) . 3.11)
Nj,y - j,ééy + Njwn,y
bi¢cimindedir. Bdylece koordinatlarin kismi tiirev,
o= N (),
j=1
Xn = ZXJNJ (98’77) n
- (3.12)

v, => v N.(n),
j=]

seklinde yazilir.

(3.8) denkleminden [£, =|J|"y,.&, =|I[ x, ., =3[ yon, =|I[ x.] ve

(3.12) denkleminin kullanilmasiyla, (3.11) denklemi,

ON, 1 |ON, (& oN,) ON,( oON
J J [Zyk k| J Zyk k
Ox |J(§>77)| o& =" on on =" 04
) ) ,(j=1,...,n) (3.13)
ON . ON | V ON . [ V
,_ 1 | N, [Zxk o, s, 8Nk]
Ay |J(§,77)| o¢ 5=~ 9n on = = 9¢

halini alir. Burada |J (&,n)

, T, doniislimiiniin Jacobian’idir. Fark edilecegi lizere

ON,/0x ve ON,/0dy kismi tirevleri tamamen master eleman Q iizerinden

hesaplanmaktadir. Bu ¢alismada kullanilacak olan dort diigiim noktali izoparametrik

dortgen sonlu eleman Sekil 3.3 de goriilmektedir.
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(X0avs) 3
(-1,1) (1,1)
® @
s g
)
D
D ©
| (1) ) -1-1) (1,-1)

(master eleman)

Sekil 3.3: Dort diiglim noktali izoparametrik dortgen eleman: o diiglim noktalari

Dort diigiim noktali izoparametrik dortgen eleman i¢in sekil fonksiyonlari,

. } (3.14)
(1-&)(1+n) , N,=+(1+&)(1+7)

seklindedir.

3.3 Smir Integrallerinin Hesaplanmasi

(3.4) de verilen Jakobian matrisinin terimleri;

Z N, (&) Z N, (En)
(3.15)

Z v,N, (&n) Z v,N,, (&n)

olarak acikca ifade edilebilir. Sinir integrallerinin hesaplanmasinda kullanilacak ds

diferansiyeli
ds = Jdr + dy” = \/(x’ dE+x,dn) +(ydé+y,dn) (3.16)

olur. Bu diferansiyel smir integrallerinin  hesaplanacagi kenara gore
(& ==+£1,n==1) Ozel ifadelere doniisiir.
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& = =1 smurt: Burada & =sabit oldugu icin, d& =0 dir. O nedenle,

ds=ds, = \/<x,,7d77>2 + (y,ndn>2 = \/<x,,7>2 + (){,7)2 dn

= JJ5+ 2, dn (3.17)

seklinde bir d#z diferansiyeline doniisiir. Buna gore sekil fonksiyonlarinin

carpimlarindan olusan sinir integralleri asagidaki gibi hesaplanirlar.

1 A A
feti :J_lNiN;-\/sz +J5, dn (3.18)

[\ ML s,

E=%1

[ MLk, Ly,

R A A N @1
[ BELnR, s, =

n=+1 smiri: Burada 7 = sabit oldugu igin, d77 = 0 dur. O nedenle;

do=dss = \/(x’fdg)z +(y’fd§)2 = \/(xaf)2 +(v. )2 dé =\JJ +J5, d& 3.21)

seklinde bir d¢& diferansiyeline dontigiir. Buna gore sekil fonksiyonlarinin

carpimlarindan olusan sinir integralleri asagidaki gibi hesaplanirlar.

1 A A 1 A A
[\ N&EDN &2 ds,| = [ NN+ dé

. . 1 ¢ .
[ MEani, &2 ds,| = IllNim{Nj’éJzz—Nj,,]J21}«/J121+J221 & (3.22)

et jjlﬁii{_ﬁiﬂéjlz +‘/},/,UJ11}\/J121 +J5 d¢ (3.23)

[ REani .20 as, fl
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3.4 Eleman Matrisinin Olusturulmasi

Elde edilen fonksiyoneldeki ana terimlerde serbest degiskenler yerine,

N

i i
1 i

NN, T:iz;z\?
i=1

I
B
©
=
I
-

4

u, :E :unNi , Q
i1
4 ~

u, = E :MZiNi )
i1
4 A

U, = E :MSiNi )
i1

4
Q=>QN , P=3 RN , M

1 i

i

~

[
M-
s
1Q

]
M-
S

(3.24)

s

I
M-b
T

~

I
MJ}
i

F|
i

M, N,

I
Mh

i=l i 1

seklinde yaklasim fonksiyonlar1 yazilip ¢oziime gidilir. Sonlu eleman matrisinin

kurulumu esnasinda bes ¢esit integral ifadesi mevcuttur. Bunlar,

[kl]:fNidexldx2 > [k3]:fNi,2dexldx2 5 [kS]:fNi,ZN/,deldXZ -
A . . (3.25)
k)= [N, N dvd, | [k]= [N, N, dvdx, , [k]=[N,N, dvdx,

seklindedir. Dort diigim noktali elemanlar igin, (3.25) deki integrallerde, 2x2 lik
Gauss semalar1 kullanilmistir. Sonug¢ olarak, keyfi dogrultuda ortotropiye sahip

Pasternak zeminine oturan Mindlin plagi i¢in eleman matrisi,

000 0 o0 0 o0 k] o k] o o o0
000 0 o0 0 o0 0 [k][] 0o o o0
0 0[k] 0 o0 [K][k] 0o o 0o o 0o 0
000 0 0 [K] 0 o o0 0 -[k] 0 —[k]
000 0 0 0 [k] 0 0o o0 0 -[k]-[k]
0 0[k][k] 0 y[k] 0 o o 0o o o0 0
kK]=| 0 o [k] o [K] o0 yykx] 0 o0 o o0 o0 0
k,] o 0 0 0 0 o0 pkJok] 0 o0 0o 0
0kJo o o0 0o o0 gk]AK] O 0o 0o 0
[k;][k,] 0 0 0 0 0 0 o0 Ak] O o0 0
00 0-kJ 0 0 o 0o 0o 0 ok]ek] 0
00 0 0 -[k] 0o 0o o o o0 ¢k]alk] 0
0 0 0 -[k]'-[k] 0 0 o 0o o 0o 0 ¥[k] (3.26)
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olur. Burada,

+G, {cos2 6[k,]+ cos@sin O]k, ] + cos@sin G[K,|" + sin’ Q[ks]} (3.27)

+G, {sin2 0[k,]— cosOsin O[k,| - cosIsin O[k,|" + cos? Q[ks]}

dir. Ayrica, katsayilar,

__ 6 . 1T __ 12
Y=7Sen” Gh GI
| 12
IS 3.28
P="5 En (3.28)
_v _12v
T T ER
dir.

3.5 Yayih Kiitle Matrisi

Donel eylemsizlik etkisinin de géz oniine alinacagi yayili kiitle matrisi Mindlin plak

elemaninda geometrik serbestliklerin u,,€,,Q, olmasi durumu igin;

phlk | 0 0
[m]=] 0 Lph’[k] 0 (3.29)
0 0 = ph*[k,]
bi¢imindedir.

Plak-zemin etkilesiminin serbest titresim frekanslari [k]—a)2 [m]:O Ozdeger

probleminin ¢o6ziilmesi ile elde edilir. Burada @ sistemin agisal dogal titresim

frekansidir. Karisik sonlu eleman formiilasyonunda bu denklem takima,

[t tet)-wit S]]
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yapisindadir. Burada {f } ={K M T F H}T, kuvvet ve moment tiirii
bilinmeyenleri, {w} ={u3 Q Qz} yer degistirme ve donme tiirii bilinmeyenleri

iceren vektorlerdir. Denklem takimindan {f } nin yok edilmesi ile,

(K )=k, ][k ] [k ] K] (3.31)

elde edilir. Burada [k} kondense sistem matrisidir. Problemde zemin etkisinin

olmadig durumlarda [k,,|=[0] olur.
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4 SAYISAL SONUCLAR

4.1 Giris

Mindlin plak elemanini dogrulamak i¢in 6nce zeminsiz kare plakta diizgiin yayil yiik
altinda statik ¢oziim yapilacak ve sonuglar literatiirle karsilastirilacak. ikinci érnekte
yine zeminsiz dort tarafi serbest kare plakta bu defa serbest titresim problemi
incelenecek, hesaplanan en kiigiik ii¢ frekans degeri dogrulama amaciyla literatiirle
karsilastirilacak. Ugiincii 6rnekte serbest titresim problemi bu kez zeminli kare plakta
dogrulandiktan sonra &zgiin ¢oziimlere gegilecek. Ozgiin ¢oziimlemede zemin
ortaminin plak eksen takimindan farkli bir dogrultuda ortotrop oldugu varsayilacak,
dogrultu degisimine bagl olarak frekans ve modlarin degisimleri incelenecek. Plakta

sinir kosullar1 su harflerle sembolize edilecektir:
S: Basit mesnet
C: Ankastre mesnet
F: Serbest kenar
Buna gore dikdortgen plak i¢in sinir kosullari,
SSSS : Dort kenar basit mesnetli plak,
CCCC : Dort kenar ankastre mesnetli plak,
SCSC : Karsilikl1 iki kenar1 basit, diger kenarlar1 ankastre mesnetli plak,
SFSF : Karsilikl iki kenar1 basit mesnetli, diger kenarlar1 serbest plak,

FFFF : Dort kenart serbest plak.
4.2 Mindlin Elemaninin Dogrulanmasi
ORNEK 1. Zeminsiz, SCSC, SFSF simir kosullar1 i¢in kare plakta statik analiz

Burada dort diigiim noktali Mindlin plak sonlu elemaninin dogrulanmasi i¢in SCSC,

ve SFSF simir kosullarina sahip Lévy plaklarinda yayili yiik altinda yapilan sayisal
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¢Ozlim literatiirle karsilastirilmistir. Cift simetri nedeniyle sadece c¢eyrek plakta

¢Oziim aranmistir. Kare plakta:

Elastisite modiilii : E=20GPa

Poisson orant o v=03

Diizgiin yayili yik : g, =100kN/m’
Genislik : a=b=8m

Kalinlik : h=1.6m ve h/a=0.2
Plak rijitligi . D=ER/[12(1-0%)]

dir (Bakiniz Sekil 4.1). SFSF, SCSC sinir kosullar1 i¢in yapilan ¢éziimler, ¢okmede

w=wD/(¢q,a*), momentlerde M = M /(q,a”) ve kesme kuvvetinde H = H /(q,a)
biciminde boyutsuzlastirilarak Tablo 4.1, Tablo 4.2 de Lee ve Ark., (2002) deki

kesin sonuclarla karsilastirilmistir. SFSF sinir kosulunda 16x16 eleman ag1 icin %
hatalar w de % 0.4, K de % 1.2, M de % 0.8, H de 0.8, ve SCSC sinir kosulunda
16x16 eleman ag1 i¢in % hatalar w de % 0.2, K de % 0.3, M de % 0, H de % 2.3

olp belirtilen sinir kosullarinda miihendislik agisindan gerekli yakinsakligin
saglandig1 goriilmiistiir. Ayrica yakinsamayi gormek i¢in ¢eyrek plakta eleman aglari
6x6, 8x8, 10x10, 12x12, 16x16 i¢in ¢dokme, egilme momentleri ve kesme kuvveti
icin cizilen grafikler SFSF sinir kosulu i¢in Sekil 4.2—4.5 te, SCSC simir kosulu icin
Sekil 4.6—4.9 da sunulmustur.

Sekil 4.1: Plak koordinat takimi1 ve plak boyutlari
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Tablo 4.1: SFSF ceyrek Lévy plaginin ¢oziimii. H = H /(q,a) kenar ortasinda
(al2,b), w=wD/(q,a*), K =K /(q,a*), M =M /(q,a*) plak ortasinda (a/2,b/2),
hesaplandi, » bilinmeyen sayisidir

wx107® | Kx10™* | Mx10™* | Hx10™ n
Lee ve Ark. (2002) | 14540 237 1230 457
(6x6) 14498 253 1227 455 310
(8x8) 14520 247 1228 458 542
(10x10) 14526 244 1229 459 838
(12x12) 14529 242 1229 460 1198
(16x16) 14533 240 1229 461 2110

Tablo 4.2: SCSC ¢eyrek Lévy plagimin ¢oziimii. H = H /(q,a) kenar ortasinda
(al2,b), w=wD/(q,a*), K =K/(q,a’), M =M /(q,a’) plak ortasinda (a/2,b/2),
hesaplandi, » bilinmeyen sayisidir

wx10° | Kx10™ | Mx10™ | Hx10” n
Lee ve Ark. (2002) 3021 331 292 251
(6x6) 3082 346 295 262 312
(8x8) 3056 339 293 260 544
(10x10) 3043 336 293 258 840
(12x12) 3036 334 292 258 1200
(16x16) 3029 332 292 257 2112
0.014545 - 00254
0.014535 4 Lee ve Ark. ¥ 00250
. (2002) Bu g ’
3 0014525 Calisma ™ % 0.0246 Bu
s 0.014515 £ Celtsme
; ’ i 2 0.0242 71 ce ve Ark.
g 5 (2002) i
R 0.014505 £,0.0238
/ E
0.014495 ; ‘ ‘ ‘ | 0.0234 ‘ ‘ ‘ ‘
500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Bilinmeyen sayisi () Bilinmeyen sayis1 ()

Sekil 4.2: SFSF sinir kosullu plakta
w=wD/(g,a*) de yakinsaklik

Sekil 4.3: SFSF sinir kosullu plakta
K =K /(q,a*) de yakinsaklik
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0.461 -
E 0.1230 1 Lee ve T 0.460
k= Ark. = Bu ¢aligsma
[} a
g 01229 (2002) £ 0.459
2 2 Lee ve
0.1229 v Ark.
£ £ 0.458 (2002)
kD Bu ¢alisma £
5 0-1229 7 N 0.457
= |7}
£.0.1228 2 0.456 /
) / A 1
0.1228 T T T T 0.455 . : T T
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Bilinmeyen sayis1 (n) Bilinmeyen sayis1 (7 )
Sekil 4.4 SFSF mesnetli plakta Sekil 4.5 SFSF mesnetli plakta
M =M /(q,a®) de yakinsaklik H = H /(q,a”) de yakinsaklik
\ 0.0347 \
00308 s 0.0344
\
= £ 0.0341
= 0.00306 g \
E 2 0.0338
Qo B I = Lee ve
§ 000304 Lzekve U caliyma ’ED 00335 1 Ark. Bu calisma
7] . T K. =
g 2 (2002)
g (2002) I 2. 0.0332 1
m o
m
0.00302 ; ; ; ; 0.0329 ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Bilinmeyen sayist (1) Bilinmeyen sayis1 (n)
Sekil 4.6: SCSC mesnetli plakta Sekil 4.7: SCSC mesnetli plakta
w=wD/(g,a*) de yakinsaklik K =K /(q,a’) de yakinsaklik
0.0296
| A _
= 0.0295 w 0262 Bu calisma
5 0.0294 E:
g z
g Bu ¢alisma < 0257 -
o 0.0293 g Lee ve
£ g Ark
2 0.0202 | e (2002)
s 2 0.252
2z 5
2 0.0291 | Lee ve Ark. £
8 (2002) @
0.0290 : : : : | 0.247 : : : ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Bilinmeyen sayis1 (1) Bilinmeyen sayzis1 ()
Sekil 4.8: SCSC mesnetli plakta Sekil 4.9: SCSC mesnetli plakta

M =M /(q,a®) de yakinsaklik

30

H = H /(q,a”) de yakinsaklik



ORNEK 2: Zeminsiz, FFFF sinir kosullu kare plakta dinamik analiz

Bu oOrnekte zeminsiz ve dort tarafi serbest (FFFF) kare plagin serbest titresimi

incelenecektir. Plakta;

Elastisite modiilii : FE =20GPa

Poisson orani : v=0.15

Genislik : a=10m

Kalilik : h=0.15m ve h/a=0.015
Plak rijitligi . D=ER /[12(1-0%)]

degerleri kullamlmustir. 11k ii¢ moda ait boyutsuz agisal frekans degerlerinin Leissa
(1969) ile karsilagtirilmast Tablo 4.3’te verilmis olup, bunlarin yakinsama egrileri
icin Sekil 4.10 dan yararlanilabilir. Sekil 4.11-4.13 de bu frekans degerlerine ait

gelen mod sekilleri ile bunlara ait es yiikselti egrileri gortilmektedir.

Tablo 4.3: FFFF siir kosullu kare plakta boyutsuz frekans degerleri

o=wa’\ph!D

Mod Leissa
numarast (6x6) (8x8) (12x12) -~ (16x16) 1969
1 13.577 13.917 14.221 14.358 13.473
2 20.991 21.059 21.083 21.088 19.596
3 23.260 23.358 23.394 23.402 24.270
25.000
w — * A
)%0 22.000 - -
!
£ 19.000 Mod 1
= —a— Mod 2
& —&—Mod 3
N 16.000
2
= . * *
2 13.000
M
10.000 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Eleman sayis1

Sekil 4.10: 6x6, 8x8, 12x12, 16x16 eleman aglartyla FFFF sinir sartli kare plakta ilk
{ic moda ait boyutsuz frekans degerleri @ = wa’+/ ph/ D
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0.40 0.30

0.30
0.20 0.15
0.10
0.05 -0.00
0.00
-0.05 -0.15
-0.10

-0.20 -0.30

-0.30

-0.40

Sekil 4.12: FFFF sinir sartli plakta Mod 2 igin esyﬁkslti egrileri ve mod sekli

0.30

-0.30

Sekil 4.13: FFFF sinir sartli plakta Mod 3 igin esyiikselti egrileri ve mod sekli
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ORNEK 3 : izotrop zeminli, SSSS ve CCCC mesnetli kare plakta dinamik

analiz

Zeminle etkilesim halindeki plakta titresim probleminin incelenecegi bu Ornekte
zemin etkisini de igerisinde gozeten Mindlin plagi eleman matrisi ile yayil kiitle

matrisini dogrulanacaktir. Kare plakta;

Elastisite modiili : FE =25GPa

Poisson orant : v=03

Genislik : a=10m

Kalinlik : hla=0.1ve h/a=0.2
Plak rijitligi . D=ER/[12(1-0%)]

dir. Boyutsuzlastirilmis acisal frekans @ = (wa’/7°)Jph/D dir. Zemin
parametreleri k& ve G de @ =ka'/D ve ®,=Ga’/D bigiminde
boyutsuzlastirilmastir.

SSSS mesnetli plakta ¢ézlimler yapilmis ve bu sinir sarti i¢in kesin 6ziimiin verildigi

Xiang ve ark. (1994) ile karsilastirilmistir(Bakiniz Tablo 4.4). 16x16 eleman agi

kullanilarak 4/a=0.1 ve zemin parametreleri ®, =2x10°,®, =10 igin plakta

@, ®, O,,, O,,frekanslarindaki % hatalar sirasiyla %0.039, %0.081 ve
%0.063 oldugu goriilmiistiir. Sekil 4.14 ten Sekil 4.22 ¢ kadarda @,,, @,,, @, ,,

@ , , frekanslarmin degisen eleman agryla birlikte nasil yakinsadig gosterilmektedir.

CCCC mesnetli plak coziimleri, Ritz yontemini kullanarak yiiksek dereceden
polinomlarla problemi elastisite kuramina gore ¢ézen Zhou ve ark. (2004) ile bu
calisma sonuglarinin uyumlu oldugu goriilmektedir. S6z konusu ¢alismada, plak alan
denklemleri plak ortalama diizlemi i¢in ¢ikarilmis olan Mindlin kuraminin ¢ok kalin
plaklar ii¢ boyutlu cisme yaklastigindan Mindlin ¢6zliimii gercek ¢dziimden

uzaklagmaktadir. S6zii edilen durum bu ¢alismada da gézlenmistir.
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Tablo 4.4: SSSS sinir kosullu plakta boyutsuz frekans degerleri

hla ® @, Yontem @1, ®12,@2, @22
0.1 2x10% 10 = 6x6ag  2.7913 5.2962 7.6889
5 é‘ 10x10ag 2.7870 5.3120 7.7349
g 16x16 ag 2.7853 5.3086 7.7336
Xiang ve ark. (1994) 2.7842 5.3043 7.7287
Zhou ve ark. (2004) 2.7756 5.2954 7.7279
10° 10 - 6x6ag  3.9855 6.0008 8.1843
5 gf 10x10ag 3.9825 6.0146 8.2274
8 16x16 ag 3.9813 6.0116 8.2261
Xiang ve ark. (1994) 3.9805 6.0078 8.2214
Zhou ve ark. (2004) 3.9566 5.9757 8.1954
hla ®, ©, Yontem @1, D12,021 @13,03]
02 10° 10 - 6x6 ag 3.8619 5.4121 7.6901
Q:QS é‘ 10x10 ag 3.8587 5.4134 7.8991
& 16x16 ag 3.8575 5.4086 7.9044
Xiang ve ark. (1994) 3.8567 5.4043 7.8938
Zhou ve ark. (2004) 3.7111 5.2285 7.7191
10° 10 - 6x6ag 17.9894 20.0520 22.6516
5 gf 10x10ag 17.9905 20.0874  22.5936
& 16x16ag 17.9906 20.0915  21.9535
Xiang ve ark. (1994) 17.9910 20.0920  21.9550
Zhou ve ark. (2004) 4.6127 7.2934 10.3140
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2.7960
2.7920 1 Bu ¢aligma
5
5027880 -
<
527840 ® - Xiang ve
& Ark.
E 2.7800 (1994)
%27760 = = .ZhOI.l ve
M Ark.
2.7720 ‘ ‘ (2004)
0 100 200 300
Eleman Sayis1

33160 1 Bu ¢alisma Xiang ve
5.3120 A Ark.
7 (1994)

$05.3080 -
<
% 5.3040 & i 2
g5
& / Zhou ve
N 5.3000 Ark.
] (2004)
252960 —+4 = .

5.2920 \ \ \

0 100 200 300
Eleman Sayis1

Sekil 4.14: SSSS sinir sarth £/a=0.1

Sekil 4.15: SSSS sinir sarth 2/a=0.1

. lakta  @;=200 ®,=10 zemin
kalinlikli plakta ®;=200, ®,=10 zemin p I > FT o
. A parametrelerinde W12, @021 i¢in
parametrelerinde @ i¢in yakinsaklik ’ ’ o
- yakinsaklik egrisi
egrisi
7.7440 - 3.9880 - Bu calisma
7.7360 - 3.9840 -
£ 77280 - Xiang ve| |- 398001 . .
%0 77200 Zhou ve Ark. %D 3.9760 Xlani ve
z Ark. (1994) | | 2 3.9720 | Ark.
§ 7.7120 —_— 5 (1994)
S (2004) E 3.9680 Zhou ve
“—
N 77040 / N 3.9640 Ark.
% 7.6960 / £ 39600 | (2004)
Q
M 7.6880 - Bu ¢alisma 1:8 3.9560 & 4 A
7.6800 : : ‘ 3.9520 : : ‘
0 100 200 300 0 100 200 300
Eleman Sayis1 Eleman Sayisi

Sekil 4.16: SSSS sinir sarth £/a =0.1
plakta  ®;=200, @®,=10 zemin
parametrelerinde @, igin yakinsaklik
egrisi

Sekil 4.17: SSSS sinir sarth £/a =0.1
plakta ®;=1000, ®,=10 zemin
parametrelerinde @ igin yakinsaklik
egrisi

6.0240 -
Bu
£ 6.0080 4‘/ = Mangve
<
2 6.0000 Ark.
3 (1994)
2
2 5.9920
3]
N
2 5.9840
‘i Zhou ve
R 59760 17— 4 A—Ark.
5.9680 ‘ ‘ (2904)
0 100 200 300
Eleman Sayisi

8.2320 - Bu
A ke
82240 /0 Camz ve
% 8.2160 Ark.
< (1994)
2 8.2080
<
-
S 8.2000 | /
‘; & n A Zhou ve
2 8.1920 / Ark.
=
2 8.1840 | (2004)
m
8.1760 ‘ ‘ ‘
0 100 200 300
Eleman Sayisi

Sekil 4.18: SSSS simir sarth 2/a=0.1
plakta ®;=1000, ®,=10 zemin
parametrelerinde @ 12, @, igin
yakinsaklik egrisi
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Sekil 4.19: SSSS smur sartlt 2/a =0.1

plakta @®;=1000, @,=10 zemin
parametrelerinde @22,027  igin
yakinsaklik egrisi



3.8700 - Bu
Wang ve
~3.8400 ATk
S 1994
'23.8100 ¢ )
o
£ 3.7800
L
o=
N 3.7500
g Zhou ve
23.7200 - - Ak
M x - ™ (2004)
3.6900 ; ; ‘
0 100 200 300
Eleman Sayist

Xiang ve
5.4000 | E—OdmI—————p
5 5.3700 | (1994)
g
S 5.3400 -
f=]
£5.3100
= 5.2800
)
25.2500 - Zhou ve
> A " "
g5.22004 * - = Ark.
5.1900 ‘ ‘ (2004)
0 100 200 300
Eleman Sayist

5.4300 - Bu

Sekil 4.20: SSSS sinir sarth 4#/a=0.2

Sekil 4.21: SSSS sinir sarth 4#/a=0.2

plakta  ®=1000, ®,=10 zemin Plaka ~®=1000, D710 zemin
2 . A A o .

. A arametrelerinde @2, @ 1¢in
parametrelerinde @, i¢in yakinsaklik p o b2 E2l ¢
egrisi yakinsaklik egrisi

7.9200 - Bu
7.8900 { ® H¥ang ve
5 7.8600 - Ark.
27.8300 1 (1994)
2 7.8000 -
[SS]
S 7.7700 -
3]
N 7.7400 Zhouve
£7.7100 - 7 * A Ark.
R 7.6800 (2004)
7.6500 : : ‘
0 100 200 300
Eleman Sayisi

Sekil 4.22: SSSS sinir sartlt #/a =0.2 plakta ®;=1000, ®,=10 zemin
parametrelerinde @3, @3, igin yakinsaklik egrisi

Tablo 4.5: CCCC simur kosullu plakta boyutsuz frekans degerleri

hla @, D, Y Ontem Cz)l,l @1,2,032,1 C?)z,z
0.1 10> 10 g 6x6 ag 3.8439 6.9515 9.5996
5 =z 10x10 ag  3.7895 6.8229 9.3949
<
b 16x16ag 3.7721 6.7875 9.3423
Zhou ve ark. (2004) 3.7748 6.8041 9.3762
10° 10 g 6x6 ag 3.9855 6.0008 8.1843
Q:QS z 10x10ag  3.9825 6.0146 8.2274
<
b 16x16 ag  3.9813 6.0116 8.2261
Zhou ve ark. (2004) 4.8164 7.4134 9.8160




3.8500 -
6.9600 -
3.8350 - \ 6.9300 A\
£ 38200 5 6.9000 -
° \Bu ¢alisma > 6.8700 Bu ¢alisma
& 3.8050 g \
& £ 6.8400
N 3.7900 - N \\ Zhou ve
fé Zhou ve 36,8100 1= - \: Ark.
237750 | = - —8 Ak Z 67800 (2004)
(2004)
3.7600 : : ‘ 6.7500 : : ‘
0 100 200 300 100 200 300
Eleman Sayis1 Eleman Sayis1
. ekil 4.24: CCCC smir sarth
Sekil 4.23: CCCC s sarth ?1 1a=01 3
a = . = =
h/a=0.1 plakta ®=100, ®,=10 . plakta  @;=100, =10
zemin parametrelerinde @, igin zemin paramevtr.el'erlnde @12, @2, 161N
yakinsaklik egrisi yakinsaklik egrisi
9.6100 \
9.5750 \
G 9.5400
’Eﬂ \ Bu ¢aligma
< 9.5050 \
=]
£ 94700 \
&
N 9.4350 Zhou ve
£ 9.4000 Atk
R 93650 | B )
9.3300 : : ‘
0 100 200 300
Eleman Sayis1

Sekil 4.25: CCCC sinir sarth 4/a =0.1 plakta ®;=100, ®,=10 zemin
parametrelerinde @, igin yakinsaklik egrisi

4.3 Ozgiin Coziimler

ORNEK 4: Keyfi dogrultuda ortotrop zeminle etkilesim halindeki kare plakta

dinamik analiz

Ozgiin ¢dziimlerin yapilacagi bu drnekte zemin ortotropisinin plak eksenlerinden
farkl1 olarak keyfi dogrultularda olmasi hali g6z &niine alinmustir. Hesaplar Ornek 2
de yapilan yakinsaklik degerlendirmesi sonuglarina dayanilarak 16x16 eleman
aginda gerceklestirilmistir. Yapilan ¢6ziimlerde SSSS, CCCC, SCSC mesnet
kosullarinda plak boyutsuz serbest titresim frekanslart (@ = (a)az/ﬂz)m ) ile

bunlara ait mod sekilleri grafikler halinde sunulmustur. Hesaplarda;
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Elastisite modilu : E =25GPa

Poisson orani : v=03

Genislik : a=10m

Kalinlik : h=Im ve h/a=0.1

Plak rijitligi . D=ER/[12(1-0%)]

Zemin sabitleri : @, =100, D,,, =10,D,,, =70

degerleri kullanilmistir. Burada (&), (r7) alt indisleri ilgili kayma modiiliiniin

ortotropi eksenini gostermektedir.
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Sekil 4.26: CCCC mesnetli plakta boyutsuz frekans degerleri ve mod sekilleri
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Tablo 4.6: Ortotrop zemine oturan CCCC sinir kosullu plakta boyutsuz frekans
degerleri

0°

15°

30°

45°

60°

75°

90°

Mod 1

4.5782

4.5706

4.5551

4.5473

4.5551

4.5706

4.5782

Mod 2

7.2448

7.2968

7.4228

7.5056

7.4228

7.2968

7.2448

Mod 3

8.4754

8.4156

8.2737

8.1830

8.2737

8.4156

8.4754

Mod 4

10.5988

10.5284

10.4323

10.3948

10.4323

10.5284

10.5988

Mod 5

11.2388

11.4219

11.8307

12.2261

11.8307

11.4219

11.2388

Mod 6

13.2810

13.1606

12.8309

12.4641

12.8309

13.1606

13.2810

Mod 7

14.0166

14.0001

13.9793

13.9745

13.9793

14.0001

14.0166

Mod 8

15.0828

15.0506

14.9799

14.9417

14.9799

15.0506

15.0828

Mod 9

16.0314

16.2371

16.7664

17.3932

16.7664

16.2371

16.0314

Mod 10

18.0272

17.8671

17.6970

17.4953

17.6970

17.8671

18.0272

Tablo 4.7: Ortotrop zemine oturan SCSC sinir kosullu plakta boyutsuz frekans
degerleri

0°

15°

30°

45°

60°

75°

90°

Mod 1

4.0625

4.0596

4.0580

4.0714

4.1024

4.1355

4.1497

Mod 2

6.9526

6.9577

6.8593

6.6188

6.3586

6.1694

6.1012

Mod 3

7.3974

7.3856

7.4704

7.7050

7.9740

8.1791

8.2553

Mod 4

9.8303

9.7774

9.6842

9.6255

9.6216

9.6627

9.7117

Mod 5

11.0743

11.2419

11.4170

10.9443

10.4518

10.0676

9.8968

Mod 6

11.9076

11.7828

11.6764

12.1861

12.6763

12.9173

12.9198

Mod 7

13.5154

13.4331

13.2615

13.0847

12.9599

13.0251

13.1512

Mod 8

14.0002

14.0399

14.1285

14.2663

14.4390

14.5809

14.4412

Mod 9

15.9305

16.1330

16.6114

15.9489

15.2354

14.6746

14.6480

Mod 10

17.2441

17.1040

16.6769

16.8226

16.8271

16.9458

17.0973
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Tablo 4.8: Ortotrop zemine oturan SSSS sinir kosullu plakta boyutsuz frekans

degerleri

%

0°

15°

30°

45°

60°

75°

90°

Mod 1

3.5716

3.5616

3.5413

3.5310

3.5413

3.5616

3.5716

Mod 2

5.7530

5.8207

5.9895

6.1075

5.9895

5.8207

5.7530

Mod 3

7.1451

7.0716

6.8915

6.7678

6.8915

7.0716

7.1451

Mod 4

9.0773

8.9905

8.8897

8.8529

8.8897

8.9905

9.0773

Mod 5

9.5259

9.7388

10.1921

10.6600

10.1921

9.7388

9.5259

Mod 6

11.7673

11.6350

11.2704

10.8333

11.2704

11.6350

11.7673

Mod 7

12.3922

12.3767

12.3633

12.3644

12.3633

12.3767

12.3922

Mod 8

13.5439

13.5073

13.4237

13.3776

13.4237

13.5073

13.5439

Mod 9

14.3389

14.5580

15.1249

15.8173

15.1249

14.5580

14.3389

Mod 10

16.4937

16.3091

16.1287

15.8801

16.1287

16.3091

16.4937
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9.8302

7.3973

6.9526

4.0625

o=

o=

o=

o=

9.6841

@

7.4704

4.0579

o=

6.8593

o=

@ =

9.6215

4.1024

o=

7.9739

o=

6.3586

o=

o=

4.1496

9.7117

o=

8.2553

o=

6.1012

o=

o=

®=9.6215

9.6841

7.9739

o=

7.4704

@ =6.3586

4.1024

o=

4.0579

6 =120

1507

0

o=

o=

6.8593

o=

@

Sekil 4.27: SCSC mesnetli plakta boyutsuz frekans degerleri ve mod sekilleri
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S SONUCLAR

Bu calismada, nispeten kalin plaklar i¢in gelistirilmis Mindlin kurami ile Pasternak
zemini arasindaki etkilesim dinamik agidan incelenmistir. Ozgiin kisim ise Pasternak
zeminin keyfi dogrultuda ortotropiye sahip olmasidir. Coziim i¢in miihendislik
problemlerinde siklikla tercih edilen sonlu eleman yontemi kullanilmistir. Bu amagla
Gateaux diferansiyelinden faydalanilarak plak alan denklemleri igine keyfi
dogrultuda ortotropiye sahip zemin etkileri de katilmig hal i¢in karigik sonlu eleman

formiilasyonuna uygun bir 6zgiin fonksiyonel elde edilmistir.

Karigik sonlu elemanda Mindlin plagi icin degiskenler

(uy,uy,u,,9,,Q,,F,H,P,N,Q,K,M,T) dir. Fonksiyonelde birinci mertebeden

biiyiik tiirevli ifade olmadigindan C° siirekliligine sahip izoparametrik sonlu eleman
kullanilmigtir. Mevcut eleman dort diigiim noktali dortgen izoparametrik elemandir.
Gerekli hesap islemleri master eleman iizerinden sayisal integrasyonla 2x2 ve 4x4
Gauss semalart kullanilarak gergeklestirilmistir 4 diiglim noktali elemanda, her bir
diigim noktasinda 13 bilinmeyen oldugundan, toplam bilinmeyen sayist 52 dir.
Dinamik ¢oziimlerde yayili kiitle matrisi kullanilmigtir. Kiitle matrisi donel
eylemsizlik momenti terimleri de icermektedir. Yalniz dinamik analiz igin, sistem
matrisinde, eleman matrisinde kuvvet ve moment tipi biiylikliikklerden yer degistirme
ve donme tipi biiyiikliiklere bir kondensasyon islemi yapildiktan sonra 6zdeger ve

0zvektor hesabina gecilmistir.

Eleman matrisinden sistem matrisinde gegildiginde oldukga biiyiik denklem takimlari
¢ikmakta ve matematiksel ¢ozlimler bilgisayar teknolojisi kullanimini zorunlu hale
getirmektedir. Bu sebeple s6z konusu problem ¢oziimleri i¢in Fortran programlama

dilinde gelistirilmis bir program kullanilmistir.

Coziimleme kisminda ilk olarak gelistirilen elemanin dogrulanmasi amacglanmi ve
Once zeminsiz plakta yayili yiik altinda statik ¢oziim yapilmis, bazi ¢dkme moment
ve kesme kuvveti degerleri literatlirle karsilastirllmistir. Kare plakta yapilan

coziimler problemin simetrisi sebebiyle ceyrek plak lizerinde gerceklestirilmistir.
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Burada SCSC ve SFSF sinir kosullar1 altinda /#/a=0.2 plak kalinlik oraninda
¢Oziimler yapilmis ve sonuglar Lee ve ark. (2002) ile karsilastirildiginda yeterli
yakinsakligin saglandig1 goriilmiistiir. Sonuglar tablolar halinde verilmis ve degisen
eleman agina gore ayrica yakinsamalarin nasil oldugu grafikler halinde sunulmustur
(Bakiniz Tablo 4.1-4.2 ve Sekil 4.2-4.9). Ikinci olarak dort tarafi serbest (FFFF sinir
kosullu) zeminsiz kare plagin serbest titresim problemi {izerinde durulmustur. Burada
yapilan ¢6ziimde zeminsiz hal i¢in eleman matrisi ve kiitle matrisinin dogrulanmasi
amaclanmistir. Bu ¢6ziimde en kiigiik ii¢ serbest titresim frekans degeri literatiirle
(Leissa 1969) karsilastirllmis ve sonuglarin yakin degerde oldugu gorilmistiir
(Bakiniz Tablo 4.3). Ugiincii 6rnekte bu kez zemine oturan nispeten kalin kare plakta

(h/a=0.1, h/a=0.2) titresim problemi SSSS ve CCCC simir kosullar i¢in farkli

semin parametreleri degerlerinde ¢oziiliip literatiir karsilastirilmas: yapilmistir. SSSS
sinir sarthh Mindlin plagi i¢in kesin ¢6ziim sunan Xiang ve ark. (1994) ile bu
calismadan elde edilen sonuglar karsilastirildiginda sonuglarin nerdeyse tist iiste

diistiigii goriilmiistir. Ornek olarak 16x16 eleman agmnda h/a=0.1 plak

kalinhginda ®, =2x10°,®, =10 zemin parametresinde @ ,, boyutsuz frekansi igin
hata oran1 % 0.039, @ ,,®,, boyutsuz frekansi igin hata orani % 0.081 ve @ ,,

boyutsuz frekansi i¢in hata oran1 % 0.063 olarak bulunmustur. Yine ayni1 6rnekteki
sonuclar Zhou ve ark. (2004) nin iic boyutlu elastisite teorisine dayanan
coziimleriyle karsilastirilmig sonuclarin yeter yakinlikta oldugu gézlenmistir. Bundan
sonra 0zglin ¢ozlimlere ge¢ilmis yine kare plakta 16x16 eleman aginda SSSS,
CCCC, SCSC smir kosullart igin farkli ototropi eksenlerine sahip zeminler igin
coztimler yapilmistir. Ortotropi ekseninin plak eksenine gore donmesiyle birlikte
acisal frekans degerlerinin nasil degistigi, ve beklendigi iizere mod sekillerinin bu

eksen doniisline gore nasil hareket ettigi incelenmis, grafikler ve tablolar halinde

sunulmustur (Bakimiz Sekil 4.26-4.27, Tablo 4.6-4.8).
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