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ELASTIK CUBUK VE CERCEVE SISTEMLERIN BURKULMA
YUKLERININ VARYASYONEL TUREV iLE INCELENMES]

OZET

Bu ¢alismada, dncelikle elastik gubuklarin burkulma problemleri varyasyonel tiirev
ve sonlu fark yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Daha sonra yarim gergeve ve tam
cerceve sistemlerin burkulma hesaplar1 varyasyonel tiirev ve sonlu fark metodu
kullanilarak yapilmigtir. Bu ¢aligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde tez konusu kisaca agiklanmig ve literatiirde yapilan galigmalar
hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, varyasyonel tiirevin tammu yapilmis ve gubuk sistemlerin eleman
matrisi elde edilmigtir. Varyasyonel tiirevin, sonlu fark yonteminden ayiran
farkliliklar vurgulanmis ve sonlu eleman ydntemi ile ortak noktalar gosterilmigtir.
Daha 6nce elde edilen fonksiyonele varyasyonel tiirev uygulanarak eksenel basing
yiikiine maruz ¢ubuklarin bolge ve sinir sartlarina ulagiinmugtir.

Ucglincti boltimde, ikinci bélimde elde edilen eleman matrisi kullanilarak farkl
mesnet tipleri igin eleman sayillan arttinilarak yaklagik burkulma yiikleri
hesaplanmustir. Elde edilen sonuglar problemin kesin ¢dziimii olan Euler halleri ve
literatiirde yapilan diger ¢aligmalar ile karsilagtirilmagtur.

Dérdiincti boliimde, uygulamalar bagligi altinda siirekli ve stireksiz degisken yiik
problemleri, siirekli ve siireksiz degisken kesit problemleri ve stirekli Kkirig
problemleri incelenmigtir. Elde edilen sonuglar literatiirde daha &nce yapilan
¢aligmalar ile kargilagtirilmigtir.

Besinci béliimde, yarim cergeve ve tam gergeve sistemlerin burkulma yiikleri
hesaplanmugtir. Elde edilen degerler literatiirde daha Once yapilan galigmalarla
karsilagtirtlmagtur.

Altinc1 béliimde, bu ¢alisma hakkinda kisa bir sonug degerlendirmesi yapilmugtir.
Ekler boliimiinde ise bu ¢alisma yapilirken kullanilan Fortran yazilim programi ve
programin igleyisi hakkinda bilgi verilmistir
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BUCKLING ANALYSIS OF ELASTIC BAR AND FRAME SYSTEMS USING
WITH VARIATIONAL DERIVATION

SUMMARY

In this thesis, first of all the buckling problems of elastic bar have been solved by
using variational derivation and finite difference methods. After that the buckling
problems of half frame and complete frame have been solved using variational
derivation and finite difference methods. This thesis consists of six parts.

In the first part, the subject of the study has been explained. Some information has
been given about past studies in buckling analysis in literature briefly.

In the second part, the fundamental idea of the variational derivation and finite
difference methods have been explained and the element matrix has been obtained
which belongs to elastic bar system. The difference between variational derivation
and finite difference method have been explained and the common points between
variational derivation and finite element methods have stressed. Variational
derivation has been applied into obtaining functional and then the region and the
boundary conditions are found.

In the thirth part, the approximate buckling forces including various support types
with increasing element numbers have been calculated using the element matricies
which are obtained in the second part. The results have been compared with the exact
solution obtained from Euler type and the other studies done in literature.

In the fourth part, problems of continuous and transient variable force, problems of
continuous and transient variable cross-section and problems of continuous beam
have been examined under the example title. The results of the problems have been
compared with past investigations about these problems in literature.

In the fifth part, the buckling force of the half frame and complete frame have been
calculated. The results of the problems have been compared with past studies about
these problems in literature.

In the sixth and the last part, consequence evaluation of this study has been done
briefly. In the appendix, a computer program is developed by using a software named
Fortran. This computer program has been explained.




1. GIRIS

Yap: sistemlerinde, tasiyici elemanlarin boyutlandirilmasinda {i¢ temel esas g6z
Oniinde tutulur. Birincisi, tagiyic1 elemanlarin gerilmelerinin belirli bir sinir degeri
agsmamasidir. Ikincisi, tastyic1 elemanlarin sekil degistirmelerinin belirli bir smir
degeri agmamasidir. Tagiyici elemanlarda bunlardan bagka bir tehlike nedeni daha
vardir ki, bu da sistemin denge konumunun kararsiz olma durumudur. Denge
konumunun Kkararli olmamasi halinde, dig yiiklerin etkisi ile sistem denge
konumundan saptirilirsa tekrar ilk konuma geri donemez. Bu tiir problemlere stabilite

problemi ad1 verilmektedir.

Stabilite konusunun 6nemi nedeniyle, bu konu ile ilgili yapilan ¢aligmalara da agirhik
verilmis ve literatiire bakildifinda stabilite konusu ile ilgili ¢ok sayida yayimn
mevcut oldugu goriilmektedir. Bu ¢aligmalarin bir kisminda problemin kesin ¢oziimii
tizerinde durulmasina kargilik, genelde kesin ¢6ziim yerine sonlu eleman, sonlu fark,

Ritz vb. yaklasik ¢6ziimler lizerinde yogunlagildigt gozlenmisgtir.

Tuominen P. ve Jaako T., [8], ¢aligmalarinda sonlu elemanlar yontemi ile sonlu
farklar yontemi arasinda iligki kurmaya ¢aligmigtir. Coziimde denge denklemlerinden
yararlamlmis ve elde edilen sonuglar analitik sonuglarla karsilagtirnlmigtir. Cergeve

sistemlerle ilgili sayisal bir 6rnege de yer verilmigtir.

Qiusheng L., Hong C. ve Guiqing L., [6], c¢aligmalarinda Bessel fonksiyonlar1 ve
geometrik serilerden yararlanarak, sabit ve degigken kesitli gubuk sistemlerin, sabit

ve degisken eksenel yiik etkisinde burkulma analizlerini yapmiglardar.

Xie Y.M., Steven G. P., [3], ¢aligmalarinda gelistirdikleri formiilasyonla degisik
mesnet kosullar1 altinda ¢ubuk ve gerceve sistemlerinin ¢oziimiinti yapmuglar ve
kullandiklar1 formiilasyonun ii¢ boyutlu ¢erceve sistemlerine de uygulanabilirligini

gOstermiglerdir.




Karabalis D.L., Beskos D.E., [2], ¢aligmalarinda degisken kesitli gubuk sistemlerinin
statik, dinamik ve stabilite analizlerini sonlu elemanlar yontemini kullanarak
yapmuslardir. Ayrica , ¢aligmalarinda siirekli kiris ve ¢erceve sistemlerinin ¢éziimiine

de yer vermiglerdir.

Gin T., [7], ¢alismasinda fonksiyonel analiz ydntemini ve Géteaux tiirevini
kullanarak, elastik dogru eksenli gubuklarin burkulmasina ait yeni bir fonksiyonel
elde etmistir. Ritz ve lineer, kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlu sonlu eleman
yontemlerini kullanarak g¢ubuk, siirekli kiris ve g¢ergeve sistemlerinin ¢6ziimiinii

yapmigtir.

Bu c¢aligmada ise, elastik ¢ubuklarin burkulma analizleri varyasyonel tiirev
kullanilarak Gelfond I. M., Fomin S. V., [10] tarafindan yapilmistir. Giin’niin [7]
¢aligmasinda elde edilen fonksiyonel kullamilarak, varyasyonel tirev ile gubuk
elemanin eleman matrisi elde edilmistir. Bu eleman matrisi incelendifinde,
varyasyonel tiirevin, sonlu fark y6ntemine son derece benzedigi, fakat sonlu fark
yonteminin uygulanmasinda sikintiya neden olan bdlge disi noktalarn devre disi
birakmas: nedeni ile de daha avantajli oldugu g6riilmiistiir. Diiglim noktalari
arasindaki degisimin lineer olmasi durumu da g6z Oniinde bulundurulursa, eleman
matrisinin [Gilin]’iin ¢aligmasinda yer alan lineer sekil fonksiyonlu sonlu eleman
matrisi ile de st tiste diistigi gorilmiistir. Elde edilen eleman matrisi, sinir
kosullar1 g6z 6niinde bulundurularak kodlama ile, Fortran dilinde yazilan program
yardimiyla sistem matrisine aktarilmistir. Amag burkulma yiikiiniin hesab1 olduguna
gore, sistem matrisi 6zdeger problemine indirgenmis ve yine Fortran kiitiiphanesinde
yer alan 6zdeger programi (GVCRG) kullanilarak gubuk sistemlerin Euler burkulma
yiikleri hesaplanmigtir. Gelistirilen formiilasyon sabit ve degisken kesitli , sabit ve
degisken eksenel yiike maruz gubuk sistemlere, siirekli kiriglere, yarnm ve tam

cergeve sistemlere uygulanmug ve literatiirdeki sonuglarla karsilagtirilmagtir.




2. VARYASYONEL TUREV KULLANILARAK FORMULASYONUN ELDE
EDILMESI

2.1. Varyasyonel Tiirev

Enerji yontemleri, ilke olarak belirli bir fonksiyoneli stasyoner yapan ¢oziimlerin
aranmas1 esasina dayanir. Fonksiyonellerin stasyoner &zelliklerinin incelendigi
matematik dalina varyasyonel yontemler ad: verilir. Varyasyonel yontem, karmagik
problemlerin diferansiyel denklemlerinin ve smir kogullarinin elde edilmesinde
giivenilir bir yoldur. Bir fiziksel olaya ait fonksiyonel belli ise bu fonksiyonelden
problemin diferansiyel denklemi ve sinir kosullari kolaylikla hesaplanabilir. Bir
fiziksel olayin diferansiyel denklemi ve simr kosullart belli ise bunlara kars: gelen
esdeger fonksiyonel de hesaplanabilir, fakat diferansiyel denklemden fonksiyonele
gecis her zaman kolay olmayabilir. Bir fonksiyonelin varyasyonu ise, bir
fonksiyonun ekstramum problemi esasina dayanir. Fonksiyonel genel olarak sinir
kosullari ile birlikte,

b
Iy]= [F (x5, ex, yl@)=4, y(b)=B @.1)
seklinde tanimlanmis olsun. Denklem (2.1)’de integral i¢indeki x serbest degigkeni, y
ise x’e bagl bir fonksiyon olup sonu¢ bir sayidir. Goriildigii gibi fonksiyonel,
kaynaginda fonksiyonlar, amacinda ise reel sayilar olan bir operatdrdiir. (2.1)’de
tammlanan fonksiyonele kiigiik bir degisim (y + ) verilerek,
b
Ily+hl=[F(x,y+hy +1)dx (2.2)

h(a) = h(b) = () olmak tlizere fonksiyonelin varyasyonu hesaplanmak istenirse,

AI=1y+hl-Iy]l= [F(y+hy +H)dx— [F(x, 3 y)dx (2.3)




elde edilir. (2.3) ifadesinde esitligin sag tarafi Taylor serisine agilirsa,
b
AI=|:J'Fy (x:y’y')h+Fy,(x’y,y')hr]dx+... (24)

ifadesi yazilabilir. (2.4) ifadesindeki A artimim, yani §/ varyasyonunu tammlar

ve buna gore

b

81= [(Fh+F,n)ds | 2.5)
dir. y(x)’in 1 (y) fonksiyonelini ekstramum yapmasi i¢in gerekli kosul birinci
varyasyonun ( 8 I ) sifir olmasidir [10]. Bu kosul kullanilarak

k, —gd;f'} =0 (2.6)

Euler denklemi elde edilir. Varyasyonel tirev kavramu kullamlarak da [/
fonksiyonelinin sayisal olarak varyasyonunu hesaplamak miimkiindiir. (2.1) ifadesi
yeniden ele alimrsa, bu ifadede [a, b] aralifinin n+1 esit pargaya boliindtigii kabul

edilsin.

a=Xx,, X,,>**,%,, X,,, =b, (x,+,—x,=A) 2.7

n+l

(2.1)’deki fonksiyonelin herhangi bir egri boyunca aldig1 degerler degil de, (2.7)’de
tanimh n+1 noktadaki y(x)’lerin meydana getirdigi poligon egriler boyunca aldig:

degerler diistintilecek olursa

(c0,4), Gepo 90 b5 (2,0 906, )) 5,10 B) 238

kullamlarak 7 (y) fonksiyoneli

n+l y _y
I(yn""yn):ZF(xi’yn : A H)A (29)

i=1

seklinde toplam ifadesi ile verilebilir. Burada, y, =y(x,) ve x,,—x, =A’dum.
Dolayisi ile (2.9) ifadesinden de goriildiigii gibi » degiskenli bir fonksiyon elde




edilmektedir.  (y, = 4, y,.,=B). Bu yaklagmla, problem I (y,,~--, y,,)

fonksiyonelinin ekstramumunun bulunmasina indirgenmis olur. (2.9) ifadesinin

¥, ’lara gore kismi tiirevleri hesaplanacak olursa,

ol 1 Ve = Vi y+ 4
25 =Fy(xk,yk,y—"’xﬁ]A+Fy.(xk_,,yk_l, k A £ ’)—Fy,(xk,yk,ﬁ__"_) (2.10)
k

i=k ve i=k—1 olmak lizere iki terim gelir. A —> 0 iken (2.10) ifadesinin sag
taraft limit durumunda

3I_

! d !
5y F,(x,yy )—EFy,(x,y,y) (2.11)

yazilir ve elde edilen bu ifadeye varyasyonel tiirev denir. (2.11)’in sag tarafi (2.5)
denkleminden sifira esittir. Dolayist ile 8 I/8 y ifadesi her noktada sifira esittir.

Aslinda, (2.7) ve (2.8) ifadelerinin kullanilmasi sonlu fark yéntemini tammlar, (2.11)
ile tammlanan varyasyonel tiirev ifadesinin farki, sonlu fark yonteminde karsilagilan
en 6nemli sikintiy1 ortadan kaldirmasi ve ona bir anlam vermesidir. Varyasyonel

yontemin uygulanmast ile boélge diginda kalan komsu diigiim noktalarinin
kullamlmasina gerek duyulmaz.

2.2. Formiilasyon

Cubuklarda burkulma yiiklerinin hesabinda Ritz, sonlu eleman, sonlu fark gibi
degisik yaklagik yontemleri kullanmak miimkiindiir. Bu ¢aligmada, [7] ¢aligmasinda
elde edilen fonksiyonelden yararlanilarak varyasyonel tiirev yontemi ile ¢ubuklarin
burkulma yiiklerinin hesab: i¢in bir formiilasyon geligtirilmigtir. Bu fonksiyonelde
yer alan bilinmeyenler sirasi ile moment ve yer degistirmedir (M, v). Amag burkulma

yikiintin bulunmasidir. Bunun i¢in 6nce fonksiyonel [7]’den

2
I=[{M'v' - M _Invile (2.12)
2E 2

seklinde alinip birinci varyasyon iglemi uygulanirsa

ol = J(— VM' - M'& + —]E%é'M + Nv’é’v’)dz (2.13)




(2.13) denkleminde integral iglemleri yapilirsa,
& = ~v'M | + [v"8Mdz — M'Sv | + [M"Svdlz + I%/’II—&Mdz + NV |~ [N Svdz (2.14)

elde edilir. (2.14) denklemi diizenlenirse de

8l = J(V" + %)&Mdz + j(M" ~ NV Yvdz —v' M | +H(Nv' — M")6v | (2.15)

bulunur. Fonksiyonelin birinci varyasyonu 8 7 =0 oldugundan, b6lge denklemleri,

- (v” + —M—) =0 (2.16.2)
EI

M +(Nv) =0 2.16.b)

ve sinir kogullar

v'=0 veya OdM=0 (2.17.a)

NV -M'=0 veya dv=0 (2.17.b)

seklinde ifade edilebilir. (2.16) ifadesinde birinci ve ikinci tiirev ifadeleri yerine

v Yiu "V
V= 2.18a
A (2.182)
v _ Vi —ZAI? V5 (2.18b)
MﬂzMi-l—ZMi-l_M“‘/ (2.18¢)

AZ

sonlu fark yonteminde kullamilan (2.18) ifadeleri yerlestirilirse Sekil 2.1°deki i
diigim noktas i¢in yazilirsa




M i1 Mi M i+

Vil Vi V i+l
i-1 i

*— —— —e

i-1 i i+l

Sekil 2.1 Cubuk sisteme ait diiglim noktalar1 ve elemanlar

(=it M, (2.193)
i N EI
/ _ - —_

_ \Mi-l 2224, +Mi+IJ+Ni (il__z?iﬂ_)_l_N; (VHIA vi) = 0 (2.19b)

elde edilir. Eksenel kuvvet sabit ise (2.19) denklemindeki son terim diiser. Benzer
yaklasgim [8]’de uygulanmugtir. Buradaki en Onemli sikinti, bolim 2.1°de de
bahsedildigi gibi tanimlanmasi gereken, bdlge digindaki diigiim noktalarindaki
biiyiikliiklerin nasil tanimlanmas:1 gerektigidir. Bu nedenle de bélge disi noktalara
gereksinim duymayan varyasyonel tirev kullanilarak ¢6ziim igin gerekli
formiilasyon gelistirilmistir. Eleman matrisi i¢in (2.12) ifadesindeki fonksiyonelde
(2.18a) yerlestirilip, i elemanin, her bir diitim noktasinda bilinmeyen olarak
tammlanan moment ve yer degistirmelere gore tiirevleri almip (2.11) ‘e gore sifira

esitlenirse, A’ = A’/EI olmak iizere, eleman matrisinin

-N 0 1 -1 ][M,
0o 0 -1 1 ||M,
vi
-1 I N =N, ||lv

=0 (2.20)

i+l

seklinde sadece bolge i¢i terimlerini igerecek sekilde elde edildigi goriilmektedir.
(2.19.a) ve (2.19.b), (2.16) diferansiyel denkleminin bir i diigiim noktasinda aldig
ifadelerdir. Diger taraftan (2.20) ifadesi, fonksiyonelin i elemaninda, u¢ diigiim
noktalarindaki biiyiiklikklere gére minimum yapilmasidir. Ancak, (2.20)’nin (2.19.a)
ve (2.19.b)’ye es deger oldugu gosterilebilir. Bunu gostermek igin (2.20) ifadesi,
komsu iki elemanin (-1 ve #) ortak i diigiim noktasindaki biiyiikliiklere uygulamrsa,




J' (— Vi +vi)
M = + =0 = -NM,-v_,+2v,-v,, =0 (2.21.a)
L(_ )“ZMi +v, _vi+1)

(-M_,+M,+N,(~v_ +v,)
vV, = 3 + =0
L Mi_M +Ni(v1"v1+1

i+l

= —Mi—l+2Mi—M +N1(—'vi-1+2vi_vi+1)=0 (2-21-b)

i+l

elde edilir. (2.21.b)’nin A’’ye boliinmesi degerini degistirmez. Bu durumda, (2.21.a)
ve (2.21.b)’nin klasik sonlu fark denklemlerini verdigi goriilmektedir. Sonug olarak,
bolge i¢i noktalarda varyasyonel tiirev ile sonlu fark yontemi egdeger olmaktadir.
Ancak, farklilik bolgenin sinirlarinda ortaya ¢ikmaktadir.

- o o —e * — o —o
-1 A 1 I —— A — n B -

Sekil 2.2 Sonlu fark y6ntemi uygulanan gubuk sistem

Sekil 2.2°ye sonlu fark y6ntemini uyguladigimizi diigtinelim. Bu y6nteme gore
denklemlerin diigiim noktalarinda yazildig1 ve bir diigiim noktasina uygulanan sonlu
fark denklemlerinde, komsu diigiim noktalarindaki degerlerin kullanildig
bilinmektedir. 4 ve B u¢ noktalarinda ise sadece bir ger¢ek komsu diigiim noktasi
vardir. Ger¢ek olmayan komgsu diiglim noktasina bazi kabullerle deger atamak
gerekir. Ug nokta mafsalla baglanmig ise, sorun yaganmaz, fakat ankastre bag ile
baglanmig veya serbest ise, bu tiir uglarin ger¢cek olmayan diigtim noktalarndaki
biiyiikliiklerin belirlenmesinde ciddi sorunlar gikar. Varyasyonel tiirev yonteminin
gergek degeri, sonlu fark yontemine anlam vermesidir. Ciinkii, varyasyonel tiirev
yonteminde bdlge disina gikilmasina gerek yoktur. Bu da boélge dis1 komsu diigiim
noktalarindaki biytikliiklerin baz1 kabullerle tanimlanmasina gerek duyulmamasi

demektir.

(2.20)’deki eleman matrisi iki diiglim noktasi arasinda momentin sabit olmasi
kabuliine gore elde edilmistir. Eger iki diigtim noktas1 arasinda momentin lineer

degistigi kabul edilerek eleman matrisi yeniden hesaplanirsa




-N/3 =Nf6 1 -1 M,
-Nf6 -N/3 -1 1 ||M,
1 -1 -N, N, v,

-1 1 N, —-N, Vist

Hlog (2.22)

ifadesinin elde edildigi goriilmektedir ki, bu da sonlu eleman yontemi kullanmilarak

elde edilen eleman matrisi ile iist iiste diiser [7].

Sonug olarak, varyasyonel tiirev yontemi, sonlu fark yéntemine benzemekle birlikte,
bolge digt komsu diigiim noktalarindaki biiyiikliikleri tanimlamaya ihtiya¢ duymadig
icin kolayca uygulanabilir. Farkl: bir sayisal yontem olarak uygulanan sonlu eleman

yontemi ile de ortak noktada birlesebildigi gézlenmistir.




3. EKSENEL BASINC YUKUNE MARUZ ELASTIK CUBUKLARIN
BURKULMA YUKLERININ HESAPLANMASI

Bu béliimde, ikinci béliimde elde edilen (2.20) deki eleman matrisleri kullanilarak,
degisik sinir kosullar1 g6z oOniinde bulundurularak, kodlama yontemi ile sistem

matrisi olugturulacaktir. Sistem matrisinde bilinmeyenler, moment (M) ve ¢okme (v)
dir.

3.1 iki Ucu Mafsalh Elastik Cubugun Burkulma Yiiklerinin Hesaplanmasi

P
‘7
A

7777777
/
=

—- L -

D4 @4 3. ap
| "M: EI »T%/Ms
Va2 Vs

A=L/2 A=L/2

Sekil 3.1 iki ucu mafsalh elastik gubuk
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Ikinci boliimde elde edilen (2.20) kullamlarak her bir elemamn eleman matrisleri
elde edilecektir. Kodlama sistemi kullanilarak sistem matrisine gegis yapilacak ve bu
matrisin ¢6ziimii ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir. Sekil 3.1 de
eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli ¢ubuk sistemin bilinmeyenleri
goOsterilmigtir.

Probleme ait simir kosullar

vw=0, v=0 (3.1.9)
M =v =0, M,=v, =0 (3.1.b)
2 A2 . ..
dir. 2 =~ olmak tiizere sistem matrisi
2 0 0 -1 1 o0[M] (o]
0 2 0 1 -2 1 |My| |0
0 0 0 o0 1 -1|Mz| |0
-1 1. 0 P -P 0 |w| |O (3.2)
1 =2 1 —P 2P —PiWm 0
0 1 -1 0 -P P |v| O]

seklinde elde edilir. (3.1.a) ve (3.1.b) sinir kosullarina ait satir ve siitunlar sistem
matrisinden atilarak ¢oziim yapilmigtir. Bu satir ve siitunlar atildiktan sonra sistem

matrisi

Sy Sp M| |0 23
Sy Sn v] |0 G

seklinde ifade tammlanarak, problem

{‘ (SIS0 T[S, ]+ (S5 ]}[v] = [0] (G4

6z deger problemine doniistiiriiliir. (3.2) sistem matrisinin ¢6ziimii (3.4) denklemi

g6z 6niine almarak yapilmis, burkulma yiikii,

p _8E

o~ 2
L2

(3.5)

11




olarak bulunmustur. Euler hallerinden bilindigi lizere, bu mesnet sartlarina ait
burkulma yiikii [1]

EI

Par = 98696 (3.6)

uler

olarak hesaplanmigtir. 2 eleman igin (3.5) da bulunan degerin (3.6) daki gergek
degerine yaklagim orani %81 mertebesindedir. Eleman sayilari arttirilarak ¢dziime

devam edilmesi sonucunda elde edilen sonuglar 6zet olarak tablo (3.1) de verilmigtir.

Tablo 3.1 iki ucu mafsalli gubugun burkulma problemine ait ¢6ziimler

ELEMAN HATA
SAYISI P, Ppercek ORANI(%)

2 8 18,94
3 9 8,81
4 9,3725 5,036
5 9,5492 3,04
6 0,6462 9,8696 2,26
7 9,705 1,67
8 9,7433 1,28
9 9,7698 1,011
10 9,7892 0,81

Tablo (3.1) deki sonuglarin grafik olarak gsterimi de dokuz eleman igin gekil 3.2°de
yer almaktadir. Eleman sayilar arttirildiginda elde edilen sonuglarin tist {iste diigtiigii

gbzlenmigtir,

Bu c¢alismada elde edilen sonuglar, Giin’iin [7] c¢aligmasindaki lineer gekil
fonksiyonlu sonlu elemana gore elde ettifi sonuglarla uyumludur. Giin’iin [7]
caligmasinda, kiibik ve kuadratik gekil fonksiyonlu sonlu elemana goére yaklagimin
daha yavas oldugu gbzlenmistir.

12
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Sekil 3.2 Iki ucu mafsalli gubugun géziimlerinin Euler degerine yaklagimi

Biitiin bu ¢bziimlerin Euler ¢oziimiine yaklagimlari sekil 3.3 de gosterilmistir.
Karsilagtirmalar 3, 5, 7 ve 9 diigiim noktali elemanlar baz alinarak yapilmustir.

120 - Y
‘ 100 ‘
2 s W
| E —+— LINEER *
£ v —=— KUADRATIK
£ —5— VARYASYONEL
or
= ‘—x—EULER
= 40 I
o=
|~ & |
0 Eleman Sayisi

Sekil 3.3 iki ucu mafsalli gubugun géziimlerinin yaklagim oranlarinin kiyaslanmasi
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3.2 iki Ucu Ankastre Elastik Cubugun Burkulma Yiiklerinin Hesaplanmasi

EI

et
e
-4—}—'77 »"7
L/4 L2 L/4 T
E \
o= !
1 3
2 M D4 [ w4 P
1 /M‘ l/ . I [../M3
¥ o Vs
=L A=L/2

Sekil 3.4 Iki ucu ankastre elastik ¢gubuk

ikinci bélimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir elemanin eleman

matrisi elde edilecektir. Bu bilgiler kodlama ile sistem matrisine aktarilacak ve bu

sistem matrisinin 6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri

hesaplanacaktir. Sekil 3.4 de eksenel basing yiikiine maruz iki ucu ankastre gubuk

sistemin bilinmeyenleri gosterilmistir.

Probleme ait sinir kosullar
vw=0, »=0

dir. 22 =A2/EI olmak iizere sistem matrisi

(3.7




A2 0o 0o -1 1 o M]][o
0 2 0 1 -2 1 |Myf |O
0 0 0 0 1 -1|M3 |0
I 1 9w 2 =P 0 0 (.3)
1 =2 1 =P 2P —Pi ¥z 0
0 1 —i w =p Pl 0

seklinde elde edilir. (3.7) siir kosullu kullamilarak sistem matrisi elde edilir. Bu

sistem matrisi

Sy Sp|M]_|0 39
Sy Snp|v o B

seklinde tanimlanarak, ¢oziim igin

[SZIISII]— [S'n] [Sn [v [] (3.10)

6z deger problemine déniistiiriiliir. (3.8) global matrisinin ¢oziimii (3.10) denklemi

gbz oniine alinarak yapilmig, burkulma ytikii,

20,51
Por =—5— (3.11)

L2
olarak bulunmustur. Euler hallerinden bilinen, bu mesnet sartlarna ait burkulma
yiikii [1]

Prier 39478— (3.12)
olarak hesaplanmigtir. 2 eleman igin (3.11) de bulunan degerin Euler ¢dziimiine
yaklasim oran1 %57.83 mertebesindedir. Eleman sayilari arttirildiginda elde edilen
sonuglarin kesin sonugla uyumlu oldugu tablo (3.2) de gésterilmistir. Fakat iki ucu
mafsalli cubuga gore , 2 elemanl ¢oziimde hata mertebesinin fazla olmasinin
nedeni, sadece iki tane siir kosulunun devreye sokulmus olmasidir. Ankastre

uglarda egimin sifir olma kosulu isleme girmemektedir.




Tablo 3.2 iki ucu ankastre gubugun burkulma problemine ait ¢6ziimler

ELEMAN Pu Pycreck HATA
SAYISI (LYEl) (LY/ED) ORANI(%)
3 22,851 42,17
3 23,622 40,16
4 24,511 37,9
5 25,712 34,87
6 26,324 33,32
7 27,448 39,478 30,47
8 28,236 28,5
9 29,138 26,19
10 30,143 23,6
29 39,362 0,29

30 39,478 0

Tablo (3.2) deki sonuglar kullanilarak, yapilan ¢oziimiin Euler degerine yaklagimi

sadece 9 eleman icin grafik olarak sekil 3.5 de gosterilmistir.
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Sekil 3.5 Iki ucu ankastre ¢ubuk elemamn ¢oztimlerinin Euler degerine yaklasimi

Elde edilen sonuglarin, eleman

saytlarinin artimina devam edildiginde stabilite

bozulmaksizin Euler ¢oziimiiyle birebir uyustugu goriilmiistir. Bu elde edilen

sonuglar Giin’iin [7] ¢aligmasiyla da karsilastirilmistr. Giin’lin [7] ¢alismasinda

kiibik, kuadratik ve lineer sekil fonksiyonlu sonlu eleman ile yaptigi ¢dziimler bu

calismaya gore daha hizli yaklagim gosterdigi gozlenmistir. Biitiin bu ¢oziimlerin,




Euler ¢oziimiine yaklagimlar sekil 3.6 da gosterilmistir. Kargilagtirmalar 3, 5, 7 ve 9

diigiim noktali elemanlar goz 6niine alinarak yapilmustir.

120 T

100 £ =
S
E 80 & : & | ——LINEER
s —a— KUADRATIK
i o : VARYASYONEL
=
2 40 -t EULER
-

20

0 Eleman Sayis1

Sekil 3.6 iki ucu ankastre gubuk ¢oziimlerinin yaklagim oranlarimin kiyaslanmast

3.3 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Mafsall Elastik Cubugun Burkulma Yiiklerinin

Hesaplanmasi

—— L —
El P
0.3L 0.7L
1
L 2y 3 S ap
M. l /M 2 El 1 /M 3
" - Vs

=L/2 — =L/2

Sekil 3.7 Bir ucu ankastre bir ucu mafsalli elastik ¢ubuk
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ikinci bsliimde elde edilen (2.20) kullamlarak her bir elemamn eleman matrisi elde
edilecektir. Kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve sistem matrisinin 6z
deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir. $ekil
3.7 de eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu mafsalli gubuk sistemin

bilinmeyenleri gosterilmistir.

Probleme ait sinir kogullari
v=0, v,=0, M3=0 (3.13)

dir. 22 =A?/EI olmak iizere sisteme ait global matris

2 0 0 -1 1 o|M] |0
0 2 0 1 -2 1 [|M] |O
0 0 0 0 1 -1|M3 |0
-1 1 0 -P 0 Vi 0 (314)
i, -2 =p. 22 —ElD 0
G0 U )P 0

seklinde elde edilir. (3.13) smir kosullart kullanilarak sistem matrisi olusturulur.

Sistem matrisi

Sy S, M]_[o (3.15)
8oy S v 0 )

seklinde tanimlanarak, ¢oziim igin gerekli

{_[SZI S)lr[Slz]"'[Szz]}[v]: [0] (3.16)

6z deger problemine donistiiriiliir. (3.14) sistem matrisinin ¢dziimi (3.16) denklemi

g6z Oniine alinarak yapilmis, burkulma ytiki,

10E1
By=rg (3.17)

olarak bulunmustur. Euler hallerinden bilinen, bu mesnet sartlarina ait burkulma

yiikii [1]

18




P = 20-142% (3.18)

olarak hesaplanmugtir. 2 eleman igin (3.17) de bulunan degerin Euler ¢oziimiine
yaklasim orani %49.65 mertebesindedir. iki elemanda hata mertebesinin fazla
olmasinin nedeni, ankastre ucta, tanimlanmast gereken iki simr kosulundan sadece
bir tanesinin devreye sokulmus olmasidir. Bu ugta egimin sifir olma kosulu
kullamlmamigtir. Buna karsilik eleman sayilari arttirilarak — ¢oziime devam
edildiginde sonuglarin kesin sonuglarla uyumlu oldugu gozlenmektedir ve elde edilen

sonuglar 6zet olarak tablo (3.3) de verilmistir.

Tablo 3.3 Bir ucu ankastre bir ucu mafsalli ubugun burkulma problemine ait
goziimleri

ELEMAN P P%mek HATA
SAYISI (L*/ED) (L/EI) ORANI(%)

2 10 50,35
3 13,06 35,16
4 14,784 26,6
S 15,862 212
6 16,596 17,6
7 17,118 20,142 15,01
8 17,512 13,05
9 18,062 10,3
10 18,262 9,33
24 20,053 0,44
25 20,142 0

Tablo (3.3) deki sonuglar kullanilarak, Euler burkulma yiikiine yaklagim, sadece 9

eleman icin sekil 3.8 de gosterilmistir.
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Sekil 3.8 Bir ucu ankastre bir ucu mafsallt gubugun ¢oztimlerinin Euler degerine
yaklagimi

Elde edilen sonuglarm stabilite bozulmaksizin Euler burkulma yiikliyle birebir
uyustugu goriilmiistiir. Burada elde edilen sonuglar Giin’iin [7] ¢alismasiyla da
kargilagtinlmistir.  Giin’tin [7] g¢ahsmasinda kiibik, kuadratik ve lineer sekil
fonksiyonlu sonlu eleman ile yaptigi ¢oztimlerin bu calismadan daha hizli yaklagim
gosterdigi gozlenmistir. Biitiin bu goziimlerin, Euler ¢dziimiine yaklagimlari sekil 3.9

de gosterilmistir. Karsilastirmalar 3, 5, 7 ve 9 diigiim noktali elemanlar baz alinarak

yapilmugtir.
120
100
B3 )
E‘ 80 —&— LINEER
g —#— KUADRATIK
e
g o VARYASYONEL
z .
B4 EULER
= 40 S
=
P
20 =5 -
0 Eleman Sayist

Sekil 3.9 Bir ucu ankastre bir ucu mafsalli gubugun ¢dziimlerinin yaklasim
oranlarinin karstlastiriimasi
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3.4 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Elastik Cubugun Burkulma Yiiklerinin

Hesaplanmasi

—~ 7L e

\ oo
— I D

oy lala 2x 12| g P

l /M1 l/MZ EI r/ .

Vi V2 Vs
A=L2 _ AL

Sekil 3.10 Bir ucu ankastre bir ucu serbest elastik gubuk

fkinci boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecektir. Kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve sistem
matrisinin 6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yikleri
hesaplanacaktir. Sekil 3.10 da eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu

serbest gubuk sistemin bilinmeyenleri gosterilmistir.

Probleme ait sinir kogullari
v =0, M3=0 (3.19)

dir. 22 =A?/EI olmak iizere sistem matrisi
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2 0 0 -1 1 o0[M]| |0
0 #2 0 1 -2 1|Mz| |0
00 0 0 1 -1|M3|_|0
-1 1 0 -P 0 | 0 (3_20)
1 =2 1 —-P 2P -P|™ 0
0o 1 -1 B P | 0

(3.19) sinir kosullari kullanilarak sistem matrisi hesaplanir ve

Sy Sp M| |0 391
Sy Sullv o e

haline indirgenerek ¢oziim igin

{_ [SZI ISI 1 ]—I[SIZ]“" [Szz]}[v] = [0] (3.22)

ifadesi kullanilarak 6z deger problemine indirgenir. (3.20) sistem matrisinin ¢6ztimii

(3.22) denklemi goz 6niine alinarak yapilmig, burkulma yiiki,

EI
P, =1 .528? 323)

olarak bulunmugtur. Euler hallerinden bilindigi iizere, bu mesnet sartlarina ait

burkulma yiikii [1]
EI
Pyyer = 2467 7 (3.24)

olarak hesaplanmusti. 2 eleman igin (3.23) de bulunan degerin Euler ¢dziimiine
yaklagim oran1 %61.94 mertebesindedir. iki elemanda hata oraninin fazla olmasi, iki
ugta toplam dort siur kosulu tammlanmasi gerekirken, iki tanesinin tanimlanmis
olmasidir. Ankastre ugta egimin, bos ugta kesme kuvvetinin suur kosulu olarak
tanimlanamamas: hatay1 biiyiitmektedir. Fakat eleman sayilar arttirilarak devam
edildiginde sonuglarin kesin sonuca yaklagimimin uyumlu oldugu tablo 3.4 ile

verilmistir.
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Tablo 3.4 Bir ucu ankastre bir ucu serbest ¢ubugun burkulma problemine ait
¢oziimleri

ELEMAN HATA |
SAYISI P, Pioroen ORANI(%)
) 1,528 38,06
3 1,783 V.72
4 1,929 21,8
5 2,0254 17,9
6 2,0923 15,18
7 2,142 2,467 13,17
3 2,18 11,63
9 2,2091 10,45
11 2,234 9,44
22 2,448 0,77

23 2,467 0

Tablo (3.4) deki sonuglar kullanilarak, dokuz eleman igin clde edilen sonuglarin

Euler burkulma yiikiine yaklagimu sekil 3.11 de gosterilmistir

25 - e—a—a—u——a—a—8— 8

/ ——Pcr
1,5 :

—a— Pgercek

0 Eleman Sayisi

Sekil 3.11 Bir ucu ankastre bir ucu serbest gubuk ¢oziimlerinin Euler degerine

yaklagimi

Elde edilen sonuglarm digiim noktast sayilari daha da arttirtlarak  stabilite
bozulmaksizin Euler ¢oziimiiyle birebir uyustugu goriilmistiir. Bu elde edilen
sonuglar Giin’iin [7] ¢ahismasiyla da kargilastirilmustir. Giin'iin [7] calismasinda
kiibik, kuadratik ve lineer sekil fonksiyonlu sonlu eleman ile yaptigt ¢oziimler bu

calismadan daha hizli yaklagim gosterdigi gdzlenmistir. Biitiin bu ¢oziimlerin, Euler
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¢oziimiine yaklagimlari sekil 3.12 de gosterilmistir. Kargilagtirmalar 3, 5, 7 ve 9
diigiim noktali elemanlar baz alinarak yapilmustir.

10 |
|
-~ 100 ‘
E - |
= 80 ‘—O—LINEER |
\ § 5 —=— KUADRATIK H
E _ ‘ VARYASYONEL“‘
-
& 40 { < EULER 7‘
<
el |
\
0

Eleman Sayisi ‘

Sekil 3.12 Bir ucu ankastre bir ucu serbest gubugun goziimlerinin yaklasim
oranlarinin kiyaslanmasi
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4. UYYGULAMALAR

Ugiincii boliimde, Euler halleri incelenmis ve burkulma yiiklerinin elde edilmesinde
varyasyonel tiirevin iyi yaklasim gosterdigi gortilmustir. Dolayisiyla bu béliimde,
eksenel basing yiikiine maruz degisken kesitli sistemler, eksenel basing kuvvetinin
degisken olarak etkidigi sistemler ve eksenel basing yiikiine maruz siirekli kirig

sistemler incelenecektir.

4.1 Eksenel Basing Yiikiine Maruz Degisken Kesitli Cubuklarm Burkulma

Yiiklerinin Analizleri

Eksenel basing yiikiine maruz degisken kesitli gubuklar igin iki durum incelenccektir.
flk olarak, ubuk kesitinin siireksiz olarak degismesi durumu, daha sonra da gubuk

kesitinin siirekli (lineer) degismesi durumu igin ¢oziim yapilacaktir.
4.1.1 Eksenel Basing Yiikiine Maruz Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Siireksiz
Degisken Kesitli Cubugun Burkulma Yiiklerinin Analizleri

ikinci bolimde elde edilen (2.20) ile kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisleri elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve sistem
matrisinin 6z defer problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri
hesaplanacaktir. Sekil 4.1 de eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu

serbest siireksiz degisken kesitli gubuk gosterilmistir.

Probleme ait sinir kosullari
vw=0 , M3=0 (5:1)

dir. M2 =A% 4El ve 2 =N IEl olmak  {lizere  sistem  matrisi
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(4.2)

(=}
(=]
- o © o O
(=}
S, O SE

seklinde elde edilir. (4.1) sinir kosullar: kullanilarak sistem matrisi yazilir ve

Sy Sy M| _|0 g
Sy Sy v] [0 o

seklinde ifade edilerek ¢oziim igin

{_ [S21IS1|TI[S|2]+ [Szz]}[v] = [0] (4.4)
kullamlarak problem 6z deger problemine doniistiiriiliir.

(4.2) sistem matrisinin ¢oziimii (4.4) denklemi goz oniine alinarak yapilmus,

burkulma yiiki,

EI
P, = 3‘056[‘—2 4.5)

26




olarak bulunmustur. Bu problemin gergek ¢oziimii [1] de

EI

Pii= 6.0527 (4.6)

Gergek
olarak hesaplanmustir. (4.5) de hesaplanan degerin (4.6) da bulunan degere yaklagim1
9450.5 mertebesindedir. Burada hata mertebesinin fazla olmasmnm nedeni, figiinci
boliimde ifade edildigi gibi eksik siur kosulunun tammlanmig olmasidir Eleman
sayilari arttinilarak ¢oziime devam edildiginde ve yaklagimin iyilestigi gorilmiig ve

sonuglar tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siireksiz degisken kesitli gubuk burkulma
problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN SAYISI | P(LYEI) Pyerce(L/ET) | HATA ORANI(%)
7 3,0556 49,5
4 4237 29,99
6 4,757 21,39
3 5,047 16,6
10 5,231 13,56
12 5,358 s 11,47
14 5,447 9,99
16 5,525 8,71
40 5,983 1,14
42 6,052 0

Tablo (4.1) deki sonuglar kullanilarak, yaptifimiz ¢ziimiin gercek degere yaklagim
sekil 4.2 de gosterilmistir. Bu elde edilen sonuglar Giin’tin [7] ¢aligmasiyla da
karsilagtinimistir.  Gun’tin [7] galigmasinda kiibik, kuadratik ve lineer sekil
fonksiyonlu sonlu eleman ile elde ettigi sonuglarin bu ¢alismaya gore daha hizli

yaklagim gosterdigi gozlenmistir.
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Sekil 4.2 Bir ucu ankastre bir ucu serbest stireksiz degisken kesitli ¢ubugun
¢oziimlerinin gergek degerine yaklagimi
4.1.2 Eksenel Basing Yiikiine Maruz iki Ucu Mafsall Siireksiz Degisken Kesitli

Cubugun Burkulma Yiiklerinin Analizleri

ikinci boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullamlarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilerek kodlama ile kullanlarak sistem matrisine gegis yapilacak ve
sistem matrisi 6z deger problemine indirgenerek hesaplanacaktir. Sekil 4.3 de
eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsall siireksiz degisken kesitli gubuk eleman

gosterilmisgtir.

Probleme ait sinir kosullari
v =0, v,=0 (4.7.a)

. M3=0 (4.7.b)

dir. 42 =A2/4E1 ve 4> =A*/EI olmak iizere sistem matrisi (4.8) denklemindeki hali

alir.
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Sekil 4.3 Iki ucu mafsall siireksiz degisken kesitli gubuk

PHE () TSSO ) ([ ] i)
0 oo lohe 1 -2 i | o
Ok, 0 SNIOINNOLANTINS =M 30
—il| Y o =2 Gl 0 (4.8)
I =2 1w =P 2P 2l (40
0" 1 -1 w0 -pdelival [0

(4.7.a) ve (4.7.b) siur kosullari kullamlarak elde edilen sistem matrisi

S, S, [M]_[o “9)
S Saplli 0 '

seklinde ifade edilerek, ¢oziim igin

{_ [S21ISn]—I[Slz]"'[Szz]}["] = [0] (4.10)
6z deger problemine doniistiiriilmistiir.

(4.8) sistem matrisinin ¢oziimii (4.10) denklemi g6z Oniine alinarak yapilmus,

burkulma yiikii,

@.11)
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olarak bulunur. Sonuglarin kargilagtirilmasit kendi iginde stabilitesi goz oniine
alinarak yapilmis 24 elemana kadar eleman sayilar arttirilmistir. Sonuglar tablo 4.2
de verilmistir. Burkulma yiikleri arasindaki hata orami azalinca 24 elemanda

kesilmigtir.

Tablo 4.2 Tki ucu mafsall siireksiz degisken kesitli gubugun burkulma problemine ait
¢oziimleri

ELEMAN
SAYISI P(L*/EI) HATA ORANI(%)

2 8 i
4 11,03 sl

6 12,186 9,49
8 12,781 4,66

10 13,142 2,75
12 13,385 1,82

14 13,559 1,28
16 13,683 0,91

18 13,785 0,74
20 13,867 0,59

27 13,917 0,36
24 13,975 0,35

4.1.3 Eksenel Basing Yiikiine Maruz Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Siirekli
Degisken Kesitli Cubugun Burkulma Yiiklerinin Analizleri

Bu béliimde eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli
degisken kesitli elastik ¢ubugun burkulma yiikleri incelenecektir. Kesit degisiminin

lineer oldugu kabul edilmistir.

Cubuk elemanin diigiim noktalarindaki atalet momentlerini hesaplamak igin lineer
degisen bir fonksiyon yazilmistir. I; sistemin ilk diigiim noktasinin atalet momenti, I3
sistemin son diigiim noktasinin atalet momenti ve m; egim olmak iizere, sekil 4.4

deki ¢ubuk elemanin kesit degisimi (4.12) de ifade edilmistir.

2m,(L-z)

L@)=1+=

(4.12)

1[ “13
2

my =

(4.13)

ikinci bslimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak, her bir eleman igin eleman

matrisi elde edilecektir ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve sistem
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matrisinin 6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri

hesaplanacaktir. Sekil 4.4 de eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu

serbest siirekli degisken kesitli ¢ubuk bilinmeyenleri gosterilmistir Bu ¢6ziim

yapilirken, sistemin ilk diigiim noktasina ait atalet momenti ;=20 cm*, sistemin son

diiglim noktasina ait atalet momenti Is=10 cm* olarak alinmigtir.

® ¢ 7]
b /]
a-a Kesiti

@ ] 1 s 3; P
r 1 M- M
Vi V: Vs

Sekil 4.4 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli degisken kesitli gubuk
Probleme ait sinir kosullari

z=0 igin v=0 v =0

7z=L igin v =0

dir. 42 =A2/El ve 2% = A2/ EI, olmak iizere sistem matrisi

42 @ 0 =1 1 Tt [A5] {0
0 MZ 0 1 =2 1 [Mgl |0
0 0 0 0 1 -1|M3|_|0
-1 1 0 ¥ —=p 0w 0
I -2 1 P 2P —P|v| [0
0 1 -1 0 -P P |3 0

(4.14.2)

(4.14.b)

(4.15)

seklinde elde edilir. (4.14.a) ve (4.14.b) siur kosullar: kullamlarak sistem matrisi
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Sy Sp|M]_|0 416
Sy Sp v lo R

olarak ifade edilerek ve ¢oziim igin

SIS TS, 1+ [ 1{v] = [o] @.17)

sistem matrisi 6z deger problemine doniistiiriilmiistiir. (4.15) sistem matrisinin
¢oziimii (4.17) denklemi goz oniine alinarak yapilmig, burkulma yiikii,

E
P, =23.9672 L—2 (4.18)

olarak bulunmustur. Eleman sayilari arttirilarak ¢6ziime devam edilmesi sonucunda
elde edilen sonuglar 6zet olarak tablo (4.3) de verilmistir. Elde edilen sonuglarin
stabilitesi, kendi i¢inde elemanlara gore yapilmig ve hata miktari azalincaya kadar

¢oziime devam edilmistir.

Tablo 4.3 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli degisken kesitli gubugun burkulma
problemine ait ¢oziimler

ELEMAN SAYISI Po(L*/E) HATA ORANI(%)
2 23,9672
3 28,5814 16,14
4 31,2859 8,64
5 33,0483 533
6 34,2839 3,6
7 35,1972 2,59
8 35,8963 1,95
9 36,4558 1,53
10 36,9118 1,24
11 37,2832 0,99
12 37,5951 0,83
13 37,8786 0,75
14 38,1366 0,68
15 38,3124 0,46 e
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4.1.4 Eksenel Basing Yiikiine Maruz iki Ucu Mafsall Siirekli Degisken Kesitli

Cubugun Burkulma Yiikiiniin Analizi

Bu béliimde eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli siirekli degisken kesitli
elastik gubukgun burkulma yiikleri incelenecektir. Kesitin degigiminin lineer oldugu

kabul edilmistir. (4.12) ve (4.13) ifadeleri bu problem i¢in de gegerlidir.

ikinci bliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilmis ve kodlama ile sistem matrisine ge¢is yapilacak ve sistem matrisi
6z deger problemine indirgenerek bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir. $ekil
4.5 de eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli sitirekli degisken kesitli ¢ubuk

elemanin bilinmeyenleri gosterilmistir.

Bu ¢dziim yapilirken, sistemin ilk diigiim noktasina ait atalet momenti 1;=20 cm®,

sistemin son diigiim noktasina ait atalet momenti ;=10 cm* olarak alnmustur.

m; " ; )
- ¥ L 4
[ 1 ). - \ s W ,l_ ‘
b jo—— I B |
| I 1 v/ /4
zZ ? o : a-a Kesiti
1872 L/2
j< L — 4-4
1 77}77 W 25 3 3 P
/} M 1 l M 2 T M
VI 9 V3
=L/2 \=L/2
Sekil 4.5 Iki ucu mafsalli siirekli degisken kesitli gubuk
Probleme ait sinir kosullar
z=0 igih  v=0 | M=0 (4.19.a)
z=L igin  v=0 |, M=0 (4.19.b)
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dir. 4%2=A2/El ve A% = A/ El, olmak iizere sistem matrisi

0 -1 1 0 |M
o0 1 =2 1 [

0 0 o 1 =fds
0 P -P 0|m

i —p 27 —pP|f

¢ 1 =1 4@ =7 Pl|%

(4.20)

(== = T = (= = I = |

seklinde elde edilir. (4.19.a) ve (4.19.b) sinir kosullar1 kullamlarak sistem matrisi

[s,, Su}[M} m
= “21)
Sy Sulv] [0

olarak ifade edilerek, ¢6ziim i¢in

{_ [S21 ISI 1 Tl [SIZ]+ [Szz ]}[v] = [O] 4.22)

sistem matrisi 6z deger problemine doniistiirtilmiigtiir.

(4.20) sistem matrisinin ¢6ziimii (4.22) denklemi gz Oniine alinarak yapilmig,

burkulma yiikii,
E
For = 100L—2 (4.23)

olarak bulunmugtur. Eleman sayilar arttirilarak ¢6ziime devam edilmesi sonucunda
elde edilen sonuglar 6zet olarak tablo (4.4) de verilmistir. Sonuglarin stabilitesi,
kendi iginde kontrol edilmis ve hata miktar1 azalincaya kadar ¢oziime devam

edilmigtir.
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Tablo 4.4 iki ucu mafsalli siirekli degisken kesitli gubugun burkulma problemine ait

¢oziimler
ELEMAN SAYISI P (LYE) HATA ORANI(%)

2 100

3 117,2197 14,69

4 125,8046 6,82
5 130,589 3,66

6 133,5636 2,23
7 135,5699 1,48

8 137 1,043
9 138,0819 0,78

10 138,9016 0,59
11 139,556 0,47

12 140,1027 0,39
13 140,5455 0,32

14 140,9314 0,27
15 141,2 0,19

4.2 Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz Sabit Kesitli Cubuklarin Burkulma

Yiikiiniin Analizi

Degisken eksenel basing yiikiine maruz elemanlarin iki degisik hali incelenecektir.

ilk olarak, eksenel basing yiikiiniin siireksiz olarak degismesi durumu, daha sonrada

eksenel basing yiikiiniin siirekli degismesi durumu i¢in hesaplar yapilacaktir.

4.2.1 Siireksiz Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz Sabit Kesitli Bir Ucu
Ankastre Bir Ucu Serbest Cubugun Burkulma Yiiklerinin Analizi

EI . p-EBL . P
2 | L2 \
=l
L
@  ® ©)
11 [ : 2] 3 E
| | ™M,
Vi V2 Vs
A=L/2 A=L/2

Sekil 4.6 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siireksiz degisken eksenel basing yiikiine

maruz ¢ubuk
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ikinci boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecektir ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve sistem
matrisinin 6z deger problemine indirgenmesiyle ile bu tipe ait burkulma yiikleri
hesaplanacaktir. Sekil 4.6 da siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz bir ucu

ankastre bir ucu serbest ¢ubuk eleman gosterilmistir.

Probleme ait sinir kosullar

v=0 , M3=0 (4.24)

7)
A ; -
dir. #= = olmak iizere sistem matrisi

2 0 0 -1 1 o [Mmm]]|o
0 2 0 1 -2 1 (M| |0
0" 0 ok o 1 -1(M3|_ (0
-1 1 0 2P -2P 0 |w]| |0 (4.25)
e —2 WNE=on PRl v, 0
0 W, -1 op =2 P |dvadl] o

seklinde elde edilir. (4.24) sir kosullari kullamlarak sistem matrisi

S, S, M) _[o i
Sy S | v JT[0 G

haline indirgenir ve ¢6ziim igin

{_ [SZI SIITI[SI2]+ [Szz ]}["] = [O] (4.27)

kullanilarak problem 6z deger problemine doniistiiriiliir. (4.25) sistem matrisinin

¢6zlimii (4.27) denklemi goz oniine alinarak yapilmig, burkulma yiikii,

P, = 2.245%
¥

(4.28)
olarak bulunmustur. Bu problemin gergek ¢6ziimii [1] de
P = 2068% (4.29)
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olarak hesaplanmistir. (4.28) de hesaplanan degerin (4.29) da bulunan degere

yaklagimi %92.12 mertebesindedir. Eleman sayilar arttirilarak ¢6ziime devam

edilirse yaklagimin iyilestigi gozlenmis ve elde edilen sonuglar tablo 4.5 de

verilmistir.

Tablo 4.5 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siireksiz degisken eksenel basing yiikiine
maruz gubugun burkulma problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN HATA
SAYISI P.(L*/El) PM(LZ/EI) ORANI(%)
2 2,245 7,88
4 2,10965 1,97
6 2,0864 0,88
8 210771 2,068 0,47
10 2,0738 0,28
12 2,0731 0,25
14 2,0695 0,07

Tablo (4.5) deki sonuglar kullamlarak, gergek degere yaklasim sekil 4.7 de

gosterilmistir.

P
2,3

225

2.2

2,15

24
2,05
2

1,95

—=o—Pcr’
—&— Pgercek

Eleman Sayisi

Sekil 4.7 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siireksiz degisken eksenel basing yiikiine

maruz gubuk ¢oziimlerinin ger¢ek degerine yaklagimi
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4.2.2 Siireksiz Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz iki Ucu

Elemanin Burkulma Yiiklerinin Analizleri

T
Dy @ @y p 0
[»’Ml [™: EI
Vs Va

= !

Mafsall

Sekil 4.8 iki ucu mafsalli siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz gubuk

ikinci boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman

matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin

6z deger problemine doniistiiriilmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.

Sekil 5.8 de siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli gubuk

eleman gosterilmistir

Probleme ait sinir kosullar:

2 o0 0 -1 1 ofM]]|0
0 2 0o 1 -2 Moy | |0
0 0 0 0 1 —1|M3|_ |0
i1 0 22 -a2p plwm ||

-2 1 =2P 3P -P|m% 0
0 I =4 6 =2 Pil% 0

38

(4.30.0)
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seklinde elde edilir. (4.30.a) ve (4.30.b) siir kogullar1 kullanilarak sistem matrisi

[ 3 | ]l:M] l: :l
‘521 SZZ v 0

haline indirgenir ve ¢6ziim igin

{_ [S2|IS1|]—I[S|2]+ [SZZ]}[V] = [0] (4.33)
kullanilarak problem 6z deger problemine doniistiiriilmiistiir. (4.31) sistem matrisinin
¢bziimii (4.33) denklemi goz oniine alinarak yapilmis, burkulma ytki,

EI
By <6103 (4.34)

olarak bulunmustur. Bu problemin gergek ¢oziimii [1] de

P = 7.896% (4.35)

olarak hesaplanmugtir. (4.34) de hesaplanan degerin (4,35) de bulunan defere
yaklagimi %77.29 mertebesindedir. Eleman sayilari arttinlarak ¢oziime devam

edildiginde hatanin azaldig1 gériilmiistiir ve bu sonuglar tablo 4.6 da verilmistir.

Tablo 4.6 iki ucu mafsall siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz ¢ubugun
burkulma problemine ait ¢éztimleri

ELEMAN HATA
SAYISI P.(L*/EI) Peercek(L/EI) ORANI(%)

2 6,103 22.70
4 6,2066 21.40
6 6,3875 19,1
8 6,452 18,29
10 6,4824 17,9
12 6,4985 17,7
14 6,5128 17,52
16 6,5168 b 17,47
18 6,5178 17,45
20 6,5234 17,38
22 6,5272 17,33
24 6,5254 17,36
48 6,5946 16,48
60 6,76 14,39

39




Tablo (4.6) daki sonuglar kullanilarak, gerek degere yaklasim sekil 4.9 da

gosterilmistir.
o P
8 'm—m—a—a—a—a——u—a—a—8—8—u—a |
7 =
6 W
5 ——Per
4 —&— Pgercek
3
2 Y,
l =2
0

Eleman Sayisi
1' 2 3 & 5% 7 & 9 10971 12 03104

Sekil 4.9 ki ucu mafsalli siireksiz defisken eksenel basing yiikiine maruz gubugun
¢oziimlerinin gergek degerine yaklagimi

4.2.3 Siirekli Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz Bir Ucu Ankastre Bir

Ucu Serbest Cubugun Burkulma Yiikiiniin Analizleri

o

—_—————— ‘;. .Z.

—— L —

1 3

425 3
[/MI l/Mz EI le
Vi V2 Vs

=L/2 — =L/2

Sekil 4.10 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli degisken eksenel basing yiikiine

maruz gubuk

40




ikinci bolimde elde edilen (2.20) denklemi kullamilarak her bir eleman igin eleman

matrisi elde edilecektir ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu

matrisin  6zdeger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri

hesaplanacaktir. Sekil 4.10 da siirekli degisken eksenel basing yiikiine maruz bir ucu

ankastre bir ucu serbest gubuk eleman gosterilmistir. Burada N =qo.Ldir. g, ise

gubugun birim uzunlugunun agirhigidir. Nigr =0.75q0-L ve Naor =025qp-L dur.

Probleme ait sinir kosullar1

z=L i¢in v=0
z=0 i¢in M3 =0
2 A
dir. A = olmak {izere sistem matrisi
D2 0 W0 1 0
o2 1 = 1
0 0 0 0 1 -1
-1 1 0 0.75N -0.75N 0
1 -2 1 -0.75N N -0.25N
0 1 -1 0 —025N 025N

(4.36.2)

(4.36.b)
M [o
My |0
M| |0

Iy (4.37)
%9 0
V3 0

seklinde elde edilir. (4.36.a) ve (4.36.b) simr kosullari kullanilarak sistem matrisi

o sl a

haline indirgenir ve ¢oziim igin

{_ [SZI Snr[Su]"' [Szz]}["] = [0]

(4.38)

(4.39)

kullamlarak problem 6z deger problemine doniistiiriilmiistiir.

(4.37) sistem matrisinin ¢6ziimii (4.39) denklemi goz Oniine alinarak yapilmis,

burkulma yiiki,

EI
(qoL)cr =371 8—2"
L
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olarak bulunmustur. Bu problemin gercek ¢6ziimii [1] de

EI
(9oL) Gergere = 7'837? (4.41)

olarak hesaplanmigtir. (4.40) de hesaplanan degerin (4.41) de bulunan degere
yaklagimi %47.45 mertebesindedir. Hatanin eksik suur kosulu tanimlanmasindan
kaynaklandigi dusiiniilmektedir. Eleman sayilan arttirilarak ¢oziime devam
edildiginde elde edilen sonuglarin kesin sonuca yakinsadig goriilmiis ve tablo 4.7 de
verilmistir.

Tablo 4.7 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli degisken eksenel basing ytikiine
maruz ¢ubuk elemanin burkulma problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN (@l)er T HATA
SAYISI (LYE]) (LYEI) ORANI(%)

2 3,718 52,55
3 4,738 39,54
4 5,369 31,5
5 5,79 26,1
6 6,092 22,23
7 6,315 7,837 19,42
3 6,487 16700
9 6,625 15.46
10 6,741 13,98
20 7,341 6,32
21 7,375 5,89

Tablo (4.7) deki sonuglar kullamilarak, gergek degere yaklasim sekil 4.11 de dokuz

eleman igin gosterilmigtir.
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s - —+—(qOL)er

g2 —=— (qOL)Gergek

S~ N W kA L X O

Eleman Sayisi

Sekil 4.11 Bir ucu ankastre bir ucu serbest siirekli degisken eksenel basing yiikiine
maruz ¢ubuk elemanin ¢dziimlerinin gergek degerine yaklagimi

4.2.4 Siirekli Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz Sabit Kesitli iki Ucu

Mafsalli Cubugun Burkulma Yiiklerinin Analizleri

IC
el El

e e e e e S e S S

M, M. EI M
\l/" Vl \1/3
L e A2

Sekil 4.12 iki ucu mafsalli siirekli degisken eksenel basing yiikiine maruz ¢ubuk

ikinci béliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman

matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin
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6z deger problemine indirgemesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.

Sekil 4.12 de siirekli degisken eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli gubuk

eleman gosterilmistir. Burada N=go-Ldir. g, ise gubugun birim uzunlugunun

agirhgidir. Nigy =0.75q0-L ve Npgp =025qo.L dur.

Probleme ait sinir kosullari
=L i¢in v =0 M=0 (4.42.a)

2=0 igin v =0, M=0 (4.42.b)

7]
A = : o
dir. A ~F olmak tizere sistem matrisi

Ao, i 1 0 |[M]| |0

0 V2o 1 =7 My| |0

0 0 0 0 1 -1 | M3|_|0

-1 1 0 075N -0.75N 0 vl 0 (4.43)
1 =24 1 —075§ N —025N || v2 0

e 1l =l 0 —025N 025N | V3 0

seklinde elde edilir. (4.42.a) ve (4.42.b) smir kosullar: kullanilarak sistem matrisi

[S” Slz]{M] H
- (4.44)
S Sl 0

haline indirgenir ve ¢6ziim i¢in

{_ [SZIISIITI[SIZ]+ [Szz ]}[V] =) [0] (4.45)

kullamlarak problem, 6z deger problemine déniistiiriilmiistir.

(4.43) sistem matrisinin ¢oziimii (4.45) denklemi gdz Oniine alinarak yapilmis,

burkulma yiikii,
EI
(GoL)er = 16L_2 (4.46)

olarak bulunmustur. Bu problemin gergek ¢oziimii [1] de
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El

2

(9oL Gereer =18.57

(4.47)

olarak hesaplanmigtir. (4.46) da hesaplanan degerin (4.47) de bulunan degere
yaklagimi %86.16 mertebesindedir. Eleman sayilari arttirilarak ¢oziime devam
edildiginde yaklasimin iyilestigi goriilmiistiir ve elde edilen sonuglar tablo 4.8 de

verilmistir.

Tablo 4.8 iki ucu mafsalli siirekli degisken eksenel basing yiikiine maruz ¢ubugun
burkulma problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN (qoL)er (q0L)Gercek HATA
SAYISI (LY/El) (L¥/EI) ORANI(%)

2 16 13,84
3 16,865 9,18
4 17,551 5,49
3 17,903 3,59
6 18,102 2,59
7 18,224 18,57 1,86
8 18,304 1,432
9 18,358 1,14
10 18,398 0,93
21 18,542 0,15
22 18,57 0

Tablo (4.8) deki sonuglar kullanilarak, gercek degere yaklasim dokuz eleman igin
grafik olarak sekil 4.13 de gosterilmistir.

17 / —— (qOL)er
16,5 / —=%— (qOL)Gergek

14,5 Eleman Sayisi

Sekil 4.13 iki ucu mafsalli siirekli degisken eksenel basing yiikiine maruz ¢ubuk
¢oziimlerinin gergek degerine yaklagimi
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4.3 Siireksiz Degisken Eksenel Basing Yiikiine Maruz Bir Ucu Ankastre Bir Ucu
Serbest Siireksiz Degisken Kesitli Cubuk

ikinci boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin
6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.
Sekil 4.14 de siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir

ucu serbest siireksiz degisken kesitli gubuk sistem gosterilmistir.

@Y ) nil 7'2‘:,g P g 3, P
1 Mo 4B [M: B | M,
Vs

Sekil 4.14 Siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu

serbest siireksiz degisken kesitli gubuk sistem

Probleme ait sinir kosullar
v=0 , M3=0 (4.48)

dir. l|2 =02/4El ve P = A*/EI olmak {izere sistem matrisi
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M2 0 0 -1 1 o |M]]|o
0 A 00 . =2 1 [|Mz| [0
0 0 0 1 -1|M3|_|0

-1 1 0 2P -2P 0 1 0 (4.49)
1 =2 0 =5p 3p =P v 0
0 1 -1 0 -P P|v 0

seklinde elde edilir. (4.48) sinir kosullar1 kullanilarak sistem matrisi

|: l | }[M} [ jI
’SZI 522 v 0

haline indirgenir ve ¢oziim igin

SIS, [S 1+ 52, Jv] = [o] (@4.51)

kullanilarak problem, 6z deger problemine donistiiriilmistir. (4.49) global
matrisinin ¢6ziimii (4.51) denklemi gz 6niine alinarak yapilmis, burkulma yiikii,

El
olarak bulunmustur. Bu ¢alismada eleman sayilar1 arttirilarak elde edilen sonuglar
tablo 4.9 da verilmistir. Hata analizi, elde edilen sonuglarin karsilastirilmas: seklinde

yapilmigtir.

Tablo 4.9 Siireksiz degisken eksenel basing yiikiine maruz bir ucu ankastre bir ucu
serbest siireksiz degisken kesitli gubuk ¢6ziimleri

ELEMAN SAYISI Per(LY/EI) HATA ORANI(%)
% 2,877 . i
! 3,971 -
6 44565 = :
8 4,729 ; s
10 4,903 288 :
12 5,024 :
1,68

14 5,11 -
16 5,1815 ; -
18 52327 ppe ?
20 5202 ’ .
22 5,323 ?

1,04
24 54 "
26 5416 I




4.4 Eksenel Basing Yiikiine Maruz Siirekli Kiris Sistemler

N 2p P @@ O ®@ @ ¢
TAL2|A=Lv2 [A=Lu2| A=Lu2| A=Li2|A=Ly2 |
;7* **Ll e —— = Lz

‘—- — L = —_—

Sekil 4.15 Eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli stirekli kiris

Ugiincii boliimde elde edilen (2.20) denklemi kullamilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin
0z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.
Sekil 4.15 de eksenel basing yiikiine maruz iki ucu mafsalli siirekli kiris sistem

gosterilmistir. L,=2L; olarak alinmigtir.

Probleme ait sinir kosullar1
v=04, =0, w=0 (4.53.a)

My=0 , M7;=0 (4.53.b)

9
A . p v
dir. 2==- olmak tizere sistem matrisi

EI
20000 00 11 00 0 0 0o |M]][o]
020 00 001 -2120 00 0 |M]|]0
00200000 1 -2110 0 0 |M]|]|o0
00 0 2 0 000 0 1 -21 0 0 |M]o0
0 00 0 0 A 0 W0 e o 1 o=2 1 o M) 0
00 D 0 8 #2000 0 a4 -2 1 |M|lo
0000 0000 OO0 O 0 1 -1 (M||O
=11 0 0 0 0 0 P =P 0 0 0 0 0 |wm]||o0
i -20 @ & 00 -P2F-FD © 0 @ |nllo (4.54)
01 211000 0 -P22-P 0 0 0 |wn]]0
000 1 =24 0 0 0 0 =P2P-P 0 0 |%]|(0
00 0 1 =510 b 0 o =P P =P || [0
0 0 0 1 -2 1 O 00 0 0 -P 2P -P|¥ |0
0 0 0 0 0 1 -10 0 0 0 0-P P |w]|l0

48



seklinde elde edilir. (4.53.a) ve (4.53.b) siur kosullari kullamilarak sistem matrisi

[S” Sn}[ ] [O]
= (4.55)
8y 8 )w] o

haline indirgenir ve ¢6ziim igin

{_ [SZI SIITI[S|2]+[S22]}[V]= [0] (4.56)

kullanilarak problem, 6 eleman i¢in 6z deger problemine doniistiirtilmiistiir. (4.54)
sistem matrisinin ¢6ziimii (4.56) denklemi goz oniine almarak yapilmig, burkulma
yiikii,

El

L =3.362—2 (4.57)
Ly

olarak bulunmustur. Bu tipe ait burkulma yiikii [4] de (4.58) deki gibi

FGergek =3-72% (4.58)
hesaplanmistir. 6 eleman igin (4.57) de bulunan degerin (4.58) deki gergek degerine
yaklagim oram %90.38 mertebesindedir. Eleman sayilar arttirilarak ¢oziime devam
edildiginde gergek degerin birebir elde edildigi goriilmistir. Giin’tn [7]
¢alismasinda bu problem kuadratik sekil fonksiyonlu sonlu elemanlar yontemi ile
¢oziilmis ve 6 eleman igin yaklagimin %98 mertebesinde oldugu gorilmistiir.
Buradan da anlasilacagi gibi Giin’iin [7] ¢alismasi, bu ¢aligmaya gore daha hizl
yaklagim gostermistir. Bu ¢aligmada cleman sayilan arttirilarak elde edilen sonuglar

tablo 4.10 de verilmistir.
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Tablo 4.10 iki ucu mafsalli siirekli kiris sistemin burkulma problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN Per Pisican HATA

SAYISI (L{%/ED) (L,*/EL) ORANI(%)
6 3,362 9,62
9 3,555 444
12 3,626 2,53
15 3,659 1,64
18 3,677 3,72 1,16
21 3,687 0,89
24 3,695 0,67
27 3.712 0,21
30 3,72 0

Tablo (4.10) deki sonuglar kullamilarak, gergek degere yaklasim sekil 4.16 da

gosterilmistir.

|
{ = Pgergek
|
|
|
|

Eleman Saylsnl

Sekil 4.16 Iki ucu mafsalli siirekli kirig sistemin ¢oziimlerinin gergek degerine

yaklagimi
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5. YARIM VE TAM CERCEVE SISTEMLER
5.1 YARIM CERCEVE SISTEMLER

Bu boliimde eksenel basing yiikiine maruz gergeve sistemlerin burkulma yiikleri
incelenecektir. ilk ©nce iki ucu mafsalli yarim gergeve sistemin ¢Sziimleri
incelenecek daha sonra da bir ucu mafsalli bir ucu ankastre yarim gergeve sisteminin

¢oziimleri incelenecektir.

5.1.1 iki Ucu Mafsalli Yarim Cerceve Sistemlerin Burkulma Analizleri

¥ Vsy M Vi Vs
h, MELSr
) El e s,
D & NA Ol -1 \=L/2 T
sy g oA
| \ <
y' = } X 7MA2’:_.VZ
y 4@
o =
| T |
8w 0
' LR Al,‘L\_'Vvl

Sekil 5.1 Iki ucu mafsalli yarim gergeve sistem

Sekil 5.1 de iki ucu mafsalli yarim gergeve sistemin elastik egrisi ve bilinmeyenleri
gosterilmigtir. Yarim gergeve sistemin, kolon ve kiris birlesim noktalarinda kolonun
yer degistirmesi ve kirisin ¢okmesi sifirdir. ikinci boliimde elde edilen (2.20)
denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman matrisi elde edilerek kodlama ile
sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin 6z deger problemine indirgenmesi ile

bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.
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Probleme ait sinir kogullar
v =0 =0, v; =0 (5.1.a)

Mzt (5.1.b)

2 0 0 0 -1 1 0 o o] [o]
0 4% 0 0 1 -2 1 0 0f|M| O
o 0 4% w oo oo 0 =2 0 G |o
0 0 0 A2 0o 0 0 1 -2 1|Mg] |O
00 0 0 0 0 0 0 1 -1|Ms5| |0
i1 i@ 0§ 6 o @& - 0 o i 0 5.2)
=2 1 0 0 =P BBl 0 j2k2 0
O, 1 0 0 4SNP0 N 0
0h 1 =2 1 408 BT N0T 0f 0 0
L o e —ala o o alioh S on]Evs | 0]

seklinde elde edilir. (5.1.a) ve (5.1.b) sinir kosullari kullanilarak sistem matrisi

S, S,M] _[o -
Sy Splv] Lo :3)

haline indirgenir ve ¢6ziim i¢in

{_ [Su Siy TI [Sl2]+ [Szz]}["] = [0] (5.4)

kullanilarak problem, 6z deger problemine doniistiiriilmiistiir. (5.2) sistem matrisinin

¢oziimii (5.4) denklemi goz dniine alinarak yapilmig, burkulma yiikii,
EI
P, =9.6— 5.5
= I (5.5)
olarak bulunmustur. Bu tipe ait burkulma yiikii [1] de asagidaki gibi
PG

ergek

= 13.876% (5.6)
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hesaplanmustir. 4 eleman igin (5.5) de bulunan degerin (5.6) daki gercek degerine

yaklastm orani %69.18 mertebesindedir. Eleman sayilari arttirilarak ¢oziime devam

edildiginde gergek degere yaklasildigr goriilmiistiir. Bu calismada eleman sayilari

arttirlarak elde edilen sonuglar tablo 5.1 de verilmistir.

Tablo 5.1 iki ucu mafsalli yarim gergeve sistemin burkulma problemine ait ¢éziimleri

ELEMAN P, Pyorck HATA
SAYISI (LYEl) (LY/ED) ORANI(%)

4 9,599 30,82
6 11,721 15,53
8 12,61 9,12
10 13,051 5,94
12 13,299 4,15
14 13,451 3,06
16 13,552 13,876 2,33
13 13,621 1,84
20 13,671 147
22 13,708 1,21
24 13,736 1,008
26 13,758 0,85
28 13,773 0,74

Tablo (5.1) deki sonuglar kullanilarak, gergek degere yaklagim grafik olarak sekil 5.2

de gosterilmistir.

16

1

14 ‘ﬁzl;‘liﬁ:—:.fﬁlﬁls.*'*
12 e

S N A O 0 O

12 13

—e—Pcr
—&— Pgergek

Eleman Sayisi

Sekil 5.2 Iki ucu mafsalli yarim gergeve sistemin g¢oziimlerinin gergek degerine

yaklagimi
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5.1.2 Bir Ucu Mafsall Bir Ucu Ankastre Yarim Cergeve Sistemlerin Burkulma

Analizleri
P Mny MV
e, Vs 5 \4_./1\5_‘
I 7‘"‘\: )
L. 9 3 oL NT G a-tn_| adn
- o
| 4 M
= gl | }T iy
3 o
A i =
/ -1 B
" M D
1| | {LV.

Sekil 5.3 Bir ucu mafsalli bir ucu ankastre yarim gergeve sistem

Sekil 5.3 de bir ucu mafsalli bir ucu ankastre yarim gergeve sistemin elastik egrisi ve
bilinmeyenleri gosterilmistir. Yarim gergeve sistemin, kolon ve kiris birlesim
noktalarinda kolonun yer degistirmesi ve kirigin ¢okmesi sfirdur. Ikinci bolimde elde
edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman matrisi elde edilecek
ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin 6z deger problemine

indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.

Probleme ait sumr kosullart
vw=0, =0, v =0 (5.7.a)

My =0 (5.7.b)

2
A . . .
dir. 2 ey olmak tizere sistem matrisi
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seklinde elde edilir. (5.7.a) ve (5.7.b) smur kosullar1 kullanilarak sistem matrisi

Sy SaTM7_[0
[SZI Szj{ v :l i l:o} e
haline indirgenir ve ¢dziim igin

{_ [Szl Snr[Sn]‘*' [Szz]}[v] = [0] (5.10)

kullamlarak problem, 6z deger problemine dontistirtilmiigtiir. (5.8) sistem matrisinin

¢oziimii (5.10) denklemi goz oniine alinarak yapilmis, burkulma yiikii,

EI
P =9.714 7 (5:11)
olarak bulunmustur. Bu tipe ait burkulma yiikii [9] da asagidaki gibi
E
P =147 21 (5.12)

hesaplanmustir. 4 eleman igin (5.11) de bulunan degerin (5.12) deki gergek degerine
yaklagim oram %66.08 mertebesindedir. Eleman sayilart arttinlarak ¢oziime devam
edildiginde gergek degere yaklagildigi goriilmistir. Bu calismada eleman sayilar

arttirilarak elde edilen sonuglar tablo 5.2 de verilmistir.
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Tablo 5.2 Bir ucu mafsalli bir ucu ankastre yarim gergeve sistemin burkulma
problemine ait ¢oziimleri

ELEMAN Per Pycrer HATA
SAYISI (L¥EI) (LYED) ORANI(%)

19 13,15 10,54

29 13,62 7,35

39 13,806 1 6,08

49 13,909 5,38

59 13,966 4,99

69 14,001 4,76

Tablo (5.2) deki sonuglar kullanilarak, yaptigimiz ¢6ziimiin gergek degere yaklasim
sekil 5.4 de gsterilmistir.

15 | : |

14,5 j
1 14 il o
| —e—Pecr ‘
\ 13,5 @
‘ e rergek
113
! 12,5 w
12 Eleman Sayls‘

1 % 3 4 S 6 ‘

Sekil 5.4 Bir ucu mafsalli bir ucu ankastre yarim gergeve sistemin g¢dziimlerinin
gergek degerine yaklasimi
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5.2 TAM CERCEVE SISTEMLER

Bu boliimde iki ucu ankastre bagl gergeve sistemin burkulma analizi yapilmistir.

Cergeve sistemler iki farkli hal g6z dniinde bulundurularak ¢oziilmiistiir.

5.2.1 Yanal Deplasmam Onlenmis Cerceve Sistem

P P MVay M Vi Vsy
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Sekil 5.5 Yanal deplasmani 6nlenmis gergeve sistem

Sekil 5.5 de iki ucu ankastre yanal deplasmam onlenmis gerceve sistemin elastik
egrisi ve bilinmeyenleri gosterilmistir. Cergeve sistemin, kolon ve kiris birlesim
noktalarinda kolonun yer degistirmesi ve kirigin gokmesi sifirdur.

ikinci bolimde elde edilen (2.20) denklemi kullamilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin

6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.
Probleme ait sinir kosullari

H=0l, V=01, ¥,=0; ¥ =0, w

=0, v, =0 (5.13)

2
A = i -
dir, A ey olmak iizere sistem matrisi
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seklinde elde edilir. (5.13) sumr kosulu kullanilarak sistem matrisi

Sn Sa|M | | 0
|:Sz| Szzj“iv}—{()] (5.15)

haline indirgenir ve ¢6ziim igin

{_ [Szu Sn]—l[Sn]‘*'[Szz]}["]:[O] (5.16)

kullanilarak problem, 6z deger problemine doniistirilmiigtiir. (5.14)  sistem
matrisinin ¢oziimii (5.16) denklemi gdz oniine alinarak yapilmig, burkulma yiik,

dokuz eleman i¢in,
EI
P, = 21.56L—2 (5.17)

olarak bulunmusgtur. Bu tipe ait burkulma yiikii [9] da agagidaki gibi

2525 (5.18)

ergek = " L2

P

hesaplanmustir. 9 eleman igin (5.17) de bulunan degerin (5.18) deki gergek degerine
yaklagim oram %85.38 mertebesindedir. 12 eleman i¢in de yapilan ¢oziimlerde
yaklagim oram %85.93 mertebesine yiikselmektedir. Bu calismada eleman sayilari

arttirilarak elde edilen sonuglar tablo 5.3 de verilmistir.
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Tablo 5.3 Yanal deplasmani 6nlenmis gergeve sistemin burkulma problemine ait

gozimleri
ELEMAN HATA
SAYISI P.(L*/ED) Percek(L/ED) ORANI(%)

9 21,516 14,62
12 21,654 14,07
15 22,368 11,24
18 23,244 7,76
21 23,947 il 4,97
24 24,487 2,83
27 24,907 1,16
30 252 0 J

Tablo (5.3) deki sonuglar kullanilarak, yaptigimiz ¢dziimiin gergek degere yaklasim

sekil 5.6 da gosterilmistir.

20 [

—&—Pcr

—a— Pgergek

Eleman Sayist

Sekil 5.6 Yanal deplasman onlenmis gereve sistemin ¢oziimlerinin gergek degerine

yaklasimi
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5.2.2 Yanal Deplasmam Onlenmemis Cerceve
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Sekil 5.7 Yanal deplasman nlenmemis gergeve sistem

Sekil 5.7 de iki ucu ankastre yanal deplasmam Snlenmemis gergeve sistemin elastik
eprisi ve bilinmeyenleri gosterilmistir. Cergeve sistemin, kolon ve kirig birlesim
noktalarinda kolonun uglar1 yatayda yer degistirir ancak kirisin ¢okmesi sifirdir.
ikinci bélimde elde edilen (2.20) denklemi kullanilarak her bir eleman igin eleman
matrisi elde edilecek ve kodlama ile sistem matrisine gegis yapilacak ve bu matrisin

6z deger problemine indirgenmesi ile bu tipe ait burkulma yiikleri hesaplanacaktir.

Probleme ait sinir kogullart

=0, v, =0, v,=0 (5.19)

w=0, v o

¥

2
A - ; -
dir. 2= o, olmak {izere sistem matrisi
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seklinde elde edilir. (5.19) sinir kosullar1 kullanilarak sistem matrisi

sV 62
Sy 8 [l 0

haline indirgenir ve ¢6ziim igin

S Is, T[S, 1+ 52 1{v]= [0] (522)

kullanilarak problem, 6z deger problemine doniistiirilmistiir. (5.20) sistem

matrisinin ¢oziimii (5.22) denklemi géz oniine almarak yapilmis, burkulma yiikii,

EI
P = 5‘61L—2 (5.23)

olarak bulunmustur. Bu tipe ait burkulma yiikii [9] da (5.24) deki gibi

P, =7.34 &

Gergek I

(5.24)
hesaplanmustir. 12 eleman igin (5.23) de bulunan degerin (5.24) deki gergek degerine

yaklagim oram %76.43 mertebesindedir. Bu galigmada eleman sayilar1 arttirilarak

elde edilen sonuglar tablo 5.4 de verilmistir.
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Tablo 5.4 Yanal deplasmani 6nlenmemis gergeve sistemin burkulma problemine ait
¢Oziimleri

ELEMAN Per Py HATA
SAYISI (L¥ED) (L¥EI) ORANI(%)
12 5,61 23,57
18 6,21 15,4
24 6,51 11,31
30 6,69 8,86
36 6,81 7:22
42 6,89 6,13
48 6,95 7,34 5,31
54 7,021 435
60 7,035 4,16
66 7,058 3,84
72 7,088 343
78 7,1297 2,87
84 7,204 1,85

Tablo (5.4) deki sonuglar kullanilarak, yaptigimiz ¢éziimiin gergek degere yaklagim

sekil 5.8 de gosterilmistir.

—e—Por

—&— Pgergek

Eleman Sayisi

2 3 4 5 & 7 89 o 1201sn4

Sekil 5.8 Yanal deplasmani Gnlenmemis gergeve sistemin g¢oziimlerinin gergek
degerine yaklagimi
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6. SONUCLAR

1. Bu calismada, elastik gubuklarin burkulma analizleri varyasyonel tiirev
kullanilarak yapilmistir. Giin’tin [7] calismasinda elde edilen fonksiyonel
kullanilarak, varyasyonel tiirev ile gubuk elemanin eleman matrisi elde edilmistir.
Bu eleman matrisi incelendiginde, varyasyonel tiirevin, sonlu fark yéntemine son
derece benzedigi, fakat sonlu fark yonteminin uygulanmasinda sikintiya neden
olan bolge dis1 noktalara gereksinim duyulmamasi nedeni ile uygulamada daha

iistiin oldugu goriilmiistiir.

2. Diigiim noktalarinda tanimli biyiikliiklerin (M, v), digim noktalari arasindaki
degisimin lineer olmast durumu igin elde edilen eleman matrisinin, Giin’tin [7]
calismasinda yer alan lineer sekil fonksiyonlu sonlu eleman matrisi ile aym
oldugu goriilmiistiir. Dolayist ile, farkl bir yaklagik yontem olarak uygulanan

sonlu eleman ile benzestigi gozlenmistir.

3. Elde edilen eleman matrisi, smir kosullari goz oniinde bulundurularak kodlama
ile, Fortran dilinde yazilan program yardimiyla sistem matrisine aktarilmastir.
Burkulma yiikiiniin hesabt i¢in, sistem matrisi 6z deger problemine indirgenmis
ve yine Fortran kiitiphanesinde yer alan 6z defer programi (GVCRG)
kullanilarak ¢ubuk sistemlerin Euler burkulma yiikleri hesaplanmistur. Elde
edilen eleman matrisi sabit ve degisken kesitli , sabit ve degisken eksenel yiike
maruz g¢ubuk sistemlere, stirekli kiriglere, yarim ve tam gerceve sistemlere

uygulanmis ve literatiirdeki sonuglarla karsilagtirilmustir.

4. FElde edilen sonuglarm, kesin ¢oziime yaklasiminda simr kosullarinm etkili
oldugu gozlenmistir. Ozellikle ankastre ve bos ug kosullart verilirken, iki kosul
tanimlanmasi gerekirken, sadece birer kosul tanimlanabilmistir (ankastre ugta,
sadece ¢okmenin, bos ugta ise momentin sifira esitliginin kullaniimasi). Bunun
sebebi de, fonksiyonelde sadece moment ve ¢okme biiyiikliiklerinin yer

almasidir.
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Tanimlanamayan sinir kosullarm da (ankastre ugta egim, bos ugta kesme
kuvveti) dikkate alacak sekilde bir fonksiyonel kullamlirsa, bu olumsuz

kosullarin da ortadan kalkacagt diistiniilmektedir.

. incelenen tiim problemlerde eleman sayilari arttinldiginda kesin g¢oziime
yaklagimin uyumlu oldugu gozlenmistir. Bazi problemlerde bu yaklagim yukarda

agiklanan nedenden dolay1 yavastir.
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EKLER

Bu ¢aligmada diigiim noktalar1 sayilan arttirilarak elde edilen ¢oziimler bilgisayar
ortaminda yapilmustir. Bunun igin Fortran programinda bir yazilim gelistirilmigtir.
Bu programa ait akig diagrami ve yapilan calismalardan ornek olmasi amactyla bir
tane data dosyas1 ve gikis dosyast bu béliimde verilmistir.

Data Dosyast:

ELASTISITE MODULU CUBUK ATALETMOM YUK
Z-DOGII.)UG.II;IOK é;'\YI CUBUK BOYU
MI%ZSNEI]L TIPI KOSULU

;

[k 3

Son dosyasi:

7Z-DOG.DUG.NOK.SAYIL. =3

0-Z CUBUK BOYU =
ELASTISITE MODULU  =1.
CUBUK ATALET MOM  =1.
ELEMAN BOYU =i0.5

DUGUM KOORDINATLAR DEGISKENLER

No. Z M U
1 .00 1 0
2, 50 2 3

3 1.00 0 4

MAX BILINMEYEN SAYISI 4
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ELEMAN MATRISI
.1000E+01 .0000E+00
.0000E+00 .1000E+01
.0000E+00 .0000E+00
.0000E+00 .0000E+00

.1000E+01 -.2000E+01

.0000E+00

.0000E+00

.1000E+01

.0000E+00

.1000E+01

.0000E+00 .1000E+01 -.2000E+01

SISTEM MATRISI

.1000E+01 .0000E+00

.8000E+01

.0000E+00 .1000E+01 -.8000E+01

.1000E+01 -.2000E+01

.2000E+01

.0000E+00 .1000E+01 -.1000E+01

$S11 MATRISI
1000E+01 .0000E-+00
.0000E+00 .1000E+01
§S12 MATRISI
8000E+01 .0000E-+00
- 8000E+01 .4000E-+01
$S21 MATRISI
1000E+01 -2000E+01
0000E+00 .1000E+01
§522 MATRISI
2000E+01 -.1000E+01
~1000E+01 .1000E-+01
GLK MATRISI

-240E+02 .800E+01
.800E+01 -.400E+01

-.8000E+01

.8000E+01

4000E+01 -.8000E+01

.0000E+00 .0000E+00

.2000E+01 -.2000E+01

.0000E+00

4000E+01

.0000E+00

.0000E+00

-.1000E+01 .2000E+01 -.1000E+01

.0000E+00 -.1000E-+01

.0000E+00

4000E+01

-.1000E+01

.1000E+01
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GLM MATRISI
200E+01 -.100E+01
-.100E+01 .100E+01
EIGENVALUE( 1) = -.23431E+01

EIGENVALUE(2) = -.13657E+02
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Akis Diagrami:

BASLA

A

DATA GIRiSi

A

MESNET KOSULU
DATA GIRISI

MESNET BAGLANMA
TiPi DATA GIRiSI

A

ELEMAN MATRISININ
OLUSTURULMASI

ELEMAN MATRISINDEN
SISTEM MATRISINE
GECIS

A

SISTEM MATRISININ
OZ DEGER PROBLEMINE
DONUSTURULMESI

cOZUM
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