ISTANBUL TEKNIK UNIiVERSITESI * FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

NUMERIK KUTUP YERLESTIRME iSLEMINDE
HATA ANALIZI

YUKSEK LiSANS TEZIi

Miih. E. Murat BOZKURT

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 8 Mayis 2006
Tezin Savunuldugu Tarih : 12 Haziran 2006

Tez Danisman : Yrd.Doc.Dr. Mehmet Turan SOYLEMEZ

Diger Jiiri Uyeleri ~ Do¢.Dr. Fuat GURLEYEN

Yrd.Do¢.Dr. Turgay ALTILAR

MAYIS 2006



ONSOZ

Kutup yerlestirme yontemi kontrol miihendisliginde siklikla kullanilan bir yéntem
olmakla beraber yiiksek mertebeden sistemler icin kutup yerlestirme isleminin
bilgisayar ortaminda niimerik olarak gerceklestirilmesi olduk¢a zor bir problem
olarak karsimiza ¢ikmakta ve islem sonucunda ciddi niimerik hesaplama hatalarinin
yapilmast kacinilmaz olmaktadir. Bu nedenle kutup yerlestirme islemin niimerik
analizinin yapilmasi ve olas1 hatalar {izerinde etkili olabilecek parametrelerin tespit
edilmesi ve kontroldr tasariminin bu parametreler dikkate alinarak gergeklestirilmesi
faydali olacaktir. Bu nedenle bu tez ¢aligmasi boyunca kutup yerlestirme isleminin
niimerik analizi detaylica ele alinmis ve kontrolér tasarimina 1s1k tutabilecek
sonuclar elde edilmistir. Ayrica bu tez c¢alismasi boyunca yardimlarini esirgemeyen
kiymetli hocam sayin Yrd.Do¢.Dr. Mehmet Turan Soéylemeze tesekkiirii bir borg

bilirim.

Mayis 2006 Erkam Murat Bozkurt
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NUMERIK KUTUP YERLESTIRME iSLEMINDE
HATA ANALIZi

OZET

Bu tez ¢alismasinda lineer zamanla degismeyen tek giris tek ¢ikish sistemler igin
kullanilan kutup yerlestirme yontemlerinin niimerik analizi ele almmustir. Oncelikle
literatiirdeki yontemler hakkinda genel bir bilgi verilmistir. Daha sonra kutup
yerlestirme isleminin bilgisayar ortaminda niimerik olarak gerceklestirilmesi
durumunda karsilasilabilecek olan olasi problemler ve nedenlerinden bahsedilerek
niimerik kutup yerlestirme problemi tanimlanmustir. Bir sonraki adim olarak niimerik
kutup yerlestirme problemi i¢in bir hata tanimlamasi yapilmistir. Bu hata
tanimlamasindan yola ¢ikarak; niimerik kutup yerlestirme islemi sonucunda meydana
gelebilecek olasi niimerik hatalar {izerinde etkili olan parametreler tanimlanmistir.
Bu parametreler sirasi ile sistem mertebesi, sistemin reel degerli kutuplarinin
sayisinin sistem mertebesine orani olarak tanimlayabilecegimiz reel kutup orani ve
acik cevrim sistemin kutuplar1 ile hedeflenen referans kutup kiimesi arasindaki
uzakliktir. Acik cevrim sistemin reel kutup orani ile hedeflenen kapali ¢evrim
sistemin reel kutup orani farkli degerler alabilecegi i¢in bu parametre iki boyutlu bir
parametre olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Tez c¢alismast boyunca tanimlanan bu
parametrelerin analizi igin istatistiksel bir yaklagim benimsenmistir. Bu nedenle
parametreler tanimlandiktan sonra istatistiksel analizi i¢in kullanilabilecek bazi
araclar ve algoritmalar verilmistir. Daha sonra bu araglar kullanilarak bu
parametrelerin niimerik kutup yerlestirme islemi tlizerindeki etkisi istatistiksel olarak

analiz edilmistir.

Sistem mertebesinin analizi i¢in Oncelikle diger parametreler sabitlenmis ve sistem
mertebesi 10’dan 20’ye kadar artirilarak her bir sistem mertebesi igin yeterli sayida
niimerik kutup yerlestirme islemi gergeklestirilmis ve islemler sonucunda saptanan

hatalarin beklenen de§eri ve standart sapmalari hesaplanmistir. Bu analizin
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sonucunda elde edilen grafikten hatalarin sistem mertebesine bagli olarak logaritmik
eksende lineer olarak veya bagka bir degisle iistel olarak arttig1 ve niimerik kutup

yerlestirme islemi icin en etkili parametre oldugu goriilmiistir.

Benzer sekilde agik g¢evrim sistemin reel kutup oraninin analizi i¢in Oncelikle
hedeflene kapali ¢evrim sistemin reel kutup oran1 da dahil olacak sekilde diger tiim
parametreler sabitlenmis ve reel kutup oram1 [0,1] araliginda 0.1 artis ile
degistirilerek her bir deger i¢in yeterli sayida niimerik kutup yerlestirme islemi
gerceklestirilmistir.  Yapilan kutup yerlestirme islemlerinin sonucunda saptanan
hatalarin beklenen degerleri ve standart sapmalart hesaplanmistir. Bu analizin
sonucumda elde edilen grafikten hatalarin reel kutup oranina bagli olarak logaritmik
eksende iistel olarak arttig1 goriilmektedir. Daha sonra ayni islem hedeflenen kapali
cevrim kutuplan icinde tekrarlanmistir. Elde edilen sonuglardan hatalarin kapali

¢evrim kutuplarindan bagimsiz oldugu goriilmiistiir.

Son olarak kutuplar arasindaki mesafe diger tliim parametreler sabit tutulmak
kaydiyla [10®,10'"] arahiginda logaritmik olarak artirilmis ve kutuplar arasindaki
mesafenin aldig1 her bir deger i¢in saptanan hatalarin beklenen degerleri ve standart
sapmalar1t hesaplanmigtir. Elde edilen sonuglardan kutuplar arasindaki mesafenin
100°den biiyii oldugu degerlerde hatalarin logaritmik eksende {iistel olarak arttig

goriilmiistiir.

Son olarak 6zel bir durum olan kontrol edilebilir kanonik bi¢gimde yapilan niimerik
kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi hatalar i¢in bir ¢6ziim Onerisi

sunulmustur.
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ERROR ANALYSIS ON THE NUMERICAL
POLE ASSIGNMENT PROBLEM

SUMMARY

In this study, we analyzed the numerical pole placement problem and related issues
for a linear time invariant single-input single-output systems. First of all, general
information about pole placement method in the resent literature is given. Then, we
introduced same problems about possible numerical pole placement problems and
some general reasons of them. Then, we did an error definition of numerical pole
placement procedure and we defined some effective parameters on the numerical
pole assignment process using this definition. These parameters are the order of open
loop system, the percentage of reel poles of the open loop system and distance
between open loop system poles and desired closed loop poles. Because of the fact
that the percentage of reel poles of the open loop system may be different from the
percentage of reel poles of desired closed loop poles, the percentage of reel poles can
be considered a two dimensional parameters. In this study, we used a statistical
approximation to analyze these parameters. Thus we gave same tools and algorithms
in order to analyze these parameters using a statistical way. Then we did same
statistical analysis in order to obtain the effects of these parameters on the numerical

pole placement problem.

Firstly, the effect of the system order is analyzed when the other parameters are
fixed. The result shows that the errors increase linearly on the logarithmic axes when
the system order increases linearly. Then, the effect of the percentage of reel poles of
the open loop system is analyzed when the other parameters are fixed. The result
shows that the errors increase exponentially on the logarithmic axes when the
percentage of reel poles of the open loop system increases linearly. Then, the effect
of the percentage of reel poles of the desired closed loop system is analyzed when the

other parameters are fixed. The result shows that there is no an effect of the
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percentage of reel poles of the desired closed loop system on the pole assignment
errors. Finally, the effect of the distance between open loop system poles and desired
closed loop poles is analyzed when the other parameters are fixed. The result shows
that the errors can be increased exponentially when the distance between open loop
system poles and desired closed loop poles is greater than 100. During these

analyses, it can be easily said that the most effective parameter is the system order.

In the last section, we introduced an alternative method against the numerical pole
placement error when the system is modeled in the controllable standard form which

is an exceptional case. Then, we gave a proof for the method.



1. GIRiS

Durum geribeslemesi ile kutup yerlestirme problemi ve ilgili ¢aligmalar kontrol
teorisinde uzun bir ge¢mise ve dnemli bir yere sahiptir. Kutup yerlestirme igleminin
basaris1 kararlilik ve sistem performansi ilizerinde kritik rol oyar. Dogrusal ve
zamanla degismeyen, tek girisli tek ¢ikish sistemlerde kutup yerlestirme probleminin
¢Oziimii i¢in pek ¢ok yontem gelistirilmis olup bu yontemlerin farkli performans
oOlgiitlerine gore basarilar literatiirde ayrintistyla incelenmistir [1]. Bu yontemlerden

bazilar1 agagida siralanmaistir.

* Ackermann formiilii

» [z diisiim yaklasimi (Mapping approach)
» Transfer fonksiyon matrisi yaklagimi

* Spektral yaklagim

= Kapali ¢gevrim 6z vektorlerinin kullanimi

Yukarida belirtilen yontemlerin hepsinin ortak noktasi, yalnizca tiimiiyle kontrol
edilebilen sistemlere uygulanabilmesidir. Baska bir deyisle, belirtilen yontemlerin
kullanilabilmesi i¢in; durum uzayir matematik modeli verilmis olan herhangi bir
sistemin kontrol edilebilirlik matrisinin rankinin sistemin mertebesine esit olma sarti
aranir. Bu durumda lineer zamanla degismeyen sistemler icin kutup yerlestirme
isleminin kontroledilebilir standart formda gergeklestirilmesi son derece kolaydir.
Fakat eger verilen sistem kontroledilebilir standart bicimde degilse, bir doniigiim
matrisi kullanilarak kontroledilebilir standart bicime doniisiimii gergeklestirilebilir.
Boyle bir doniisiim matrisinin varligi i¢in gerek ve yeter sart, yukarida da tanimlamis
oldugumuz, sistemin biitiinii ile kontroledilebilir olmasidir. Eger bir doniisiim
uygulanarak kontrol edilebilir standart formda kutup yerlestirme islemi
gerceklestirilirse elde edilecek olan durum geribesleme matrisinin  orijinal
koordinatlarindaki karsiliginin bir ters doniisiim yapilarak hesaplandiktan sonra

sisteme uygulanmasi gerekmektedir. Bu islemler “Sekil 1.1 de betimlenmistir.



Orijinal koordinatlardaki Kanonik koordinatlara
sistem modeli doniigiim

Kontrolériin orijinal
koordinatlardaki degerinin
hesaplanmasi ve sisteme
uygulanmasi

Kontroledilebilir standart
bigimde kontrolériin
hesaplanmasi

-

Sekil 1.1: Kutup yerlestirme isleminin kontroledilebilir standart formda gergeklestirilmesi

Fakat ne yazik ki kutup yerlestirme islemi niimerik olarak gerceklestirildigi takdirde
yiiksek mertebeden sistemler i¢cin dnemli hesaplama hatalar1 meydana gelebilmekte
ve bu hatalar kapali ¢evrim kutup bolgelerinde ciddi bozulma ve yer degistirmelere
neden olabilmektedir. Bu konu iizerine yapilmis olan daha 6nceki ¢aligsmalardan da
bilindigi gibi, niimerik olarak gerceklestirilecek bir kutup yerlestirme isleminde
meydana gelebilecek olasi hesaplama hatalarim1 etkileyen bir takim faktorler
mevcuttur. Onde gelen faktorlerden bazilar1 yontem farkliliklari, sistem mertebesi (ki
bu kullanilan matrislerin boyutlarini belirleyecektir), kontroledilebilir standart forma
yapilacak olan bir doniisimde meydana gelebilecek olas1 hatalar (doniisiim
matrisinin ve tersinin hesaplanmasi ve bu matrislerin hesaplama 6ncesi dogru olarak
kosullandirmasi)  olarak  siralanabilir. ~ Kontroledilebilir ~ standart  formda
gerceklestirilen kutup yerlestirme isleminde oldugu gibi dogrudan sistemin orijinal
koordinat diizleminde kutup yerlestirme isleminin gerceklestirildigi spektral
yaklasim digindaki diger yontemler i¢in gegerli olan matris tersinin alinma

zorunlulugu spektral yaklasim i¢in bir avantaj olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu ¢alismada ele alinan temel fikir, niimerik olarak yapilan bir kutup yerlestirme
isleminde meydana gelebilecek olasi hesaplama hatalarinin biiyiikliigiinii belirleyen
tim faktorlerin bulunmasi ve bu faktorlerin hatalar {izerindeki etkilerinin tespit

edilmesidir.

Bu tez ¢alismasi boyunca, durum geri besleme matrisinin hesaplanmasinda ortaya
cikabilecek olas1 hatalarin kapali ¢evrim kutup bolgeleri tizerindeki etkilerinin analizi
icin istatistiksel bir yaklasim benimsenmistir. Ciinkii her ne kadar niimerik hesaplama

hatalar1 olasil olarak gergeklesmese de, algoritma i¢inde izole edilmesi oldukca



zordur ve yukarida da belirtildigi gibi kullanilan yOntem, sistemin matematiksel
modelini olusturan matrislerin elemanlar1 ve bu matrislerin kosullandirilmas1 gibi bir
takim nedenlere bagl olarak degisiklik arz edebilmektedir. Bu nedenle sembolik
cebir yontemlerinin kullanilmasi gibi bazi alternatif yontemler giindeme gelmistir
[1]. Bu durum niimerik olarak yapilan kutup yerlestirme islemlerinde ortaya ¢ikacak
hatanin Onceden tespitini ve kapali c¢evrim kutuplar1 {izerindeki etkilerinin
fonksiyonel olarak analiz edilmesini zorlastiracaktir. Bu nedenle kutup yerlestirme
isleminin nlimerik analizi yapilirken meydana gelecek olasi niimerik hatalarin kapali-

cevrim kutuplari tizerindeki etkisinin istatistiksel olarak incelenmesi gerekmektedir.

Bu tez ¢alismasinda da kutup yerlestirme isleminin niimerik analizi iki ana baglikla
ele aliacaktir. Birinci kisimda, olusacak niimerik hatalarin genel bir tanimlamasi
yapilacaktir. Ikinci kisimda ise hatanmn kapali ¢evrim kutuplarma olan etkisini
belirleyen parametreler ele alinacaktir. 2. ve 3. boliim olarak verilen bu kisimlari
takip eden boliimde ise kontrol edilebilir kanonik formda durum geribesleme
matrisinin hesaplanirken meydana gelebilecek hatalarin giderilmesi i¢in bir ¢éziim
Onerisi sunulacaktir. Yapilan c¢aligmalarin bir degerlendirmesinin yer aldigi sonug
boliimii tezin 5. boliimii olarak sunulmustur. Bu boliimleri ve kutup yerlestirme

isleminin niimerik analizini betimleyen bir sablon “Sekil1.2” ile verilmistir.

Basaril bir kutup Hedeflenen kapali
yerlestirme iglemi cevrim kutuplarina
IDEAL DURUM ulasim

foi Hatali kutup Hatanin kapali ¢gevrim
(B(?jlllt?rlr?ﬂ yerlestirme kutuplarina yansimasi (SSIE#J%)
(B6IUm2) (BOIGim3)

Kanonik formda yapilacak kutup
yerlestirme isleminde karsilagilabilecek
olasi hatalar igin bir ¢6zim Onerisi
(B6lum4)

Sekil 1.2: Niimerik kutup yerlestirme iglemi igin bir sablon



2. KUTUP YERLESTIRME ISLEMINDE HATA ANALIZI

2.1 Kontroledilebilir Standart Formda Kutup Yerlestirme

Zamandan bagimsiz tek giris tek ¢ikigh sistemlerde durum geri beslemesi
kullanilarak gergeklestirilen kutup yerlestirme problemi genel olarak su sekilde

tanimlanabilir. Durum uzay1 formunda tanimlanmis bir sistem asagidaki gibi verilmis

olsun.
X=Ax+ Bu (2.1)
y=0Cx (2.2)

[T

Burada “x” sistemin durum degiskenlerini “y” sistem ¢ikisini, “u " ise kontrol girisini
tanimlamaktadir. Kutup yerlestirme isleminin kontrol edilebilir standart formda veya
baska bir deyisle faz kanonik formda gergeklestirilmesinin oldukg¢a pratik ve
giivenilir oldugu kontrol teorisinde oldukca iyi bilinen bir konudur. Eger verilen
sistem kontroledilebilir standart formda tanimlanmamissa asagidaki denklem 2.3’de
gosterildigi gibi bir doniisiim matrisi ile koordinat doniisiimii yapilarak kutup

yerlestirme islemi kontroledilebilir standart formda gercgeklestirilebilir.

x=T% (2.3)
A=T"AT (2.4)
B=T"'B (2.5)
Burada
0 1 0 0 |
0 0 1 0
A= : (nxn), (2.6)
0 0 0 1
| —4y —a4 4, —a,_ |




B=[0 0 - 0 1] (nx1), (2.7)
Bu sistemde, eger u kontrol girisine asagidaki denklem 2.8’de tanimlanan

geribesleme uygulanirsa,

u=—Ki+r (2.8)
$=(A-BK)%+Br (2.9)
Burada
K=[k, k k - k_] (2.10)
o0 1 0 -« 0] [O]
0 0 1 0 0
A=A-BK= : ok ke ke kL] 2D
0 0 0 1 0
4 —4 4 —d,. ] L1
0 1 0 0 ]
0 0 1 0
= : : : : (2.12)
0 0 0 1
_—(ao—i-ko) —(al-i-k]) —(a2+k2) —(an_]+kn_1)_
Sonug olarak sistemin karakteristik polinomu agagidaki gibi olacaktir.
- - . n—1 )
det(sI—A+BK )= a+k,)s +s"
( ) = (4, +k.) (2.13)

=(a0 +/’cl)+(al+k2)52+(a2 +k3)s3 +...+(aH +kn)sn-1+sn

Hedeflenen kapali-cevrim kutuplarmin asagida verilen polinomun kdokleri oldugunu

kabul edelim.

p,(s)=d +ds+d,s* +-+d _s"" +5" 2.14
d 0 1 2 n—1

Bu iki polinomun katsayilarini esitlersek durum geribesleme matrisinin elemanlarini

tespit etmis uluruz:

k,=d, —a,, i=0,..,n-1. (2.15)



Dolayisiyla durum geribesleme matrisi asagidaki gibi elde edilir.

K:[do—ao d—a dy,—a, - d_ —a,] (2.16)

Durum geribesleme matrisinin orijinal koordinatlardaki degerini hesaplamak icin ise

doniisiim matrisi kullanilarak bir geri dosiim yapmak gerekir.

K=KT" (2.17)

Sonug olarak elde edilen matris ideal sartlarda orijinal sisteme geribesleme olarak
uygulandig1 takdirde kapali cevrim sistemin karakteristik denklemi yukarida
denklem 2.14 ile verilen yani hedeflenen karakteristik denklem olacaktir. Bu islem
bilgisayar ortaminda niimerik olarak gerceklestirilmek istendigi takdirde hatalar
ortaya ¢ikmaktadir. Bu hatalardan biri tezin giris kisminda da belirtildigi gibi sisteme
uygulanan bir koordinat doniisiimiinde meydana gelebilecek olast niimerik
hesaplama hatalaridir. Literatlirde bu konu {izerine bir¢ok calisma mevcuttur [9]. Bu
tez caligmasinda literatiirdeki calismalara ek olarak kutup yerlestirme isleminde
meydana gelebilecek olasi niimerik hesaplama hatalarinin  diger nedenleri

arastirilmustir.

Kutup yerlestirme islemi kontrol edilebilir standart formda gergeklestirildigi takdirde
yapilan niimerik hatalarin ana kaynagi yuvarlatma hatalar1 olacaktir. Burada dikkat
cekilecek nokta ise nlimerik olarak gergeklestirilen bir kutup yerlestirme isleminde
meydana gelebilecek olasi hatalarin biiyiikliigiinii belirleyen bir takim parametrelerin
yaninda, bu hatalarin kapali ¢evrim kutup bolgelerinde meydana getirecegi
bozulmalarin biiyiikligii iizerinde etkili olan bir takim ek parametrelerin de var
oldugudur. Bu nedenle tezin bu kisminda olusan bu hatalarin kapali ¢evrim kutup
bolgeleri tizerindeki etkisini belirleyen bir takim parametrelerin tanimlamalari
yapilacak ve parametrelerin analizi i¢in gerekli olan baz1i 6n saptamalarda

bulunulacaktir.

Kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek niimerik hatalarin 6nemli bir kismi
yuvarlatma hatalarindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle yapilacak olas1 yuvarlatma
hatalarinin durum geri besleme matrisinin {izerindeki etkisini belirleyebilmek igin
oncelikle yuvarlatma hatalarinin genel bir tanimlamasinin yapilmast ve genel

terminolojiye kisaca deyinilmesi faydali olacaktir.



2.2 Bilgisayar aritmetigi penceresinden yuvarlatma hatalarina genel bir bakis

Kutup yerlestirme isleminde meydana gelen yuvarlatma hatalarini analiz etmeden
once bazi varsayimlarin yapilmasi gereklidir. Mevcut olan literatiirde, yuvarlatma
hatalar1 i¢in en siklikla kullan model standart model olarak adlandirilir ve asagidaki

gibi tanimlanir.
ﬂ(x i§lemy):(xi§lemy)(l+§), |5|Su, islem=+,—x*,/. (2.18)

Bu model i¢in fI(.) terimi islemin hesaplanan degerini, J terimi yapilan yuvarlatma
hatasini ve u terimi ise birim yuvarlatma hatasini temsil etmektedir. Buna ek olarak
bilgisayar aritmetigi ile hesaplanabilecek en biiylik mutlak degerli ve en kiigiik
mutlak degerli sayilar icin iist asim ve alt asim terimleri kullamlabilir. Ust asim
niimerik hesaplamalar icin ¢ok daha tehlikelidir ve yapilan hesaplama i¢in dliimciil
hatalara neden olabilir. IEEE standartlarina goére iki temel bilgisayar aritmetigi
tanimlanmistir. Bu standartlara gore 32 bitlik ve 64 bitlik islemler i¢in birim

yuvarlatma hatasi, iist asim ve alt asim degerleri “Tablo 2.1 de verilmistir.

Tablo 2.1 IEEE standartlarma gore iki temel bilgisayar aritmetigi

Tip Genislik | Birim Yuvarlatma | Ust ve alt asim
Tekil | 32bit | 27 ~596x10° 107
Cift 64bit | 27 x~1.11x107"° 10°%

Yuvarlatma hatalar1 lizerine yapilan biitiin analizlerde yuvarlatma hatasinin isareti
thmal edilir. Yuvarlatma hatalariin niimerik hesaplamalar {izerindeki etkileri
hakkinda yapilan istatistiksel onermeler yuvarlatma hatalarinin olasilik modelleri
tizerinden yapilabilir. Konu ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [2] ve [3] olarak verilen

referanslara bakiniz.

2.3 Kontroledilebilir standart formda yapilan kutup yerlestirme isleminde

meydana gelen yuvarlatma hatalarinin tanimlanmasi

Bir onceki boliimde de belirtildigi gibi bilgisayar ortaminda yapilan niimerik
hesaplamalarda birtakim yuvarlatma hatalarinin meydana gelmesi kacinilmazdir.
Bolim 2.1°de, kontrol edilebilir standart formda verilmis olan bir sistemin durum
geribesleme matrisinin i. elemanin ve ardindan biitlin matrisin ideal gosterimleri
siras1 ile denklem 2.15 ve 2.16’da verilmistir. Bu baglamda, durum geribesleme
matrisinin 1. elemaninin ve ardindan biitiin matrisin niimerik hesaplamalar sonucunda

elde edilecek gercek degerleri denklem 2.18 kullanilarak tanimlanabilir.



S(k)=(d; = a,)(1+35) =k, + 5k, (2.19)
A(R)=K+6K =[k,+ Sk, k+6k ky+Sk, - k_+5k,] (2.20)

Elde edilen durum geribesleme matrisinin niimerik olarak hesaplatilan degeri veya
baska bir degisle gercek degeri, daha once bolim 2.1 denklem 2.8’de gosterildigi
gibi sisteme bir kontrol girisi ( # ) olarak uygulanirsa, sistemin durum denklemi ve
durum matrisinin gergek degerleri sirasi ile asagidaki denklem 2.21 ve 2.22° deki

sekli alacaktir.

$=(4-B.(K))z 2.21)
0 1 0
o 0 0 0
A-B.fI(K)= : : | (2.22)
—(ay+ky+ky) —(a,+k+5k) - —(a,_ +k_ +5k,_)

Sonugta kapali cevrim sistemin karakteristik denklemi ise agagidaki gibi olacaktir.

5 » - n—1 .
det(s/ - A+ B.fI(K))= ;(% +k, +0k;)s" +5" (2.23)

=(ay +k, +0ky)+(a, +k + 0k )s+-+(a,, +k,_, +0k,_)s"" +5"

Denklem 2.23, Bolim 2.1 de verilen denklem 2.14 (kapali ¢evrim sistem igin
hedeflenen karakteristik denklem) tiiriinden yazilacak olursa asagidaki denklem elde
edilir.

~ ~ ~ n-l i "
det(s/-4+B.f1(K))= ;(di +6k,)s' +s 024)
=(d,+6ky)+(d, +Sk,)s+---+(d,_, + 5k, )s"" +s"

Denklem 2.24 ‘den de goriilebilecegi gibi yapilan yuvarlatma hatalar1 kapali ¢evrim
sistemin karakteristik denkleminin katsayilarinda bir takim bozulmalara neden
olmaktadir. Bu durumu asagida verilen 6rnek 2.3.1 ile daha agik hale getirmek

mumkuindiir.

Ornek 2.3.1: 15. mertebeden bir sistem modeli i¢in, durum matrisinin elemanlarmin
degisim aralig1 {-15,15} olan rasgele tiiretilmis bir sistemi ele alalim ve bu sistemin

karakteristik denklemi ise asagidaki gibi verilmis olsun.



p(s)=2.67924x10" +1.58406x10" s —2.37465x10" s> —=8.57722x10" s’
+2.91443x10"5* —6.21316x10"s° —=9.99602x10'* s° —2.53948x10'" s’
+7.17846x10°s* +3.40312x10%s” —1.1787x107 5" —81784s" —22391.55"
+231.8485" +38.7751s" + 5"

(2.25)

Buna ek olarak, koklerinin degisim araligr {-15,15} olan asagidaki polinomu kapali

¢evrim sistemin hedeflenen karakteristik denklemi olarak alalim.

P, (5)=-3.22364x10" —1.80411x10"5—7.22234x10"s* +5.49771x10" s’
+5.28896x10" s* —7.73624x10"'s* +3.06958 x 10" 5° +3.99562x 10" s’
~4.39008x10°s* +1.39405x107s” +1.36924x10°s" —200580s""' + 6897.95"
+411.035s" —40.17415" + 5"

(2.26)

Bu durumda, agik-gevrim sistemin karakteristik denklemini (denklem 2.25), bir
durum geribeslemesi kullanilarak hedeflenen karakteristik denklemine (yukaridaki
denklem 2.26) tasiyan her bir durum degiskeni geribeslemesinin katsayilarinin

degerleri ise asagidaki gibi olacaktir.

k, =-2.67956x10", k, =-1.58587x10", k, =2.37393x10"

k, =8.6322x10", k, =-2.9139x10", k, =6.1358x10"

k, =1.00276x10", k, =2.57963x10", kg =—7.61746x10’ (2.27)
k,=-3.26371x10°,  k,=1.31562x10’, k,, = 616604

k, =29289.4, k,=179.187, k,, =-78.9492

Burada,

K=[k, k k - k] (2.28)

Bir sonraki adim olarak, durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda meydana
gelebilecek olast yuvarlatma hatalarinin degisim araliklarini belirlemeye ¢alisalim.
Bir onceki boliimde, IEEE standartlar1 referans alinarak, yapilan temel niimerik
islemlerde meydana gelecek birim yuvarlatma hatasi1 “Tablo 1.1” ile ve bu hatalar
icin referans model ise denklem 2.18 ile verilmisti. Bu model referans alinarak,
sisteme uygulanacak bir durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda meydana
gelebilecek olas1 yuvarlatma hatalarinin yaklasik degerleri kestirilebilir. Denklem
2.18 ile verilen modele gére durum geribesleme matrisinin 1. elemaninin hesaplanan

degeri asagidaki gibi olacaktir.



f(k)=k +6k, |o|<u~1.11x107" (2.29)

Burada u birim yuvarlatma hatasini, o ise i. durum geribeslemesinin hesaplanmasinda
yapilabilecek olasi yuvarlatma hatasini temsil etmektedir. Bu durumda, durum
geribesleme matrisinin her bir elemaninin hesaplanmasi durumunda yapilabilecek

olas1 yuvarlatma hatalarinin degisim araliklar1 ise asagidaki gibi olacaktir.

|0k,| <2974.31 |6k,|<176.031 |6k, <26.3506
|6k,| < 0.958174 |6k, |<0.323443 |6k| < 68.1074x107
|0kg| <11.1297x107*  |5k,|<28.6317x10° |5k, < —8.45539x107 (2.30)

|Oky| <—3.62272x10°  |5k,| <1.46034x107 |5k, |<6.84431x10™"
|0k,| <3.25112x1077  |5k;;| <1.98897x107"* |5k,,|<—8.76336x107"

Eger denklem 2.30’da verilen yuvarlatma hatalarinin her biri degisken bir parametre
ile gosterilecek olursa, durum geribesleme matrisinin hesaplanan degerinin
geribesleme lizerine uygulanmasi ile elde edilen sistemin kapali ¢evrim karakteristik
denklemi denklem 2.32°de verilen sekilde olacaktir. Bunun i¢in Oncelikle olasi

yuvarlatma hatalarin1 parametrik olarak tanimlayalim.

ok =gq, (2.31)
Daha sonra, sistemin kapali-gevrim karakteristik denklemi asagidaki gibi olacaktir.

det(s] iy +E.ﬂ(K)) = (26792410 +k, +q, )+
1.58406x10" + &, +¢, ) s +(-2.37465x 10" +k, + g, ) s* +
—8.57722x10" +k; +q;)s* +(2.91443x10" + k, +¢, ) s* +
—6.21316x10" + &, + g5 ) s* +(—9.99602x 10" + k + ¢ ) s° + (232)
3.40312x10° +ky + g, ) s” +(—1.1787x107 + ky + g, ) 5™ +

—81784+k, +q, )s" +(-22391.5+k, +q,,)s"” +

(—2.53948x10" +k, +q, )57 +(7.17846x10° + k; + g ) s* +
(
(231.848+ky +q,,)s" +(38.7751+k, + g, )s" +s°

Bu denklemde, “k” parametreleri, herhangi bir yuvarlatma hatasinin olmadigi,
durum geribesleme matrisinin elemanlarinin ideal degerlerini temsil etmektedir ve bu

degerler denklem 2.27 ile verilmistir. Denklemde verilmis olan “q” parametreleri ise

meydana gelebilecek olas1 yuvarlatma hatalarini temsil etmektedir ve dogal olarak bu
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parametrelerin nominal degerleri sifirdir. Bu 6rnek i¢in denklem 2.25 ile verilen
karakteristik denklemine sahip 15. mertebeden bir sistemde, “q” parametrelerin
kutup yerlestirme isleminin sonucunda alabilecegi olas1 degerlerin degisim araliklar
ise denklem 2.30 ile verilmistir. Denklemde gosterildigi gibi “q” parametreleri ile
tanimladigimiz yuvarlatma hatalarinin 15. mertebeden bir sistem i¢in oldukga biiyiik
degerler alabildigi ve bir kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi
yuvarlatma hatalar1 i¢in sistem mertebesinin belirleyici bir unsur oldugu agikca
goriilmektedir. Yukarida verilen Ornekte de goriildiigii gibi; kutup yerlestirme
isleminde meydana gelebilecek olasi yuvarlatma hatalari, islem sonucunda elde
edilecek olan kapali-¢evrim sistem i¢in tanimlanmis parametrik belirsizlikler olarak

diisiiniilebilir ve her bir parametrenin degisiminin sistemin kapali ¢evrim kutup

bolgelerinde farkli etkileri olacaktir.

2.4 Kutup yerlestirme probleminde hata tanimlanmasi ve kutup renklendirme

Bir onceki boliimiin sonunda verilen 6rnek 2.3.1 ile gosterildigi gibi, e§er durum
geribesleme matrisinin hesaplanan degeri sisteme geribesleme olarak uygulanirsa,
olast yuvarlatma hatalarinin bir sonucu olarak kapali-cevrim sistemin karakteristik
denklemi asagidaki formda olacaktir.

n—1

p(s.q.k)=Y (a,+q,+k)s +s" (2.33)

i=0

Burada “q” parametreleri daha 6ncede belirtildigi gibi durum geribesleme matrisinin
hesaplanmasinda meydana gelebilecek olas1 yuvarlatma hatalarini, “k” parametreleri
ise durum geribesleme matrisinin elemanlarimi temsil etmektedir. Sistemin
karakteristik koklerini belirleyen “k” ve “q” parametrelerinin nominal degerleri i¢in
elde edilecek olan degerler ise sistemin hedeflenen kapali-gevrim kutuplaridir ve
denklem 2.33 den goriilebilecegi gibi parametrelerin degisimi ile kapali ¢evrim
kutuplarinin farkli degerler almasi kaginilmazdir. Bu durumda, meydana gelen
yuvarlatma hatalarinin kapali ¢evrim kutuplarini hedeflenen kutup bolgelerinden ne
kadar uzaklastirdigint veya baska bir degisle kutup yerlestirme isleminin
performansini ne kadar etkiledigini analiz etmek i¢in bir performans kriteri tespit
edilmelidir. Bu kriteri belirleme asamasinda ise bazi tanimlamalarin yapilmasi

faydali olacaktir. Bu noktadan hareketle, sistemin hedeflenen kapali ¢evrim

kutuplari, kutup yerlestirme problemi i¢in ideal kutuplar olarak adlandirilabilir.
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Bilgisayar ortaminda niimerik olarak hesaplatilan durum geribesleme matrisinin
sisteme uygulanmasi ile elde edilen kapali ¢cevrim kutuplarina ise islem sonucu
yerlestirilmis gercek kutuplar diyelim. Bu tanimlamalardan yola ¢ikarak diyebiliriz
ki, ideal kutuplar ile bu kutuplara karsilik gelen ger¢ek kutuplarin arasindaki mesafe
kutup yerlestirme isleminin performansini belirleyecektir. Bagka bir degisle, verilen
bir sistemin ideal kutuplariyla gercek kutuplari arasindaki olasi en biiyiik uzaklik
kutup yerlestirme isleminin hatas1 olarak tanimlanabilir ve niimerik hesaplamalarda
meydana gelen hatalarin kutup bolgelerine yansimasini temsil etmektedir. Fakat
aradaki mesafe Ol¢iilmeden dnce sistemin hangi ideal kutbuna hangi gergek kutbun
karsilik geldigi bilinmelidir. Baska bir degisle, ideal kutuplarla ger¢ek kutuplar
arasinda karsilikli bir eslesmenin yapilmasi gereklidir. Literatiirde bu islem kutup
renklendirme olarak adlandirilir [4]. “Sekil 2.1 ile liclincli mertebeden bir sistemin

i¢in basit bir 6rnek verilmistir.

Jw Jw
@)
X A j3
A,
X O o X Q o
A4,
X
O
(@) (b)
Jw Jw
o2
AL
A4
% Aty O o % O g

A, O/X

(c) (d)

X Ideal kutuplar, O Gergek kutuplar, A/L Aradaki mesafe

Sekil 2.1: Ugiincii mertebeden bir sisteme kutup yerlestirme islemi uygulanmasi durumunda elde edilecek gergek kutuplar
(yerlestirilen kutuplar) ile hedeflenen kutuplar i¢in olas1 bir kutup dagilimi a sikki ile verilmistir. Elde edilen gergek kutuplarla
hedeflenen kutuplar arasindaki eslesmeler sirasi ile b,c ve d siklart ile verilmistir.
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“Sekil 2.1” (b,c,d) de yerlestirilen kutuplar (ger¢ek kutuplar) ile hedeflenen kutuplar
(ideal kutuplar) arsinda olasi bazi1 eslesmeler gosterilmistir. Yapilan eslesmeler
icinde en makul olaninin “Sekil 2.1.d” ile verilmis olan esleme oldugu aciktir. Bu
noktadan hareketle, ger¢ek kutuplarla ideal kutuplar arasinda yapilacak farkl
eslemelerde, “Sekil 2.1.d” de gosterildigi gibi gercek kutuplar ile ideal kutuplarin
arasindaki en biiylik uzakligin en kiiclik oldugu eslemenin yapilabilecek en iyi
eslesme oldugu sdylenebilir. Yapilan bu esleme sonucunda kutuplar arasinda 6l¢iilen
en biyiik uzaklik, kutup yerlestirme isleminin hatasini temsil edecektir. “Sekil 2.1.d”
icin hata asagidaki gibi tanimlanir.

e=A/J =maX(A/1l.) (2.34)

1<i<3

Fakat 10. mertebeden bir sistem i¢in bu problemin ¢ézliimii olduk¢a yavas olacaktir.
Ciinkii 10! adet farkli permutasyon test edilmelidir. Bu yiizden bu problemin ¢6ziimii
icin daha iyi bir algoritmaya ihtiya¢ duyulacaktir. Bu islemi daha hizli olarak
gerceklestirebilecek algoritmalardan biride bilgisayar bilimleri terminolojisinde
lineer bottleneck assignment problem olarak adlandirilan algoritmadir. Konu ile ilgili

daha fazla bilgi i¢in [10] no’lu referansa bakilmalidir.

2.5 Kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi1 hatalarin kapah

cevrim kutup bolgelerine etkisini belirleyen parametreler

Daha onceki boliimlerde kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi
niimerik hesaplama hatalarinin olas1 nedenlerinden (kanonik koordinatlara yapilacak
bir doniisimden kaynaklanabilecek hatalar, yuvarlatma hatalar1 ve karakteristik
denkleminin dogru olarak hesaplanmasi vs) bahsedilmisti. Ayrica Bolim 2.3°de
sistem mertebesinin artisi ile kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi
yuvarlatma hatalarinin iistel veya lstele yakin olarak arttig1 belirtilmisti ve kapali-
cevrim karakteristik denklemi {izerindeki etkilerinden ise Bolim 2.3 ve 2.4’de
detaylica bahsedilmisti. Ozellikle Boliim 2.4’de, bu tiir yuvarlatma hatalar1 denklem
2.33 de gosterdigimiz gibi; sistemin kapali ¢evrim karakteristik denklemindeki
belirsizlik igeren parametreler olarak ele alinmisti ve yine B6liim 2.4°de yuvarlatma
hatasini temsil eden bu parametrelerin kapali-cevrim kutup bdlgeleri iizerindeki
etkilerinin analiz edilebilecegi kutup renklendirme yonteminden ve bu yontemden
yola c¢ikarak, kutup yerlestirme islemi i¢in hedeflenen kapali-cevrim kutup

bolgelerinden uzaklasmanin referans alindigir bir hata tanimlamasi yapilmisti. Bu
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baglamda kutup yerlestirme isleminin niimerik analizi i¢in birbirinden bagimsiz
olarak incelenebilecek ii¢ farkli parametre gurubundan bahsetmek miimkiindiir. Bu

parametreler asagida siralanmustir.

I. Sistem Mertebesi: Klasik kontrol teorisinde olduk¢a iyi bilinen bir

parametredir. Kisaca bir sistemin karakteristik denkleminin mertebesi olarak
tanimlanabilir.

II. Reel kutup orani (RKO): verilen bir sistemin reel kutuplarinin sayisinin tiim

kutuplarinin sayisina orani olarak tanimlanmustir.

III. Kutuplar arasindaki mesafe (KAM): acik c¢evrim kutuplari ile hedeflenen

kutuplar arasindaki maksimum uzaklik olarak tanimlanmistir.

Simdi bu parametreleri biraz daha ayrintisi ile ele alalim.

Sistem Mertebesi: Boliim 2.3’de verilen denklem 2.24 dan da goriilebilecegi gibi

durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda meydana gelebilecek olasi
yuvarlatma hatalar1 sistemin kapali ¢evrim karakteristik denkleminin katsayilarinda
birtakim bozulmalara neden olmaktadir ve bu tiir bozulmalarin sistemin kapali-
cevrim kutuplarini hedeflenen bolgelerden uzaklastiracagi aciktir. Bu tiir katsayi
bozulmalar1 ile kutup boélgelerinde meydana gelecek bozulmalar arasindaki iligkiyi
lineer bir yaklagimla asagidaki gibi gostermek miimkiindiir [6]. Burada sistemin

kapal1 cevrim karakteristik denkleminin
pu(s)=a,+as+ays’+--+a, s +s" (2.35)

oldugunu kabul edersek, karakteristik denkleminin k. katsayisinda meydana gelecek
bozulmanin j. kutup {izerinde etkisi asagidaki gibi olacaktir.
/’i,n_k
A, =———' _Aa (2.36)
J k
H 0#j (ﬂ/ N 2’” )
Bu noktada akla gelecek soru, katsayilar {izerinde bu tiir bozulmalara neden olan
yuvarlatma hatalarinin, verilen sistemin matematiksel modeli ile herhangi bir iligkisi
var midir veya bagka bir deyisle bu tiir katsayr bozulmalarinin miktarini belirleyen
parametreler nelerdir? Bu konuyu analiz etmeden 6nce bazi basit 6n saptamalarda
bulunmak faydali olacaktir. Oncelikle denklem 2.1°de verilen agik ¢evrim sistemin

karakteristik denkleminin asagidaki gibi oldugunu kabul edelim.
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n—1
det(sl/—A4)= s +s"
€ (S ) ;als +5 (237)

_ 2 n—1 n
—a0+als+a25 +"'+Cln_1S +S

Denklem 2.37°de verilmis olan karakteristik denkleminin katsayilar1 ile kokleri
arasinda, asagida verilen denklem 2.38 ile verilen iliskiden bahsetmek miimkiindiir.
Bu noktadan hareketle, verilen sistemin karakteristik denkleminin koklerinin
karmagik diizlem iizerindeki dagilimmin birim ¢emberin disinda yogunlagmis
oldugunu kabul edelim. Bu durumda sistem mertebesinin artmasi ile katsayilarin
mutlak degerleri de artis gosterecektir. Fakat denklem 2.38’den de goriilebilecegi
gibi; karakteristik denkleminin mertebesi ile katsayilar arasindaki lineer bir iliskiden

bahsetmek miimkiin degildir.

an—l :Zﬂl :ﬂ1+2’2+ﬂ’3+”.+ﬂ’n
i=1

a= D, AR, (2.38)

IS <ay<-aip<n

ay = H/li =44 A4,
i1

Bunun yaninda karakteristik denklemin katsayilarindan a, ile denklem kokleri
arasindaki tstel bir iligkiden, a,; disinda diger katsayilar icinse iistele yakin bir
iliskinin varhigindan bahsedilebilir. Bunun bir sonucu olarak, sistem mertebesinin
artirllmasi ile karakteristik denkleminin katsayilarinin iistel veya iistele yakin olarak
arttig1 kolaylikla sdylenebilir. Bu nedenle, katsayilar cinsinden hesaplanacak olan
durum geri besleme kontroldriiniin igerecegi yuvarlatma hatalarinin ise sistem
mertebesinin artis1 ile yine ustel veya istel yakin olarak artmasi beklenen bir
sonugtur. Bu nedenledir ki daha sonraki boliimlerde de gosterecegimiz gibi, 6zellikle
10. mertebe ve daha yiiksek mertebeden sistemler igin sistemin agik-cevrim
karakteristik denkleminin katsayilar1 olduk¢a biiyilkk degerler alabilmekte ve
dolayistyla durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda ciddi yuvarlatma hatalar

meydana gelebilmektedir.
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Reel kutup orami: Bu parametrenin ifade ettigi kavramin asagida yapilacak olan

aciklamalar ve tanimlamalarla daha agik hale getirilebilmesi miimkiindiir. Kutup
yerlestirme islemi sonucunda ortaya ¢ikabilecek olas1 kutup yerlestirme hatalarinin
hedeflenen kapali ¢evrim kutup bolgelerinden uzaklagmalara neden olabilecegi daha
onceki boliimlerde de belirtilmisti. Bu parametre iizerine yapilacak olan analizlerin
cikis noktasi, yapilan nlimerik hatalar sonucunda kapali ¢evrim sistemin reel
kutuplarinda karmagik degerli kutuplarina nazaran daha biiyiik oranlarda bozulma ve
hedeflenen bolgelerden uzaklasmalarin meydana geldigi diisiincesidir. Bu nedenle
reel kutup orami tlizerine yapilan analizlerin amaci verilen sistemin spektral

dagiliminin kutup yerlestirme isleminin basarisina etkisini gosterebilmektir.

Reel kutup orami olarak adlandirilan bu parametre, kutup yerlestirme islemi
oncesinde verilen bir agik-gevrim sistem i¢in, reel degerli kutuplarinin sayisinin
sistemin tim kutuplarinin sayisina orani olarak tanimlanabilir. Ayrica, bir sistemin
tiim kutuplariin sayisi reel kutuplarin sayisina ancak esit veya fazla olabilecegi igin
bu parametre 0 ile 1 arasinda bir deger alacaktir ve bir oran belirttigi i¢in ylizdelik
dilim tiirtinden de ifade edilmesi miimkiindiir. Fakat bu kavram tek basina bir anlam
tagimamaktadir. Ciinkii verilen bir sistemin kutuplarinin %50 oraninda reel olmasi
seklinde bir ifade teorik olarak her zaman miimkiin olmayabilir. Buna 6rnek olarak
10. mertebeden bir sistem ele alinirsa, bu mertebeden bir sistemin toplam agik
cevrim kutup sayisinin sistem mertebesine esit olacagi bilinen bir gercektir. Fakat
ayni sistemin acik ¢evrim reel kutuplarinin sayisinin 5 dolayisiyla da reel kutup
oraninin 0.5 olmas1 veya bagka bir degisle kutuplarinin %50 oraninda reel olmasi
olanaksizidir. Ciinkii 10. mertebeden bir sistemin reel kutup sayisi i¢in 5’e yakin
varyasyonlar ancak 4 ile 6 olabilir ve bu durumda sistem kutuplart %40 ile %60
oranlarinda reel olacaktir. Fakat eger ayn1 mertebeden ve rasgele tiiretilmis olan ¢ok
sayida sistem i¢in bu oran hesaplanip ortalama degerleri alinirsa, tiiretilen herhangi
bir acik ¢evrim sistemin reel kutuplarinin tiim kutuplarina oraninin beklenen degeri
istatistiksel olarak saptanmis olur ve ylizdelik dilim agisindan da anlamli bir terim

elde edilmis olur.

Yukarida verilen 6rnege donecek olursak, 10. mertebeden bir sistem igin reel kutup
oraninin %40 ile %60 degerlerini alabileceginden bahsedilmisti. Bu degerlerdeki reel
kutup oranlarina sahip bir¢ok sistem tiiretilip, hesaplanan reel kutup oranlarinin

ortalama degeri alinacak olursa %40 ile %60 arasinda degisen %50 civarinda bir
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degerin elde edilmesi beklenir. Elde edilen bu deger reel kutup oraninin beklenen
degerinin yiizdelik olarak gosterimidir. Reel kutup oraninin beklenen degeri olarak

tanimladigimiz bu terim i¢in asagidaki gibi bir matematiksel gosterim yapilabilir.

E {reel kutup Sayzsz}

E {reel kutup oram} = (2.39)

Tiim kutuplarin sayisi

Bu noktadan hareketle, bu parametrenin kutup yerlestirme islemi iizerindeki etkisini
analiz edebilmek i¢in ilk olarak durum uzay1 formunda ve elemanlar1 rasgele olarak
atanmis ¢ok sayida sistemin tiiretildigini ve bu sistemlerin reel kutuplarinin oraninin
beklenen degerinin ise programci tarafindan onceden belirlenebildigini diisiinelim.
Daha sonra, bu sekilde tiiretmis oldugumuz her bir sisteme kutup yerlestirme
islemini uygulayarak sistemlerin acik ¢evrim kutuplarini yine rasgele se¢ilmis olan
kutup bolgelerine tasidigimizi kabul edelim. Daha sonra her islem sonucunda
yapilabilecek olas1 hatayr bir oOnceki bolimde agiklamis oldugumuz kutup
renklendirme yontemini de kullanarak tespit ettigimizi ve son olarak da tespit edilen
bu hatalarin ortalama degerlerini hesapladigimizi diisiinelim. Bu durumda, reel kutup
oraninin beklenen degeri ile kutup atama isleminde yapilan hatalarin beklenen degeri
arasinda istatistiksel bir iliski kurmak miimkiin olacaktir. Fakat bu noktada akla
gelecek ilk soru, yukarida belirtildigi gibi hedeflenen reel kutup oranlarina sahip
rasgele sistemleri tiiretmek veya baska bir degisle rasgele tiiretilen sistemlerin reel
kutup oraninin ve bunun bir sonucu olarak da sistemlerin biitiinii i¢in reel kutup

oraninin beklenen degerini 6nceden belirleyebilmek miimkiin miidiir?

Bu sorunun cevabi i¢in dncelikle sorulmasi gereken soru su olacaktir. Elemanlari
birim (uniform) dagilimli olarak tiiretilmis rasgele durum matrislerinin reel kutup
oraninin beklenen degeri nedir veya baska bir deyisle rasgele sistemlerin birim
dagilimla ve ek bir islem yapilmaksizin iiretildigi durumda bu parametrenin degeri ne
olacaktir? Literatiirde bazi farkli uygulama alanlarina sahip olan rasgele matris
teorisinin arastirma konularindan bir tanesi de rasgele tiiretilmis kare matrislerin reel
O0zdeger sayisinin beklenen degerleri ve bu 6zdegerlerinin reel veya karmasik say1
olma Olciitleri temel alinarak karmasik diizlem iizerindeki olas1t dagilimlarinin

analizidir[7].
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Farkli boyutlarda ve elemanlar1 birim dagilimli olarak tiiretilmis bir kare matrisin
reel 6zdegerlerinin sayisinin beklenen degeri i¢in matrisin boyutuna (n) bagli olan bir

fonksiyonel iliski agagidaki gibi tanimlanabilir.

n/2-1 _1\n
= (4k)!!
E = )2 (4k—3)” (2.40)
1+\/§ ; (4k—2)" n tek ise

Simdi oncelikle verilen bu denklemlerin sonucunun boyutlart 2 ile 100 arasinda
degisebilen matrisler icin hesaplatildigini diistinelim. Bu durumda elde edilen
sonugclar, istenen bir boyutta ve standart dagilimli olarak tiiretilecek bir matrisin reel
0z degerlerinin sayisinin beklenen degerlerini ifade edecektir. Bu degerler asagidaki

grafikte gOsterilmistir.

E[ROS]

Matris boyutu

Sekil 2.2 E[ROS]: Matrisin reel 6z degerlerinin sayisinin beklenen degeri

Daha sonra her matris boyutu igin elde edilen bu degerleri matrisin boyutuna
boldiigiimiizii diisiinelim. Bu durumda verilen bir boyutta ve standart dagilimla
tiiretilecek olan bir rasgele kare matrisin reel 6z degerlerinin sayisinin tiim
6zdegerlerinin sayisina oraninin beklenen degeri elde edilmis olunur. Bu sonuglar

asagidaki sekilde gosterilmistir.
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E[ROB]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Matris boyutu

Sekil 2.3 E[ROB]: Matrisin reel 6z degerlerinin sayisiin tim 6z degerlerinin sayisina
oraninin beklenen degeri

“Sekil 2.3” yorumlanacak olursa, normal dagilimla tiiretilmis kare matrislerin
Ozdegerleri i¢in karmasik veya reel olma oSlgiitii temel alindigi takdirde, matrisin 6z
deger sayisiin sabit bir beklenen degere sahip oldugu goriilmektedir. Bu yilizden
elemanlar: standart dagilimli olarak tiiretilen rasgele matrisler kullanilarak reel kutup
oran1 olarak tanimladigimiz bu parametrenin kutup yerlestirme islemi iizerindeki
etkisinin analiz edilebilmesi olanaksizdir! Ciinkii bu analizin tam olarak
yapilabilmesi igin, verilen bir sistemin reel kutup sayisinin beklenen degerinin
alabilecegi tiim degerlerde meydana gelecek hatalarin ve bu hatalarin beklenen
degerlerinin hesaplanabilmesi gereklidir. Ancak bu sekilde reel kutup sayisinin
beklenen degerinin degisimi ile kutup yerlestirme isleminin basarisi arasinda bir
iliski kurulabilir. Bu nedenle 6zel bir yontemin kullanilmasi kag¢inilmaz olacaktir.
Kullanilacak olan 6zel yontem ve bu yontemi kullanan algoritma Bolim 2.6 da

verilmigtir.

Kutuplar arasindaki mesafe: Kutup yerlestirme islemi oncesinde verilen bir agik

cevrim sistemin kutuplarina programei tarafindan belirlenebilen sabit bir uzaklikta
referans kutup kiimesi tiiretildigini diisiinelim. Bu durumda referans kutup bdolgeleri

ile agik ¢evrim kutup bolgeleri arasinda mesafe ayni olacak sekilde ¢ok sayida sistem
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tiiretmek ve bunlara kutup yerlestirme islemi uygulanarak olasi hatalarin istatistiksel
degerlerinin tutulmasi miimkiin olacaktir. Bu durumda verilen kutuplar arasindaki
mesafe ve kutup yerlestirme isleminin performansi arasinda istatistiksel bir iligki
kurulabilir. Bunun igin ise yine 6zel bir algoritmanin kullanilmasi1 gereklidir ve bu

algoritma ilerleyen kisimlarda verilecektir.
2.6 Parametrelerin analizi icin gerekli araclar ve algoritmalar

2.6.1 Reel kutup oraninin kutup yerlestirme isleminin iizerindeki etkisini analiz

edebilmek icin gerekli ara¢ ve algoritmalar

Bir onceki bolimde reel kutup orani olarak adlandirdigimiz parametrenin kutup
yerlestirme islemi iizerine etkisinin analiz edilebilmesi i¢in istatistiksel bir yaklagimi
benimsedigimizi belirtmistik. Bunun i¢in Oncelikle reel kutup oraninin beklenen
degeri disindaki tanimlamis oldugumuz diger tiim parametrelerin sabit tutuldugunu
kabul edelim. Daha sonra, bu kosul saglanacak sekilde bu parametrenin degisim
aralig1 olarak tanimlamis oldugumuz 0 ile 1 arasindaki olasi biitiin degerleri i¢in ¢ok
sayida rasgele sistem olusturdugumuzu ve bu sistemlere kutup yerlestirme iglemini
uygulayarak olusacak hatayr Olctiiglimiizii diisiinelim. Son olarak ise bu hatalarin
ortalama degerini hesapladigimizi kabul edelim. Bu durumda reel kutup oraninin
beklenen degeri ve kutup yerlestirme isleminde meydana gelebilecek olasi bir
hatanin beklenen degeri arasinda bir istatistiksel iliski kurulmus olacaktir. Fakat bu
noktada bir 6nceki bdliimde de belirtildigi gibi, standart dagilimli olarak tiiretilmis
sistemler i¢in reel kutup oraninin beklenen degerinin daha 6nceden belirlenebilmesi
miimkiin degildir ve 6zel bir yontemin kullanilmasi kagimilmaz olacaktir. Bu tez
calismas1 boyunca ilk olarak [8] no’lu referansta kullanilmis olan bir yontem

problemin ¢éziimii i¢in Onerilecektir.

Bu yontemi su sekilde agiklamak miimkiindiir; oncelikle verilen sabit bir uzunlukta
ve elemanlarinin bir kismu reel bir kismi1 karmasik say1 olacak sekilde bir karmasik
say1 dizisi tiiretmek istedigimizi diislinelim. Fakat bu dizi tliretilmeden 6nce dizinin
beklenen reel kutup oranini 6nceden belirleyebildigimizi veya baska bir deyisle reel
degerli elemanlarinin sayisinin beklenen degeri sabit olacak sekilde karmasik say1
dizileri tiiretebildigimizi kabul edelim. Eger bu o0zellige sahip bir say1 dizisi
iretilirse, rasgele tiiretilecek olan bir kare matrisin 6z degerleri olarak bu dizinin

elemanlar1 rahatlikla yerlestirilebilir ve bu sekilde reel kutup oraninin beklenen

20



degeri daha 6nceden belirlenebilen rasgele sistemler tiiretmek miimkiin olacaktir. Bu
Ozellige sahip bir karmasik sayr dizisini tiiretmek istedigimiz takdirde
kullanilabilecek yontemlerden biri de say1 dizisini hiicrelere bolmek ve her bir hiicre

i¢in bir olasilik deneyi yapmaktir.

Bu tiir bir deneyi gergeklestirmek i¢in izlenecek prosediir ise sOyle olacaktir. Eger
deney basarili ise hiicre karmasik say1 ve bir sonraki hiicre ise bu saymnin eslenigi
olsun ve bunun ic¢in Oncelikle deneyin basarili olma olasiligini yani hiicrenin
karmasik say1 olma olasiligin1 “p” olarak tanimlayalim. Buna karsilik eger basarisiz
ise hiicre reel say1 olsun. Bu sekilde son hiicreye kadar dizi elemanlarinin atandigini

diistinelim. Bu durum agagidaki sekilde gdsterilmistir.

-——- C C -——- R -—-
N —
p=Basarili Basarisiz (1— p)

Sekil 2.4: Dizi igin 6nerilen hiicre yapisi ve deney sonuglarinin hiicrelere yerlestirilmesi

Burada dikkat edilecek bir nokta en son elemana gelindiginde her hangi bir deneye
ihtiyac olmaksizin bu elemanin reel ya da karmasik sayr olduguna karar
verilecegidir. Bu sayede reel degerli eleman sayisinin beklenen degeri belli olan
karmasik eslenik rasgele bir say1 dizisi iiretmek miimkiin olacaktir. Bu deneyin
gergeklestirilmesi i¢gin kullanilan algoritmanin ¢alisma mantigi ise kisaca asagidaki
gibi Ozetlenebilir. Soyle ki; oncelikle elimizde herhangi bir hiicrenin karmasik say1
olma ihtimalini veren bir olasilik fonksiyonu bulunsun ve bu fonksiyondan hiicrenin
karmasik say1 olmasi i¢in gerekli olan ihtimalin degerini hesaplayalim. Daha sonra
sifir ile bir arasinda degisebilen bir reel sayiyr rast gele tiiretelim. Eger rasgele
tiiretilen sayinin degeri hiicrenin karmasik say1 olma ihtimalinden kii¢iik ise deneyin
basarili oldugunu kabul edelim yani bu hiicre karmagik say1 ve bir sonraki hiicre ise
bu sayimin eslenigi olsun. Fakat eger basarisiz ise hiicre reel say1 olsun. Bu noktada
akla gelecek soru su olacaktir, deneyin basarisin1 veya bagka bir degisle hiicrenin
karmasik sayr olma ihtimali belirleyen olasilik fonksiyonu nedir ve nasil elde
edilebilir? Bunu sorunun cevabi i¢in Oncelikle tiiretilecek olan bir karmasik sayi

dizisinde, tiiretilen karmasik say1 ve onun esleniginin ard1 ardina yerlestirildigi hiicre
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ciftini karmasik say1 ¢ifti olarak adlandiralim ve eger deney basarili ise hiicrenin yeni
bir karmasik sayi ciftine baslayacagini kabul edelim. “Sekil 2.5” ile bir karmasik say1

cifti betimlenmistir.

- C C -

Karmasik say ¢ifti

Sekil 2.5: Karmasik say gifti ve hiicre igine yerlesimi
Son olarak i. hiicrenin yeni bir karmasik say1 ¢iftine baslamasi olasiligini ise “y;” ile
gosterelim. Bu tanimlamalardan yola ¢ikarak kolaylikla sdyleyebiliriz ki bir hiicrenin
karmasik say1 olmasi iki sekilde miimkiin olabilir. Bunlardan birincisi hiicrenin yeni
bir karmagsik sayr c¢iftine baglamasi ikincisi ise daha Onceden yerlestirilmeye
baslanmis bir karmasik say1 ¢iftinin ikinci eleman1 olmasidir. “Sekil 2.6” ile hiicrenin

yeni bir karmasik say1 ¢iftine baglamasi betimlenmistir.

-—— | R R C cC |---

%/_/

i. hiicre

Sekil 2.6: Yeni bir karmagik say: ¢iftine baglama durumu

Hiicrenin daha Onceden yerlestirilmeye baslamis bir karmasik say1 ciftinin ikinci

elemant olmasini ifade eden durum ise “Sekil 2.7 ile gosterilmistir.

-—| R C C R | -—-

N —

i. hiicre

Sekil 2.7: Bir hiicrenin yerlestirilmeye baslanmig bir karmasik sayi ¢iftinin ikinci elemani olmasini ifade eden durum
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Simdi olusturulacak olan bir karmasik sayi dizisinin herhangi bir hiicresindeki
elemanin yeni bir karmasik sayr ciftine baslama olasiligin1 bulmaya calisalim.
Bunun i¢in tiiretilecek bir karmasik say1 dizisinde, sirasi ile ilk 4 hiicrenin karmagik
say1 ¢iftine baslama olasiligindan baslayarak daha sonra bu olasilig1 veren ifadeyi

dizinin i. hiicresinin bir karmasik sayi ¢iftine baglama olasilig1 i¢in genellestirelim,

e Ik hiicrenin bir karmasik say1 ¢iftine baslamas1 olasilig:

W=p (2.41)

c|C

e {lk hiicrenin reel, ikinci hiicrenin ise yeni bir karmasik say1 ¢iftine baslama

olasiligi.
»=(1-p)p=p-p° (2:42)
[Rpcpc]—1 |

Ucgiincii hiicrenin yeni bir karmasik say1 ¢iftine baslamasi igin birbirinden bagimsiz
iki farkli durum s6z konusudur ve {igiincii hiicrenin karmasik say1 ¢iftine baslamasi

olasilig1 bu iki bagimsiz olayin bileskesinden elde edilir.

e o =(1-p)(1-p)p Ik iki hiicrenin reel iigiincii hiicrenin ise yeni bir

karmagik say1 ¢iftine baglamasi

(RIRJc]c] ] |

e a,=pp Ik hiicrenin karmasik say1 ¢iftine baslamis olmasi ve liglincii
hiicrenin ise yeni bir karmasik say1 ¢iftine baslamasi

cjelefe]| |
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Sonug olarak {i¢iincii hiicrenin karmasik sayi ¢iftine baslama olasiligi bu iki bagimsiz
durumun bileskesi olacaktir. Bilindigi gibi bagimsiz iki olayin bileske olasiligr iki

olasiligin toplanmasi ile elde edilir.

=ota,=p-p'+p’ (2.43)

Benzer sekilde dordiincii hiicrenin karmasik say1 ¢iftine baslamasi i¢in birbirinden

bagimsiz li¢ durum s6z konusudur. Bu durumlar asagidaki sekillerde gosterilmistir.

° R|C|C|C|C]|--- alz(l—p)~p~p
o [RIR|R|C[C] | | av=(1=p)(1-p)(1-p)p
o [clcrlc]c] ] | a=p(-p)p

Bu kez dordiincii hiicrenin karmasik sayi ciftine baslama olasiligi
vi=ata,tay=p-p +p -p' (2.44)

Eger bu formiilii i. hiicreye genisletmek istersek

n=pr
y,=p-p°
y,=p-p +p (2.45)

Daha 6ncede belirtmis oldugumuz gibi bir hiicrenin karmagik say1 olmasi iki sekilde
miimkiin olabilir. Bunlardan birincisi hiicrenin yeni bir karmasik sayi ciftine
baslamas1 ikincisi ise daha Onceden yerlestirilmeye baslanmis bir karmasik sayi
ciftinin ikinci elemani olmasidir. Bu nedenle bir hiicrenin karmagsik sayi olma
olasilig1 bu iki durumun bir bileskesi olarak hesaplanabilir. Eger dizinin i. hiicresinin
karmasik say1 olma olasiligin1 “ x;” ile belirtirsek “n” elemanli bir dizi i¢in her bir
hiicrenin karmagik sayr olma olasiliklarinin toplami dizinin karmasik degerli
elemanlarinin sayisinin beklenen degerini verecektir. Bu say1 dizinin uzunluguna
boliindiigii takdirde dizinin karmasik degerli elemanlarinin oraninin beklenen degeri

hesaplanmis olunacaktir. Bu durum asagidaki denklem 2.46 ile gosterilmistir.
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X =YotW

X, =0+,

X3 =), T3 :>l//=lix.={(y0+y1)+(yl+y2)+m+(y"1+yn)} (2.46)
X, =0+, ns n

xn :yn—1+yn

Burada yy ve y, sifir olacaktir. Ciinkii yy birinci hiicreden 6nce baska bir degisle
olmayan bir hiicre i¢in karmasik sayi ciftine baglama olasiligin1 temsil etmektedir ve
birinci hiicreye karmasik say1 yerlestirilmesi i¢in olasi tek durum birinci hiicrenin bir
karmasik say1 ciftine baglamasi durumudur. Benzer bir durum y, i¢cinde gegerlidir ve
son hiicreye karmasik say1 yerlestirilmesi i¢in gegerli tek durum bir 6nceki hiicrenin
bir karmasik say1 ¢iftine baglamasi durumudur. Ciinkii daha 6ncede de belirttigimiz
gibi son hiicrenin yeni bir karmasik say1 ¢iftine baslamasi olanaksizdir ve karmasik
say1 eslenigi ile diziye yerlestirilmelidir. Bu durumda bu dizinin karmasik degerli
elemanlarinin sayisinin beklenen degeri asagidaki gibi olacaktir.
=
== (2.47)

n i

Eger denklem 2.45 ile verilen her bir hiicrenin yeni bir karmasik sayi ciftine
baslamas1 ihtimalini temsil eden ifade denklem 2.47°de yerlestirilirse denklem 2.48
elde edilir.

v=25 -2 (o) 249

n g k=1

Denklem 2.48’in acilimindan dizinin karmasik degerli elemanlarinin oraninin
beklenen degerini belirten olasilik fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon denklem

2.49 ile verilmistir.

(2.49)

Bu denklemde “y” dizinin karmasik degerli elemanlarinin oraninin beklenen degerini

temsil etmektedir. Bu noktada dizinin reel degerli elemanlarinin oraninin beklenen
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degeri ise “y” nin tiimleyeni yani “l1-y” olacaktir. Verilen bir “y” degeri i¢in bu
denklem ¢6ziildiigii takdirde elde edilen p degeri herhangi bir hiicrenin karmasik say1
olma olasiligin1 verecektir. Bu deger elde edildikten sonra basit bir prosediir
uygulanarak hedeflenen karmasik sayi dizisini tliretmek miimkiin olacaktir. Bu
denklem kullanilarak, karmasik degerli eleman orani hedeflenen bir degerde
sabitlenmis bir karmasik say1 dizisi tiiretmek icin izlenmesi gereken adimlar ise

asagidaki gibi olacaktir.

e Verilen bir y degeri i¢in p degerini denklem 2.49 ile verilen olasilik
fonksiyonunu ¢ozerek hesapla.

e Degeri sifirla bir arasinda degisen rasgele bir reel say tiiret

o Tiiretilen reel say1 elde edilen “p” degerinden kiiciik ise hiicreye bir karmasik
say1, bir sonraki hiicreye ise bu karmasik saymin eslenigini yerlestir. Eger
tiretilen say1 elde edilen “p” degerinden biiylikse hiicreye bir reel say1
yerlestir.

e Ayni prosediirii son hiicreye kadar uygula. Eger son hiicreden bir onceki
hiicrede yeni bir karmasik say1 ¢iftine baglanmis ise dogal olarak son hiicreye
de bir onceki hiicrenin eslenigi yerlestirilecektir. Aksi halde son hiicreye de

yine bir reel say1 yerlestir ve islemi sonlandir.

Yukarida verilen prosediir takip edilerek reel degerli elemanlarinin saymin beklenen
degeri programci tarafindan belirlenen karmasik say1 dizileri tiiretilebilecektir. Bu
ozellige sahip karmasik sayi dizileri tiiretildikten sonra, reel kutup oraninin beklenen
degeri sabit olacak sekilde rasgele sistemler tiiretmek miimkiin olacaktir. Bu tiir
karmasik say1 dizilerini iiretmede kullanilan yontemi bilgisayar algoritmasina
doniistiirerek bir akis diyagrami seklinde gostermek miimkiindiir. Bu akis diyagrami
29. sayfada “Sekil 2.9” olarak verilmistir. Bu algoritma kullanilarak tiiretilecek olan
karmagsik say1 dizilerinin elemanlari, durum uzayr modelinde rasgele tiiretilecek
sistemlerin kutuplar1 olarak yerlestirilebilir. Bunun i¢in ise 6zdeger kiimesini bu
karmagik sayr dizisinin elemanlarmin olusturdugu rasgele kare matrisler

turetilmelidir.
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2.6.2 Reel 6zdeger sayisinin beklenen degeri daha 6nceden belirlenebilecek bir

sekilde rasgele kare matrisler tiiretme.

Bir 6nceki boliimde agiklanan yontem kullanilarak reel degerli eleman sayisinin
beklenen degeri Onceden belirlenebilen sabit bir degerde olacak sekilde karmasik
say1 dizileri tiiretilebilir. Bu noktadan hareketle, bu dizilerin elemanlar1 kullanilarak
reel 6z degerlerinin sayisinin beklenen degeri daha 6nceden belirlenebilen rasgele
matrisler de tiretmek miimkiindiir. Bunun i¢in bir dnceki sayfada verilmis olan “Sekil
2.9” deki algoritma kullanilarak karmagik say1 dizileri tiirettigimizi diigiinelim. Bu
diziler kullanilarak dizisinin elamanlar1 diyagonal elementlerini olusturacak sekilde
rasgele diyagonal matrisler tiiretmek mimkiindiir. Eger tiiretilen bu diyagonal
matrisleri koordinat donilisiimii yaparak rasgele secilmis koordinat diizlemlerine
tasirsak, 6z degerleri belirtilen 6zelligi tasiyan rasgele kare matrisler tiiretilebilir. Bu
durumu asagida verilen denklemlerle gostermek miimkiindiir. Bunun igin 6ncelikle

tiiretilen dizinin asagidaki gibi oldugunu diisiinelim.

O-:{gl’ﬂz’ ...... ,,1”} (2.50)

Daha sonra bu dizinin elemanlarindan asagidaki denklem 2.50’de verildigi gibi bir
diyagonal matris tiirettigimizi diistinelim. Son olarak denklem 2.51°de gosterildigi
gibi bu diyagonal matrisin koordinatlarin1 standart koordinatlardan rasgele se¢ilmis
olan koordinatlara tasidigimiz takdirde, 6z deger kiimesini verilen karmasik say1

dizisinin elemanlarinin olusturdugu bir rasgele matris tiiretmis oluruz.

A= . = A=T"'AT (2.51)
A

Denklem 2.51 ile gosterilen 4 matrisinin elemanlarinin reel degerli olabilmesi i¢in
koordinat doniisiimii i¢in kullanilan 7" matrisinin siitunlarinin 6zel olarak secilmesi
gerekir. Soyle ki; Oncelikle diyagonal matrisin her hangi bir karmasik degerli
elemanina karsilik karmasik degerli elemanlar igeren bir siitiin vektorii rasgele olarak
tiiretilir. Secilen matris elemaninin karmasik eslenigi icin ise tiiretilen siitun
vektoriiniin karmagik eslenigi kullanilir. Diyagonal matrisin reel degerli elemanlari

icin ise tiim elemanlar1 reel degerli olacak sekilde rasgele siitun vektorleri tiiretilir.
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Durum matrisleri yukarida verilen yontem kullanilarak tiiretildikten sonra rasgele
giris ve ¢ikis matrisleri tiiretildigi takdirde durum uzayr modelinde ve reel kutup
oraninin beklenen degeri daha Onceden belirlenebilen rasgele sistemler tiiretilmis
olunacaktir. Sistem boyutu ¢ok arttiginda T matrisinin tersinin hesaplanmasinda
bliylik niimerik hesaplama hatalar1 yapilabilir. Bu hatalarin bir sonucu olarak
tiiretilen A matrisinin beklenen RKO’ su istenen degerden farkli bir degere sapabilir.

Bu durum ¢ok yiiksek mertebeden sistemler i¢in géz 6niine alinmalidir.

2.6.3 Acik cevrim kutuplarina sabit uzakhikta referans kutup seti tiiretme

Daha onceki boliimlerde de belirtildigi gibi kutup yerlestirme islemde meydana
gelebilecek olas1 hatalarin kapali ¢evrim kutup bolgelerine etkisini belirleyen
parametrelerden biri de sistemin agik ¢evrim kutup bdolgeleri ile hedeflenen kapali
cevrim kutup bolgeleri arasindaki mesafedir. Burada mesafeden kasit agik ¢evrim
kutuplar1 ile hedeflenen kapali ¢evrim kutup bolgeleri arasinda yapilan birebir
eslesmeler sonucunda, kutuplar arasinda Olgiilen uzakliklarin mutlak degerlerinin
alabilecegi maksimum degerdir. Boliim 2.4°de belirtildigi gibi tanimlanan bu
uzakligin  Olciilebilmesi i¢in kullanilabilecek yontemlerden biri de kutup
renklendirme yontemidir. Tanimlamis oldugumuz bu mesafe kavramini daha gorsel
hale getirmek miimkiindiir. Bunun i¢in 6ncelikle 3. mertebeden basit bir sistemin
acik cevrim kutuplar1 ve hedeflenen kapali ¢evrim kutuplari “Sekil 2.8.(a)” ile

verilmis olsun.

Jw Jw
A4,
O
y O\(
A,
X O o * O o
X
O
Az,
(a) (b)
X Hedeflenen kutuplar, O Agik ¢evrim kutuplari, Aﬂ,l Aradaki mesafe

Sekil 2.8: (a) 3. mertebeden bir sistemin agik ¢evrim kutuplar1 ve hedeflenen kapali ¢evrim kutuplart i¢in olas1 bir
dagilim verilmis (b)’de ise bu dagilim i¢in en uygun eslesme gosterilmistir.
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v

Reel kutup oranini ve dizinin
uzunlugunu gir

-y .,n
v

Verilen reel kutup orani igin
olasilik denklemini g6z ve “p” yi
hesapla

Hucreye rasgele
turetilmis bir reel sayi
yerlestir
Rast gele bir reel sayi uret
x!l
<<>
E
. A
Hucreye rasgele
turetilmis bir karmasik _ .
say! yerlestir ) Hiicreye rasgele
¢ turetilmis bir reel sayi
s N yerlestir
Bir sonraki hiicreye ge¢ ~ ¢ -
i++ ) - N
¢ Bir sonraki hiicreye ge¢
q . o ) I++
Hucreye bir dnceki \ Y,
hiicreye yerlestirilen
sayinin eslenigini yerlestir
\. J
e ¢ ™
Bir sonraki hiicreye ge¢
i++
N | J

Sekil 2.9: RKO’nun beklenen degeri 6nceden belirlenebilen karmagik say1 dizileri tiiretmek igin kullanilan algoritma
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Bu durumda sistemin acik ¢evrim kutuplari ile hedeflenen kapali ¢evrim kutuplari
arasinda yapilacak olan olasi eslesmeler arasinda en makul olani ise “Sekil 2.8.(b)”
ile verildigi gibi olacaktir. Bu noktada “Sekil 2.8.(b)” ile gosterilen kutuplar
arasindaki uzaklilar arasinda en biiyiigii ise AL, ile verilen uzakliktir. Bu nedenle
sistemin agik ¢evrim kutup bolgeleri ile hedeflenen kapali ¢cevrim kutup bolgeleri
arasindaki uzaklik A\, ile tanimlanabilir. Iste bu boliimde cevabmi bulmak
istedigimiz soru sudur; bu uzaklik tanimina uygun olacak sekilde bir sistemin agik
cevrim kutup bolgelerine verilen sabit uzaklikta bir kutup kiimesi tiiretmek miimkiin

mudur?

Bu sorunun cevabinin evet oldugunu diisiiniirsek bu kutup kiimesinden bir polinom
tiretmek ise hi¢ zor olmayacaktir. Bu noktadan hareketle, kutup yerlestirme
isleminde meydana gelen hatay1 belirleyen diger parametre olarak verdigimiz reel
kutup oranmin beklenen degeri sabit kalacak sekilde, cok sayida rasgele sistem
tiirettigimizi kabul edelim (Bu durumda ise RKO’nin hata iizerindeki etkisini izole
etmis oluruz). Ardindan tiiretilen bu sistemlere yukarida belirttigimiz gibi sabit
uzaklikta referans kutup bolgeleri ve dolayistyla da referans karakteristik polinomlari
tirettigimizi disiinelim. Sonug¢ olarak tiiretilen her bir sisteme kutup yerlestirme
islemi uygulanarak agik-cevrim karakteristik denklemlerini, tiiretmis oldugumuz
hedeflenen karakteristik denklemlerine tasirsak islem sonucunda ortaya ¢ikan hatalar
RKO’dan bagimsiz olacaktir ve kutuplar arasindaki mesafe ile hatalar arasindaki
iligkiyi analiz etmek miimkiin olacaktir. Bagka bir degisle, orijinal sistem kutuplari
ile hedeflenen kutuplar arasindaki mesafenin kutup yerlestirme hatalarina etkisini
belirleyebilmek icin oOncelikle verilen sistemin acik ¢evrim kutuplarima sabit
uzaklikta bir kutup kiimesi {iretilmelidir. Daha sonra sistem kutuplart kutup
yerlestirme islemi ile hedef kutup kiimesine tasinmali ve islem sonucunda olusan
hatalar Olgiilerek hatalar ile kutup bolgeleri arasindaki uzaklik arasinda bir iligki
kurulmalidir. Bu analizi ger¢eklestirmek i¢in kullanilan algoritmanin ¢alisma mantigi
ise kisaca soyle dzetlenebilir. Oncelikle verilen bir RKO igin bir karmasik say1 dizisi
tiretilir. Bu diziyi 1.kutup kiimesi olarak adlandiralim. Daha sonra bu kiimeye
verilen sabit bir uzaklikta ikinci bir karmasik say1 dizisi tiiretilir. Bu diziyi ise
2.kutup kiimesi olarak adlandiralim. Bu iki kiime tiiretildikten sonra ise Oncelikle
kutuplarint 1.kiimenin elemanlarinin olusturdugu bir rasgele sistem tiiretilir. Daha

sonra koklerini 2.kiimenin elemanlarinin olusturdugu bir rasgele polinom tiiretilir. Bu
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polinom tiiretilen rasgele sisteme uygulanacak bir kutup yerlestirme isleminde

hedeflenen karakteristik denklemi olarak kullanilirsa, orijinal sistem kutuplari ile

kapali ¢evrim kutuplar1 arasindaki mesafe verilen sabit bir degerde olacaktir. Bu

islemi gergeklestirecek olan algoritma ise asagidaki gibi olacaktir. Bunun igin

KAM’nin degerini f, 1.kutup kiimesini ¢ ve 2.kutup kiimesini ise a ile gosterelim.

1.kiimeyi verilen bir RKO i¢in bir tiiret o ={A,4,,-+- Ay}
Bu set i¢inden bir kutup rasgele olarak se¢ & ={3,,7,,---,7,} .

Eger secilen kutup reel ise reel eksen lizerindeki bir noktay1 segilen kutupla
arasindaki mesafe f olacak sekilde belirle. Bu noktayi p olarak adlandiralim.
Daha sonra bu noktaya karsilik gelen say1 degerini 2.kutup kiimesinin ilk
elemant olarak diziye yerlestirilir. Eger secilen kutup karmasik degerli ise
yarigap1 S ve merkezi se¢ilen kutup noktasi olan bir dairesel bolge tizerindeki
her hangi bir noktay1 belirle ve bu noktaya karsilik gelen sayr degerini
2 kutup kiimesinin ilk eleman1 olarak diziye yerlestirilir. Hemen ardindan ise
secilen bu sayimin eslenigi diziye yerlestirilir.

l.kutup kiimesinin diger her bir elemani ig¢in verilen kutupla arasindaki

mesafe min(|/1i - p|,B)’ den kiigiik veya esit olacak sekilde noktalar belirle ve

2. kutup kiimesine ilave et. Bu durum kisaca asagidaki “Sekil 2.10” ile

gosterilebilir.

Jw

Sekil 2.10: Agik ¢evrim kutuplarina sabit uzaklikta kutup kiimesi tiiretmek
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Bu algoritma i¢in kullanilabilecek olan akig diyagrami ise agsagidaki “Sekil 2.11” ile

verilmistir (Seklin devami bir sonraki sayfada verilmistir)

Basla

A 4

Verilen bir RKO’ya sahip n elemanli
rasgele karmasik say! dizisi turet
(1.kutup kiimesi )

A 4

Bu dizinin elemanlarindan (/1 )
birini rasgele olarak se¢ k

H
(/flk karmagik
bir sayim?
Y = IB \ 4
X=p
A 4
. I . A 4
Yari ¢capi Y olan bir gember Uzerindeki
her hangi bir noktay rasgele olarak seg V= ﬂ”i +X
(F) veya
Vi=A-X

Vi= L,
V4 = Karmagik eslenik( I )

) 4
©

Sekil 2.11: Sistem kutuplarina sabit uzaklikta referans kutup seti tiireten algoritma
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i=i+1
(/’L) karmasik H
'/ bir sayimi?
E
H
Y <min(|4, - o[, B) X <min (|2, - p|. B)
Y v
Yari ¢api Y olan bir gember Uzerindeki —
her hangi bir noktayi rasgele olarak seg Vi= ﬂ‘i +X
(F) veya
Vi=A-X

Y

Vi =T,

V;.1 = Karmagik eslenik( r )

————
-t
Y Y
i=i+2 i=i+1

2 )«

H E

i>n » Cikis
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3. NUMERIK KUTUP YERLESTIiRME ISLEMININ PERFORMANSINI
ETKILEYEN PARAMETRELERIN ISTATISTIKSEL ANALIZi

Kutup yerlestirme islemi kontroledilebilir standart formda gerceklestirildigi takdirde
meydana gelen nlimerik hesaplama hatalarindan en 6ne ¢ikanlar1 doniisiim esnasinda
yapilan hatalar (donlisim matrisinin tersinin hesaplanmasi) ve durum geri-besleme
matrisinin hesaplanmasinda meydana gelebilecek olasi yuvarlatma hatalaridir. Fakat
ozellikle durum geri-besleme matrisinin hesaplamasinda meydana gelen hatalarin
kapali ¢evrim kutuplarinda meydana getirecekleri bozulmalari etkileyen bir takim
parametrelerin  mevcut oldugu daha oOnceki boliimlerde belirtilmis ve bu
parametrelerin bir digerinden bagimsiz olarak kapali ¢evrim kutuplar: {izerindeki
etkilerinin analiz edilebilmeleri i¢in bazi araclar verilmisti. Bu kisimda ise bu
parametrelerin kapali cevrim kutup bolgeleri iizerine etkileri bir digerinden bagimsiz

olarak istatistiksel bir yaklasimla incelenecektir.

3.1 Sistem mertebesi:

Bu parametrenin analizi i¢in dncelikle KAM ve agik ¢evrim kutuplarinin RKO ve
hedeflenen kapali ¢cevrim kutuplariin RKO sabitlenmelidir. Daha sonra belirlenen
bir aralikta her bir sistem mertebesi i¢cin ¢ok sayida rasgele sistem tiiretilmeli ve
tiiretilen her bir sisteme kutup yerlestirme islemi uygulanmalidir. Bu siire¢ tiiretilen
sistemlerin mertebesi artirilarak devam ettirilmelidir. Bu durumda elde edilen hatalar
sadece sistem mertebesine bagli olarak degisecektir. Bu analiz i¢in kullanilacak olan
algoritma mantig1 ise bir sonraki sayfada “Sekil 3.1” ile verilmistir. Bu algoritma
kullanilarak elde edilecek olan grafik ise “Sekil 3.2” ile verilmigtir. Sekilden de
goriilebilecegi gibi sistem mertebesi ile kutup yerlestirme hatalarinin logaritmasi
arasinda lineer bir iliski mevcuttur. Hesaplanan hatalarin standart sapmalari da yine
sistem mertebesiyle birlikte artmaktadir. (bknz Tablo 3.1). “Tablo 3.1”den de
goriilebilecegi gibi standart sapmalar sistem mertebesi 10’san 20’ye yiikselirken

standart sapmalar ise 3.36’dan 5.59’a yiikselmektedir. Bu nedenle her bir sistem
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mertebesi i¢in hatalar genis bir degisim araligina sahiptir ve yiiksek mertebeden

sistemlerde nlimerik kutup yerlestirme islemi yapilmadan Once bazi

kosullandirilmalara ihtiya¢ duyulacagi goriilmektedir.

Basla

X=0.5, Y=0.5,
Z=10, N=10,
Dongu sayis1 = 10000

> N<21

N++

T

Hatalarin ortalama
degerini ve standart
sapmay! hesapla

A

i=0

i <dongu

sayisl

on

Cikis

N. mertebeden ve
RKO’su X olan bir rasgele
sistem Uret
Bknz. Sekil 2.6.5

v

Bu sistemin icin RKO su “¥ ve

KAM si Z olacak sekilde
referans kutup kimesi Uret
bknz. Sekil 2.6.9

A

Sistem kutuplarini referans
kutuplara kutup yerlestirme
islemini uygulayarak tasi

A 4

i++

Hatalari dlgerek kaydet

Sekil 3.1: Sistem mertebesi ile hatalar arasindaki iligkiyi verecek olan algoritma
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Mertebe - hata analizi
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Sekil 3.2: Sistem mertebesi ile kutup yerlestirme hatalar arasidaki iliski

Tablo 3.1: Sekil 3.2 i¢in hesaplanan degerler

N Log[Hata] Standart Sapma
10 -5.3684 3.3603
11 -4.3674 3.5821
12 -3.4669 3.8397
13 -2.5101 3.9142
14 -1.6191 4.1194
15 -0.7513 4.3193
16 0.0779 4.4785
17 1.0124 4.7013
18 2.0211 5.0112
19 3.1128 5.3123
20 4.0935 5.5212

Sekilde yatay eksen degiskeni olarak verilen N sistem mertebesini temsil etmektedir.
Grafik elde edilirken sistem mertebesi [10,20] araliginda arttirilmig, doniisiim
matrisleri ve giris matrislerinin degisim aralii ise [-1000,1000] olarak alimmustir.
Diger parametrelerden KAM 10 degerinde, acik cevrim kutuplarmin RKO ve
hedeflenen kutuplarin RKO ise 0.5 de sabitlenmistir. Bu analizde her bir sistem
mertebesi i¢in 10000 adet rasgele sistem ve verilen RKO’da ve sabit uzaklikta
referans kutup kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir. Grafikte
diiz ¢izgi ile verilen degerler hatalarin beklenen degerini, kesikli ¢izgiler ise standart

sapma alt ve list degerleri belirtmektedir.
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3.2 Reel kutup oraninin beklenen degeri

Bu parametrenin analizi i¢in iki farkli degisim noktasindan bahsetmek miimkiindiir.
Bunlardan birincisi agik ¢evrim sistemin RKO digeri ise hedeflenen kapali ¢evrim
sistem i¢in RKO dir. Bu nedenle bu parametreyi simdilik iki boyutlu bir degisken
olarak diisiinebiliriz. Simdi 6ncelikle sistem mertebesi sabit ve verilen acik ¢evrim
sistemin RKO’nin beklenen degeri “X” olan rasgele tiiretilmis sistemlerin kutuplarim
sabit uzakliktaki referans kutuplarina tasidigimiz1 diisiinelim. Bagka bir deyisle acik
cevrim kutuplart ile referans kutup bolgeleri arasindaki mesafe sabit kalacak sekilde
referans kutuplar1 tiiretip durum geri-beslemesi ile sistemleri bu kutuplara
tasidigimizi diistinelim. Bu durumda ikinci parametre olan KAM’ nin etkisini izole
etmis oluruz. Fakat bu islem yapilirken hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarmin RKO
ise “Y” degerinde sabit kalsin! Daha sonra ise yapilan hatalar1 6lgerek ortalama
degerlerini aldigimizi ve standart sapmay1 hesapladigimizi diisiinelim. Bu durumda
acik ¢evrim sistemin RKO’nin beklenen degeri “X” hedef karakteristik polinom igin
ise RKO’nun beklenen degeri “Y” iken meydana gelebilecek kutup yerlestirme
hatalarinin beklenen degerini bir standart sapma ile hesaplamis oluruz. Eger “Y”
degeri sabit tutulup, buna karsilik “X” degeri [0,1] araliginda degistirilerek aldigi her
bir deger icin bu islemler tekrarlanirsa acik ¢evrim sistemin RKO’nin degisimi ile
kutuplardaki bozulmalarin veya baska bir deyisle kutup yerlestirme hatalar

arasindaki iligki gézlemlenebilir.

Bu analiz icin “Sekil 3.3” deki akis diyagramu ile verilen algoritma mantig1
kullanilabilir. Bu algoritma kullanilarak farkli RKO degerlerine sahip sistemlere
kontrol edilebilir standart forma doniisiim yapilarak uygulanan kutup yerlestirme
islemlerinin sonucunda elde edilmis bir grafik “Sekil 3.4” ile verilmistir. Bu
grafikten rahatlikla goriilebilmektedir ki agik ¢evrim sistemler i¢in RKO’nun artimi
ile niimerik hesaplama hatalarinin neden oldugu kapali ¢evrim kutuplarindaki
bozulmalar {istel olarak artmaktadir. Bu grafikten cikarilacak en dnemli sonug ise
acik cevrim sistemin reel kutuplarinin sayis1 arttik¢a kutup atama isleminde yapilan
hata 100 kata kadar artabilir. Bu nedenle acik ¢evrim RKO kutup yerlestirme

isleminin performansini dogrudan etkileyen bir parametredir.
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Basla

v

X=0, Y=0.5, Z=10
Ddngii sayis1 = 10000

> X<1.1

X=X+0.1

T

Hatalarin ortalama
degerini ve standart
sapmay! hesapla

A

i=0

i <dongu

sayisl

Cikis

n. mertebeden ve
RKO’su X olan rasgele sistem Uret
bknz. Sekil 2.6.5

A 4

Bu sistemin kutuplarina sabit bir
uzaklkta, RKO su “ ¥ olan ve orijinal
kutuplar ile asarindaki mesafe Z olan

bir hedef kutup kiimesi Uret
bknz Sekil 2.6.9

A

Sistem kutuplarini hedef kutuplara kutup
yerlestirme islemini uygulayarak tagi

i++

A 4

Hatalari dlgerek kaydet

Sekil 3.3: Sistem mertebesi, KAM ve hedeflenen kutuplarin RKO su sabit kalacak sekilde
orjinal sistem kutuplarinin RKO’ sunu degistiren algoritma
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RKO - hata analizi

Log[Hata]

Sekil 3.4: Sistemin orijinal kutuplarin RKO’nin degistirilerek her bir RKO i¢in kontrol edilebilir
standart formda kutup yerlestirme islemi uygulanmasi ile elde edilen hatalarin degisimi.

Tablo 3.2: Sekil 3.4 i¢in hesaplanan degerler

RKO Log[Hata] Standart Sapma

0 -6.02813 3.56612
0.1 -6.01749 3.51981
0.2 -5.92666 3.51612
0.3 -5.77572 3.44436
04 -5.52452 3.44198
0.5 -5.28922 3.44332
0.6 -5.02199 3.40291
0.7 -4.72216 3.32961
0.8 -4.41363 3.28083
0.8 -4.11183 3.16731
1.0 -3.69049 3.07309

Sekil elde edilirken sistem mertebesi 10, doniisiim matrisleri ve giris matrislerinin
degisim aralig1 ise [-1000,1000] olarak alinmis ve diger parametre olan KAM 10
degerinde sabitlenmistir. Kapali ¢evrim kutup bolgeleri icin RKO sabit agik ¢evrim
kutup bolgeleri i¢in ise RKO [0,1] araliginda ve 0.1 artis orani ile degismektedir. Bu
analizde her bir RKO i¢in 10000 adet rasgele sistem ve sabit uzaklikta referans kutup
kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir. Grafikte diiz ¢izgi ile
verilen degerler hatalarin beklenen degerini, kesikli ¢izgiler ise standart sapma alt ve

iist degerleri belirtmektedir. Eger sistem mertebesi [10,20] araliginda 10. mertebeden
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baslayarak artirilir ve her bir sistem mertebesi icin agik ¢evrim RKO’nun [0,1]
araliginda aldig1 her bir deger icin hatalar hesaplanirsa 10. mertebe ile 20. mertebe
araligindaki tiim mertebeden sistemlerin alabilecegi olast RKO degerleri i¢in hatanin
beklenen degerleri hesaplanmig olacaktir. Bu durumda elde edilecek olan grafikler
“Sekil 3.5.(a)” ve “Sekil 3.5.(b)” ile verilen {li¢ boyutlu yiizey grafikleri olacaktir. Bu
grafiklerin elde edilmesi i¢in ise bir sonraki sayfada “Sekil 3.6” ile verilen algoritma

mantiZinin kullanilmasi gereklidir.

(b)

Sekil 3.5: Sistem mertebesi ve RKO igin ii¢ boyutlu ylizey grafikleri

Sekiller elde edilirken tiiretilen doniistim matrisleri ve giris matrislerinin degisim
aralig1 [-1000,1000] olarak alinmis ve diger parametre olan KAM ise 10 degerinde
sabitlenmigtir. Sistem mertebesi [10,20] araliginda degistirilmistir. Kapali ¢evrim
kutup bolgeleri icin RKO sabit acik ¢evrim kutup bolgeleri i¢cin ise RKO [0,1]

araliginda ve 0.1 artis orani ile degismektedir. Bu analizde her bir sistem mertebesi
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ve karsilik gelen RKO i¢in 10000 adet rasgele sistem ve sabit uzaklikta referans

kutup kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir.

Basla |

v

X=0, Y=0.5, Z2=10,
N=10,
Déngii sayisi =10000

' g N<21 Cikis

> X<1.1

i=0

i < dongu
sayisi

Y

X=X+0.1 n. mertebeden ve
RKO’su X olan rast gele sistem
T Uret
Hatalarin ortalama +
degerini ve standart Bu sistemin kutuplarina sabit bir
sapmay! hesapla uzaklikta ve RKO su “¥ olan
referans kutup kiimesi Uret

A

v

Sistem kutuplarini referans
kutuplara kutup yerlestirme
islemini uygulayarak tasi

v

i++ Hatalari élgerek kaydet

4 |

Sekil 3.6: Ug boyutlu yiizey grafiklerinin elde edilebilmesi i¢in gerekli olan algoritma
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Bu analizin tamamlanmasi veya baska bir deyisle RKO olarak verdigimiz
parametrenin kutup yerlestirme isleminde ortaya c¢ikacak hatalari ne kadar
etkilediginin belirlenebilmesi icin etkili olabilecek olasi ikinci durum olan kapali
cevrim kutup bolgelerinin RKO’nin kutup yerlestirme isleminde meydana gelen
hatalar iizerinde ne kadar etkili oldugu incelenmelidir. Bunun igin ise yine ayni
algoritma mantig1 kullanilacak fakat her bir dongii icinde “X” degeri sabit tutulup
“Y” degeri [0,1] araliginda ve yine 0.1 oraninda artirilacaktir. Bu islemi

gergeklestirecek algoritma i¢in bir akis diyagrami ise “Sekil 3.7 ile verilmistir.

Basla

v

Y=0, X=0.5, Z=10

H
Y<11 Cikis

A 4

i=0

i <dongu
sayisl

Y

Y=Y+0.1
n. mertebeden ve
T RKO’su X olan rast gele sistem uret
Hatalarin ortalama +
degerini ve standart Bu sistemin kutuplarina Z kadar
sapmay! hesapla uzaklikta ve RKO su ¥Yolan bir
hedef kutup kiimesi Uret

A

v

Sistem kutuplarini referans
kutuplara kutup yerlestirme
islemini uygulayarak tagsi

v

i+t Hatalar 6lgerek kaydet

A I

Sekil 3.7: Diger parametreler sabit kalacak sekilde hedeflenen kutuplarinin RKO’ sunu degistiren algoritma
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Log[Hata]

RKO - referans
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Sekil 3.8: Diger parametreler sabit tutularak hedeflenen kutuplarin RKO’nin
degistirilmesi ile hatalarin degisimi

Tablo 3.3 : Sekil 3.8 i¢in hesaplanan degerler

RKO
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Log[Hata]
-6.31
-6.32
-6.31
-6.25
-6.28
-6.29
-6.30
-6.23
-6.28
-6.36
-6.26

Standart Sapma
2.82
2.84
2.85
2.86
2.84
2.88
2.85
2.86
2.86
2.83
2.86

Sekil elde edilirken sistem mertebesi 10, durum matrisleri ve giris matrislerinin
degisim aralig1 ise [-1000,1000] olarak alinmis ve diger parametre olan KAM 10
degerinde sabitlenmistir. A¢ik ¢evrim kutup bolgeleri icin RKO sabit kapali ¢evrim
kutup bolgeleri i¢in ise RKO [0,1] araliginda ve 0.1 artis orani ile degismektedir. Bu
analizde her bir RKO i¢in 10000 adet rasgele sistem ve sabit uzaklikta referans kutup
kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir. Grafikte diiz ¢izgi ile

verilen degerler hatalarin beklenen degerini, kesikli ¢izgiler ise standart sapma ile

alabilecegi alt ve iist degerleri belirtmektedir.
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Bu grafik incelendiginde sistemlerin kapali ¢evrim kutup bdlgeleri icin reel kutup
oranlarinin degistirilmesi ile kutup yerlestirme isleminde meydana gelen hatalar
arasinda bir iliskinin bulunmadig1 kolaylikla goriilmektedir. Ciinkii kapali ¢evrim
kutup boélgeleri igin RKO’nun artimi ile meydana gelen hatalarda bir degisik
goriilmemektedir. Sonug olarak bu iki grafigin beraber yorumlanmasi ile kolaylikla
sOyleyebiliriz ki agik ¢evrim kutup bolgeleri i¢cin RKO kutup yerlestirme isleminin

basarisinda 6nemli bir parametre olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

3.3 Kutuplar arasindaki mesafenin analizi (KAM)

Bu parametrenin analizi i¢in Oncelikle agik ¢evrim sistemin RKO’nin kutup
yerlestirme islemindeki etkisinin izole edilmesi gerekmektedir. Bunun ic¢in agik
cevrim RKO sabit bir deger alacak sekilde sistemlerin tiiretilmesi gerekmektedir.
Daha sonra KAM sistematik bir sekilde artirilarak her bir KAM igin belirli sayida
kutup yerlestirme islemi gerceklestirilerek hatalar Slgiilmeli ve ortalama deger ve
standart sapmalari hesaplanmalidir. Bunun i¢in Oncelikle agik ¢evrim sistem
kutuplar1 ve hedeflenen kapali ¢cevrim kutup bélgeleri icin RKO’nin sabitlendigini
kabul edelim. KAM parametresinin aldig1 degeri “Z” ile gosterelim ve Z’in degerinin
ise logaritmik olarak arttirdigimizi diisiinelim. Bu islemi gergeklestirecek algoritma
mantigin1 veren akis diyagrami ise “Sekil 3.10” ile verilmistir. Bu algoritma

kullanilarak bulunan sonuglar “Sekil 3.11”de goriilmektedir.

Grafikten de goriildigi gibi KAM’nin nlimerik kutup yerlestirme igleminde hatalar
icin belirleyici bir faktor oldugu aciktir. KAM’nin atis1 ile kutup yerlestirme hatalari
logaritmik eksendeki [-8,2] araliginda ciddi bir degisime ugramamaktadir. Fakat
grafikte KAM 100’tin istiine ¢iktiginda bir kirllma meydana gelmekte ve [2,5]
araliginda KAM’nin artis1 ile hatalar {istel olarak artmaktadir. Fakat [5,10] araliginda
ise hatalar logaritmik eksende lineer bir artis siirecine girmektedir. Ayrica yine [5,10]
araligit ve KAM’nin aldig1 daha biiyiikk degerler icin KAM ile birlikte standart
sapmalarda lineer olarak artmaktadir. Standart sapmalar ise [-8,2] aralifinda yaklasik
olarak ayni degerleri almakta, [-2,5] aralifinda gegici bir azalma siirecine girmekte
fakat buna karsilik [5,10] araliginda ise bir artis siirecine girmektedir. Bu grafikten
cikarilacak en onemli sonu¢ ise KAM’nin 100’e kadar degerler aldigi aralikta
degisiminin kutup yerlestirme isleminin performansi iizerinde bir etkisi olmayip,

[100,10000] araliginda artirlmast ile hatalar istel olarak artmakta [10000,10'%]
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araliginda ise lineer olarak artmaktadir. Bu nedenle hedeflenen kapali ¢evrim
kutuplar1 ile agik ¢evrim kutuplar1 arasindaki mesafenin 100’den biiylik olmasi

niimerik kutup yerlestirme isleminin performansint olumsuz etkilemektedir.

Basla

v

X=0.5, Y=0.5

Y

Z<10~°10 Cikis

E

i=0

i <dongu
sayisi

Y

Z=10*Z n. mertebeden ve
RKO’su X olan bir rast gele
T sistem Uret
v

Hatalarin ortalama

degerini ve standart Bu sistemin icin RKO su“Y ve
sapmay! hesapla KAM si Z olacak sekilde
referans kutup kiimesi Uret

v

Sistem kutuplarini referans
kutuplara kutup yerlestirme
islemini uygulayarak tasi

v

i++ Hatalar 6lgerek kaydet

4

Sekil 3.10: Sistem mertebesini, orijinal ve hedeflenen kutuplarin RKO sabit tutularak
KAM’yi degistiren algoritma
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Kanonik form - hata analizi
20

15

10

Log[Hata]
(6]

-10
-8

Log[KAM]

Sekil 3.11: KAM’yi degisimi ile hatanin degisimi gésteren grafik

Tablo 3.4: Sekil 3.11 i¢in hesaplanan degerler

KAM Log[Hata] Standart Sapma
-8  -5.58630 3.21730
-7 -5.41814 3.27961
-6 -5.35979 3.29788
-5  -5.34766 3.28931
-4 -5.33905 3.28974
-3 -5.37832 3.28074
-2 -5.34180 3.33410
-1 -5.36143 3.33227
0 -5.33921 3.40832
1 -5.33493 3.36579
2 -5.08728 3.50618
3 -4.10083 3.66776
4 1.19985 2.64269
5 4.33051 1.38649
6 5.81107 1.73644
7 7.36455 2.22829
8 8.83164 2.70360
9 10.36151 3.18942
10 11.73005 3.62038

Sekil elde edilirken sistem mertebesi 10, durum matrisleri ve giris matrislerinin
elementlerinin degisim araligi ise [-1000,1000] olarak alinmistir. Ac¢ik ¢evrim kutup

bolgeleri icin ve kapali ¢evrim kutup bolgeleri icin ise RKO 0.5 degerinde sabit
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alinmis KAM ise logaritmik olarak degistirilmektedir. Bu analizde her bir KAM igin
10000 adet rast gele sistem ve sabit uzaklikta referans kutup kiimesi tiiretilerek kutup
yerlestirme islemi uygulanmistir. Grafikte diiz ¢izgi ile verilen degerler hatalarin
beklenen degerini, kesikli cizgiler ise standart sapma ile alabilecegi alt ve {ist

degerleri belirtmektedir.

Sekilden de goriildiigii gibi KAM’nin degeri 100’iin istiine ¢iktig1 takdirde hatalar
iistel olarak artmaktadir. Bu nedenle KAM nin niimerik kutup atama iglemi iizerinde
etkili bir parametre oldugu ve islem dncesinde KAM’nin dikkate alinmasi gerektigi
acikca goriilmektedir. Standart sapmalar ise KAM’nin 100’den kiiclik degerleri i¢in
sabit olmakla beraber [100,100000] araliginda azalmakta [100000,10'°] araliginda

ise logaritmik eksende tekrar lineer olarak artmaktadir.

Ayni analiz farkli yontemler i¢in tekrarlanirsa sirasi ile “Sekil 3.127, “Sekil 3.13” ve
“Sekil 3.14” ile verilen grafikler elde edilecektir. “Sekil 3.12” den goriildiigii gibi
kutup yerlestirme islemi i¢in Ackermann yontemi kullanildigi takdirde kontrol
edilebilir standart forma doniisiim yapilarak elde edilen grafige ( “Sekil 3.11” ile
verilen grafik ) ¢ok benzeyen bir grafik elde edilir. Spektral yaklagim kullanildigi
durumda ise KAM’nin 100’e kadar olan degerleri i¢in hatanin beklenen degeri
Ackermann yontemine gore 0.5 kadar daha kiigiik diger araliklar i¢in ise Ackermann
ile ayn1 sonuglar elde edilmistir ve bu aralik i¢in standart sapmalarda yaklasik olarak
ayni degerleri almaktadir. Bu nedenle Spektral yaklasimin KAM parametresinin
degisimine Ackermann gore daha az duyarli oldugu ve daha iyi bir sonu¢ verdigi

sOylenebilir.

Buna karsilik izdiisiim (Mapping) yontemi icin KAM degeri degistirildigi takdirde
Ackermann yontemi ve Spektral yaklasima gore oldukga farkli bir grafik elde
edilecektir. Bu grafik “Sekil 3.14” ile verilmistir. Sekilde goriildiigii gibi hatanin
logaritmas1 ¢ok daha diisilk bir deger olan (-10)’dan baglaylp lineer olarak
artmaktadir. Standart sapmalar ise diger yontemlere gore daha diisiik bir deger olan
2.6’dan baslayarak lineer olarak artmaktadir. Bu nedenle bu grafige bakilarak
KAM’nin [-8,-3] arali@indaki degerleri i¢in izdiigiim yaklagimmin daha basarili
oldugu soylenebilir. Fakat [-3,4] aralig1 i¢in en basarili yontem Spektral yaklasimdir.
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Log[Hata]

Ackermann - hata analizi

Log[KAM]

Sekil 3.12: Diger parametreler sabit tutuldugu durumda KAM’yi degisimi ile
Ackermann yontemi i¢in elde edilen hatanin degisimi gosteren grafik

Tablo 3.5: Sekil 3.12 i¢in hesaplanan degerler

KAM Log[Hata] Standart Sapma
-5  -5.63201 3.74240
-4 570612 3.67895
-3 -5.65726 3.66296
-2 -5.61785 3.67704
-1 -573927 3.61559
0 -5.66180 3.64288
1 -5.67606 3.62509
2  -539935 3.72930
3 -4.11987 3.88359
4 1.21534 2.69707
5 4.36214 1.51527
6 5.89703 1.87315
7 7.42210 2.30890
8 8.83143 2.72763
9  10.42356 3.23612
10 11.81345 3.65596

48



Log[Hata]

Spektral - hata analizi
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Sekil 3.13: Diger parametreler sabit tutuldugu durumda KAM’yi degigimi ile
Spektral yaklagim yontemi i¢in elde edilen hatanin degigimi gosteren grafik.

Tablo 3.6: Sekil 3.13 i¢in hesaplanan degerler

KAM Log[Hata] Standart Sapma
-8 -6.240601 3.6555
-7 -6.095774 3.8411
-6 -6.071631 3.8677
-5 -6.018639 3.8747
-4 -6.072852 3.8273
-3 -5.968855 3.8695
-2 -5.952034 3.9485
-1 -6.069335 3.8370
0 -5.987544 3.8694
1 -6.006213 3.8986
2 -5.653870 3.8773
3 -4.340623 3.8755
4 1.228320 2.7068
5 4.352928 1.4611
6 5.866443 1.8505
7 7.360188 2.2709
8 8.868092 27757
9 10.405521 3.2652
10 11.815987 3.6594
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“Sekil 3.12” elde edilirken Ackermann yontemi, “Sekil 3.13” elde edilirken Spektral
yaklagim yontemi kullanilmistir. Her iki analiz ic¢in sistem mertebesi 10, durum
matrisleri ve giris matrislerinin elementlerinin degisim araligi ise [-1000,1000]
olarak alinmistir. Acik ¢evrim kutup bolgeleri i¢in ve kapali ¢cevrim kutup bolgeleri
icin ise RKO 0.5 degerinde sabit alinmis KAM ise logaritmik olarak
degistirilmektedir. Bu analizde her bir KAM i¢in 10000 adet rast gele sistem ve sabit
uzaklikta referans kutup kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir.
Grafikte diiz ¢izgi ile verilen degerler hatalarin beklenen degerini, kesikli ¢izgiler ise

standart sapma ile alabilecegi alt ve iist degerleri belirtmektedir.

Ayni analiz iz diisim ( Mapping ) yontemi i¢in tekrarlandigi takdirde asagidaki
“Sekil 3.14” ile verilen grafik elde edilir. Sekil edilirken sistem mertebesi 10, durum
matrisleri ve giris matrislerinin elementlerinin degisim araligi ise [-1000,1000]
olarak alinmistir. Acik ¢evrim kutup bolgeleri i¢in ve kapali ¢cevrim kutup bolgeleri
icin ise RKO 0.5 degerinde sabit alinmis KAM ise logaritmik olarak
degistirilmektedir. Bu analizde her bir KAM i¢in 10000 adet rast gele sistem ve sabit

uzaklikta referans kutup kiimesi tiiretilerek kutup yerlestirme islemi uygulanmistir.

Izdusum - hata analizi

Log[Hata]

Sekil 3.14: KAM’yi degisimi ile Izdiisiim yontemi i¢in elde edilen hatanmin degisimi gosteren grafik
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Tablo 3.7: Sekil 3.14 i¢in hesaplanan degerler

KAM Log[Hata] Standart sapma
-8  -10.42455 2.61527
-7 -9.43865 2.86321
-6 -8.52035 3.16553
-5 -7.71181 3.53297
-4 -6.84303 3.87074
-3 -5.94404 417126
-2 -4.94881 4.26139
-1 -4.00927 4.34168
0 -3.01157 4.25424
1 -2.00039 4.07541
2 -1.16118 4.02212
3 -0.64142 4.03723
4 -0.06894 4.22763
5 1.05471 4.57222
6 2.34515 5.05509
7 3.69001 5.48501
8 4.98278 6.05849
9 6.29357 6.59277
10 7.70787 7.11890

Tiim yontemlerin uygulanmasindan elde edilen degerleri tek

gosterimi ise Sekil 3.3.6 ile verilmistir.

bir grafik i¢indeki

Log[Hata]
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oL~ S R L] —— Spektral | _____ R
| | | — - - Kanonik |
Y [ S O B [ N & _
l | l
| | |
I, ) S o S D I IO P

T

Log[KAM]

Sekil 3.15: Farkli yontemler i¢in KAM’ ye bagl olarak hatalarin degisimi
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Sonug¢ olarak ise KAM parametresi yontem farkliliklarmma gore farkli kutup
yerlestirme performansi gostermektedir. Ozellikle izdiisiim yaklasimi kullanilirken
hedeflene kutuplarin orijinal sisteme olan uzakliginin ¢ok biiyiik se¢cilmemesi kutup
yerlestirme igleminin performansi i¢in faydali olacaktir. KAM’nin biiyiikk secilme
zorunlulugunun oldugu kutup yerlestirme islemleri i¢in ise Spektral yaklasim

Onerilebilir.
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4. KUTUP YERLESTIRME HATALARI iCIN BiR COZUM ONERISi

Tezin daha oOnceki bdliimlerinde de belirtildigi gibi durum geribesleme matrisi
niimerik olarak hesaplandig: takdirde yuvarlatma hatalarindan kaynaklanan birtakim
hesaplama hatalarinin meydana gelmesi kagmilmaz olacaktir. Bu nedenle kutup
yerlestirme  isleminde durum  geribesleme  matrisinin  niimerik  olarak
hesaplanmasinda meydana gelebilecek olas1 hatalarin ortadan kaldirilmasi ig¢in
alternatif bir yaklasima ihtiya¢ duyulacagi agiktir. Bu nedenle tezin bu bdliimiinde bu
tiir hatalarin ortadan kaldirilmasinda etkili olan alternatif bir yontem ele alinacaktir.
Bolim 2.1’de kontroledilebilir standart form i¢in kutup yerlestirme islemi
tanimlanmisti. Bolim 2.3’de ise bu formda gergeklestirilen kutup yerlestirme
isleminde durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda meydana gelebilecek olasi
yuvarlatma hatalar1 icin bir genel analiz yapilmsti. Ozellikle denklem 2.19 ve
denklem 2.20 ile durum geribesleme matrisinin hesaplanan gergek degeri verilmis
denklem 2.21 ve denklem 2.22 ile hatali olarak hesaplanan durum geribesleme
matrisinin kapali ¢evrim sistem modeli ve durum matrisi {izerine etkisi gosterilmisti.
Bu noktadan hareketle agik ¢evrim sistemin durum denklemlerinin kontrol edilebilir
standart formda hatasiz olarak modellendigi veya sisteme hatasiz bir koordinat

doniistimii uygulandigini kabul edelim.

—K+0K |

Sekil 4.1: Hesaplanan durum geribeslemesinin uygulanmast ile elde edilen kapali ¢gevrim sistem modeli
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Bu durumda geribesleme matrisinin hesaplanan degeri ile yapilan bir geri besleme ile
olusan kapali ¢evrim sistem modeli “Sekil 4.1” ile gosterilebilir. Hatali olarak
hesaplanmis bir durum geribesleme matrisinden elde edilecek kontrol kurali ise

denklem 4.1 ile verildigi gibi olacaktir.

u=—(K+5K)%+r 4.1)

Bu kontrol kuralinin geri besleme ile sisteme uygulanmasindan elde edilecek kapali

cevrim sistem modeli ise agagidaki gibi olacaktir.

x=(A—BK - BSK)x+ Br 4.2)
Burada kapali ¢cevrim durum matrisi ise hedeflenen durum matrisinden farkli olarak

bir bozulma ile karsimiza ¢ikacaktir. Bu nedenle kapali ¢evrim sistemin durum

matrisini denklem 4.3 ile verilen model ile gostermek miimkiindiir.

A =A+E (4.3)
Burada

A =A4-BK (4.4)
E =-BSK (4.5)

Denklem 4.4 durum matrisinin kutup yerlestirme islemi sonrasi ideal degerini
denklem 4.5 ise durum geribesleme matrisinin hesaplanmasinda meydana gelen
yuvarlatma hatalarindan dolay1 kapali ¢evrim sistemin durum matrisinde meydana
gelen bozulmayr temsil etmektedir. Denklem 4.3 ve denklem 4.4 ile verilen

ifadelerin asagidaki gibi daha agik olarak gosterilmesi miimkiindiir.

1
A = . (4.6)
dy+3k, d +5k - d_ +5k,,
I 1
4= 1 4.7)
| —a,+ky —a,+k - —a, +k,
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-BsK=£=| o (4.8)

Sk, Sk, Ok,

Bu sistemin kapali ¢cevrim karakteristik denklemi ise asagidaki gibi olacaktir.

det(S[_ng[;_ﬂ(k)):Z(di+5k[)si+S" (4.9)

=(d,+6ky)+(d, +Sk,)s+---+(d,_, + 5k, )s"" +s"

Denklem 4.9 de goriilen fI(K) degeri ise boliim 2.2°de verildigi gibi nlimerik olarak
durum geribeslemesinin hesaplanan degerini temsil etmektedir. Bu noktada
diisiiniilmesi gereken konu sudur; durum geribesleme matrisinin daha dogru olarak
hesaplanmas1 ve dolayistyla daha iyi bir kapali ¢evrim durum matrisinin ve kapali
¢evrim karakteristik denkleminin elde edilmesi miimkiin miidiir? Bu sorunun cevabi
icin gercek kapali ¢evrim karakteristik denklemini ideal karakteristik denklemine
daha ¢ok yakinlastirabilmek i¢in sisteme ikinci defa kutup yerlestirme igleminin
uygulandigin1 ve baska bir deyisle sistemi ideal kapali ¢evrim sisteme yaklastirmak
i¢in ikinci bir durum geribesleme matrisinin hesaplandigini diisiinelim. Bu noktada
ikinci defa hesaplanan durum geribesleme matrisinin i. elemanin ideal degerini ve
niimerik olarak hesaplanan ger¢ek degerlerini tespit etmeye calisalim. Durum geri
besleme matrisinin i. elemanini boliim 2.1°de denklem 2.14 ile gdstermis oldugumuz
gibi ideal karakteristik denkleminin i.katsayisi ile sistem karakteristik denkleminin 1.
katsayisinin farkindan elde ettigimizi diisinelim. Bu durumda asagidaki denklem
4.10 ile verilen deger durum geribesleme matrisinin i. elemaninin hatasiz olarak
hesaplanmis ideal degerini denklem 4.11 ile verilen deger ise niimerik olarak

hesaplanan degerini temsil etmektedir.

k, =d,—(d,+ 5k )=-5k, (4.10)
A(k, )=(-0k, )(1+5) =0k, — 55k, (4.11)
Ayni prosediirii iiclincli defa uygularsak

k, = =6k, —(~6k, —66k,) = 65k, (4.12)
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N1(k, )= (85K, )(1+8) = 66k, + 555k, (4.13)

Burada |5]< p~1.1x107"¢

Bu durumda her bir adimda yapilan yuvarlatma hatasi bir 6nceki adimdan daha
kiigiik olacaktir. Simdi bu noktadan hareketle yukarida yaptigimiz islemi bir
algoritma i¢inde sonsuz defa gerceklestirdigimizi ve ilk olarak hesapladigimiz
degerle ile birlikte her bir adimda elde ettigimiz durum geribesleme matrisinin i.
elemaninin aldig1 degerleri kaydettigimizi diistinelim. Bu durumda eger bu degerler

toplanacak olursa asagidaki seri elde edilecektir.

=2 1(k )= (k) (k) o (k)
n=1
— I, + 5k, —Ok, — 55k, + 30k, + 550k, — 555k, +--- (4.14)

Bu noktadan hareketle denklem 4.1.8 ile gdstermis oldugumuz hata matrisinin n.

satir 1. siitiin elemani ise agsagidaki gibi gosterilebilir.

k =k +0k, +2ﬂ(ki”)
(4.15)

= 5ki1 = En,i = —iﬂ(k,-” )
=2

Her bir adim i¢in birim yuvarlatma hatas1 1°den kiigiik oldugu takdirde seri yakinsak
bir seri olacaktir ve belirli bir adimdan sonra durum geribesleme matrisinin i.
elemaninin hesaplanan degeri sifir olacaktir. Durum geribesleme matrisinin biitlinii
icinde ayn1 yakinsama gerceklesecektir. Bu nedenle durum geribesleme matrisi bir
algoritma i¢inde yinelemeli olarak hesaplanarak toplandigi diisiinelim. Bu takdirde
elde edilen matrisin baslangicta elde edilen orijinal durum geribesleme matrisi ile
toplanmasi ile elde edilen matris ideal de§ere yaklasilacaktir ve bu dongiiler,
baslangi¢ olarak hesaplanan durum geribesleme matrisindeki yuvarlatma hatalarini
yok edecektir. Bu durumu ise asagidaki sekille daha gorsel hale getirilebilir. “Sekil
4.2” de verilen ek durum geri beslemesinin degerini ise asagidaki gibi gostermek

mumkundiir.

51€2=Zﬂ(1%,.)=ﬂ(1€2)+ﬂ(1€3)+ ------ (4.16)
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=
o —K, + 0K, e
-0k,

Sekil 4.2: Dogru hesaplanmig durum geribesleme matrisinin sisteme uygulanmasi

Bu nedenle eger durum geribesleme matrisinin bu yontem ile hesaplanan kesin
degerini sisteme geribesleme olarak uygularsak sistemin durum matrisi asagidaki

gibi olacaktir.

= A-BK+E+BSK (4.17)

Burada ﬂ([%)=1€+é‘]€ ve E=-B6K

Daha oncede belirtildigi gibi bu islemi bir algoritma mantig1 ile agiklamak
miimkiindiir. Bunun i¢in oncelikle yapilan bir kutup yerlestirme isleminde meydana
gelebilecek olasi hatalar1 € parametresi ile gosterelim. Daha sonra sisteme ilk olarak
bir kutup yerlestirme islemi ic¢in bir durum geribesleme matrisi hesapladigimizi
diistinelim. Daha sonra durum geribesleme matrisinin sisteme uygulanmasi ile
olusacak kapali ¢evrim sistemin kutup yerlestirme hatasinin 6l¢iildiigiinii kabul
edelim ve bu hatalar1 € ile gosterelim. Eger olgiilen hata belirlenen bir tolerans
siirmin istiinde ise sistem kutuplarin1 hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarina biraz
daha yaklagtiracak olan yeni bir durum geribesleme matrisi hesaplanarak ilk
hesaplanan orijinal durum geribesleme matrisi ile toplansin. Daha sonra son olarak
elde edilen durum geribesleme matrisi sisteme uygulansin ve kapali ¢evrim sistem

icin kutup yerlestirme hatas1 hesaplansin (€). Hesaplanan hata eger yine tolerans
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sinirinin tizerinde ise dongiiye tekrar girilsin ve bu silire¢ hatalar tolerans sinirinin
altina inene kadar devam etsin. Bu islemi gerceklestirebilecek olan algoritma “Sekil

4.3” ile verilmistir.

Basla
v
Orijinal durum geribesleme

matrisini hesapla
“K!)

v

Kutup yerlestirme hatasini
hesapla

Print K > Cikis

Yeni durum geribesleme
matrisini hesapla
“Ki”

v

Orijinal durum geribesleme
matrisine yeni durum
geribesleme matrisini ekle
‘K=K+Ki”

Y

Kutup yerlestirme hatasini
hesapla
€

Sekil 4.3 :Kanonik formda tanimlanmig sistemler i¢in yuvarlatma hatalarini izole eden algoritma
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Boliim 3°de yapilan analizler niimerik kutup yerlestirme isleminde meydana gelecek
olan hatalar1 belirleyen bir takim parametrelerin var oldugunu ortaya ¢ikarmistir. Bu
parametreler sirasi ise sistem mertebesi, agik ¢evrim sistemin reel kutup oraninin
beklenen degeri ve acik ¢evrim kutup bolgeleri ile hedeflenen kapali ¢cevrim kutup
bolgeleri arasindaki mesafedir. Bu parametrelerden ilk olarak sistem mertebesi
incelenmis ve sistem mertebesi ile kutup yerlestirme hatasinin beklenen degeri
arasinda lineer bir iliskinin oldugu gdzlemlenmistir. Sistem mertebesi [10,20]
arahginda degistigi takdirde [10°,10*] araliginda degismekte ve 6zellikle sistem
mertebesi 16’nin lstline ¢iktig1 takdirde hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarindan
biiylik yer degistirmeler meydana gelmektedir. Sonug olarak hatalarin degisim araligi

gdz Online alindiginda sistem mertebesi kutup yerlestirme islemi igin tiim

parametreler i¢cinde en 6nemli etken olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Diger bir parametre olarak tanimlanan reel kutup orami iki ana bashk altinda
incelenebilir. Bunlardan ilki agik ¢evrim reel kutup oraniin beklenen degeri digeri
ise hedeflenen kapali ¢cevrim reel kutuplarinin beklenen degeridir. Yapilan analizler
hedeflenen kutuplarin reel kutup oraninin beklenen degerinin kutup yerlestirme
isleminin niimerik performansi iizerinde bir etkisi olmadigini gostermistir. Buna
karsilik diger parametreler sabit tutularak acik ¢evrim sistemin reel kutup oraninin
degistirildigi takdirde kutup yerlestirme hatalari iistel olarak artmaktadir. Bu nedenle
acik cevrim reel kutup sayisi fazla olan sistemlere niimerik kutup yerlestirme islemi

uygulandiginda daha biiyiik hatalarin ortaya ¢ikmasi beklenir.

Son parametre agik ¢evrim kutuplari ile hedeflene kapali ¢evrim kutuplar1 arasindaki
mesafedir. Yapilan analizler gostermistir ki kutuplar arasindaki mesafenin atist ile
kutup yerlestirme hatalar1 arasindaki iligki kullanilan yonteme gore degisiklik
gostermektedir. Ackermann, Spektral yaklasim ve kontrol edilebilir formda kutup
yerlestirme yontemleri ile yapilan analizler incelendiginde, kutuplar arasindaki
mesafenin [10%,10%] araliginda aldig1 degerler icin hatalarin ciddi bir degisime

ugramadig1 gorilmiistiir. Fakat iz diisim yontemi (Mapping) kullanildig1 takdirde
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hatalar diger yontemlere gore ¢ok daha kiiclik degerlerden baglamasina karsilik, tim
aralik i¢in lineer olarak arttig1 i¢in kutuplar arasindaki mesafe 10’ den bityiik oldugu
takdirde diger yontemlerden daha biiyiik hatalar yapilmaktadir. Ackermann, Spektral
yaklasim ve kontrol edilebilir formda kutup yerlestirme yontemleri i¢in kutuplar
arasindaki mesafe 100’{in istline ¢iktig1 takdirde bir kirilma meydana gelmekte ve
[10%,10°] araliginda kutuplar arasindaki mesafenin artisi ile hatalar istel olarak
artmaktadir. Sonu¢ olarak zorunlu kalimmadigi takdirde bir nlimerik kutup
yerlestirme isleminde agik cevrim kutuplart ile kutuplar arasindaki mesafenin
100°den kiiclik secilmesi kutup yerlestirme isleminin niimerik performansi igin

faydali olacak ve kutup yerlestirme islemi daha basarili olacaktir.

Bolim 2’de ise kutup yerlestirme isleminin niimerik analizi perspektifinden
bakilarak kontrol edilebilir standart formda gergeklestirilen kutup yerlestirme
isleminde meydana gelebilecek olast kutup yerlestirme hatalar1 tanimlanmistir.
Boliim 4°’de ise bu hatalarin izole edilmesi i¢in bir ¢6ziim Onerisi sunulmustur.
Onerilen yéntem kullanilarak kontrol edilebilir standart formda tanimlanmis
sistemler i¢in hesaplanan durum geribesleme matrisinde meydana gelen hatalarin

tamamen izole edilebildigi gosterilmistir.
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