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ABSTRACT
Regions of the full parameter space for which chaotic behavior in laser models based on the
Maxwell Bloch equations occur are studied. The range in the parameter space where a
maximal positive Lyapunov exponent occurs corresponds to that for Type B lasers. Hopf
bifurcation is confirmed for the He-Ne case.
OZET

Bu ¢ahsmada Bloch-Maxwell denklemleri ile modellenebilen lazerlerin kaotik davranig
gosterecek olas1 parametre degeri bdlgeleri incelenmistir. Bu parametrelerin en biiyiik pozitif
Lyapunov iistelleri gosterdigi degerlerin B tipi lazerlere karsilik geldigi anlagiimugtir. Hopf
¢atallanmasi He-Ne lazerleri igin gozlenmistir.

1. GIRIiS

Bir manyetik momentin manyetik alandaki davramgini tamimlayan Bloch modeli dogrusal
oldugu icin kaotik davramga yol agamaz. Ancak alternatif akim manyetik alaninin gok
kuvvetli oldugu durumlarda faz uzayint yogun olarak dolduran yoriingelere rastlamak
miimkiindiir. Pozitif Lyapunov iisselleri ile tanimlanabilen kaotik davrams igin dogrusal
olmayan terimlerin eklenmesi gerekir.

2. BLOCH - MAXWELL LASER MODELI
Dogrusal olmayan terimleri eklemenin bir yolu ise Bloch sistemine Maxwell denklemlerini
baglamaktir. Bu sistem He-Ne lazer ve bir takim lazerlerin galisma sistemini modeller. Bloch-

Maxwell denklemleri [1] ve [4] de verildigi gibi temel oyuk kipini olusturan elektrik alan E,
bu alanin olusturdugu atomik kutuplagma P ve niifus terslenmesi A yi birbirine baglar.
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Denklemde yer alan k, y,, y, parametreleri séniim hizi parametreleridir, g ise etkilesme

sabiti, A, ise lazerdeki pompalama mekanizmasinin uyguladig niifus terslenmesi degeridir.

E=—kE+gP
P=—y, P+gEA
A=—}',,(A—A0)—4gPE

Bu sistem eger parametrelerden k=o', y, =g*/k=1g’A,/k=r ve y, = bve denklemin
degiskenleri x=E, y=gP/k , z= A — A, seklinde degistirilirse Lorenz sistemine doniistiiriilebilir.
Denklem sistemini, pozitif en biiyiik Lyapunov iisteli gorilen k=11.75, g=6.06, yl=2.i66,
yy=2.75, A,=28 parametre degerleri iin incelersek, bu galigma noktasi igin garip gekici
agapidaki sekildeki gibi olur.

Sekil 1

Bloch-Maxwell denklemleri Lorenz sisteminden daha fazla parametreye sahip oldugu igin
daha detayli galigmayi gerektirmektedir. Lazer sistemlerinde deneysel olarak gdézlenmis
bulunan ve kararliligi olumsuz etkileyen kaotik davranig igin bu modele dayali olarak
yapilacak parametre galismasi uygulamalarda kontrolii saglayabilir. Parametrelerin kaotik
davramginin kaniti olan pozitif en biiyiikk Lyapunov ussel degerleri Wolf algorithmasi ile
hesaplanabilir'” &1 Ozellikle, k<6 durumunda Lyapunov dsselleri negatif veya sifir deger
vermektedir. Fakat k parametresi 6.75 e ulastiginda pozitif Lyapunov iissellerinin gdzlenmesi
ile kaotik davranis kanitlanabilir. Sekil 1’deki gibi kaotik davranigin bulunmas igin parametre
degerleri 6.75<k <11.50, y, =2.66, y, =2.75, A, =28 ve g=6.06 olmalidir.

Parametre bolgelerini tarama siirecini kisaltmak igin en biiyiik Lyapunov -iisselinin isareti
degistirilerek  bunun en  kiigik degeri CERN MINUIT paketi kullanilarak
bulunmustur.Sistemin baskin kaotik davramigt At ve tut (Throw and catch) mekanizmasidir.
At ve tut mekanizmasinda dogrusallagmi§ yaklagtirimdaki iki eslenik bir reel iki karmagik
ozdegerli denge noktast ile bunlarin arasinda kalan kararsiz iigiincii bir denge noktasini (+, -,
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ile gergeklesir. Kaotik davranmig aym ozdeger yapisina sahip $ekil 1°de verilmis olan
LORENZ sistemine tahmin edilebilecegi gibi benzerdir.
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k=varied, g=6.06, gper=2.86, gpar=2.75, dlo=28

Liapunov exponent

k=10.0 k=245

Sekil 2

Sekil 2°de k parametresi deBigken alinarak g=6.06, y, =2.66, y,=2.75, A,=28

Lyapunov iissellerinin degerleri sekildeki gibidir. k parametresinin degisken oldugu
durumlara ait polarizasyon ve elektrik alan grafikleri Lyapunov iisselinin pozitif oldugu
yerlerde ¢ekicinin goriiniimii Sekil 2°deki gibidir.

Diger parametrelerin analizlerine bakildiginda degisken g parametresi 3 ve 3’den kiigiik
degerlerinde pozitif Lyapunov iisseli vermemektedir. Sekil 3’de goriildiigii gibi negatif
Lyapunov tissellerinin var oldugu durumlarda sistemde kararli limit c¢evrimleri ailesi
goriintiisti verirken g parametresinin 3’den fazla deger aldifi durumlarda sénmeden degisik
garip gekiciler gozlemlenir. ©*!
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Sekil 3
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Sekil 4

Hopf gatallanmasinda denge noktasindan kiigiik genlik limit gevrimi gatallanir. {lk Lyapunov
katsayisi ¢atallanmanin kritik {istii veya  kritik alti oldugunu belirledifinden &nem
tagimaktadir. Hopf catallanmasi kestiriminin gegerliligi orijinal lazer denklemleri ile $ekil
4’deki g parametresinin degisken alindiginda elde edilmis verinin ¢atallanma semalarini
kargilagtirarak incelenebilir. Hopf ¢atallanma noktalarindan periyodik ¢oziimlerin tiim
dallanmalar igin agilimlarinin elde edilmesi farkl rejimlerin farkli sayisal durumlarn igin ele
alinnustir. Bu gekillerde gekicinin e, d, p degerleri igin Hopf ve dallanma noktalar1 goriildiigii

yerlerde bir limit gevriminden bir eyer noktasina gecis gozlemlenmisgtir. @Ie]
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Sekil 5

v, parametresinin degistirilmesi y, gibi davranig gosterir. Baglangi¢ adimlarinda her iki

parametre de pozitif en biiyikk Lyapunov iisseline sahiptir ve iki parametre i¢in de yaklagik
olarak aynmi olan belli bir degerden sonra Sekil 5 ve Sekil 6’da goriildiigii gibi negatif
Lyapunov iisselleri elde edilmektedir. Cekicilerin grafikleri pozitif ve negatif Lyapunov
iisselleri ile tutarlidir. Sekil 5 ve Sekil 6’da goriildiigii gibi Hopf noktasinin ortaya ¢iktigi
negatif Lyapunov iisseli rejiminde bir limit ¢evrimler ailesi bulunmaktadir.
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Sekil 6
3. SONUCLAR

Sonug olarak, genellikle Helium-Neon Lazer igin model olarak kullanilan Maxwell-Bloch
sistemi galigtimigtir. Bu sistem parametrelerinin bir fonksiyonu cinsinden zengin bir yapiya
sahiptir. Bu sistemin degisik tlirlerde kararsizliga sahip oldugu gosterilmigstir. Lyapunov
spektrumu bir negatif reel deger ile dzdegerlerin kompleks eslenik bir giftinden olusan
lineerlestirilmis sistemin 6zdegerleri ile uyum igerisindedir. Bu parametreler Lorenz benzeri
kaosun gozlemlendigi uzak kizilotesi lazerlere karsilik gelmektedir. Bu ¢alisma noktasindan
kaosa miimkiin gegisi temsil eden gatallanma semast MATCONT!® paketi ile ¢aligilmus ve bir
¢ok durumda Hopf ¢atallanmasi goriilmiistir. Her eleman igin parametrelerin gesitlilik
gostermesinin degisiklikleri grafik olarak incelenirken bir pozitif en biiyiik Lyapunov iisseli
ile ispat edilen kaotik davranisin gériildiigii bir caligma noktasina 6nem verilerek bunun civar
aragtirilmigtir. Bununla beraber bu davranig parametrelerin degisimine kargr duyarlidir ve
stiratle kararli duruma geger. Her bir parametre degistirildiginde kaotik davranisa gegis
gozlemlenmektedir. Bu iglem noktasinda birgok Hopf g¢atallanmasi 6rnegi belirlenmistir,
{slem noktasi He-Ne lazerde alisilmis olan kaotik davranis igin parametre araligimin limitleri
dahilindedir.
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