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CAPRAZ TABAKALI KOMPOZIT DOGRU EKSENLi KiRiSLERIN
BURKULMA ANALIZi

OZET

Bu ¢aligmada, fonksiyonel analiz yontemi ile Gateaux tiirevi kullanilarak capraz
tabakali kompozit dogru eksenli kirislerin burkulma analizi yapilmistir. Bunun igin
yaklasik ¢oziim yontemi olarak sonlu eleman formiilasyonu kullanilmistir. Kullanilan
yontemin gecerliligini test etmek amaciyla, literatiirdeki c¢alismalarda incelenen
problemler yeniden ¢oziiliip sonuglar karsilastirilmistir.

Bu calisma toplam yedi boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde 6ncelikle kompozit malzemeler hakkinda genel bilgiler verilmistir.
Ardindan, c¢alismanin amaci ve kapsami {izerinde durulmustur. Calismanin
literatiirdeki yerini gostermek amaciyla son yillarda elastik ve kompozit malzemeler
iizerinde yapilmis calismalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ise burkulma probleminin temel kavramlar1 ile ilgili bilgiler
verilmistir. Ayrica kesme kuvvetinin kritik burkulma yiikiine etkisi gosterilmistir.

Ucgiincii boliimde, ¢ubuk kavrami hakkinda genel bilgiler verilerek, bu calismada
hesaplar1 kolaylagtirmak amaciyla yapilan varsayimlar anlatilmistir. Daha sonra,
elastik cubuklarin genel denklemleri, denge denklemleri, kinematik denklemler ve
blinye denklemleri ¢ikarilmistir. Biinye bagintilarinin ¢ikarilmasi i¢in farkl
ozellikteki malzemeler i¢in elastik sabitler matrisi elde edilmistir. Ardindan, dogru
eksenli bir gubuk icin genel ¢ubuk denklemleri ve alan denklemleri ¢ikarilmistir.

Dordiincii boliimde, bir dnceki boliimde elde edilen ¢ubuk alan, denge ve biinye
denklemleri kullanilarak Euler ve Timoshenko Kkirisleri igin potansiyellik kosulu
saglandig1 gosterilmistir. Daha sonra fonksiyonel analiz yontemi ile Gateaux tiirevi
kullanilarak Euler ve Timoshenko kirisleri igin fonksiyoneller elde edilmistir.

Besinci bolimde ilk olarak yaklasik ¢6ziim yontemleri hakkinda kisa bilgiler
verilmistir ve bu ¢aligmada kullanilan sonlu elemanlar yonteminin diger yontemlere
gore ustiinliikleri anlatilmistir. Daha sonra dogrusal sekil fonksiyonlar1 secilerek bir
onceki boliimde elde edilen fonksiyonellere, sonlu elemanlar yontemi uygulanip,
Euler ve Timoshenko kirisleri i¢in eleman matrisleri elde edilmistir.

Altinct bolimde ¢apraz tabakali kompozit dogru eksenli kirisler i¢in farkli tabaka
sayilar1 ve tabaka acilar1 kullanilarak farkli malzeme ozelikleri ve farkli simnir
kosullar1 altinda kritik burkulma yiikleri hesaplanmig literatiirde daha 6nceden
¢oziilmiis problemlerle karsilastirilmistir. Ayrica L/h degerinin ve kiris eleman
sayisinin artmasimnin kritik burkulma ytiikiine etkisi gosterilmistir.

Yedinci boliimde ise yapilan calisma ile elde edilen sonuglar anlatilmistir.
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BUCKLING ANALYSIS OF CROSS-PLY LAMINATED COMPOSITE
STRAIGHT BEAMS

SUMMARY

In this study, with the use of Gateaux derivative and functional analysis method
buckling of cross-ply laminated composite straight bars is analyzed. In this analysis,
finite element formulation is implemented as rough solution methodology. In order
to test the validity of the implemented methodology, problems reviewed in the
literature are resolved and solutions are compared with the solutions in the literature.

This study is composed of seven chapters.

In the first chapter, principally general concept of the composite elements is
described. The aim of the study and the description of contents is the following part
of the study. In order to present the status of this study in literature, the information
of the studies which are related to elastic and composite elements investigated in the
recent years are mentioned in the first chapter.

In the second chapter of the study, information about basic concepts of the problem
of buckling is reviewed. In addition, the effect of shear critical buckling load is
presented.

In the third chapter, the assumptions put for making computations easier are
mentioned with the general information of beam concept. Then; elastic beams
general equations, equilibrium equations, kinematic equations and constitutive
equations are mentioned in the study. To reach constitutive equations, elastic
constant matrix is obtained for materials with different characteristics. General bar
equations and field equation are obtained for a bar at the straight axis.

In the following chapter, bar field, equilibrium and constitutive equations obtained in
the previous chapter are justified to have potential condition for Euler and
Timoshenko beams. Gateaux derivative is used with the functional analysis method
in order to get functions of Euler and Timoshenko beams.

In the fifth chapter, brief information about approximate solution methods and the
advantages of the finite element method to other methods used in this study are
explained. By selecting the shape functions of linear functional, finite element
method is applied to the function resulted in the previous section, the element matrix
are obtained for Euler and Timoshenko beams.

In the the sixth chapter, by using different layer number and angles for cross-ply
laminated composite straight beams, and under different element features and
boundary conditions critical buckling loads are calculated, then compared to the
solutions of problems that have been solved in the literature. In addition, the effect of
L/h value and the number of elements increase in critical buckling load is presented.

Finally, the seventh chapter describes the results of the study.
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1. GIRIS

Kompozit malzemeler, ayn1 veya farkli gruptaki iki ya da daha fazla sayida
malzemenin istenilen  Ozellikleri saglamasi amaciyla makro seviyede
birlestirilmesiyle elde edilir. Kompozit malzemeler, icerdikleri malzemelerin zay1f

yonlerini diizelterek iistiin bir malzeme elde etmek amaciyla kullanilirlar.

Gilintimiizde kompozit malzemeler savunma sanayi, uzay, otomobil, elektronik ve
benzeri alanlarda ¢ok yonlii olarak kullanilirlar. Kompozit malzemelerin izotropik
malzemelere gore bir¢ok avantajlar1 vardir. Bunlardan en Onemlileri su sekilde

siralanir.

oYiiksek mukavemetli olmalar1

eKorozyona kars1 direngli olmalar1

eKolay sekil alabilmeleri

eOzgiil agirliklarinin diisiik olmasindan dolay hafiftirler.

ols1, ses, elektrik izolasyonu ve korozyon dayanimlari fiber takviyeli kompozit

malzemelerde yiiksektir.

Kompozit malzemeler izotropik malzemelere gore bir¢ok avantaja sahip olmalarinin

yani sira bazi dezavantajlara da sahiptirler. Bunlar ise asagida ki gibi 6zetlenebilir.

eKompozit malzemeler farkl dogrultularda farkli mekanik 6zellikleri gosterirler.

eKompozit malzemelerin biinyesinde bulunan hava zerrecikleri, malzemenin
yorulma 6zelliklerini olumsuz yonde etkilemektedir.

eKompozit malzeme iiretimi pahali bir tiretimdir.

eKompozit malzemeler firinlanmadan kullanilmazlar.

eCekme, basing ve egilme mukavemet degerleri, ayn1 kompozit malzemeler i¢in

farklilik gosterebilir.

Kompozit malzemeler yukarida bahsedilen dezavantajlara ragmen, giliniimiizde
yiksek mukavemet ve hafif malzeme gereksiniminin artmasindan dolay1 ¢ok sik

kullanilmaktadir ve onlimiizdeki yillarda da kullanim alanlar1 giderek artacaktir.



1.1 Cahiymanin Amaci ve Kapsami

Bu calismada ¢apraz tabakali kompozit dogru eksenli kiriglerin burkulma analizi

incelenmistir.

Bu amagla oncelikli olarak, burkulma ile ilgili temel kavramlar agiklanmistir. Farkl1
mesnet kosullarina sahip ¢ubuklarin kritik burkulma yiikii bulunmustur ve kesme
kuvvetinin kritik burkulma yiikiine etkisi gosterilmistir. Daha sonra ¢ubuk kavrami
ile ilgili genel denklemler, denge denklemleri, kinematik denklemler, biinye
bagintilar1 ve alan denklemleri ¢ikarilmigtir. Bu temel bagmtilar yardimiyla Euler ve
Timoshenko kirisleri i¢in potansiyellik kosulu saglatilip, Gateaux tiirevi
uygulanmistir. Bu tiirev kullanilarak dogru eksenli kiriglerin burkulmasina ait Euler
ve Timoshenko kirigleri igin fonksiyoneller elde edilmistir. Ardindan sonlu elemanlar
yontemi ile Euler ve Timoshenko kirisleri i¢in dogrusal sekil fonksiyonlarmma bagli
eleman matrisleri elde edilmistir. Elde edilen sonlu eleman matrisleri yardimiyla,
capraz tabakali kompozit dogru eksenli kirisler igin farkli smir kosullarinin yani sira
farkli malzeme Ozellikleri, farkli tabaka sayisi ve farkl tabaka dogrultusu altinda

burkulma analizi yapilmstir.

Coziimde eleman sayisinin artmasi ve sistem matrislerinin  boyutlarinin
biliylimesinden dolay1 ortaya ¢ikan zorluklarin asilmasi i¢in Fortran bilgisayar dili
kullanilarak bir program yazilmistir. Programdan elde edilen verilerin dogrulugu,

literatiirde yer alan g¢esitli 6rnekler yardimiyla test edilmistir.

Son boliimde Euler ve Timoshenko kirisler i¢in burkulma analizi ile elde edilen
sonuglar, literatiirde yer alan c¢alismalarin sonuglariyla karsilastirilmistir ve
gelistirilen sonlu eleman formiilasyonunun miihendislik uygulamalar1 agisindan
yeterli yakinsaklikta oldugu goriilmiistiir. Boylece, bu ¢alismada kullanilan yontemin
gecerliligi incelenmistir ve ileride yapilacak galismalar i¢in bir kaynak olusturacagi

Oongorilmiistiir.

1.2 Konu ile Tlgili Yapilan Calismalar

Kompozit malzemeler sagladiklar1 bircok avantaj nedeniyle gilinlimiizde uzay,
otomativ, denizcilik ve ingaat gibi bir¢cok sektorde yaygm olarak kullanilirlar. Bu
yizden son yillarda kompozit malzemeler konusunda arastirma ve gelistirme

calismalar1 ¢ok yayginlagsmistir. Literatiirde kompozit malzemelerle ilgili bir¢ok



calisma mevcuttur. Bunlar genellikle plaklar, kabuklar, kemerler ve Kkirisler

izerinedir.
Literatiirde kompozit malzemelerle ilgili bircok kitap mevcuttur.

R. M. Jones [1], J. N. Reddy [2] ve A. K. Kaw [3] tarafindan yapilan kompozit
mekanigi tizerine ¢aligmalarda kompozit malzemeler hakkinda genel bilgi verilmis,

teori ve Ornekler anlatilmistir.
Kompozit plaklar tizerine yapilan bazi ¢alismalar sunlardir.

Y. M. Desai, G. S. Ramtekkar ve A. H. Shah [4] tarafindan yapilan ¢alismalarda, ¢ok
katmanli kalin kompozit plaklarda karigik sonlu elemanlar modeli kullanilarak

serbest titresim analizi yapilmistir.

Y. X. Zhang ve C. H. Yang [5] c¢alismalarinda tabakali kompozit plaklarin dinamik

ve burkulma analizini sonlu elemanlar modeli kullanilarak incelenmistir.
Kompozit kabuklar {izerine yapilan ¢aligmalardan bazilari sunlardir.

M. Ganapathi, B. P. Patel ve D. S. Pawargi [6], ¢apraz tabakali kompozit kalin

kabuklarin dinamik analizini yiiksek mertebe teorisi kullanilarak incelenmistir.

T. Parka, K. Kimb ve S. Han [7] tarafindan yapilan ¢alismalarda tabakali kompozit

plak ve kabuklarda statik ve dinamik analiz incelenmistir.

Kompozit kemerler iizerine yapilmis bir ¢alismada, A. A. Khdeir ve J. N. Reddy

[8], capraz tabakali kompozit kemerlerde serbest ve zorlanmus titresim incelenmistir.

Literatiirde elastik Kkirislerle ilgili ¢alismalar da yapilmistir. Bu ¢alismalarda
problemin kesin ¢oziimii yerine sonlu elemanlar metodu, sonlu farklar metodu,
Rayleigh-Ritz yontemi ve Galerkin yOntemi gibi yaklasik ¢6ziim yontemleri

kullanilmustir.

T. Giin [9], dogru eksenli elastik ¢ubuklarin burkulma problemini inceleyerek
fonksiyonel analiz yontemi ile Gateaux tiirevi kullanilarak yeni bir fonksiyonel
bulunmustur. Ayrica ¢alismasinda Sabit kesitli gubuklarin burkulma problemi Ritz ve

karisik sonlu elemanlar metodu kullanilarak ¢oziilmiistiir.

A.Giirsoy [10], caligmasinda elastik cubuklarin ve cerceve sistemlerin burkulma

yiiklerini varyasyonel tiirev ve sonlu farklar yontemini kullanarak incelemistir.



S. Ozkan [11] elastik zemine oturan kirislerde burkulma problemini incelemistir. Bu

calismada, Winkler zemin modeli ve hipotezi kullanilmistir.

U. Yeni [12] tarafindan elastik ¢ubuklarin titresim frekanslarmin ve burkulma
yiiklerinin analizi sonlu elemanlar yontemiyle incelenmistir. Bu ¢aligmada, sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elastik ¢ubuklarm farkli sinir sartlari altinda titresim

karakteristikleri, statik ve dinamik burkulma yiikleri incelenmistir.

A. Y. Ak6z ve F. Kadioglu [13-15] tarafindan Gateaux tiirevi yontemi, elastik ve

viskoelastik kirisler i¢in uygulanmistir.

Literatiirde J. D. Oden ve J. N. Reddy [16] tarafindan fonksiyonel analiz yontemi ve

Gateaux tlirevi yonteminin anlatildig1 kitap yayinlanmastir.
M. Inan [17] tarafindan elastik cubuklarin genel teorisi incelenmistir.

Literatiirde kompozit kiriglerde serbest titresim davranisi ile ilgili bircok calisma

mevcuttur.

L. Jun, H. Hongxing ve S. Rongying [18] tarafindan eksenel yiiklii tabakali kompozit
kiriglerin serbest titresimleri ve burkulma davranislar1 dinamik rijitlik metodu

kullanilarak incelenmistir.

M. K. Rao, Y. M. Desai ve M. R. Chitnis [19] ¢alismalarinda, tabakal kirislerin
serbest titresimleri karigik teori kullanilarak incelenmistir. Kompozit ve sandvig

kiriglerde dogal frekans1 bulmak i¢in yiliksek mertebeden karisik teori uygulanmistir.

M. Aydogdu [20] ¢alismasinda gapraz tabakali kirislerin farkli smir kosullar1 ile

titresim analizini Ritz metodunu kullanarak incelemistir.

G. S. Ramtekkar ve Y. M. Desai [21] tarafindan tabakali kompozit kirislerde karisik
sonlu elemanlar modeli kullanilarak dogal titresim incelenmistir. Alt1 diiglimlii ve
diizlem gerilmeli karisitk sonlu elemanlar modeli Hamilton enerji prensibi

kullanilarak gelistirilmis ve kompozit kirislerin dogal titresimi incelenmistir.

L. Jun, H. Hongxing ve S. Rongying [22] ¢alismalarinda eksenel yiiklenen tabakali

kompozit kiriglerde serbest titresimi, dinamik rijitlik analizi ile incelemislerdir.

G. Shi ve K. Y. Lam [23] tarafindan kompozit kirislerde yiiksek mertebe kiris teorisi

kullanilarak sonlu elemanlar titresim analizi incelenmistir. Hamilton’un prensibini



uygulayarak varyasyonel hareket denklemini, ti¢iincii dereceden kayma deformasyon

teorisini kullanarak elde etmislerdir.

L. Jun ve H. Hongxing [24] ¢alismalarinda tabakali kompozit kiriglerin dinamik

rijitlik analizini trigonometrik kesme deformasyon teorisi kullanilarak incelenmistir.

L. Jun, H. Hongxing ve S. Rongying [25], tabakali kompozit kirislerin dinamik

analizini sonlu elemanlar metodu kullanilarak incelenmistir.

A. S. Bassiouni, R. M. Gad-Elrab ve T. H. Elmahdy [26] ¢alismalarinda tabakali
kompozit kirislerin dinamik davraniglarini teorik ve deneysel arastirma ile

incelenmistir.

P. Subramanian [27] ise simetrik tabakali kompozit kirislerin egilme analizini, sonlu

elemanlar metodu kullanarak incelemistir.

R. E. Fatmi ve H. Zenzri [28], ¢alismalarinda tabakali kompozit kirislere yapisal

davranis ve Saint Venant ¢oziimii uygulamislardir.

P. Subramanian [29] yaptig1 ¢alismada tabakali kompozit kirislerde dinamik analizi

yiiksek mertebe teorisi ve sonlu elemanlar metodunu kullanarak incelemistir.

T. Kant, S. R. Marurb ve G. S. Rae [30] tarafindan tabakali kirislerin dinamik analizi
icin analitik ¢Oziim yiiksek mertebe teori kullanilarak incelenmistir. Denge

denklemleri Hamilton un prensibi kullanilarak elde edilmistir.

M. Kirag [31] ise dogru eksenli kompozit ¢ubuklarin dinamik analizini incelemistir.
Dogru eksenli kompozit ¢ubuklarin zamanla degisen yiikler altindaki dinamik

davranis1 Laplace uzayinda teorik olarak incelenmistir.
Literatiirde kompozit kirislerin burkulma analizi ile ilgili calismalar da mevcuttur

R. Xu ve Y. F. Wu [32] tarafindan kompozit kiriglerin burkulmasi ve serbest titresimi

iki boyutlu teori kullanilarak incelenmistir.

M. Aydogdu [33] ¢apraz tabakali kirislerin farkli smir kosullar1 altindaki burkulma
analizi lizerine ¢alismistir. Ritz metodunu kullanarak kritik burkulma yiiklerini elde

etmis Ve sonuglar literatiir ile karsilastirmustir.

A. A. Khdeir ve J. N. Reddy [34] tarafindan yapilan ¢alismalarda ¢apraz tabakali
kirislerin burkulmasi keyfi smir kosullar1 kullanilarak incelenmistir. Ayrica farkli

kayma deformasyon teorisi ile klasik teori arasinda ki iligki incelenmistir.



M. A. Ramos Loja, J. I. Barbosa ve C. M. M. Soares [35] ¢alismalarinda yiiksek
mertebede ayrik model kullanilarak tabakali kirisli yapilarin burkulma davranisi

incelenmistir.

R. Xu ve Y. Wu [36] tarafindan kompozit elemanlarda Timoshenko kiris teorisini

kullanarak statik, dinamik ve burkulma analizi yapmislardir.

S. A. Emam ve A. H. Nayfeh [37] ¢aligmalarinda serbest titresim ve burkulma
analizi, farkli sinir kosullar1 ve farkli dogrultularda kompozit kirisler igin

incelenmistir.

E. Eryigit [38] ¢aligsmasinda tabakali kompozit cubuklarda yanal yiik etkisi ile olusan
burkulma davramiglarini incelemistir. Bu c¢alismada, dairesel delikli tabakali

kompozit kirislerde, burkulma davraniglarini incelemistir.

Bu caligmada dogru eksenli kompozit kiriglerin burkulma analizi Fortran programi
kullanilarak incelenmistir. Diger ¢alismalardan farkli olarak Gateaux tiirevi yontemi,

dogru eksenli kompozit kirisler i¢cin uygulanarak burkulma analizi ele alinmistur.



2. BURKULMA

Bir sistemde, denge konumunun kararsiz olmasi durumunda, herhangi bir bozucu
etki ile sistem bu konumdan farkli bir konuma gecerse tekrar ilk konumuna geri
donemez. Bu tiir problemlere stabilite problemleri adi verilir. Cisimler Sekil 2.1°de
goriildiigii gibi li¢ degisik denge durumundadirlar. Bu denge durumlar1 kararli denge,

kararsiz denge ve farksiz dengedir.

(N
W
Kararli Denge

=,
A

B
Kararaz Denge

() ()
o
A B
Farksiz Denge

Sekil 2.1 : Kararli, kararsiz ve farksiz denge konumlari.

Sekil 2.1°de goriildiigii gibi bilye siirtiinmesiz kabul edilen ylizeyde dengededir.
Bilye denge konumundan saptirilip serbest birakilirsa, yani A noktasindan B
noktasma getirilirse, kararli denge halinde yeniden ilk konumuna geri donerken,
kararsiz denge konumunda tekrar denge konumuna geri donemez. Farksiz denge
konumunda ise B noktasina ilk hizsiz birakilan bilye bu yeni noktada dengede

kalmaya devam eder.



2.1 Elastik Cubuklarin Burkulmasi

Cubuklarda da bilye 6rneginde oldugu gibi benzer bir durum ortaya ¢ikmaktadir.
Sekil 2.2°de goruldigi gibi L boyuna sahip homojen ve izotrop bir ¢ubuga P

burkulma yiikii uygulansm.

P
— 5k

e

SR

-

Sekil 2.2 : P kuvveti etkisindeki ¢ubuk.

Sekil 2.2°deki sistemin hangi denge konumunda oldugu P burkulma yiikii ve Py,
kritik burkulma yiikii ile karsilastirmasiyla belirlenir. Py, > P igin kararli denge, P >
Pkr i¢in kararsiz denge ve P = Py, icin de farksiz denge konumu olur. Bu ¢6ziim ilk

defa L.Euler tarafindan bulunmustur.

Sekil 2.2’°de uzunlugu L ve egilme rijitligi EI olan homojen ve izotrop cubuk
uclarindan etkiyen P kuvveti ile eksenel basinca maruz kalarak Sekil 2.3 konumuna

gelmis olsun.

P

Sekil 2.3 : P kuvveti etkisindeki ¢ubugaun burkulmasi.

Sekil 2.3’deki homojen ve izotrop olan gubugu bir noktada kesersek kesit tesirleri,



N =Pcos0 (2.1)
T=Psin0O (2.2)
M = Pv (2.3)

seklinde olur. Burada,

cosO=1 (2.4)

sineztanezezd—vzv'
dz

(2.5)

olarak alinirsa N, T ve M kesit tesirleri,

N=p (2.6)
T=Pv' (2.7)
M =Pv (2.8)

elde edilir. Cokme ile egilme moment arasinda,

d°v. M

-7 2.9
dz? El 29)
seklindedir. Burada Denklem (2.8) yerine koyulursa,

d°v  Pv

TR A 2.10
dz? El (2.10)

¢okme i¢in diferansiyel denklem elde edilir. Burada denklemi kisaltmak amaciyla

P/El yerine A? koyulursa,

d?v
— +A%v=0 2.11
o (2.11)

elde edilir. Bu denklem ikinci dereceden lineer, harmonik diferansiyel denklem olur

ve bu denkleme Euler diferansiyel denklem adini alir. Bu denklemin genel ¢6ziimii,
v = Acos(Az) + Bsin(Az) (2.12)
seklindedir. Burada A ve B integrasyon sabitleridir ve iki ucu mesntelenmis ¢ubuk

i¢in sinir sartlari,

z=0 > v=0 (2.13)
z=L -> v=0 (2.14)
seklindedir. Denklem (2.13) uygulandiginda A=0 elde edilir ve Denklem (2.12),

v =Bsin(Az) (2.15)

haline gelir. Denkelem (2.14) uygulandiginda,



0= Bsin(AL) (2.16)

haline gelir. Bu ¢6ziim trivial olmadiginda dolayr B # 0 dir ve denklem,

sin(AL)=0 > AL=nn (2.17)
elde edilir. Buradan Denklem (2.17) Denklem (2.15)de yerine koyulursa,

V= Bsin(n—litz) (2.18)

elde edilir. Burada B elastik egrinin genligi, n ise n=1, 2, 3, ... gibi tamsayilar1

gdsterir ve Denklem (2.17)’nin karesi alinirsa ve A ’nin degeri yerine konulursa,

(2.19)

elde edilir. Burada n=0 i¢in P=0 olur ve bunun bir anlami olmaz. Diger n degerleri
icinde P’nin en kiiciik oldugu deger n=1 oldugu hal i¢indir. Boylece burkulmanin

baslamasina neden olan kritik burkulma yiikii Py,

P, = (2.20)

seklindedir. Bu degere Euler burkulma yiikii adi da verilir. Benzer yontem
kullanilarak farkli siir kosullarina sahip homojen ve izotrop olan ¢ubuklarin kritik

burkulma yiikleri hesaplanabilir.

Pjﬂ- Piz P fjﬂ-
i < <y i
Ls=2L Ls= L5=0,7L [5=0,5L
ST fmzc Erorr PrrEr iy AT

Sekil 2.4 : Farkli mesnet kosullar1 ve burkulma boylar1.

Sekil 2.4’te farkli mesnet kosullarina sahip homojen ve izotrop olan ¢ubuklarda Lg

ile gosterilen degere cubugun burkulma boyu denir.

Sekil 2.4°te bir ucu ankastre bir ucu serbest u¢ olan cubugun sinir kosullari,
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v(0) =0 (2.21)

0(0) =0 (2.22)
M(L) =0 (2.23)
T(L) =0 (2.24)

seklindedir ve burkulma boyu 2L olarak elde edilmistir. Kritik burkulma yiikii Py,

- (ZZLE)'Z (2.25)
elde edilir. Sekil 2.4’te iki ucu da mafsalli olan ¢cubugun sinir kosullari,
v(0)=0 (2.26)
M(0)=0 (2.27)
v(L)=0 (2.28)
M(L) =0 (2.29)

seklindedir ve burkulma boyu L olarak elde edilmistir. Kritik burkulma yiikii Py,

s (2.30)
(L)

elde edilir. Sekil 2.4’te bir ucu ankastre diger ucu mafsalli olan ¢ubugun smir
kosullari,

v(0)=0 (2.31)

Q0)=0 (2.32)

v(L)=0 (2.33)

M(L) =0 (2.34)

seklindedir ve burkulma boyu 0,7L olarak elde edilmistir. Kritik burkulma yiikii Py,

- (2.35)
elde edilir. Sekil 2.4’te iki ucu da ankastre olan ¢ubugun sinir kosullari,

v(0)=0 (2.36)
Q0)=0 (2.37)
v(L) =0 (2.38)
QL)=0 (2.39)

seklindedir ve burkulma boyu 0,5L olarak elde edilmistir. Kritik burkulma ytikii Py,

11



n’El

ke = W (2.40)

elde edilir.

2.2 Kesme Kuvvetinin Kritik Burkulma Yiikiine Etkisi

Bundan 6nceki boliimde ¢ubukta kesit tesirlerinden sadece egilme momenti goz
Oniline alinmist1. Bu boliimde ise T =Pv' ile ifade edilen kesme kuvvetinin etkiside

hesaba katilacaktir. Elastik egri fonksiyonu,

V=V, +V; (2.41)
olarak yazilir. Burada v toplam elastik egriyi, v,, egilmeden meydana gelen elastik
egriyi V; ise kesmeden meydana gelen elastik egridir. Denklem (2.41)’in iki defa

tiirevi alindiginda,

2 2 2
d’v_d vM+d Vo

- 2.42
dz> dz® dz’ (2.42)
Gerekli ifadeler yerine yazildiginda Denklem (2.42),
2 ' ' 2
dv M Kk'"dT  Pv k'Pdv (2.43)

- - — =

dzZ El GAdz ElI GAdZ

elde edilir. Burada k' kesit geometrisine bagli bir katsayi, G malzemenin kayma

modiiliinii, A ise kesit alanin1 ifade etmektedir. Denklem (2.43) ifadesi diizenlenirse,
2

v, P _voo (2.44)

2 ]
dz* - pyq - K'Py
GA

elde edilir. Literatiirde Engesser formiilii olarak da adlandirilan,

El(l—-—)
GA

seklinde yazilirsa Denklem (2.44) su hale gelir.

V'+Aiv =0 (2.46)
Bu diferansiyel denklem iki ucu mafsalli, homojen ve izotrop bir gubuk i¢in

¢Oziiliirse,

12



7’ El
LZ

P =
o m2El k'

1+

> GA

(2.47)

elde edilir. Burada kesme kuvvetinin hesaba katilmasi ile kritik burkulma yiikiine

azaltic1 bir etki yaptig1 ve daha giivenli bir hesap oldugu goriilmektedir. Burada,

El =D, egilme rijitligi ve GA =C, ise kayma rijitligidir.
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3. CUBUK KAVRAMI

3.1 Tanim

Cubuk ad1 verilen cisim, eksen ve dik kesit ad1 verilen iki elemandan olusur. Dik
kesit ad1 verilen sinirhi bir diizlem pargasi, kendi agirlik merkezinde ¢ubuk ekseni
olan bir uzay egrisine dik kalacak sekilde hareket ederse ¢ubuk olusur [17].

Cubuk ekseni her hangi bir uzay egrisi gibi diisiiniiliirse, bu egri yer vektorii ile su

sekilde tanimlanir.

T =7(s) (3.1)

Sekil 3.1 : Cubuk ekseni icin t, b,fi eksenlerinin gosterimi.

Bu uzay egrisi lizerinde baslangi¢ olarak kabul edilen A, noktasi ile Sekil 3.1°de
gosterilen A noktas1 arasindaki mesafeyi s olarak kabul edelim. Bu s skaler
biiylikliigiinii egri boyunca,

s=[ Jd¢] (3.2)
ile tanimlayalim. Denklem (3.2)’de d¢ egri boyunca olan diferansiyel yer degistirme

vektoriini gosterir.

15



Ileride yapilacak hesaplarm temelini olusturacak koordinat takiminin belirlenmesi
icin, eksene bagl {i¢ birim vektor tarif edilir. Bu vektorlerin her biri Denklem (3.1)

ile tanimlanan yer vektoriine diferansiyel geometrik iligkilerle baglidir. Bu vektorler
Sekil 3.1°de gosterildigi gibi, eksen egrisine teget olan teget birim vektor (t), teget
vektore dik olup egrilik merkezine ydnelen normal birim vektor (i) ve t ile fi’ nin

vektorel garpimu ile tanimlanan binormal birim vektdr (b) olarak isimlendirilirler.

Teget birim vektdr olan t ve binormal birim vektdr olan b,

g dr

ds
f]=1 (3.3)
b=1txn

ile tanimlanir.

3.1.1 Yapilan varsayimlar

Bu calismada dogru eksenli cubuklarm kendi ekseni dogrultusunda yayili yiik
etkimesi halinde davranisi incelenmistir. Dogru eksenli c¢ubuklardan olusan
sistemlerde, cubuk boyunca normal kuvvetin degismedigi kabul edilmistir. Cubuk
ad1 verilen cismin sekil ve yer degistirmelerinin ¢ok kiiciik oldugu kabul edilmis, bu
nedenle caligma kapsaminda birinci mertebe kurami igerisinde kalmmistir. Birinci
mertebe teorisinin esaslar1 dahilinde gerilme hesaplarin1 kolaylastrmak igin,
cubugun enine olan iki boyutunun uzunlugu ¢ubuk boyu ve egrilikler yaninda
oldukea kiigiik oldugu kabul edilmistir. Hesaplar1 kolaylastirmak adina yapilan bir
diger kabul ise, ¢ubugun elastik, homojen ve ortotropik bir malzemeden yapilmistir.
Ayrica ¢ubugun uniform ve degisken bir enkesit alanina sahip oldugu kabul
edilmistir. Kuvvet ve sekil degistirmeler arasinda lineer bir iliski mevcut olup,

cubukta donme atalet momenti ihmal edilmistir.
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3.2 Elastik Cubuklarin Genel Denklemleri

Bu kisimda, ¢ubuga etki eden kuvvetler tanimlanacaktir. Bir cisim en genel haliyle i¢
ve dis kuvvet adi verilen iki tiir kuvvetin etkisi altindadir. Dis kuvvetler, s6z konusu
olan cisme diger cisimlerin yaptig1 etki olarak tarif edilip, kiitle kuvvetleri ve ylizey
kuvvetleri olarak ikiye ayrilirlar. Kiitle kuvvetleri cisim icerisindeki bir alana ya da
hacime etki eden kuvvetler olup, yer ¢ekimi kuvvetleri ve agirlik kuvvetleri bu
kuvvetlere ornek olarak verilebilirler. Yiizey kuvvetleri ise inceleme konusu olan
cismin yiizeyine diger cisimler aracilig1 ile dogrudan ya da dolayli olarak etki eden

kuvvetlerdir.

Bir cisme dis kuvvetler etkidiginde, cismin parcalar1 arasindaki etki ve tepkiyi
karakterize eden i¢c kuvvetler ortaya cikar. Kesit tesirleri ad1 da verilen bu i¢
kuvvetler, cubuk mukavemetindeki en 6nemli kavramlardan biridir. Kesit iizerinde
dagilmis olan bu i¢ kuvvetlerin siddetleri gerilmeleri verir. Gerilmelerin
hesaplanmasinda statik hesaplardan farkli olarak c¢ubugun sekil ve yer

degistirmesinin de hesaba katilmas1 gerekmektedir.

Cubuk mukavemetinde yer degistirmelerin hesabindan  sekil degistirmelerin
hesabina gegilirken kinematik denklemler kullanilir. Aymi sekilde kuvvetlerin etkisi
altinda gubukta olusan gerilmelerin hesabinda denge denklemleri kullanilmaktadir.
Bunlara ek olarak, sekil degistirmeyi gerilmeye baglayan gerilme-sekil degistirme
bagintilarina biinye denklemleri ad1 verilir ve bu denklemler cisimden cisme farklilik

gostertir.

3.2.1 Denge denklemleri

Kesite etki eden i¢ kuvvetlerin vektorel toplamini veren T ve bu kuvvetlerin agirhik

—

merkezine taginmast durumunda katilmasi gereken kuvvet ¢iftini gosteren M esas
kesit tesirleri olup, birbirlerine zit yonliidiirler ve genel olarak kesitten kesite

degisirler. Bu fonksiyonlarin ¢ubuk ekseni boyunca degisimi keyfi olmayip dis
kuvvetlere baghdir. R ve M vektorleri s degiskeninin R(s) ve M(s) gibi

fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlarin degisimini elde etmek i¢in As uzunlugunda bir

cubuk elemanin {izerine etki eden kuvvetlerle dengede oldugu diisiiniiliir.
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Sekil 3.2 : Asuzunlugundaki cubuk eleman.

Sekil 3.2°de goriildiigii gibi s ve s+ As ile tarif edilen [17] birbirlerine yakin iki dik
kesit arasindaki s uzunlugunda ¢ubuk elemanin iizerine etkiyen yayili dis kuvvetleri

P ve bunlarin ¢ubuk eksenine indirgendikleri zaman bulunacak yayili kuvvet
ciftlerini de M ile gosterelim.

Boylece, ¢ubuk elemaninin dengenin birinci denklemi ile A noktasma gore yazilan
moment esitligi kullanilarak ¢ubuk elemanin denge denklemi,

~T+T+AT+pAs=0 (3.4)
~M+M+AM +MAS + AT x (T +AT) =0 (3.5)

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerde sadelestirmeler yapilip As ile bdliinerek

As — 0 ile limite gegilirse elastik gubugun denge denklemleri,

—+p=0 3.6
<P (3.6)
d—M+f><T+m:0 (3.7)
ds

elde edilir. Bu denklemlere kesit tesirlerinin diferansiyel denge denklemleri denir ve

cubuk statiginin iki esas denklemini olusturur.
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3.2.2 Kinematik denklemler

Cubuk sekil degistirdikten sonra, ¢gubuk ekseni iizerindeki herhangi bir noktanin yer

degistirerek yeni bir konuma gelmesi, cubukta yer degistirme olarak tarif edilir.

Cubuk yer degistirmesi i¢in dnemli olan iki vektdr vardir. Bunlardan biri ¢ubuk dik

kesitinin agirlik merkezine ait telenmesini gdsteren U(S) vektorii, bir digeri ise

agirlik merkezinden gegen eksen etrafindaki dénmeyi gosteren vektor €(s) dir.

Elastik ¢ubuk teorisi i¢in 6nemli olan bu iki vektér ayni cisme ait dik kesitin
hareketini tanimlamasindan dolay1 birbirlerine bagimhidirlar. Bu iki vektér disinda,
cubuk sekil degistirmesi i¢in dnemli olan iki vektor daha vardir. Bunlar relatif birim

kayma vektorii ¥ ve relatif birim donme vektorii @ ’dir. Bu iki vektoriin relatif

birim deger olarak tanimlanmalarinin sebebi, birim uzunluktaki bir ¢cubuk eleman

icin tarif edilmeleridir.

Bu vektor fonksiyonlarindan relatif birim kayma vektorii olan 7 ile U &telenme

vektori arasindaki iliski, Q =0 alinmak sartiyla,

[d—uj -7 (38)

seklindedir. Relatif birim donme vektorii olan, @ ise su sekilde tarif edilir.

=" (3.9)

Kinematik denklemler yer ve sekil i¢in yukarida kisaca tarif edilmis U , Q Lo Ve y

vektorleri arasindaki bagintilar1 igermektedir.

U ve Q vektorleri kesitten kesite degisirler. Bu iki vektdriin s skalerine bagl vektor
fonksiyonlar1 ise U(s) ve €)(s) olarak verilir.
U=U(s) (3.10)

Q=0Qs) (3.11)

Bu iki vektdriin arasinda uygunluk sart1 adi verilen diferansiyel bagintilar mevcuttur.
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T (st+As)

Sekil 3.3 : Elemanin yer degistirmis hali.

Bu diferansiyel denklemlerin elde edilmesini Sekil 3.3 iizerinde agiklayalim. Cubuk

ekseni lizerinde birbirine ¢ok yakin iki nokta A ve B ’yi ele alalim. Konumu T(S)

olan A noktasimnin, U vektdrii ile gosterilen yer degistirmeyi yaptiktan sonra C

noktasina geldigini diisiinelim. A noktasinin yer degistirdikten sonraki yeni konumu

Sekil 3.3’ten anlagilacagi iizere F(s)+U vektori ile gosterilir. B noktasindaki yer

degistirmenin A noktasindaki yer degistirmeden farkini AU ile gosterelim. AU

kadar yer degistirme farki iki ayr1 sebepten olusmustur.

« AB cubuk elemanin sekil degistirmesi ile B noktasinin A noktasina gore relatif

olarak y - As kadar farkli hareket etmesi

eA’dan gecen kesitin Q ddnmesini yapmast ile B noktasmin da Qx AT

otelenme hareketini yapmasidir.

Dolayist ile rolatif yer degistirme,
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AU=7-As+Qxt (3.14)

seklindedir. Bu denklemde her iki taraf As degerine boliiniir ve limite gegilirse,

(;—l::mfzx‘f (3.15)
elde edilir.

3.2.3 Biinye denklemleri

Gerilmeler ile sekil degistirmeler arasindaki bagintiy1r gosteren denklemlere biinye

denklemleri adi1 verilir. Blinye bagmntilarinda, bir taraftan T ve M kesit tesirleriyle,
diger taraftan y ve @ sekil degistirmeyi tarif eden vektorler arasindaki iliski ele
almmistir. Bu bagintilar her cisim i¢in farkli olmakla birlikte, cisimlerin fiziksel

ozelliklerine baghdir.

Bu bagintilar kurulurken, c¢ubuk deformasyonu sonucu olusan yer ve sekil
degistirmelerin oldukga kii¢iik oldugu, ¢ubugun homojen, orthotrop ve eleastik
oldugu ve cubuk elemanin kesit agirlik merkezi ile kayma merkezinin ¢akistig1 kabul

edilir.

Elastik cubuk teorisinde, kesitlerde olusan kuvvet vektorleri ile kayma birim
vektorleri ve kuvvet ¢ifti vektorleri ile donme birim vektorleri arasindaki iliskinin

lineer oldugu kabul edilir ve Hooke kanunu esaslar1 uygulanir.

Herhangi bir koordinat sisteminde, vektorlerin koordinatlar1 birbirine dogrusal olarak
baghdir ve kesit tesirleri T ve M vektérlerinin sirast ile vektér bilesenleri T, T,, T,

ve M_,M,, M, ile gosterilir.

T, =Cun +Cuy, +Chy,

T, =Cour +Cpyy +Cys (3.16)
T, =Cun +Capy, +Cag74

M, =D,@, +Dy,w, + Dy,

M, =D, @, +D,0, + Dy, (3.17)

M, =Dy @, + Dy, + Dy,

Denklem (3.16) ve Denklem (3.17) ifadeleri,
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T =Cun (3.18)
M. =D, o, (3.19)
ile gosterilir. Bu denklemlerde C, ve D, ile gosterilen katsayilar cubugun kaymaya

ve donmeye karsi olan rijitlikleri adi1 verilir. Bu katsayilar ¢ubuk cismin malzemesine

ve kesitin geometrisine bagli degerler olup, ¥ ve @ degerlerinden bagimsizdirlar.

Cismin malzemesi homojen ve izotrop iken, kesit ve kesitin konumu da sabit kalirsa,

bu katsayilar s degiskeninden de bagimsiz olurlar.
T ve M Kesit tesirleri ile, y ve @ sekil degistirmeleri tansor notasyonu kullanarak,

T=Cy (3.20)

M=D-ao (3.21)
seklinde gosteririz. Bu ifadelerde C ve D sembolleri simetrik olup, her ikisi de
tansoOrii temsil eder. Yani,

Ci =Cy

Dy =Dy (3.22)
seklindedir. Cix ve Dix sembolleri arasindaki simetriklik 6zelliginden faydalanarak,

rijitlik tansorlerinin belirlenmesinde 9 adet yerine 6 adet katsaymin bilinmesi yeterli

olmustur. Rijitlik tansoriiniin 6 adet bilinmeyeninin matris olarak gosterimi,

[T C, C, Ci\l7

T, [=|C, C,, Culln (3.23)
| T C. C,p Culn
M, D, D, Dj)l o,

M, |=|D, D,, D, |l @, (3.24)
| M, D,, D, Dg)| o

seklindedir. Rijitlik tansorlerinin koordinatlarmin belirttigi determinant sifirdan farkl

oldugundan, bu tansorlerlerin tersleri vardir ve Denklem (3.24) ve (3.25) ile

gosterilir.
7=C*.T (3.25)
o=D"-M (3.26)
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Burada C™* ve D™ tansérleri sirastyla C ve D tansorlerinin terslerini gosterirler ve

cubugun esneklik tansorii admni alirlar.

3.3 Elastik Sabitlerin Hesab1

Homojen malzemeler dagilimlar1 ve 6zellikleri s6z konusu malzemenin her yerinde
ayni olan malzemelerdir. Heterojen malzemeler ise Ozellikleri her noktasinda
degisiklik gosteren malzemelerdir. Bunlara ek olarak, her dogrultuda elastik
ozellikleri ayn1 olan malzemelere izotropik malzemeler denirken, hi¢bir dogrultuda
simetri 6zelli§i olmayan malzemelere ise anizotropik malzeme, triklinik malzeme

veya aelotropik malzeme ad1 verilir.
Bu ¢alismada kompozit ¢ubuklar i¢in iki kabul yapilmistir. Bunlar,

eKompozit ¢ubuklarda her tabaka i¢indeki liflerin ayni dogrultuda oldugu
eKompozit ¢ubuklardaki tabakalar lineer elastik bir malzeme gibi davranmasi
Birinci varsayim macromekanik davranis i¢in dnemli olurken, ikincisi ise Hooke
kanunu i¢in 6nemli olmaktadir.
Elastik Hooke cisminde gerilme bileseni olan o, ile sekil degistirme bileseni olan &,
arasindaki baginti,
o, =Cyé (3.27)
seklinde yazilir. Bu ifadede C; matrisine elastik sabitler matrisi veya elastik modiil

matrisi ad1 verilir.
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Cizelge 3.1 : Gerilme ve sekil degistirme notasyonlar.

Gerilme Sekil Degistirme
Tansér | Kisaltlms | Tansér | Kisaltilnus
notasvon | notasvon |(notasyvonu| notasvon
On 0, &N €1
U322 a; €22 €2
T35 T3 £33 €3
O23 Oy 2833 &4
O13 Os 2813 g
J12 o 2€12 £s

Gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin altisar elemani1 Cizelge 3.1°de verilmistir.

C; matrisinde genel olarak 36 adet bagimsiz malzeme sabit mevcuttur. Anizotropik

malzemelerde gerilme-sekil degistirme bagmntilar1 21 sabit ile belirlenir.

Malzeme sabitleri eksen takimi degistikce degisir. Ayrica, bir malzemede malzeme

ozellikleri bakimindan bir simetri s6z konusu ise, bu sabitlerin sayis1 azalir.

Bir malzeme, bir diizeleme gbre malzeme simetrisine sahipse bdyle malzemeye
monoklinik malzeme adi verilir. Monoklinik malzemede 13 adet bagimsiz sabit

bulunmaktadir ve malzeme matrisi C;,

_Cll ClZ C13 O 0 C16
C:12 C22 C23 O O C26
C13 C23 C33 O O C36
C, = (3.28)
0o 0 0 C, C. O
0 0 0 C, C, O
_C16 C26 C36 O O C66_

ile gosterilir.

Birbirine dik iki diizleme goére simetrisi olan malzemelere ortotropik malzeme adi
verilir. Boyle malzemelerde, iki dik diizlemede simetri oldugundan dolay1 bunlara
dik ti¢lincii diizlemde simetri kendiliginden saglanir ve bagimsiz malzemelerin sayis1
dokuza diiser. Birbirine dik ii¢ diizleme goére simetrisi bulunan malzemede gerilme

sekil degistirme iligkisi,
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o, C, C, C; 0 0 0 |[g
o, » C, Cypy O 0 0 |lg
o, Cs, C43 Cy 0 0 0 ||g
- (3.29)
o, 0 0 0 C, 0 0 |lg
o, 0 0 0 0 Cg 0]|le
o) |0 0 0 0 0 Cgulls
seklindedir. S; esneklik matrisi cinsinden Hooke kanunu,
& =S,0; (3.30)
seklindedir. Esneklik matrisi S; =[C; ] * dir ve Denklem (3.30) ile
gl ISy S, S 0 0 0|feq
&, S, S, S 0 0 0 ||o,
&, S Sy Si; 0 0 0 ||o
= (3.31)
&, 0 0 0 S, 0 0]l|o
& 0 0 0 0 S, 0]|o
&) [0 0 0 0 0 Sgx|log

verilmistir. Poisson oram1 1 dogrultusunda gerilme uyguladigi zaman j

dogrultusundaki enine birim uzamalar i¢in su sekilde yazilir.

v, =—— (3.32)

S esneklik matrisinin simetrisinden dolay1 Poisson orani v; ve elastisite modiilii E,

arasindaki bagint1 su sekildedir.

o 3.33
& E (3:33)
Buna gore esneklik matrisi ;" nin sifirdan farkli degerleri asagidaki gibidir.
1 V. V.
S _ = S 12 S _ _ 13
11 Ell 12 E11 13 E1:L
1 1% 1
S, =— S,, =——2 Sy, =— (3.34)
22 E22 23 E22 33 E33
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1 1 1
S44:_ T — 66 — ~

G 23 G13 G12

Bu bagmntilar Denklem (3.31)’de yerine konulup diizenlenirse,

1 Vi Vis 0 0 0
Ell Ell Ell

gl Ell E22 E_ZZ O-l

e v L0 0 0|7

&3 B = E, Eg O3 (3.35)
&/ |0 0o 0o 1 0 0|lg |

G
s 2 o,
0 0 0 0 1 0
& —_— Os
Gl3

0 0 0 0 0 1
L GlZ _
elde edilir. Malzeme rijitlik matrisinin tersi esneklik matrisi oldugundan dolay1
(S5 = [Cij ]_l), ortotropik malzeme igin,

S= S11522833 - 5118232 - S228132 - S338122 + 2812823813 (3-36)

olmak iizere,

C, =0 (3.37)
S.S,,—-S,,S
C12 — 13%~23 S 1233 (338)
S.S,,—S,..S
C13 — 1223 S 1322 (339)
S..S,, —S,.°
C,, = % (3.40)
C23 _ S12813 ;823811 (3. 41)
S,.S,, —S,,’
C33 — 11 22S 12 (342)
1
C, =— (3.43)
44 844
1
Co = — (3.44)
55 855
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1
Cop = — 3.45
=5 (3.45)

bagntilar1 yazilabilir. Denklem (3.35)’de verilen matristen yararlanilarak yukaridaki

denklemler yeniden diizenlenirse,

1wy

- "28"3% 3.46
Y EEA (540
_Va tVaVos _ Vio TVaplis (3.47)
¥ EEA E.E,A
C.— Var T ViV _ Vis T VioVos (3.48)
¥ EEA E,E,A
1-v.,v
= 13V (3.49)
E,E.A
_ Ve t ViV Vs tVaVig (3.50)
R = =\ E.E,A
1-v, v
g = —22 (3.51)
E,E,A
C44 = st (3'52)
Ces =Gy (3:53)
Ces =Gy, (3.54)
A= 1- VioVor —Vo3Va —V3Via — 2V21V32V13 (355)
E.E,E;
elde edilir.

3.4 Genel Ortotropik Cubuklar icin Elastik Sabitler ve Biinye Denklemlerin
Cikarhs1

Ortotropik bir malzemede Sekil 3.4’de goriilen eksen takimi igin klasik ¢ubuk

teorisine gore,
0,=0 o0,=0 o,=0 (3.56)

olur.
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Sekil 3.4 : Liflerin gosterimi.
Ortotropik bir malzemenin klasik ¢ubuk teorisine gore gerilme-sekil degistirme

iliskisi,

O, Q, Q, 0 |lg
0,|=1Qu, Qnp 0 |lg (3.57)
O, 0 0 Qg |l &

yazilir. Ortotropik bir malzemede klasik ¢ubuk teorisine gore Q; indirgenmis elastik

sabitler matrisi,

+ (C12821 + ClSSa‘l)

Qll = C11 S (3-58)
11

1

sz = Cee = S_ (3-59)
66
1

Q33 = Css = S_ (3-60)
55

seklinde yazilir. Keyfi bir oryantasyon agis1 alinmasi halinde pozitif yon ve malzeme
ekseni Sekil 3.5’te gosterilmistir. Bu konu ile ilgili kapsamli benzer ¢aligma referans

[1]’de mevcuttur.

Sekil 3.5 : Pozitif yon ve malzeme ekseni.
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Buna gore [T] transformasyon matrisi agagidaki gibi yazilir.

cos® sin? @ 2cos@sin @
[T]=| sin’0 cos’d  —2cosdsing (3.61)
—cosé@sing cosdsind  cos? O —sin? O
Denklem (3.61)’in tersi, yani transformasyon matrisinin tersi,
cos® sin? @ —-2cosdsin 6
[T]" =] sin?6 cos’@  2cosdsind (3.62)
cos@singd —cosésind cos? O —sin% O
seklindedir. Sekil 3.5’de goriildiigii gibi x-y ekseninin 1-2 eksenine olan doniisiimi,

loj o,

o, |=[T]"| o, (3.63)
Xy T12

Oy &
o, |=[T1"[Q] & (3.64)
Txy_ 7/12

seklinde yazilir. [R] ile gosterilen Reuter matrisi,

100
[R]=]0 1 0© (3.65)
00 2

seklindedir. Reuter matrisi kullanilarak denklem,

& Ey

&, [=[R][TIR] | &, (3.66)
Y12 Vxy

elde edilir. Denklem (3.66)’a Denklem (3.64) yerlestirilince,

Oy &y

o, |=[TT"[QIRI[TIIR]"| &, (3.67)
Ty Vxy
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elde edilir. Matris ¢arpimlar1 yapilip denklem Qij ile gosterilirse,
o | |Qu Qu Qul &
o, |=|Qn Qn Qx| & (3.68)
Tyl [Qs Qu Qs || 7
elde edilir. Keyfi bir ag1 alinarak dontistiiriilmiis rijitlik matrisi Qij asagidaki gibidir.
Q, =C,, cos* @+2(C, +2C,,)sin’ Ocos’ 6 +C,,sin* @
Q, =(C,, +C,, —4C,,)sin* cos® 6+ C,, (sin* & +cos” 0)
Q,, =C,,sin* 8+2(C,, +2C,;)sin’ @cos’ @ +C,, cos* 9
Q, =(C,, —C,, —2C,,)sin&cos® @+ (C,, —C,, +2C,,)sin® #cos 9 (3.69)
Q, =(C,—C,, —2C,,)sin* @cos @+ (C,, —C,, +2C,;)sindcos’ &
Qg =(C, +C,, —2C,, —2C,,)sin* @cos® @ + C, (sin* 8+ cos* 0)
Denklem (3.68)’in tersi alindiginda,
& | |Su S S| o
& |=|S; Sp Skl o (3.70)

Vxy S, §26 Ses Txy

elde edilir. Keyfi bir ag1 alinarak doniistiiriilmiis esneklik matrisi §ij asagidaki
gibidir.
S, =S, cos* 0+(2S,, +S,,)sin” @cos® @ +S,, sin* @

S, = (S, +S,, —Sg)sin” @cos” @ +S,, (sin* & +cos” O)

2]

,, =S, 5in* @+ (2S,, +S,,)sin® @cos® @ +S,, cos* 9 (3.71)
S = (2S,, —2S,, — S, )sin@cos® 6 —(S,, —2Q,, —Sg,)sin® #cos &

S,; = (2S,, —2S,, —S,,)sin® @cos @ —(S,, —2Q,, — S, )sindcos’ 9

Sis = (2S,, +2S,, —4S,, —S,;)sin® @cos’ O+ S, (sin* @+ cos* )

3.5 Genel Cubuk ve Alan Denklemleri

Dogru eksenli bir ¢ubuk icin uzayda sabit belirli bir koordinat eksen takimi
olusturalim. Bu konu ile ilgili kapsamli benzer ¢alisma referans [17]’de mevcuttur.
Bu koordinat eksen takiminda x ve y eksenleri Sekil 3.6°da goriildiigii gibi dik kesite

paralel olarak alinip, z ekseni ise cubuk ekseni olarak secilsin.
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Sekil 3.6 : Koordinat ekseni.

Egri eksenli ¢ubuklar i¢in gecerli olan denge ve kinematik denklemlerde ds=dz
olarak alindiginda dogru eksenli ¢cubuklar icin gecerli denklemler elde edilir. Boliim
3.2.1°de Denklem (3.6) ile verilen vektorel denge denklemi, X, y, z eksen takiminda

skaler olarak,

dT, , p, =0 (3.72)
dz

—+p, = (3.73)

L ip, = (3.74)

yazilir. Boliim 3.2.1°de Denklem (3.7) ile verilen vektorel moment denklemleri, x, vy,

z eksen takiminda skaler olarak,

M,

o ~-T,+m, =0 (3.75)
dMm,

& +T,+m, =0 (3.76)
M, +m, =0 (3.77)
dz ’

yazilir. Bolim 3.2.2°de Denklem (3.12) ile verilen uygunluk denklemi, x, y, z eksen

takiminda skaler olarak,

9, 0 (3.78)
dz *

do,
-, =0 (3.79)

9 . —0 (3.80)
dz ‘
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yazilir. Bolim 3.2.2°de Denklem (3.13) ile verilen denge denklemi, X, y, z eksen

takiminda skaler olarak,

du
-0, ~, =0 (3.81)

+Q, —y, = (3.82)

av, -y, = (3.83)

yazilir.

Dogru eksenli bir ¢ubuk i¢in genel ¢ubuk denklemleri elde edilmistir. Bu ¢alisma da
Denklem (3.75), Denklem (3.78) ve Denklem (3.82) kullanilmistir.

z
p N+AN
’-—374_\1*&’[4-%’[
- s
H+AH
B q

'\MN

- y

Sekil 3.7 : Cubukta diizgiin yayili yiik bulunmasi1 hali.

Euler hali i¢cin alan denklemlerin ¢ikarilmasi ile ilgili kapsamli benzer g¢alisma
referans [9,17] de mevcuttur. Sekil 3.7’°deki gibi sekil degistirmis bir gubuk alirsak,
cubuk ekseni yoniinde yayili yiik bulunmasi halinde ¢ubuktaki yatay kuvvet dengesi

ve moment dengesi,

AN—-QAZ=0 (3.84)
AM = NAv + HAz — % AzZAV (3.85)

seklinde yazilir. BoOylece ikinci mertebe etkileri de dikkate alinmaktadwr. Bu
denklemlerde, H ile ifade edilen yatay tepki kuvveti sabit olarak kabul edilirken,

cubuk boyunun degisimini gosteren Az—0 olarak limite gecildiginde,
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dN

dN _ 3.86
il (3.86)
M N oAy (3.87)
dz dz 2

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde ikinci mertebeye ait Av sifira ¢ok yakin
oldugundan ihmal edilir. Bu durumda Denklem (3.87) asagidaki gibi ifade edilir.

M _ NV oh (3.88)
dz dz

Denklem (3.88)’in bir kez daha tiirevi alindiginda;

d*M d?v
=N— 3.89
dz? dz? (3.89)

esitligi elde edilir. Denklem (3.78) ve Denklem (3.82)’de Uy=v yazilip diizenlenirse,

327\2/ = —% (3.90)
esitligi elde edilir. Elde edilen bu denklemlere karsi geometrik sinir kosullari,

v=V (3.91)
Q=0 (3.92)
ile gosterilirken, dinamik smir kosullari ise,

~H=-H (3.93)
-M=-M (3.94)

gosterilir. Bu sinir kosullarindaki v, ©Q, H, M terimleri sirasiyla yer degistirme,

donme, yatay tepki kuvveti ve moment vektorlerini ifade eder.

Sekil 3.8 de tabakali kompozit kiris gdsterilmistir.
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LA, NS S
y

Sekil 3.8 : Tabakali kompozit kiris.

Tabakali kompozit kirisler i¢in gecerli olan denklemlerdeki egilme ve kayma

rijitlikleri,
o k) j(k

D, => Q1® (3.95)
k=1

N
C, = Y QA (3.96)
k=1

seklindedir. Burada N tabaka sayisini, 1% k’mc1 tabakanm atalet momentini ve A

ise deformasyona ugramis kesitin alanin1 ifade etmektedir.
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4. FONKSIYONEL ANALIZ

Bu ¢aligmada, dogru eksenli bir ¢gubugun burkulmasi i¢in ilk dnce bir ¢ubugun kendi
ekseni dogrultusundaki yayili yiik etkisi altinda genel ¢ubuk denklemleri ve alan
denklemleri elde edilmistir. Ardindan, Euler kirisi ve Timoshenko kirisi ig¢in
potansiyellik kosulu saglatilimistir. Daha sonra Gateaux tiirevi kullanarak iki ayri

durum i¢in fonksiyoneller elde edilmistir.

4.1 Euler Kirisi Icin Fonksiyonel

4.1.1 Potansiyellik kosulu
Denge denklemleri, blinye bagintilar1 ve alan denklemleri operator formda,
Q=Lu-f (4.1)

seklinde yazilir. Burada, L tiirev operatoriinii, U yer degistirmeleri, f dis yiikleri ifade
eder. Bu denklemde Q siirekli bir operatordiir. Bir operatoriin potansiyellik kosulunu
saglayabilmesi i¢in, bu fonksiyonlardan {iretilecek diger tiim fonksiyonlarin

toplaminin yine bu fonksiyona esit olmasi gerekir. Eger Q siirekli operatorii,
<dQ(u,U),u*>=<dQ(u,u*),U> (4.2)

sagliyorsa, bu durumda Q potansiyel operatordiir. Esitlikteki <,> ifadesi i¢ ¢arpimi
gostermektedir ve Q operatdriiniin @ yoniine gore tlirevinin, U* yoniindeki tlirevinin
toplami, ayn1 operatdriin U* yoniine gore tiirevinin, @ yoniindeki tlirevinin toplamina
esittir. Denklem (3.89) ve (3.90)’tin smir kosullarmi da igerecek sekilde matris

formu,
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_____ =l| @3

seklinde yazilir.

4.1.2 Yonsel toplam (i¢ carpim)

Bir fonksiyonun f(x), bir degiskenle u* ile ¢arpiminin belirli bir araliktaki integrali

yonsel toplami ifade eder ve matematiksel gosterimi,
b
[FO).u"] = [f(x)u"dx (4.4)

seklindedir.

4.1.3 Gateaux tiirevi

Sabit fonksiyon bilinmeyen alan denklemlerine uygulanir.

0Q(u+nu)

dQ(u,0) = o |0 (4.5)
elde edilir. Bu ifadede, n skaler bir sayidir.

Buna gore Q operatoriiniin @i yoniindeki tiirevinin U~ yoniindeki tiirevi,
<dQ(u,u),u*>:_[Nv",v*]+[m',v*]+[v",M*]{Dﬂ,m*}[ﬁ,vqc -

-[MQ ] +[QM ] +[VH ]
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seklinde elde edilir. Ayni sekilde Q operatoriinin U~ yoniindeki tiirevinin

yoniindeki tlirevi,
oy — o _— o — M" —
(0QQu.u"),T) = [N, 7]+ [M", 7]+ [v ,M]J{Dn,M _
—[M*,Q]G+[Q*,I\7Il+[v*,ljll

elde edilir. Burada Denklem (4.6)’ya bir kez kismi tiirev uygulandiginda,

4.7

(dQu, 0y ) =~ [NT.v ] +[NG v T[], [ v ][9],
evar [DMH,M*}—[H,V*L—[M,Q*]GJF[Q,M*]S @8
+[\7,H*l

elde edilir. Denklem (4.8)’e bir kez daha kismi tiirev uygulanip diizenlendiginde,

(dQu, 0y ) =[NV v +[Nov ] -[Nev e[V ] (R,
RV e [o.M ] o] +[em T [_ M} @9
TRV [ ] s[am] e o]

elde edilir. Denklem (3.88) yerine koyulup diizenlendiginde,

(dQ(u,T),u”) =~ NV, v*] [NVV*']O—[NV,V*"] [NV, v]o [H, ]
A LA A N AN R A AL
e g AV ] e <[]

H,

elde edilir. Buradaki o alt indisi dinamik sinir kosulunu, € alt indisi geometrik smnir

(4.10)

<I

[
+wM
[

+

<l

kosulunu, 0 alt indisi ise dinamik ve geometrik sinir kosulunun toplamini ifade eder.
Denklem (4.7) ve (4.10)’a bakildiginda birbirlerine esit oldugu gosterilmistir ve
boylece Q operatorii, Denklem (4.2)’deki kosulu saglamis oldugundan potansiyel bir

operatordiir.
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4.1.4 Fonksiyonelin elde edilmesi

Potansiyellik kosulunu sagladigi Boliim 4.1.3’de ispat edilen Euler kiris hali i¢in Q
operatoriiniin fonksiyoneli, Denklem (4.5)’de matematiksel ifadesi verilen Gateaux

tiirevi kullanilarak su sekilde ifade edilir.
1

I(u) = I(Q(su, u),uds (4.11)
0

Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. Bu fonksiyonelin elde edilmesi i¢in yapilan islemler
Oden ve Reddy [16] tarafindan verilmistir. Denklem (4.11)’in sinir kosullarini

icerecek sekilde matris formu,

r 2 2 ‘ e
VL R
dz dz

0 0 0 0:0 0 0 o0 |soollo

7 0o
o 0o 0o oio o o o |[sT|]ollo
1) = [q] e | el (4.12)

seklindedir. Denklem (4.11) uygulandiginda,

1| =NsV'V+sSM'V+sv'M +isl\/IM —sHv + HV —sSMQ + MQ
)= | D, ds  (4.13)
o +sOM — OM + svH — TH

elde edilir. Denklem (4.13)’deki integral islemi yapilip diizenlendiginde,
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I(u)_—%[Nv v]+ [M",v]+%[v",M]+%[M M]—%[H V],

[ ]—%[M,Q]G+[I\A/I,QL+%[Q,M]E—[Q,M1+%[V,H]E (4.14)
-[%.H],

elde edilir. Denklem (4.14)’e kismi integrasyon uygulandiginda,

1) =[NV V], + [NV ]+ 2[M V] -2V T2V M,
——[v M ]+— [M M]—%[H v] + [H,vL-%[M,QL{M,QL (4.15)

%[g, M -[am] +%[V1HL -[v.H]

&

elde edilir. Denklem (4.15)’te Q vyerine —v ve Denklem (3.88) yerine koyulup
sadelestirme islemi yapilirsa Euler hali i¢in dogru eksenli bir kompozit kirise ait

fonksiyonel su hale gelir.

I(u) :+%[Nv’,v’]—[M',v']+%[M,M]+[I:|,v] +[v’,M] —[I\?I,v']

. d ’ 7 (4.16)
+[\7,M]g ~[.H], +[H,v],

4.2 Timoshenko Kirisi I¢in Fonksiyonel

Cubuklarda, ¢cokme ve momentin yani sira kesme ve buna bagli olarak donme etkisi

de dikkate alinacak olan Timoshenko kirisi i¢cin dort denklem kullanimistir. Bu

denklemler,

—Pv'+T'=0 (4.17)

M'-T=0 (4.18)

—_O't M _ 0 (4.19)
Dn

—v'—Q+Cl:o (4.20)

b

seklindedir. Denklem (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) sirasiyla Denklem (3.89), (3.75),
(3.81) ve (3.85) kullanilarak ¢ikarilmistir. Denklem (3.85)’te Uy=v yazilmistr.

Timoshenko hali i¢in ¢ikarilan denklemleri matris formunda yazarsak,
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2 1 L
_ d_2 0 0o 9 0 0 0 0 [v] o0
dz dz
0 o 4 400 0 0 0 || 0
dz
0 _i i 0 0 0 0 0 M 0
iz D,
B T S ST Y W 10 A
dz C,
4 | =| o (4.21)
0 0 0 0 0 0 0 -1 ([v| |-H
0 0 0 0 0 0 -1 0 Q] |-Mm
0 0 0 0 0 1 0 0 M| | O
0 0 0 0 1 0 0 0 |[H] [ v

elde edilir.

4.2.1 Gateaux tiirevi

Denklem (4.5) Timoshenko Kkirisi i¢in uygulaninca Q operatoriiniin @ yoniindeki

tiirevinin U~ yoniindeki tiirevi,
(dQu, B ) =—[PY v |+ [T ]+ [0 |- [T.0]-[@.M]
M S T | ro .~
J{D_n, } [v.T']- [QT]{C—b,T}[H,v]G (4.22)
(M) [am ] +[vH],
elde edilir. Ayn1 sekilde Q operatdriiniin U” yoniindeki tiirevinin @ yoniindeki tiirevi,
(0Q(u.u).T) =[PV, V] +[T ] [M.a]-[T.a]-[o".M]
T = -
{ , } - T+ {Cb,T}—[H,VL (4.23)
-[™" “7'] +[viH],

elde edilir. Denklem (4.22)’de bazi terimlere kismi integrasyon uygulanirsa,
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-
<
| I—
+
1
Z
e
IO_I

< (4.24)
vl fer-far)| 2o
(M ] +[AM] +[vH ],
elde edilir. Denklem (4.24)’¢ H yerine Denklem (3.88) koyulursa,
<dQ(u,U),u*> = —[PV',V*]O +[PV',V*]+['I_',V*}O —['T’,v*'] +[I\7I,Q*}O
o] [T [am] +[Q,M*']+[DE,M}
" (4.25)

- e [E e T . S
for ] fer -l L]
+[Pv',v*]0 —[I\_/I,Q*]a +[Q, M] +[V, M] -V, Pv*l
elde edilir. Denklem (4.23)’deki ilk terime kismi integrasyon uygularsak,
(dQ(u,u"),T) = [PV ] +[PVV +[TV]+[M7.Q]-[T.G]
w1 MY .= L= | T =
[ M)+ — M |-[V" T]-[Q T|+|—.T
[ M| o |-[v 7)o, 7]+ 7]

9] (W] e ] <[V

(4.26)

elde edilir. Denklem (4.26)’da da H yerine Denklem (3.88) koyulursa,
(dQu,u"), ) ==[Pv", V] +[Pv",V |+[T".V]|+[M",Q]-[T".Q]
. = - o = . = T -
-1Q M M=V, T|-|Q,T|+|—,T
: ]J{ } AL :|+|:Cb } (4.27)

—[M*,\‘/]U +[P\‘n/*',vl —[M*,ﬁ]g +[Q*,I\_/I]g +[v*, I\_/Il

—[v*,PV'J
elde edilir. Boylece Denklem (4.25) ile Denklem (4.27)’nin esit oldugu

goriilmektedir ve Q operatdrii, Denklem (4.2)’deki kosulu saglamis oldugundan

<

potansiyel bir operatordiir.
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4.2.2 Fonksiyonelin elde edilmesi

Timoshenko hali igin gerekli denklemleri kullanilarak Denklem (4.11) matris

formunda yerine yazilirsa,

I 2 ‘ I

- d—2 o o ¢ 0 0 0 0 |[sv]]|o0]|lv
dz dz |

o o Y aio0 o o o |sallolle

dz

o 21 wio 0 o o [ 0 M
dz D, :

4oy 0 Xio oo 0 0 sl lolllT

1) = 4] P s (428)

elde edilir. Denklem (4.11) uygulandiginda,

[ —Psv'V + STV +SMQ—SQM + —— SMM —sv'T — QT + —sTT
)= D, C, |ds (4.29)

°l STV +Tv—sMQ+ MQ +sQM — —OM +svT — VT

elde edilir. Denklem (4.29)’daki integraller ¢oziiliirse,

I(u)=—g[v",v}r%[T',v}r%[M',Q]—%[T,Q]—%[Q',M]+ﬁ[M,M]

_%[V',T}—%[Q,T]+ﬁ[T,T]—%[T,V]G +ﬁ,vL —%[M,Q]d (4.30)

+[M.] +2fom], -[aM] «2[wT],~[%T]

&

elde edilir. Denklem (4.30)’ye kismi integrasyon yaparsak,
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elde edilir. Denklem (4.31)’1 diizenlersek,

1

|(u)=E[v',v']—[v',T]—[M,Q‘]—[T,Q]+ 1 ]+Tb[T,T]
%[v (T-PV) ], + [M,Q], —%[H v] + [H,v]a—%[M,QL (4.32)

[, }+§[Q,M]g—[sz,M]g+%[v,HL—NHL

elde edilir. Denklem (4.32)’ye Denklem (3.88) koyulursa ve gerekli sadelestirmeler
yapilirsa Timoshenko kirisi i¢in fonksiyonel,

M+ == [1,T]

I(u) :g[vUV']—[VUT]—[M’Q]‘[T’Q] 2C, (4.33)

H[am] +[vA] +[Mm@-O)] 9]

elde edilir.
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5. YAKLASIK COZUM YONTEMI

Sayisal hesaplamalarda Oncelikli hedef en az yanilgi ile problemin ¢dziimiini
gerceklestirmektir. Cogu zaman problemin kesin ¢6ziimiiniin elde edilmesi
asamasinda bir takim zorluklarla karsilasilir. Bu asamada kesin ¢6ziimiin yerini tutan
ve problemin ¢oziimiinde yer alan bir takim biiytikliiklerin ihmal edilmesi ger¢egine
dayanan yaklasik ¢oziim yontemleri kullanilir. Yapilan ¢alismalarda yaygm olarak
kullanilan baslica sayisal ¢oziim yontemleri; sonlu farklar yontemi, Rayleigh-Ritz

yontemi ve sonlu elemanlar yontemidir.

Sonlu farklar yontemi, en eski sayisal hesap yontemlerinden biri olup, ¢Oziimii
aranan ana bdlgenin alt bolgelere ayrildig1 ve bu ana bolgede davranisin ¢oziimii i¢in
bircok bilinmeyenin hesaplanmasina gerek duyuldugu bir yaklasik c¢oziim

yontemidir.

Rayleigh-Ritz yontemi, diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonunu bulmak igin ilk
olarak Rayleigh tarafindan kullanilan ve Ritz tarafindan gelistirilen, fonksiyoneli
minimize edecek katsayilarin ve verilen deneme fonksiyonlarin kullanildigr bir

yontemdir.

Sonlu elemanlar yontemi de diger yaklasik yontemlerde oldugu gibi, problemin ¢ok
degiskenli kiiciik bolgelere ayrilarak, bir minimum problemine indirgenmesi
gercegine dayanir. Bu yontemi diger yontemlerden farkli kilan baslica 6zellikler

sunlardir.

eSonlu elemanlar yontemi karmasik geometriye sahip bdlgelere kolayca
uygulanabilir.

eSonlu elemanlar yonteminde davranisin yeterli dogrulukta tespit edilmesi i¢in
diger yontemlere gore daha az bilinmeyenli denklem takimlari ile ¢6ziime
gidilir.

eSonlu elemanlar yonteminde kullanilan yaklasim fonksiyonlar1 ¢ogunlukla
enterpolasyon teorisi ile gelistirilebilen fonksiyonlar olup ¢6ziimii istenen

fonksiyonun alt bolgeler arasindaki stirekliligi saglar.

45



Yukarida verilen ustiinliikklerden dolayi, bu ¢aligmada sonlu elemanlar yontemi ile

¢coziime gidilmistir.

5.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yonteminde yaklasim fonksiyonunun elde edilmesi i¢in, ilk olarak
¢Oziimii aranan bdlge alt bolgelere ayrilir. Elde edilen alt bolgelerin sekillerine bagli

olarak yaklasik fonksiyonun bi¢imi degisir. N sayida olusturulmus her alt bdlge
(P°) ile gosterilirse, ana bolge (V) su sekilde ifade edilir.

7] :Z\Pe (51)

Kii¢iikk elemanlara bolinen ana bolgenin ve her bir elemanin bilinmeyenlerini

bulmak i¢in, oncelikle alt bolgeleri temsil edecek yaklasim fonksiyonlar1 olusturulur.

Boylece, bolgenin yaklasik ¢oziimii (W), alt bolgelerin yaklasik fonksiyonlarmin

(¥°) birlesimine bagl olarak,

Poy P 62

ile gosterilir.

Sonlu eleman formiilasyonu elde edilirken, ilk olarak yapilmasi gereken, sekil
fonksiyonunun segilmesidir. Sekil fonksiyonlarindaki terimlerin sayisi, elemanlar
iizerindeki diiglim noktalar1 sayis1 ile belirlenir ve bu diiglim noktalarma ait yaklagim
fonksiyonlarma ise sekil fonksiyonlar1 adi verilir. Sekil fonksiyonlar1 yazildiklar
diigiim noktas1 i¢in bir degerini alirlarken, diger diigiim noktalarmda sifir degerini
alirlar. Ayrica, herhangi bir elamanin diiglim noktasi i¢in olusturulan sekil

fonksiyonlarm ordinatlarinin toplami bire esit olmalidir.

Bu calismada,

y = ¥o= i (5.3)

dogrusal sekil fonksiyonlar1 se¢ilmistir. Burada Le ¢gubugun boyunu ifade etmektedir

ve

L.=z -z (5.4)

e j i
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seklinde ifade edilir. Sekil 5.1°de z degiskenine bagli dogrusal sekil fonksiyonlari

gosterilmistir.

Sekil 5.1 : Dogrusal sekil fonksiyonlar.

Denklem (5.3)’ iin bir kez tiirevi alindiginda,

\P'. =— = —— \P = = — (55)

elde edilir.

5.1.1 Euler Kirisi i¢in sonlu elemanlar yontemi

Denklem (4.16)’daki Euler kirisi i¢cin bulunan fonksiyonelin bagimsiz degiskenleri v
ve M,

v=v\¥ +Vv¥, (5.6)
M=MY¥, +M,¥, (5.7)

seklinde yazilirlar. Denklem (5.6) ve (5.7) Denklem (4.16)’da Euler kirisi i¢in elde

edilen fonksiyonelin yerine konuldugunda,

Zj Zj

l, = g!(va‘l’} +V¥ )Zdz - I(Mi\y‘i MY (Vv iz
. (5.8)

elde edilir. Denklem (5.8)’e dogrusal sekil fonksiyonlar1 yerine koyulursa,
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N N
I, _2L2Vj jdz—F

e e

vivjifdz+ N2 viZsz—%ijdez

2L

e

1 f 1
+FijiJ.dz+F

e

Mivadz—éMivdez

(5.9)

2
n-—e

M.Zf(zj —2)2 dz-+ - 1 MiMjf(zj ~2)(z-2z)dz+

elde edilir. Euler kirisi halinde, eleman matrisini elde edebilmek igin fonksiyonelin

diiglim noktasi bilinmeyenlerine gore birinci tiirevlerinin sifir olmas1 gerekir.

ol ol

: _0 ¢ =0 (5.11)
ov, oV,

I
a =0 ol =0 (5.12)
oM, M,

Denklem (5.11) ve (5.12) uygulandiginda,

o, =—Ev.+ﬁvi +iM.—iMi =0
aVi Le : Le Le : Le
A, :iv.—ivi+ L, M, + L, M. =0
oM, L, 'L, 3D, 6D, '
ol
Ny Ny Imelm=o (5.13)
o, L, L. L, L,
| L L
a, :—iv.+ivi+ M, +——M, =0
M, L, ! L, 6D, 3D, !

elde edilir. Boylece dogrusal sekil fonksiyonuna bagli denklem takimi elde

edilmigtir. N yerine P yazilip ve bu denklem takimi matris formunda yazildiginda,
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ol, P 17 P 1 |- 1 -
=0->| — -——i-— — ||V 0
8Vi Le Le i Le Le
o g, L Lir L
ov; L. 3D, L, 6D,
al, P 1 | P 1 -
=0->|-— — : — —-——|lv 0
oM, L. L, L, L, !
ol
= =0-> L Lttt M. 0
oM; L. 6D, L. 3D, |- ' H-

......

(5.14)

yiikiidiir. Boylece Euler kirisi halinde, dogru eksenli bir kompozit kirigin burkulma

analizinde kullanilacak sistem matrisi elde edilmistir.

5.1.2 Timoshenko kirisi i¢cin sonlu elemanlar yontemi

Denklem (4.29)’daki Timoshenko kirisi i¢in bulunan fonksiyonelin bagimsiz

degiskenleriv, Q, Mve T,
v=Vv¥, +Vv,'¥;

Q=Q¥, +Q¥,
M=MY,; +MY¥,

T=T¥ +TY¥,
seklinde yazilir. Denklem (4.33)’deki Timoshenko Kirisi
fonksiyonele yukaridaki denklemler koyulursa,

Zj Zj

- gi(\/iq]; vz Zji(vi\y; VW) (T, +T,W, )dz

Zj

—[(MP + MW ) (@] + QW) )dz

N

N

—_—1

. z

N

i nz

17
+EJ(T§Pi +Tj‘Pj)2dz

icin elde

(T, +T¥,) (¥, +Qj‘1’j)dz+%j(Mi‘Pi MY, ) dz

(5.15)
(5.16)
(5.17)

(5.18)

edilen

(5.19)

elde edilir. Timoshenko kirisi igin de Euler kirisi i¢in kullanilan dogrusal sekil

fonksiyonlar1 kullanilmistir. Denklem (5.3) ve (5.5) yerine koyulup diizenlenirse,
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Zj

~ ) 2p
I, = i V; J-dz—Eviij‘dz

e z; z; e z; e z;

—iv.TjJ.(z—zi)dz+ﬁviTi]i(zj —z)dz+%viTjJ-(z—zi)dz

Le2 ] » R _ e i
1 i 1 (
_?Miﬂij(zi ‘Z)dHFMiQJ(Zj “2)es

—iMij_[(z—zi)dz+%MjQiJ‘(z—zi)dz

e z; e

1
_L_eZTQ E[(z —z) dz—7TiQ'[ z,-2)(z-z;)dz (5.20)
1 1 1 f 2
—FTjQiJ.(zj—z)(z—zi)dz—FTijj(z—zi) dz
Mlzfz -2) “dz+—2 MMIZ ~2)(z-2z,)dz
oL 2D, L.’
~M, 22] dz+;'|'.2]i(z.—z)2dz
n J zI 2CbLe2 | z; J
'I',T] z, —z dz+;T.2T(z—zi)2 dz
2C:bl_e2 le 2C:bLez le
elde edilir. Bu denklemde integraller ¢oziiliirse,
|, =— P —V, —iviv.+ivi2—lv'l'I lv.T.+1viTi +lviT.
oL, 0L, oL, 20t Ty 2 1
v iime -Ima iima —Lto LTa
2 12 2 o2 3 6 ! (5.21)
Le Le Le 2 Le Le 2 Le 2 .
-—TQ -—TQ,+ M,” + MM, + —M;" +—-T,
3 6D, 6D, 6D, 6C,
L L
e TT +—e e J2
T5C, 6C,

elde edilir. Timoshenko kirisi halinde, eleman matrisini elde edebilmek i¢in

fonksiyonelin diigim noktas1 bilinmeyenlerine goére birinci tiirevlerini sifira

esitlersek,
o, =0 a, =0 (5.22)
oV, oV,

I ]
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ol ol

€ :0 € =
oQ, oQ,
o, _, o, _
oM, oM,
o, _, o, _,
o, aT,

elde edilir. Bu denklemler uygulandiginda,

2:;:_% ’+L_V'+ Ti+1TJ=0
ol L L
M Mg
a, =—1§2 EQ,JF L. M, + L, M. =
oM, 2 12 3D, 6D,
ol L L L L
- :—lvj+lvi——eQi——er+ =T +—=T,=0
oT. 2 2 3 6 3C, 6C,
I
o, L, L, 2
I L L
A LR R
i
I L L
a, =—1QJ+EQ,+ =M, +—M, =
M, 2 2 6D, 3D,
I L L L
d, :—Evj+1vi——eQi——er+ =T +-—=T,=0
T, 2 2 6 3 6C, 3C,

elde edilir. Bu denklem takimini matris formunda yazarsak,
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P 0o o0 1iP 0 0 17 4 __
- L = v ] To
L, 2 L, 2 ||V
o 0 1 L0 01 Lig g
2 3 | 2 6
0 1 L 0 0 1oL 0|l
2 3D, ; 6D,
1 L 0 L i1 L o0 L
= e oo e T | |0
2 3 3, i 2 6 6C,
T | I | (5.27)
P 0 0 19 P 0 0 1
_— _— —_— V. 0
L, 21 L, j
00 1 Lio 0o 1 L,
2 6 : 3 !
0 1 L 00 1oL oo ||
2 6D, 3D, j
1 L 0 L i1 L 0 L
. ] - _Ie T 1 |o
2 6 6C, | 2 3 ac, |t -

elde edilir. Béylece Timoshenko kirisi halinde eleman matrisi elde edilmistir.

5.1.3 Burkulma analizi

Burkulma analizi i¢in eleman matrisi, Denklem (5.28) ve (5.29)’daki gibi yazilirsa,
[Ky J{F}+[Ky [{v} =0 (5.28)
[Ky J{F} + P [Kz J{v} =0 (5.29)

Denklem (5.28)’den F ¢ekilip Denklem (5.29)’da yerine konulunca,

—Pe [Ky ] [{v} =0 (5.30)
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elde edilir. Burada indirgenmis sistem matrisi olan K,

* [Kz1 [K12]
[K ]=[K22]_W (5.31)

seklindedir. Denklem (5.30) diizenlenirse,

([K ]-Pa[F]){v} = {0} (5.32)

biciminde elde edilir ve bu problem bir 6zdeger problemine doniisiir. Burada P,
cubugun kritik burkulma yiikii olup, v ise yer degistirme vektoriidiir. Bu denklem

takiminin ¢6ziimii katsayilar determinanti sifira esit oldugu zaman saglanir.

detK* =0 (5.33)

Eger denklem takimu sifira esit olmazsa trivial ¢dziim ile karsilasilir. Denklem (5.32)

acik halde yazilimi,

[Kul [Ke] [o] o] \\{[FI| O]
P, - (5.34)

[Ka] [Ka] [0] [MIJJIIv]) {[o]

seklindedir. Burada F ¢ubugun i¢ kuvvetlerine ait vektordiir.
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6. SAYISAL ORNEK

Bu boliimde gelistirilen sonlu eleman formiilasyonu ile ilgili 6rnekler ele alinarak
¢coOziilmiistiir. Sayisal Orneklerde, ¢apraz tabakali kompozit dogru eksenli kirislerde
dikdortgen en kesit kullanilmistir ve kesme diizeltme faktorii 1,2 olarak alinmistir.
Ayrica b kesit genisligini, h kesit yiiksekligini ve L ¢ubuk boyunu ifade etmektedir.
Bu ¢alismada Euler ve Timoshenko kirigleri i¢cin gelistirilen sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak c¢apraz tabakali kompozit dogru eksenli kiriglerin farkli malzeme
Ozellikleri, farkli sinir kosullari, farkli tabaka sayilar1 ve farkli dogrultular altinda

kritik burkulma yiikleri hesaplanmistir.

6.1 Gegerlilik

Capraz tabakali kompozit dogru eksenli kirislerin burkulma analizini hesaplamak
amaciyla olusturulan teoriyi gegerli ve dogru kilmak igin izotrop bir Kiris
kullanilmistir. Kiris 20 elemana bolinmistiir. Cizelge 6.1’deki Euler burkulma
yiikleri Denklem (2.25), (2.30), (2.35) ve (2.40) ile hesaplanmis ve Euler hali igin

sonugclar karsilastiriimistir.

Cizelge 6.1 : Izotrop kirisin Euler hali igin kritik burkulma yiikleri.

Euler I?iurkulma Bu Calisma
Yk (EIILY)
(EI/L?)
Ankastre - Bos ug 2,467 2,473
Mafsalli - Mafsalli 9,870 9,890
Ankastre - Mafsalli 20,142 20,277
Ankastre - Ankastre 39,478 39,806

[zotrop kirisin Timoshenko hali igin kritik burkulma yiikiinii hesaplamak amaciyla

iki ucu mafsalli bir kiris kullanilmistir. L/h=10 m, h=1 m, b=1 m ve kiris 20 elemana
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béliinmiistiir. Timoshenko burkulma yiikii Denklem (2.47)’den 9,632 EI/L? olarak

hesaplanmistir. Bu ¢alismada ise 9,612 EI/ L? olarak bulunmustur.

6.2 Tek Tabakalh Kompozit Kirisler i¢in Kritik Burkulma Yiikleri

Tek tabakali kompozit kirislerin kritik yiiklerini hesaplamak i¢in 0° ve 90° dogrultulu
kirisler kullanilmistir ve 6rnek Emam ve Nayfeh [37]’den alinmustir. Euler kiris

teorisi i¢in kullanilan malzeme 6zelllikleri Cizelge 6.2°de verilmistir.

Cizelge 6.2 : Malzeme 6zellikleri.

E; (GPa) | E; (GPa) | Gi2 (GPa) Vi,
155 12,1 4.4 0,248

Euler kiris teorisi kullanilarak tek katmanli dogru eksenli kirigler igin kritik burkulma
yiikii hesaplanmuistir. L/h=250, h=0,001 m ve b=0,01 m alinmistir. Kirig 20 elemana
boliinmiistiir. Birimsizlestirme katsayist kullanilmamustir. Cizelge 6.3’de Euler kiris
teorisi kullanilarak 0° dogrultulu kompozit kirislerin burkulma yiikleri hesaplanmus
ve sonuglar Emam ve Nayfeh [37] ile karsilastirilmustir. P1, P, P3 ve P4 burkulma
yiikleri sirasiyla birinci, ikinci, ti¢lincii ve dordiincti modlar1 ifade etmektedir. Elde

edilen sonuglarin literatiirle uyumlu sonuglar verdigi gézlenmistir.

Cizelge 6.3 : Euler hali i¢in 0° dogrultulu kompozit kirislerin burkulma yiikleri.

Emam & Nayfeh [37] | Bu Calisma
(N) (N)
Py 20,495 20,438
P, 81,982 82,261
Mafsalli - Mafsalli P, 184,460 186,996
P, 327,929 337,226
Py 81,982 82,266
P, 167,715 169,733
Ankastre - Ankastre P, 327,929 337,227
P, 495,731 518,304
Py 41,928 41,899
P, 123,933 124,88
Ankastre - Mafsalli P, 246,912 251,869
P, 410,879 426,018
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Cizelge 6.4’te Euler kiris teorisi kullanilarak 90° dogrultulu kompozit kirislerin
burkulma yiikleri hesaplanmis ve sonuglar Emam ve Nayfeh [37] ile
karsilastirilmistir. Py, Po, P3 ve P4 burkulma yiikleri sirastyla birinei, ikinci, {i¢lincii
ve dordiincii modlar1 ifade etmektedir. Elde edilen sonuglarin literatiirle uyumlu

sonuglar verdigi gézlenmistir.

Cizelge 6.4 : Euler hali i¢in 90° dogrultulu kompozit kirislerin burkulma yiikleri.

Emam & Nayfeh [37]| Bu Calisma
(N) (N)
P1 1,599 1,595
Mafsalli - Mafsalli P 6,399 6,421
Ps 14,399 14,597
P4 25,599 26,325
P, 6,399 6,421
P, 13,092 13,249
Ankastre - Ankastre P, 25,509 26,325
P4 38,699 40,460
P1 3,273 3,271
P, 9,674 9,748
Ankastre - Mafsalli
Ps 19,275 19,661
P, 32,075 33,256

Timoshenko kiris teorisi i¢in 6rnek Reddy [2]’den alinmistir. Kullanilan malzeme

ozellikleri Cizelge 6.5’te verilmistir.

Cizelge 6.5 : Malzeme ozellikleri.

E, Es G2 Gz G23 Vip
25 B> E, 0,5 E; 05E; 0,2 E, 0,25

Cizelge 6.6°da Timoshenko kiris teorisi kullanilarak tek katmanli kompozit dogru
eksenli kirigler i¢in kritik burkulma yiikii hesaplanmistir. L/h=10, h=1 m ve b=1 m
alimmustir. Kiris 20 elemana bolinmiistiir. Birimsizlestirme katsayisi olarak Denklem
(6.1) kullanilmistir ve sonuglar Reddy [2] ile karsilastirilmistir. Elde edilen

sonuglarn literatiirle uyumlu sonuglar verdigi gézlenmistir.

ISkr =) (61)
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Cizelge 6.6 : Timoshenko hali igin 0° ve 90° dogrultulu kompozit kirislerin kritik

burkulma ytikleri.

0° 90°
afealls - Mafsal Reddy [2] 13,768 | 0,784
el VAl gy calgma (B,) | 13,739 | 0,782
Ankastre - Ankact Reddy [2] 27,656 | 2,747

nKastre - Ankastre —
Bu Calisma (P, ) | 27,359 | 2,727
Ankastre - B Reddy [2] 4576 0,203
NKASLTE = BOSUC "By Calisma (P.) | 4.666 | 0.267

6.3 U¢ Tabakal Kompozit Kirisler icin Kritik Burkulma Yiikleri

Ug tabakali kompozit kirislerin kritik burkulma yiiklerini hesaplamak i¢in 0°/90%/0°
dogrultulu kirisler kullanilmistir ve 6rnek Khdeir ve Reddy [34]’ten alinmustir.

Kullanilan malzeme 6zellikleri Cizelge 6.7°de verilmistir.

Cizelge 6.7 : Malzeme 6zellikleri.

E1
40 E,

Es
=

G2
0,6 E>

G13
0,6 E;,

G23
05E;

Vi

0,25

Cizelge 6.8’de Timoshenko kiris teorisi kullanilarak ti¢ katmanli kompozit dogru
eksenli kirigler i¢in kritik burkulma yiikii hesaplanmistir. L/h=10, h=1 m ve b=1 m
almmustir. Kiris 20 elemana boliinmiistiir. Birimsizlestirme katsayisi olarak Denklem
(6.1) kullanilmistir ve sonuglar Khdeir ve Reddy [34] ile karsilastirilmustir. Elde

edilen sonuglarm literatiirle uyumlu sonuglar verdigi gézlenmistir.

Cizelge 6.8 : Timoshenko hali icin 0°/90°/0° dogrultulu kirislerin kritik burkulma

yiikleri.
Khedir & Reddy [34] | Bu Calisma (P,,)
Mafsalli - Mafsalli 18,989 18,932
Ankastre - Mafsall: 25,94 25,84
Ankastre - Ankastre 34,426 34,845
Ankastre - Bos ug 6,797 6,793
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6.4 Dort Tabakal Kompozit Kirisler icin Kritik Burkulma Yiikleri

Dort tabakali kompozit kirislerin kritik burkulma yiiklerini hesaplamak i¢in
0°/90°/90°/0° ve 90°/0°/0°/90° dogrultulu kirisler kullamlmustir ve &rnek Reddy
[2]’den alinmistir. Kullanilan malzeme 6zellikleri Cizelge 6.5°te verilmistir. L/h=10,
h=1 m ve b=1 m almmstrr. Kiris 20 elemana boliinmiistiir. Birimsizlestirme
[2] ile

karsilastirilmistir. Euler kiris teorisi kullanilarak hesaplanan kritik burkulma ytikleri

katsayis1 olarak Denklem (6.1) kullanilmistir ve sonuglar Reddy
Cizelge 6.9°da verilmistir. Elde edilen sonuglarin literatiirle uyumlu sonuglar verdigi

gbzlenmistir.

Cizelge 6.9 : Euler hali icin (0°/90°)s ve (90%0°%) dogrultulu kompozit kirislerin
kritik burkulma yiikleri.

0%90%/90%0° | 90°/0°/0%90°
Reddy [2] 18,127 3,296
Mafsalli - Mafsalli Bu Cahisma (P,,) 18.142 3,293
Reddy [2] 72,507 13,183
Ankastre - Ankastre Bu Calisma (B, ) 72,989 13,265
Reddy [2] 4,532 0,824
Ankastre - Bos ug Bu Calisma (|3kr) 4,505 0,822

Cizelge 6.10°da Timoshenko kiris teorisi icin 90°%0%0%90° dogrultulu kompozit
kirigler kullanilmistir ve kritik burkulma yiikleri Reddy [2] ile karsilastirilmistir. Elde

edilen sonuglarin literatiirle uyumlu sonuglar verdigi gézlenmistir.

Cizelge 6.10 : Timoshenko hali i¢in (90%0°)s dogrultulu kompozit kirislerin kritik

burkulma ytikleri.
Reddy [2] |Bu Cahisma (P,,)
Mafsalli - Mafsalli 11,179 11,889
Ankastre - Ankastre 20,800 20,940
Ankastre - Bos ug 3,922 4,770
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6.5 Alt1 Tabakah Kompozit Kirisler I¢in Kritik Burkulma Yiikleri

Alt1 tabakali kompozit kirislerin kritik burkulma yiiklerini hesaplamak i¢in
0°/90°/90°/90°/90%/0° ve 90°90%0°/0%/90%90° dogrultulu kirisler kullanilmistir ve
sayisal 6rnek Emam ve Nayfeh [37]’den alinmistir. Kullanilan malzeme 6zellikleri
Cizelge 6.2°de verilmistir. L/h=250, h=0,001 m, b=0,01 m almmustir. Kiris 20
elemana boliinmiistiir. Birimsizlestirme katsayis1 kullanilmamistir. Cizelge 6.11°de
Euler haline ait 0%90%90%90%90°0° dogrultulu kompozit kirisler icin kritik
burkulma yiikleri hesaplanmig ve Emam ve Nayfeh [37] ile sonuglar
karsilagtirilmistir. P, P, Ps ve P4 burkulma ytikleri sirastyla birinci, ikinci, liglincli
ve dordiincli modlar: ifade etmektedir. Elde edilen sonuclarin literatiirle uyumlu

sonuclar verdigi gbzlenmistir.

Cizelge 6.11 : Euler hali igin (0°/90°/90°); dogrultulu kompozit kirislerin burkulma

yiikleri.
Emam & Nayfeh [37]| Bu Caliyma
(N) (N)
P, 14,896 14,847
P, 59,587 59,789
Mafsalli - Mafsalli P 134,072 135,913
P, 238,350 245,107
P, 59,587 59,777
P, 121,901 123,364
Ankastre - Ankastre P, 238,350 245,105
P, 360,314 376,718
P, 30,475 30,445
P, 90,078 90,761
Ankastre - Mafsall P, 179,464 183,064
P, 298,641 309,643

Cizelge 6.12°de Euler haline ait 90°90°%0°/0%/90°90° dogrultulu kompozit kirisler
icin kritik burkulma yiikleri hesaplanmis ve Emam ve Nayfeh [37] ile sonuglar
karsilastirilmistir. P1, P2, P3 ve P4 burkulma ylikleri sirastyla birinci, ikinci, liglincii
ve dordiincti modlar1 ifade etmektedir. Elde edilen sonuglarin literatiirle uyumlu

sonuglar verdigi gézlenmistir.
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Cizelge 6.12 : Euler hali i¢in (90%/90%/0%) dogrultulu kompozit kirislerin burkulma

yiikleri.
Emam & Nayfeh [37] [Bu Calisma
(N) (N)
Py 2,299 2,292
P, 9,199 9,230
Mafsall1 - Mafsall P, 20698 20982
P, 36,797 37,840
Py 9,199 9,228
P, 18,819 19,045
Ankastre - Ankastre Py 36.797 37.840
P, 55,626 58,158
P, 4,704 4,700
Ankastre - Mafsalli P2 13,906 14,012
P3 27,706 28,262
P, 46,104 47,803

6.6 Kritik Burkulma Yiikiine L/h Oranimin Etkisi

Kritik burkulma yiikiine L/h oranmin etkisini gostermek amaciyla sayisal 6rnek
Reddy [2]’den alinmustir. Kullanilan malzemeler Cizelge 6.5’te verilmistir.
Timoshenko hali kullamlarak 0° dogrultulu kiris i¢in kritik burkulma yiikleri
hesaplanmistir. L/h=20, L/h=100, h=1 m ve b=1 m kullanilmistir. Kriris 20 elamana
boliinmiis ve birimsizlestirme katsayis1 olarak Denklem (6.1) kullanilmistir. Elde
edilen sonuglar Cizelge 6.13’te Reddy [2] ile karsilastirilmistir. Elde edilen

sonuglarda L/h oraninin artmasiyla kritik burkulma yiikiiniin arttig1 gézlenmistir.

Cizelge 6.13 : Kritik burkulma yiikiine L/h oraninin etkisi.

Reddy [2] [Bu Calisma (B,,)
L/h=20 18,304 18,265
Mafsalli - Mafsalli L/h=100 20,461 20,418
L/h=20 55,07 54,893
Ankastre - Ankast

nkastre - Ankastre LIh=100 80.655 79,852
= 4,987 5,034

Ankastre - Bos ug L/h=20
L/h=100 5,134 5,147
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6.7 Kritik Burkulma Yiikiine h/b Oranimmin Etkisi

Kritik burkulma yiikiine h/b oraninin etkisini gostermek amaciyla Euler hali i¢in iKi
ucu mafsall, 0° dogrultulu tek tabakali kirisler kullanilmistir. Malzeme 6zellikleri
Cizelge 6.7°deki gibi secilmistir. E;=2100000 Pa, L=10 m b= 1 m, ilk kiris i¢in h=
0,25 m, ikinci kiris i¢in h=0,5 m ve t¢ilinci kiris i¢in h=1 m alinmistir. Kirig 20
elemana boliinmiistiir ve birimsizlestirme katsayis1 kullanilmamistir. Euler burkulma
yikkii Denklem (2.30) kullanilarak hesaplanmistir. Cizelge 6.14’te Euler hali
kullanilarak farkli h/b degerlerine gore kritik burkulma yiikleri gosterilmistir. Elde
edilen sonuglara bakildiginda h/b orani arttikga kritik burkulma yiikiiniin arttigi

gbzlenmistir.

Cizelge 6.14 : Euler hali igin kritik burkulma yiikiine h/b oraninin etkisi.

h/b=0,25| h/b=0,5 | h/b=1
Euler Burkulma Yiika (N) | 10794 | 86359 | 690872
Bu Calisma (P, ) (N) 10824 | 86595 | 692764

Kritik burkulma yiikiine h/b oraninin etkisini géstermek amaciyla Timoshenko hali
icin de iki ucu mafsally, 0° dogrultulu tek tabakali kirigler kullanilmistir. Malzeme
ozellikleri Cizelge 6.7°deki gibi se¢ilmistir. E,=2100000 Pa, L=10 m b= 1 m, ilk
kiris i¢in h= 0,25 m, ikinci kiris i¢in h=0,5 m ve {i¢iincii kiris i¢cin h=1 m almmustir.
Kiris 20 elemana boliinmiistiir ve birimsizlestirme katsayis1 kullanilmamuistir.
Timoshenko burkulma yiikii Denklem (2.47) kullanilarak hesaplanmistir. Cizelge
6.15’de Timoshenko hali kullanilarak farkli h/b degerlerine gore kritik burkulma
yiikleri gosterilmistir. Elde edilen sonuglara bakildiginda h/b orami arttikca kritik

burkulma ylikiiniin arttig1 gozlenmistir.

Cizelge 6.15 : Timoshenko hali i¢in kritik burkulma yiikiine h/b oraninin etKisi.

h/b=0,25 | h/b=0,5 | h/b=1
Timoshenko Burkulma Yiikii (N) | 10367 | 82947 | 416696
Bu Calisma (P, ) (N) 10390 | 82224 |415834
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6.8 Eleman Sayisinin Kritik Burkulma Yiikiine Etkisi

Eleman sayisinin kritik burkulma yiikiine etkisini gostermek amaciyla sayisal 6rnek
Reddy [2]’den alinmistir. Bu amagla iki ucu mafsally, 0° dogrultulu ve Euler kirig
teorisi kullanilan bir kompozit kiris ele alimmustir. Cizelge 6.5°teki malzeme
ozellikleri kullanilmistir. L/h=10, h=1 m, b=1 m ve birimsizlestirme katsayis1 olarak
Denklem (6.1) kullanilmistir. Cizelge 6.16’da eleman sayis1 arttirilarak kritik
burkulma yiikleri hesaplanmistir ve eleman sayisinin arttirilmasiyla kritik burkulma

yiikiiniin literatiirdeki sonuca yaklastig1 gozlenmistir.

Cizelge 6.16 : Eleman sayisinin kritik burkulma yiikiine etkisi.

Eleman Sayisi| Bu Cahsma (P,) |Reddy [2]
2 25,000
3 22,500
4 21,638
5 21,246
6 21,035
7 20,908 20,562
8 20,827
9 20,772
10 20,732
15 20,635
19 20,613
20 20,580

6.9 Malzeme Ozelliklerinin Kritik Burkulma Yiikiine Etkisi

Malzeme ozelliklerinin kritik burkulma ytikiine etkisini gostermek amaciyla Euler
haline ait bir kompozit kiris secilmistir. Kullanilacak ¢ kirisinde dogrultular1
0°/90°/90°/0° dir. Malzemeler ise Kevlar epoxy ve Graphite epoxy dir. Kevlar epoxy

ve Graphite epoxy malzemesinin 6zellikleri Cizelge 6.17°de verilmistir.

Cizelge 6.17 : Malzeme 6zellikleri.

E1 (GP&) E, (GP&) G2 (GP&) Gas (Gpa) Vi
Graphite epoxy 181 10,3 7,17 3,433 0,28
Kevlar epoxy 76 5,56 2,3 1,618 0,34
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Cizelge 6.18"de birinci kompozit kiris i¢in kullanilan malzeme 0° Kevlar / 90° Kevlar
/ 90° Kevlar / 0° Kevlar , ikinci kompozit kiris icin kullamlan malzeme, 0° Kevlar /
90° Graphite / 90° Graphite / 0° Kevlar, iiciincii kompozit kiris i¢cin kullamlan
malzeme ise, 0° Graphite / 90° Kevlar / 90° Kevlar / 0° Graphite dir. Sayisal 6rnekte
ti¢ ornek iginde iki ucu mafsalli bir kirig kullanilmistir. L/h=10, h=1 m, b=1 m ve
birimsizlestirme katsayis1 olarak Denklem (6.1) almmustrr. Ucg kiriste de
birimsizlestirme katsayisindaki E, degeri, Kevlar malzemesinin E; degeridir. Euler
kirisi i¢in ilk ti¢ moda ait bulunan burkulma yiikleri Cizelge 6.18’de verilmistir. Elde
edilen sonuglara bakildiginda Graphite epoxy malzemesinin ilk ve son tabakada

olmas1 durumunda en yiiksek burkulma ytikiine sahip oldugu gézelenmistir.

Cizelge 6.18 : Euler hali igin (0°/90%)s dogrultulu kompozit kirislerde farkli malzeme
ozelliklerinin burkulma yiikiine etkisi.

Kev/Kev/Kev/Kev | Kev/Grap/Grap/Kev |Grap/Kev/Kev/Grap
P 159,547 161,049 377,015
P 641,419 647,066 1518,304
|3krs 1458,035 1470,891 3451,526
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7. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada Gateaux tiirevi yontemi kullanilarak capraz tabakali kompozit dogru
eksenli kirigler i¢in Euler ve Timoshenko haline ait iki farkli fonksiyonel elde
edilmistir. Daha sonra yaklasik ¢6ziim yontemi olarak sonlu elemanlar metodu
kullanilarak iki ayri durum i¢in eleman matrisleri elde edilmistir. Sonlu elemanlar
modeli, Euler hali i¢in her nodda 2 adet bilinmeyene sahiptir. Bunlar yer degistirme
(v) ve egilme momenti (M) dir. Sonlu elemanlar modeli, Timoshenko halinde ise her
nodda 4 bilinmeyene sahiptir. Bunlar yer degistirme (v), donme (), egilme momenti
(M) ve kesme kuvveti (T) dir. Dogru eksenli kompozit kirisler i¢in kullanilan yontem
ile farkli sinir sartlar1 ve farkli tabaka agilar1 kullanilarak hesaplanan kritik burkulma

yiikleri Fortran bilgisayar programinda gerekli formiilasyon yazilarak elde edilmistir.

Bu c¢alismada gelistirilen yontem ile hesaplanan kritik burkulma yiikleri capraz
tabakali kompozit dogru eksenli kirisler i¢in literatiirde daha dnceden ¢6ziilen sayisal
orneklerle karsilastirilip sonuglar1 degerlendirilmistir. Karsilastirma sonucu bulunan
degerler ile literatiirdeki degerlerle ¢ok yakin ve uyumlu sonuglar vermistir. Bu da
gelistirilen yontemin ve hazirlanan formiilasyonun gecerli ve giivenilir oldugunu

gostermektedir.

Sadece yer degistirmeleri degisken olarak alan klasik sonlu eleman formiilasyonunun
kullannminda ortaya c¢ikan tiirev ve yuvarlama hatalar1 bu calismada kullanilan

karisik sonlu elemanlar yontemi ile minimize edilmektedir.

Euler ve Timoshenko kiris teorileri kullanilarak elde edilen fonksiyoneller i¢inde en
yiiksek birinci mertebeden tiirev oldugundan fonksiyonellerin ¢6ziimii dogrusal sekil

fonksiyonlar1 kullanilarak yapilmastir.

Tek tabakali kompozit kirisler i¢in yapilan hesaplarda iki ucu mafsalli, iki ucu
ankastre ve bir ucu ankastre bir ucu bos u¢ olan kirisler kullanilmistir. Euler ve
Timoshenko halleri i¢in 0° ve 90° dogrultulu kompozit kirisler igin hesaplanan kritik
burkulma yiiklerine bakildiginda en fazla kritik burkulma yiik iki ucu ankastre olan

kirislerde gézlenmistir.
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Daort ve alt1 tabakali kompozit kirislerin kritik burkulma yiiklerini hesaplarken iki ucu
mafsalli, iki ucu ankastre ve bir ucu ankastre bir ucu bos uc¢ olan kirisler
kullamlmustir. Hesaplarda 0%/90%790%/0° ve 90°/0%0%90° dogrultulu kirislerin kritik
burkulma yiiklerinin birbirlerinden farkli olduklar1 gozlenmistir. Ayni sekilde
0°/90°/90°/90°/90%/0° ve 90°90%0°0°/90°%90° dogrultulu kirislerin kritik burkulma
yiikleri de birbirlerinden farkldir. Bu iki durum i¢in de en fazla kritik burkulma yiik

iki ucu ankastre olan kirislerde gozlenmistir.

Kritik burkulma yiikiine L/h oranmin etkisini géstermek icin iki ucu mafsalli, iki ucu
ankastre ve bir ucu ankastre bir ucu bos u¢ olan kirisler kullanilmustir. L/h=20 ve
L/h=100 degerleri i¢in sonuglar Kkarsilastirildiginda, L/h degeri arttikga kritik

burkulma ytikiiniin arttig1 goriilmektedir.

Kritik burkulma yiikiine h/b oraninin etkisini gostermek i¢in iki ucu mafsalli bir kiris
kullanilmisitir. Elde edilen sonuglara bakildiginda h/b orani arttik¢a kritik burkulma

yiikiiniin de arttig1 gézlenmistir.

Sonlu eleman yonteminde kiris eleman sayisinin arttirilmasinin Kritik burkulma
yiikiine etkisini gostermek amaciyla iki ucu mafsalli bir kiris kullanilmistir. Kirig
eleman sayismi arttirdigimizda kritik burkulma yiikiiniin istenilen sonuca yaklastigi
goriilmektedir. Ancak bunun sonucunda eleman sayisinin artmasi islem
yogunlugunun artmasina neden olmaktadir. Gliniimiizdeki bilgisayarlar yiiksek

standartlara sahip olduklarindan dolayi istenilen sayida eleman kullanilmistir.

Malzeme 6zelliklerinin burkulma yiikiine etkisini gostermek amaciyla iki ucu
mafsalli ve dogrultular1 0°/90%/90%0° olan kompozit kirisler kullanilmustir. Malzeme
ozellikleri birinci kiriste Kev/Kev/Kev/Kev, ikinci kiriste Kev/Grap/Grap/Kev ve
tctinci kiriste Grap/Kev/Kev/Grap kullanilmistir. Graphite epoxy’nin ilk ve son
tabakada kullanildig1 kompozit kirisin en yiiksek burkulma yiikiine sahip oldugu
gozlenmektedir. Sadece Kevlar epoxy’nin kullanildigi kompozit kirigte ise en diisiik

burkulma yiikii elde edilmistir.

Sonug olarak, bu ¢alisma ile Gateaux tiirevi yontemi ve sonlu elemanlar yaklasim

yonteminin problem ¢ozlimiinde yeterli yakinsaklikta sonug verdigi goriilmiistiir.
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