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ONSOz

Calismanin konusunu olusturan, egri eksenli cubuklar, mihendisligin pek c¢ok
alaninda yapi elemani olarak kullaniimaktadirlar. Egri eksenli gubuklarin dizlem igi
statik ve dinamik problemlerini ifade eden genel denklemler; kayma deformasyonu,
dénme eylemsizligi ve eksen uzamasindan kaynaklanan etkiler ihmal edilmeden
analitik olarak c¢ozilebilmektedir. Bugline kadar yapilan ¢alismalarin ¢ogu konuyu
basitlestirerek incelemis ve s6z konusu etkileri ihmal ederek yaklasik yontemlerle
¢6zUm o6nermislerdir. Bu calismada, egri eksenli ¢ubuklara ait statik ve dinamik
denklemlerin kesin ¢ozUmleri verilmekte; bu ¢6zim ydntemlerinden yola ¢ikilarak,
egri eksenli gubuklarin hem statik hem de dinamik davraniglarina uygulanabilecek
farkli ¢6zim ydntemlerinin olusturulmasi amaglanmaktadir.

Degerli tecribesi ve bilgisi ile calismamin her asamasinda bana yol gosteren ve
akademik calisma prensiplerini kazandiran saygideger hocam Dog. Dr. Ekrem
TUFEKCI ye tesekkir ederim.

Bu akademik calismanin olusmasi igin, bana her zaman destek olan sevgili esim
Tevfik YIGIT ve aileme de tesekkurlerimi sunarim.

Aralik 2009 Oznur OZDEMIRCI YIGIT
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ait ikinci mod gekli (1113.7 Hz) ...oeei i, 134
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem igine

ait tgiincl mod sekli (2047.6 HZ) ....ooveinieii 135
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem igine

ait dordiincl mod sekli (2952 Hz) .....oviiiiiii 135
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem icine

ait beginci mod sekli (4083.9 Hz) ..o 136
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastre gubugun diizlem disina

ait birinci mod sekli (110.62 Hz) ... 136
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem disina

ait ikinci mod gekli (318.22 Hz) ..., 137
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem disina

ait iglincl mod sekli (663.39 Hz) ..o 137
180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem disina

ait dordiinci mod sekli (1129.8 Hz) ... 138
180° kiris acgikligina sahip ankastre-ankastre gubugun dizlem disina

ait besinci mod sekli (1712 Hz) ..., 138
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EGRI EKSENLI DEGISKEN KESITLI GUBUKLARIN STATIK VE DINAMIK
PROBLEMLERI

OzZET

Egri eksenli gubuklar, en basit yapi elemanlarindan biri olarak, ¢ok sayida modern
mihendislik yapisinin temelini olusturmaktadir. Seneler boyunca arastirmacilarin
ilgilendigi bir konu olmakla birlikte, edri eksenli cubuklar Gzerine yapilan ¢alismalar
hala devam etmektedir.

Bu calismada, egri eksenli gubuklarin dizlem ici statik ve dinamik davraniglari ele
alinmaktadir. Cubuklarin dizlem i¢i statik davranisini veren denklemlerin, kayma
deformasyonu ve eksenel uzama etkileri dikkate alinarak, kesin analitik ¢ézimi elde
edilebilmektedir. Bodylece, cubuk eksen egrisi ve kesiti ne olursa olsun, yer
degistirme, kesit dénmesi ve kesit tesirleri degerleri eksen egrisi boyunca
belirlenebilmektedir.

Cubuk statik davranisini ifade eden denklemlerden hareketle, D’Alembert
prensibiyle, dinamik davranislari ifade eden denklemlere ulasilabilmektedir. Kayma
deformasyonu, dénme eylemsizligi ve eksenel uzama etkilerini géz 6ntne alan
dinamik denklemlerin kesin ¢6zimu, baglangi¢ degerleri yontemiyle elde edilmistir.
Kesin ¢d6zum, sadece, sabit kesitli, cember eksenli gubuklar i¢in s6z konusudur.

Egri eksenli diizlemsel gubuklarin diizlem igi statik ve dinamik problemlerinin, kayma
deformasyonu, dénme eylemsizligi ve eksenel uzama etkileri dahil edilen kesin
¢bzumleri, literatirdeki mevcut calismalarda verilmektedir. Bu g¢alismanin temel
amaci, ¢ubuk statik ve dinamik davranigi icin elde edilen kesin ¢6zim yontemini
sunmak, daha sonra, elde edilen bu ¢6zim ydnteminden yola ¢ikarak, egri eksenli
gubuklarin, duzlem igine ait statik ve dinamik problemlerinin ¢éziminde
kullanilabilecek farkli ¢6zim yoéntemleri olusturmaktir. Literatlirdeki benzer 6rnekler
¢cOzulerek sonuclar karsilastirilmakta ve bazi problemler detaylari ile verilmektedir.

Birinci bélimde, ¢ubuk teorisi hakkinda kisaca bilgi verilmig, ¢alismanin amaci ve
kapsami belirtilmigtir.

ikinci bélumde, egdri eksenli cubuklarla ilgili literatirdeki mevcut calismalar
incelenmis, hem statik hem de dinamik problemlerin ¢dziminde kullanilan
yéntemler hakkinda bilgi verilmigtir. Literatlirde, egri eksenli kirisler hakkinda ¢ok
saylda arastirma bulunmakla birlikte, calismalarin birgogunda ¢ubuga ait
diferansiyel denklemler basitlestirerek kullanilmakta, kayma deformasyonu, dénme
eylemsizligi ve eksenel uzama etkileri ihmal edilmektedir. Bu sadelestiriimis
diferansiyel denklemler, enerji metotlari veya sonlu eleman gibi sayisal yontemler
kullanilarak ¢ozilmektedir.

Uglinci bélimde, egri eksenli gubuklarin dizlem ici ve dizlem disi genel
denklemleri verilmektedir. Eksen egrisi herhangi bir uzaysal egri olarak ele
alinmaktadir. Cubuk statiginin genel denklemlerine bagl olarak, gubuk titresimlerinin
genel denklemleri elde edilmektedir.

Doérdinctu bdélimde, egri eksenli g¢ubuklarin dizlem igi statik ve dinamik
problemlerinin kesin ¢ézimu baslangic degerler yontemi ile verilmektedir. Baslangi¢
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degerleri yonteminin Ustinligu; ylUksek mertebe statik belirsizliklerin, problemin
¢6zimdine ilave bir zorluk katmayisidir. Herhangi bir bilinen sinir sarti ile ¢ézimler
elde etmek mimkindur.

Besinci bdlimde, sabit edrilik yarigapi ve sabit kesit alanina sahip gubuk igin énceki
bolimde elde edilen kesin ¢bézim ydntemi, degisken egrilik yarigap! ve degisken
kesit alanina sahip c¢ubuklarin dizlem igi titresim problemlerinin ¢6zimui igin
uygulanmaktadir. Surekli degisken kesitli gubuk igin yaklasik ¢ézim yéntemlerinden
biri olan bu ydéntemde, eleman sayisi arttikca dogru sonuca olan yakinsama da
artmaktadir. Literatirde yapilan benzer c¢alismalar incelenmis, sonuclar
kargilastiriimigtir.

Altinci bélimde, kesin ¢d6zim ydnteminde elde edilen ifadeler kullanilarak, egri
eksenli cubuklarin statik problemlerinin ¢ézimunde kullanilacak bir sonlu eleman
formdlasyonu olusturulmaktadir. Olusturulan rijitlik (katilik) matrisi, eksenel uzama
ve kayma deformasyonu etkilerini icermekte, farklh ytkleme kosullari ve farkl sinir
sartlari altinda duizlem igi yer degistirmeler ve kesit tesirleri hesaplanabilmektedir.
Literatiirde yer alan ¢ok sayida 6rnek incelenmigtir. Egrilik yarigapinin degisken
olmasi durumu da géz onlne alinmig, spiral ve parabol eksenli gubuklarin statik
davranigina ait érnekler ¢ézulmuagtir.

Yedinci boélimde, cubuga ait kitle matrisi elde edilerek, statik problemlerin
¢bzumunde kullanilan sonlu eleman formulasyonu, egri eksenli cubuklara ait
dinamik denklemlerin ¢ézumuinde de kullanilir hale getirilmigtir. Kutle matrisi, donme
eylemsizligi etkisi de g6z onldne alinarak, kinetik enerji ifadesi yardimiyla
olusturulmustur Statik davranisin ¢ézimuinden elde edilen rijitlik matrisi, kiitle matrisi
ile birlikte kullanilarak problem, 6zdeger problemine uyarlanmigtir. Bdylece elde
edilen 6zdeger problemi ¢ozllmis, 6zde@erler yani, gcubuga ait frekans degerleri
hesaplanmistir.

Sekizinci bélim, deneysel modal analiz ¢alismasini icermektedir. Yapilan teorik
calismalarin gercek durum ile karsilastirilmasi amaciyla, egri eksenli gubuklarin
titresimleri deneysel olarak da incelenmektedir. Deneylerde hem sabit kesitli, hem
de kademeli degisken kesitli gubuklar kullaniimistir. Farkh sinir kosullarinda, farkl
kiris agikliklarina sahip gubuklarla yapilan deney sonuglari, analitik olarak elde
edilen sonuglarla birlikte verilmektedir.

Dokuzuncu bdélimde, calismanin kapsami kisaca ele alinmis, elde edilen sonuglar
tartisiimigtir.
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STATIC AND DYNAMIC PROBLEMS OF CURVED BEAMS WITH VARYING
CROSS-SECTIONS

SUMMARY

Arch elements are the most simple and the most commonly used structures in
engineering area. Considerable amounts of attention has been devoted to the
analysis of such elements in recent years.

The governing differential equations of in-plane deformations of a general curved
beam can be solved exactly. The effects of the axial extension and the shear
deformation are included in the analyses. The geometry of the beam axis and
boundary conditions may be arbitrary.

The governing equations of vibrations of arches are six simultaneous linear
differential equations of the first order. When the axial extension, shear deformation
and rotatory inertia effects are taken into account, the governing equations of motion
are very complicated. Because of this complexity, most of the researchers
calculated the natural frequencies of vibrations of arches, based on the classical
theory in which the foregoing effects are neglected. Although exact methods are
employed for only the simple cases, Ritz, Galerkin and finite element methods are
used extensively when the complicated cases are considered. The exact solution
exists only for a circular arch of uniform cross-section. The equations of motion,
which take into account axial extension, shear deformation and rotatory inertia
effects, can be solved exactly.

The purpose of this study is to give analytical solutions of static and dynamic
problems of curved beams by considering axial extension, shear deformation and
rotatory inertia effects, and then to develop other new methods to solve either static
or dynamic problems by using exact solution.

In the first chapter, a general view for curved beams and the aim of the present
study are given in summary.

In the second chapter, a detailed review for the studies in the literature on both static
and dynamic problems is given. Reviewing the literature has shown that many
excellent papers deal with in-plane vibrations of arches, there is very limited number
of studies available in the literature on the dynamic behavior of arches of variable
cross-sections. It seems that the finite elements were the major tool in this research.
Most work has been done within the scope of Bernoulli-Euler beam theory. This
theory is recognized as adequate for common engineering problems. However, for
arches having large cross-sectional dimensions in comparison with their span length
and for arches in which higher modes of vibration are required, the Timoshenko
beam theory, which takes into account the rotatory inertia and the shear effects,
gives a better approximation to the actual beam behavior. The most important effect
on predicting the frequencies of the vibrations of an arch is the axial deformation
effect. Only a few works have taken into account the axial extension, shear
deformation and rotatory inertia effects. Almost all of them uses the numerical
methods and gives approximate results.
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In the third chapter, the governing differential equations of a curved beam are given
for the static and dynamic problems. The beam is represented by a space curve
whose every point is coupled with a rigid orthonormal vector diad. The vectors are
chosen to be perpendicular to the tangent vector of the space curve in the initial
state and they represent the cross-section of the beam. In the deformed
configuration, these directors still remain unit and perpendicular each other because
of the assumption of a rigid cross-section.

In the fourth chapter, the governing differential equations of static and dynamic
problems of arches are solved exactly by using initial value method. For the static
problems, the curvature and the cross-section of the arch are considered as
variable. The solution does not depend on the loading and boundary conditions.
The analytical expressions of the fundamental matrix are obtained for general
cases. It is possible to use these analytical expressions in order to obtain the
displacements and the stress resultants for a curved beam with any loading and
boundary conditions. The exact solution of the governing equations is possible only
for a uniform circular arch.

The in-plane free vibration of circular arches with continuously varying cross-section
is investigated by means of the exact solution in the fifth chapter. As an
approximation, such an arch is divided into a number of stepped arches with
constant cross-sections. The cross-section of each element is determined by
averaging the dimensions of upper and lower bounds of the element. Then, the
exact solution of free vibrations for each stepped arch can be obtained by using
initial value method. The axial extension, transverse shear deformation and rotatory
inertia effects are included in the governing differential equations of free vibrations.
As the number of the stepped arches increase, the fast convergence to the
frequencies of the original arch is observed. Clamped-clamped, hinged-hinged,
hinged-clamped, clamped-free and free-free boundary conditions are studied for
different opening angles. A comparison with available approximate solutions is also
performed. The agreement among all these methods is generally good.

In the sixh chapter, the exact solution is adopted to the finite element method. A
two-node six degree of freedom element is built by considering axial extension and
shear deformation effects. The stiffness matrix is obtained from force-displacement
relations and used for solution of static problems of curved beams. The beams with
variable curvature are investigated besides the beams with constant curvature. The
examples given in the literature are solved and the results are compared.

The natural frequencies of curved beams for in-plane vibrations are investigated by
means of finite element method in chapter seven. The element mass matrix is
derived based on the equation of kinetic energy with rotatory inertia effect. The
natural frequencies are obtained by solving the eigenvalue problem. Some
numerical examples in the literature are also solved in details and the results are
given.

The experimental studies and modal analysis of several curved beams are given in
the chapter eight. The experimental results are compared with the analytical solution
for different curved beams and different boundary conditions. Vibration of beams is
also studied by using finite element package program ANSYS in order to compare
natural frequencies and mode shapes of the beam. The results show that
experimental, analytical and finite element solutions are in good agreement with
each other.

In the ninth chapter, the scope of the study is given with the results and
discussions. Some suggestions are made to imrove the methods in advance.
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1. GIRIiS

Cubuk veya kiris olarak adlandirilan cisimler, mihendislik alaninda énemli bir yere
sahiptir ve gesitli endUstri kollarinda yapisal eleman olarak kullaniimaktadir. Pek
cok bilim adami ve mihendis, cubuklar ve cubuk teorisi lizerinde ¢alismakta ve en

dogru ¢6zim ydntemini aramaktadir.

Elastik cubuklarin hesabinda kullanilan elastisite teorisi, dis kuvvetlerin etkisi altinda
bulunan elastik bir cismi, gerilme, sekil degistirme ve yer dedistirme agisindan
sistematik bir sekilde inceleyen bilim dalidir. Ancak, olduk¢a karmasik sinir deger
problemlerinin ortaya ¢ikmasi nedeniyle, ¢ok basit durumlar digsinda, elastisite
teorisinin kullanilmasi hemen hemen imkansizdir. Bu nedenle, elastisite teorisi
kullanilarak yapilan arastirmalarda, problemi basitlestirmek icin gubuk ekseni, gubuk
kesiti ve cubuga etkiyen dis kuvvetlerle ilgili varsayimlar ve kabuller yapiimaktadir.

Boylece, sadece bazi 6zel hallerde uygulanabilecek ¢ézimler elde edilmektedir.

Cubugun egri eksenli olarak segcildigi, statik ve dinamik problemlerin blylk bir
kisminda, bu tir basitlestirmeler gérmek mimkindir. Calismalarda, genellikle,
eksen uzamasi, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini hesaba
katmayan Euler-Bernoulli cubuk teorisinin esas alindigdi gorulur. Boylece esitlikler
daha basit hale donusmekte; ancak, elastisite teorisinin getirdiklerinden ve gercek
¢ubuk davranisindan uzaklasilmaktadir. Bunun yani sira, literatirdeki ¢alismalarda,
teorinin getirdigi denklemlerin ¢dézimuinde, Ritz, Galerkin ve sonlu eleman gibi
yaklasik yontemler kullanilarak sonuca ulasiimaktadir. Ozellikle, sayisal yéntemler
ve bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle birlikte yayginlasan sonlu eleman yéntemi,
¢alismalarin blyuk boliminde uygulama alani bulur. Sadece, basit problemler s6z

konusu oldugunda kesin ¢éziime bagvuruldugu goéraltr.

Egri eksenli gubuklarin diizlem igi statik ve dinamik davranisini inceleyen pek ¢ok
c¢alisma olmasina ragmen, bunlarin ¢ogu sabit kesit alanina sahip ¢ubuklari, egrilik
yarigapinin sabit olmasi durumunda ele almaktadir. Degisken kesitli ve degisken

egrilige sahip gubuklar oldukga az ¢alismaya konu olmustur.



1.1 Calismanin Amaci

Bu c¢alismada, egri eksenli gubuklarin dizlem igi statik ve dinamik davranislar ele
alinmaktadir. Oncelikle, egri eksenli gubuk statiginin ve dinamiginin genel
denklemleri Uzerinde durulmaktadir. Bu denklemler literatirdeki mevcut
calismalarda yer almaktadir, ancak burada konu bultinliGglinin saglanmasi

acisindan tekrarlanmasi uygun goérilmustar.

Cubugun statik davranisini ifade eden denklemler, eksenel uzama ve kayma
deformasyonu etkilerini icermektedir. Baslangic degerleri yontemi kullanilarak,
cubuk eksen egriliginin ve kesitin eksen boyunca degisimi, mesnetleme sartlari ve
yUkleme durumu belirli olan her gubuga uygulanabilecek genel bir ¢6zim elde
edilmeye calisiimistir. Boylece, gubuk ekseni Uzerindeki her noktada, yer degistirme

ve i¢ kuvvet buyuklUkleri analitik olarak belirlenebilmektedir.

Cubugun dinamik problemini ifade eden diferansiyel denklemlere, eksenel uzama ve
kayma deformasyonu etkilerinin yaninda donme eylemsizligi etkisi de dahil
edilmektedir. Bu denklemler, birinci dereceden degisken katsayili lineer diferansiyel
denklem takimi olusturmaktadir. Denklem takiminin kesin ¢b6zimu, sadece
katsayilarin sabit olmasi durumunda mevcuttur. Bu durum da, sabit kesitli cember
eksenli cubugu ifade etmektedir. Calismada, herhangi bir basitlestirici varsayim
yapillmadan, birinci dereceden sabit katsayil lineer diferansiyel denklem takiminin,

baslangi¢ degerleri yéntemiyle kesin ¢cézimu verilmektedir.

Egdri eksenli gubuk icin elde edilen bu ¢ézim yoéntemleri, hem statik hem de dinamik
davraniglarin incelenmesinde kullanilacak bagka ydntemlerin olusturulmasina

olanak vermektedir.

Oncelikle, sabit egrilik yaricap! ve sabit kesit alanina sahip ¢ubugun dinamik
davranigi igin elde edilen kesin ¢6zim ydéntemi, degisken egrilik yaricapr ve
degisken kesit alanina sahip ¢cubuklarin dizlem igi titresim problemlerinin ¢ézimi
icin uygulanir. Sirekli degisken kesitli, cubuklar, sabit kesit alanli alt elemanlara
ayrilarak ¢dézUm yapilir. Eleman sayisi arttikga, dogru sonuca olan yakinsama da
artmaktadir. Boylece, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkileri ihmal edilmeden yaklasik bir ¢ézim elde edilmektedir. Bu ¢6zim, cubuk
eksen egrisi, mesnetleme sartlari ve yukleme durumu belli olan herhangi bir

cubugun titresimlerini incelemede uygulanabilecek genel bir ¢bézimddr.

Sabit egrilik yaricapina sahip gubuklara 6érnek olarak, ¢cember eksenli ve sirekli
degisken kesitli ¢ubuklar incelenmektedir. Cubuklarin, simetrik ve asimetrik

geometrileri ayri ayri ele ahnir. Konu ile ilgili literatirde yayinlanmis benzer
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problemlere yer verilir. Degisken egrilik yarigapina sahip ¢ubuklara érnek olarak
spiral ve parabol eksenli ¢gubuklar g6z ©6nlne alinmakta ve c¢ember eksenli
cubuklardakine benzer sekilde, kesit alaninin degisimi, simetrik ve asimetrik olarak

iki ayri grupta incelenmektedir.

Surekli degisken kesit alanina sahip cubuklara ait boyutsuz frekans degerlerinin
toplam kiris acisina gore degisimi, grafikler seklinde sunuldugunda, belirli cubuk
acilarinda, egrilerin birbirlerine ¢ok yaklastiklari goérilmektedir. Mod gecisi olarak
adlandirilan bu durum, eksenel uzama, kayma deformasyonu veya ddénme
eylemsizligi etkisinden birinin baskin oldugu mod seklinden, bir digerinin baskin

oldugu mod sekline gegis olarak tanimlanabilir.

Sonlu eleman yontemi, ginimiz muhendisliinde yaygin olarak kullanilan sayisal
yontemlerden biridir. Ancak, literatirde yapilan calismalarda, egri eksenli gubuk
elemanlar icin olusturulan sonlu eleman formilasyonlari sinirli sayidadir. Bu
calismada, genel denklemlerin kesin ¢éziiminden elde edilen sonuglar kullanilarak,
egri eksenli gubugun statik problemleri igin bir sonlu eleman formilasyonu
olusturulmaktadir. Eksenel uzama ve kayma deformasyonu etkilerini iceren katihk
matrisi kullanilarak, farkli yikleme ve sinir sartlarinda dizlem i¢i yer degistirmeler ve
kesit tesirleri hesaplanmaktadir. Cubugun statik davranisi ile ilgili literattirde bulunan
¢alismalar incelenmekte, sonuglar karsilastiriimaktadir. Sabit egrilik yaricapina
sahip c¢ubuklara ilave olarak degisken egrilik yarigapina sahip cubuklara ait

problemlerin ¢éziimine de yer verilmektedir.

Egri eksenli cubuklarin dizlem ici yer degistirmelerine ait kesin ¢dzim ydnteminin
sonlu eleman yontemine uyarlanmasi olduk¢a basarili, sonuglar vermektedir.
Benzer yontem, eg@ri eksenli ¢ubuklara ait dinamik denklemlerin ¢éziminde de
kullaniilmaktadir. Kinetik enerji ifadesinden faydalanilarak, cubuga ait kitle matrisi
olusturulmustur. Kitle matrisinin elde edilmesinde, dénme eylemsizligi etkisini goz
onlne alan literatlirde yapilan ¢alismalardan faydalaniimistir. Statik problemler igin
elde edilen katilk matrisi ile kutle matrisi kullanilarak bir 6zdeder problemine
ulasiimaktadir. Problemin ¢ozimiuyle cubugda ait frekans degerleri bulunmakta ve

analitik olarak elde edilen sonuglarla karsilastiriimaktadir.

Yapilan tim bu calismalara paralel olarak, elde edilen teorik sonuglarin gercek
durum ile karsilagtiriimasi amaciyla, egri eksenli cubuklarin titresimleri deneysel
olarak da incelenmektedir. Bu amaca uygun olarak, bir deney dizenegi
tasarlanmistir. Deney pargasi olarak, kiris acgikhgi 70°, 100°, 120°, 135° 160° ve
180° olan dikdortgen sabit kesitli gember eksenli gubuklar ve kiris acgikligi 120° ve



180° olan kademeli kesitli gubuklar kullaniimistir. Farkli sinir sartlarinda serbest
titresim frekanslar elde edilmigtir. Deney parcgalarinin bilgisayar ortaminda modelleri
olusturulmus, deney datalari bu modeller Uzerine islenerek mod sekilleri gizilmigtir.
Deneysel olarak elde edilen dodal frekans ve mod sekilleri, teorik sonuglarla ve

sonlu eleman yéntemi sonuglari ile karsilastiriimistir.



2. EGRI EKSENLI GUBUKLAR UZERINE YAPILAN GALISMALAR

Egri eksenli gubuklarin, dizlem ici ve dizlem digsindaki davraniglarini inceleyen
calismalarin biylk bir kisminda, cubuk teorisinin denklemlerinin ¢6éziminde
yaklagik yontemlerin kullanildigi goérulmektedir. Calismalarda, eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerinin ihmal edildigi Euler-Bernoulli
cubuk teorisi esas alinarak, Ritz, Galerkin ve sonlu eleman yontemi gibi yaklasik
yéntemlerle sonuca ulagiimaktadir. Sadece gincel galismalarin bir kisminda kesin

¢6zim elde edilmektedir.

Kaynaklar, buglin yaygin olarak kullanilmakta olan c¢ubuk teorisinin Kirchoff
tarafindan ortaya kondugunu géstermektedir. En yaygin egilme teorisi, egilmeden
once cubuk eksenine dik ve diizlem olan kesitin, sekil dedistirmeden sonra da dik ve

dizlem kaldigini varsayan Bernoulli-Euler-Navier varsayimina dayanmaktadir.

Bu boélimde, literatirde kullanilan ¢6zim ydntemlerinin bir &zetinin verilmesi
amagclanmaktadir. Literatlr arastirmasi, konu butinliginin korunmasi agisindan iki
ana baslik altinda incelenecek, cubugun statik ve dinamik davranislarini inceleyen
galismalar ayri ayri ele alinacaktir. Tarihsel gelisimin izlenmesi agisindan, kaynaklar

tarih sirasina goére verilmektedir.

21 Egri Eksenli Gubuklarin Statigi Uzerine Yapilan Galigmalar

Egri eksenli cubuklarla ilgili yapilan en dnemli ve en eski ¢aligmalardan biri Love
[1Ta aittir. Bu calismada, dairesel kesitli, ¢cember eksenli ¢ubuklarin ve tam
halkalarin c¢esitli yikleme durumlari incelenmektedir. EQri eksenli ¢ubuk, bir
parametreye bagh yoénlendiriimis ortam olarak ele alinmakta ve teori skaler

blyUkliklerle verilmektedir.

Kaynaklar icerisinde yer alan [2-6] numaralar arasindaki g¢alismalar, mukavemet,

elastisite teorisi ve ¢ubuk teorisi konularinda temel bilgileri vermektedir.

Cubuk statigini inceleyen kaynaklarin birgogu, cember eksen ve dairesel kesit
kabull gibi geometrik basitlestirmeler kullanmakta, gubugun kendi dizlemindeki
egilmelerini incelerken eksenel uzama ve kayma deformasyonu etkilerini ihmal eden

Ozel halleri géz 6nline almaktadir.



inan [2,3] tarafindan yapilan calismalar, cubuk teorisinin temelini olusturan
c¢alismalarin basinda gdsterilebilir. [3] calismasinda c¢ubuk, bazi kisitlamalari
saglayan bir parametreye bagli yénlendirilmis ortam olarak ele alinmakta ve sinir
deger problemi bu ortamda kurulmaktadir. Herhangi bir eksen egriligine sahip ve

degisken kesitli gubuklarda da bu denklemler kullanilabilmektedir.

Hem eksenel uzama hem de kayma deformasyonu etkilerini gdéz onlne alarak
cubuk teorisini inceleyen calismalardan biri Cinemre [4]'ye aittir. Bu ¢calismada, yer
ve sekil degistirme iligkileri geometrik yoldan elde edilerek, sekil degistirme vektori
olarak, birim dénme vektéri yerine agisal dedisim vektorli secilmistir. Eksenel
uzama ve kayma deformasyonu etkileri goéz online alinarak, uzaysal egri eksenli
cubuklara ait denklemler elde edilmektedir. Boylece, genel bir ¢6zim olusturulmakta

ve sekil degistirmis cubugun geometrisi hakkinda bilgi saglanabilmektedir.

Balasubramanian ve Prathap [7], hem statik hem de dinamik analizlerde
kullanilabilecek bir edri eksenli gubuk sonlu eleman formulasyonu gelistirmistir. Yer
degistirme buyuklUklerini hesaplamak igin Ugiincl dereceden polinomlar kullanmis,

bdylece kayma ve membran etkilerini gbz éniine almigtir.

Tofekgi [8], egri eksenli gubuklarin dizlem i¢i statik ve dinamik problemlerini,
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ayri ayri g6z
onlne alarak incelemistir. Elde edilen genel denklemlerin ¢ézimind, baslangic
degerleri yontemi ile vermistir. Cember eksenli ve parabol eksenli gubuklar igin
ornekler ¢dzilmus, diger ¢alismalardaki sonuclarla karsilastiriimistir. Bu ¢alismaya
paralel olarak, Tufekci ve Arpaci [9]'ya ait olan ¢alismada, ayni ¢6zim yontemi
kullanilarak, degisken egrilik yarigcapi ve degisken kesit alanina sahip egri eksenli
cubuklarin statik davranisi incelenmigtir. Elde edilen sonuglar, literatirdeki benzer

galismalarla karsilastirilmaktadir.

Artan [10] tarafindan yapilan ¢alismada, degisken kesitli egri eksenli diuzlemsel
cubuklarin dizlem igi gerilme ve yer degistirme degerleri baslangi¢c degerler yontemi
kullanilarak elde edilmistir. Cubuklarin kendi dizlemlerinde tekil ve yayili kuvvetle
yUklenme durumlari icin hesaplamalar yapiimistir. Asal matrisler ve bu matrislerin

tersleri elde edilerek drnekler ¢oziulmustir.

Litewka ve Rakowski [11], sabit egrilige sahip ¢ubuk icin, eksen uzamasi ve kayma
deformasyonu etkilerini g6z o©nune alan bir sonlu eleman formulasyonu

olusturmustur. Analitik sekil fonksiyonlarini segerek, katilik matrisini hesaplamistir.

Lin ve Hsieh [12]'e ait ¢galismada, tabakali karma malzemeden yapilmis egri eksenli

cubuklarin duzlem igi titresimleri incelenmektedir. Herhangi bir egrilik yarigcapi igin



denklemler elde edilmis, érnek olarak, elips, parabol, zincir egrisi (catenary) ve spiral
eksen egrisine sahip cubuklar incelenmistir. Tam halka seklindeki gubuga tekil ve
yayili yuklerin etkimesi durumu g6z 6nune alinmigtir. Eksenel uzama hesaplara

dahil edilirken, kayma deformasyonu ihmal edilmistir.

Gimena ve digerleri [13] tarafindan yapilan ¢alismada, egri eksenli gubugun diizlem
ici ve dizlem disi davranisini incelemek (izere bir eleman tanimlamasi
yapilmaktadir. Eksenel uzama ve kayma deformasyonu, kesit degisimi hesaplara
dahil edilmistir. Matris yontemi ile ¢ozim yapilmis, yayili yik etkisindeki egri eksenli
gubuklar icin hesaplamalar, grafikler halinde verilmistir. Ayni yazarlara ait bir diger

calismada [14], ayni ¢6zim yontemi global koordinatlar esas alinarak sunulmustur.

Sonlu elemanlar yontemi, ginimiizde karmasik mihendislik problemlerinin hassas
olarak c¢ozilmesinde etkin olarak kullanilan bir sayisal yontemdir. Son vyillarda,
uygulamali bilimler ve muihendislik problemlerinin ¢éziminde de basari ile
kullanilabilece@i anlasiimistir. Bununla birlikte, sonlu elemanlar yéntemi ve ¢6zim
teknikleri hizli gelismeler kaydetmis ve ginimuizde birgok pratik problemin ¢ézimu
icin kullanilan en yaygin yontemlerden birisi olmustur. Yontemin, degisik
mihendislik alanlari igin bu kadar populer olmasinin ana nedenlerinden birisi de
gelisen  bilgisayar teknolojisiyle, sonlu eleman paket programlarinin
yayginlasmasidir. Sonlu elemanlar ydntemindeki temel distnce, karmasik bir
problemi, kiiglik pargalara ayirarak basite indirgemek ve ¢dzim bulmaktir. Esas
problemin, daha basite indirgenmis olmasi nedeni ile kesin sonug yerine yaklasik bir
sonu¢ elde edilmektedir. Egri eksenli kirigler igin, sonlu eleman ydntemi, farkl
malzeme Ozellikleri  kullanilabilmesinin  yani sira, eksen uzamasi, kayma
deformasyonu, kesitin carpilmasi gibi etkilerin de vyapilan analizlere dahil

edilebilmesini saglamaktadir.

Egri eksenli sonlu eleman formilasyonu ile ilgili galismalardan biri olan [15]'de, hem
diz hem de egri eksenli gubuklar géz 6niine alinmig, kayma etkisi formilasyona
dahil edilmistir. Cember ve spiral eksenli cubuklarin diizlem digi statik davraniglari
incelenmistir. Kapania [16] tarafindan yapilan diger calismada, ince gubuklar ele
alinmig; cubuklarin kendi agirliklari, burkulma kuvveti ve rlzgar yuku etkisindeki
statik davraniglari tzerinde c¢alisiimistir. Molari, Ubertini [17] ve Saffari, Tabatabaei
[18] egdri eksenli sonlu elemanlar Uzerine ¢calisma yapan diger yazarlardir. [18]'de yer
degistirme fonksiyonlari trigopnometrik fonksiyonlar olarak secilmigtir. Tek eleman
dahi ¢dzime ulagsmaya yeterli olacak sekilde matematiksel ifadeler olusturulmustur.
Farkh sinir sartlarinda, tam halka ve ¢ember eksenli cubugun yer degigtirmeleri

hesaplanmistir.



Tufekgi [19] tarafindan yapilan c¢alismada, daireden farkli kesitler icin burulma
momentinin polar eylemsizlik momentinden farkh oldugu vurgulanmaktadir.
Literatlirdeki pek ¢ok calismada, kesit burulma momenti olarak polar eylemsizlik
momentinin alindigini belirtmekte ve bunun kayma gerilmesi hesabinda hatalara

sebep oldugunu ortaya koymaktadir.

2.2 Egri Eksenli Gubuklarin Dinamigi Uzerine Yapilan Galismalar

Literatirde egri eksenli gubuklarin titresimleri ile ilgili birgcok ¢alisma bulunmaktadir.
Calismalarda genel olarak, sabit kesit alanina sahip sistemler ele alinmaktadir. Love
[1] tarafindan ortaya konulan ¢alisma, egri eksenli gubuklarin dinamik davranisi ile
ilgili yapilan en 6nemli ve en eski ¢alismalardan biridir. Calismada, dairesel kesitli
tam bir daire halkasi cubugun dizlem ici ve dizlem disi titresimleri, eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal eden Euler-Bernoulli
cubuk teorisi ile ele alinmaktadir. Dizlem ici ve dlzlem disi titresimler incelenmis,

her iki tip titresimin ilk mod frekanslarinin birbirine yakin oldugu goralmastar.

Den Hartog’a ait olan galismada [21], yine dairesel kesitli, gember eksenli gubugun
titresimleri incelenmektedir. Cubuk ekseninin uzamadigi ve uzadigi varsayimlari
yapilmis, enerji ifadeleri olusturularak Rayleigh-Ritz yontemiyle sonuca ulasiimigtir.
Eksenin uzadidi varsayimi ile olusturulan ifadelerde, eksenin uzamadigi
varsayimindan elde ettidi iliskiyi kullanmis, ankastre ve sabit mesnet sartlarini g6z

onlne almistir.

Kademeli degisken kesitli ¢ubuklari inceleyen calismalardan biri De Irassar ve
Laura’'ya [22], aittir. Bu c¢alismada, kademeli dedisken kesitli ¢ember eksenli
cubuklarin dizlem ici titresimleri yaklasik ¢6zim yontemleri ile ele alinmaktadir.
Kademenin ortada olmasi durumunda, cgubuklarin serbest titresimlerine ait ilk
simetrik mod sekilleri incelenmekte, gubugun konsantre kitle tasimasi durumu da

g6z 6nune alinmaktadir.

Laura ve digerleri [23], kesiti kademeli degisen c¢ember eksenli ¢ubugun
duzlemindeki titresimlerini, konsantre kitle olmasi durumununda Rayleigh-Ritz
yontemi ile incelemekte ve sonuglari sonlu eleman yonteminin sonuglar ile
kargilastirmaktadir. Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi
etkileri ihmal edilerek, enerji ifadelerinde kitleye ait terimlere yer verilmistir. Sabit-
sabit, ankastre-ankastre ve ankastre-serbest sinir sartlari icin elde edilen sonuglar,
sonlu eleman yonteminin verdigi sonuglarla karsilagtirarak, tablolar halinde

sunulmustur.



Gutierrez ve digerlerine [24] ait olan ¢alismada, kesiti kademeli ve slrekli degisen,
farkli eksen egriliklerine sahip gubuklarin titresimleri, polinom fonksiyonlar segilerek
Ritz yéntemiyle incelenmektedir. Parabol, zincir egrisi (catenary), spiral, gember ve
sikloid sekillerinde eksenlere sahip ¢ubuklarin dogal frekanslari, farkli sinir sartlari
icin sonlu elemanlar yéntemi ile karsilastirilarak tablolar halinde sunulmaktadir.
Simetrik ve asimetrik geometriye sahip cubuklar, stirekli degisken kesitli ve kademeli
degisken kesitli olarak ayri ayri ele alinmistir. Calismada, eksen uzamasi, kayma

deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilmistir.

Rossi ve digerlerine [25] ait olan ¢alismada, bir énceki ¢calisma [24] esas alinarak,
serbest ucunda konsantre kutle bulunan, ankastre-serbest cubuklarin titresimleri
incelenmistir. [24]'te verilen 6rneklerle ayni geometriye sahip edri eksenli gubuklar

icin frekans degerleri hesaplanmistir.

Auciello ve Rosa [26], cember eksenli gubuklarin titresimlerini Euler-Bernoulli teorisi
yardimiyla incelemekte, sonuglari diger ydntemlerden elde edilen sonuglarla
karsilastirmaktadir. Calismada, kademeli degisken kesitli ve sirekli degisken kesitli
¢cember eksenli cubuklar ankastre-ankastre, sabit-sabit ve sabit-ankastre sinir

kosullari igin incelenmektedir.

Rossi ve Laura [27], kademeli degisken Kkesitli ¢cember eksenli gubuklarin
titresimlerini, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkilerini
g6z 6ndne alarak, sonlu eleman yontemi ile incelemektedir. Kademenin ortada
bulunmasi durumunda, sabit-sabit ve ankastre-ankastre mesnet sartlarina sahip
¢ubuklari incelemekte, dinamik katilagsma olarak adlandirilan, frekans degisiminin

kitle degisimine oranini da ¢alismada sunulmaktadir.

Kawakami ve Sakiyama [28], egri eksenli ¢ubuklarin dizlem ici ve dizlem disi
davraniglarini incelemis, Green fonksiyonlari ve sayisal integrasyon kullanarak

serbest titresim davranisi icin hesaplamalar yapmistir.

Tarnopolskaya ve digerlerine ait olan galismada [29], degisken egrilik yarigapi ve
degisken kesit alanina sahip cubugun dizlem ici titresimleri, asimptotik yaklasimla
ele alinmaktadir. Bu ¢6zUm vyoluyla, mod sekilleri arasindaki gegisi, egrilik
yaricapinin degisimine bagl olarak agiklamaktadir. Calismada deneysel sonuglara

da yer verilmektedir.

Tong ve digerlerine ait ¢alismada [30], cember eksenli degisken kesitli gubuklarin
serbest ve zorlanmis titresimleri Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisi kullanilarak
incelenmektedir. Sirekli degisken kesitli edri eksenli cubuklari, sabit kesitli

elemanlara ayirmis ve her bir sabit kesitli gubugun titresim frekanslarini kesin



¢cbzumle elde etmistir. Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi
etkilerini ihmal ederek, elde ettigi sonuglarda eleman sayisinin arttikga sonucun

yakinsadigini géstermektedir.

Tufekgi ve Arpaci [31], egri eksenli, sabit kesitli dizlemsel gubuklarin, dizlem igi
serbest titresimlerinin kesin ¢ézimund, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve
dénme eylemsizligi etkilerini dahil ederek vermektedir. Baslangi¢ degerleri yontemi

kullaniimis, sonuglar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur.

Tufekei, [32] ve [33]'de sirayla tek kademeli ve iki kademeli degisken kesitli gember
eksenli c¢ubuklarin dizlem i¢i titresimlerine ait, eksenel uzama, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerinin dahil edildigi genel denklemleri,
kesin ¢ozlimleriyle birlikte sunmaktadir. Calismalarda, bes farkli sinir kosulu icin,
farkll narinlik oranlarina, kademe oranlarina ve Kkiris acilarina sahip cubuklar
incelenmistir. Tiifekci ve Ozdemirci’ye [34] ait olan ¢alismada, [32]'ye paralel olarak,
tek kademeli degisken kesitli ¢ubuklarin titresimi incelenmis, kademe orani,
kademenin yeri, sinir sartlari, kiris acikligi ve narinlik oraninin dogal frekans
Uzerindeki etkisi grafikler halinde sunulmugtur. Ayni ¢6zum yonteminin uygulandigi
bir diger calismasinda [35], yuksekliginin kiris acgikligina oranla az oldugu sig
cubuklar incelemigtir. Sabit kesitli cubuklar géz éniine alinmis, ilk bes moda ait
frekans degerleri elde edilmistir. Hesaplamalar sonucunda, kayma etkisi ve dénme
eylemsizligi etkilerinin s1§ cubuklarda, si§ olmayan g¢ubuklara gére daha baskin

oldugu gérulmektedir.

Tarnopolskaya ve digerlerine [36] ait calismada, dislik frekanslardaki mod gegisi
incelenmistir. Degisken egrilik ve kesit alani i¢in hesaplamalar yapilmig, egrilik
yarigapinin mod sekli Gzerindeki etkileri mod gegcisi agisindan ele alinmistir. Disuk

ve yuksek modlardaki mod gecisi durumlari karsilastiriimistir.

Oh ve digerleri [37], parabol, elips ve sinls edriliklerine sahip cubuklarin, dizlem igi
titresimlerine ait denklemleri, eksenel uzama, kayma etkisi ve dénme eylemsizligi
etkilerini dahil ederek elde etmistir. Farkli kayma katsayisi ve narinlik oranlari igin
hesaplamalar, sonlu eleman yontemi sonuglariyla Kkarsilastirimaktadir. Ayni
yazarlara ait bir diger calismada [38], bir onceki cgalismada verilen ydntem
kullanilarak kuadratik, parabol, zincir egrisi (catenary) ve elips sekillerinde eksenlere
sahip cubuklarin, dizlem igi titresimlerine ait diferansiyel denklemler elde edilmis,
farkl sinir sartlarinda dogal frekans ve mod sekilleri hesaplanmigtir. Degisken kesitli
cubuklara ait hesaplarin yapildigi bu calismada, dikdértgen kesitli gubuklar g6z

onlne alinmig, deneysel ve teorik sonuglar karsilastiriimigtir. Yiksek modlardaki
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davraniglar esas olarak incelenmis, kayma etkisi ihmal edilmis, ddnme eylemsizligi

ve eksenel uzama g6z 6nune alinmistir.

Diferansiyel kuadratir yodntemini (differential quadrature method) kullanan
¢alismalardan biri olan Rosa ve Franciosi’ye [39] ait makalede, eksenel uzama etkisi
ihmal edilerek dénme eylemsizligi ve kayma deformasyonu hesaplara dahil
edilmistir. Sunulan yénteme goére, derin gubuklarda hata orani yiksek iken, sig

cubuklarda yuksek frekanslarda dahi disuk hatalarla ¢6zim elde edilebilmektedir.

Kayma deformasyonu ve donme eylemsizligini iceren ¢ézimlerden birini sunan Lin
ve Lee [40]'ye ait calismada Frobenius yontemi ile elde edilen denklemler, Green

fonksiyonu kullanilarak ¢oziime ulasiimistir.

Tiifekci ve Ozdemirci [41], iki kademeli degisken kesitli egri eksenli gubugu, sabit
kesit alanina sahip Ug bolgeye ayirarak ele almaktadir. Cubugun ilk bes moduna ait
duzlem igi titresimlerini, kesin ¢c6zimle incelemekte, dinamik katllasma etkisini

vurgulamaktadir.

Liu ve Wu [42], cember eksenli gubuklarin dizlem ici titresimlerini, genellestirilmis
diferansiyel kuadratir yontemini (generalized differential quadrature method)
kullanarak incelemekte, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme
eylemsizligi etkilerini ihmal etmektedir. Sabit kesitli, strekli degisken ve kademeli
degdisken kesitli cubuklarin titregsimlerini inceleyerek Rayleigh-Ritz, Rayleigh-
Schmidt, Galerkin, sonlu eleman ve hucre ayriklastirma (cell discretization)
ydntemleri ile elde edilen sonuglari karsilastirmistir. Karami ve Malekzadeh [43] de
ayni geometrilerin titresimini, diferansiyel kuadratir yontemini (differential
quadrature method) kullanarak incelemis, sonuglari [42]'de elde edilen sonuglarla

karsilagtirmistir.

Kang ve digerlerine [44], ait calismada egri eksenli ¢gubuklarin dizlem ici serbest
titresimleri, dalga yayilimi (wave propagation) yaklasimi ile incelenmis, elastik
mesnetler, tekil yikler, egrilik yaricapi degisimi gibi sureksizlik durumlarini iceren
problemler gbéz 6nline almistir. Sureksizlik noktalarina ait dalga yansimasi (wave
reflection) transfer matrisi ile ele alinmis, hem kinetik hem de geometrik

sureksizlikler icin ¢6zim elde edilmigtir.

Literatlrdeki, edri eksenli gubuklarin zorlanmisg titresimlerini inceleyen galismalardan
biri Sophianopoulos ve Michaltsos [45]e ait olan calismadir. Sabit-sabit mesnet
sartlarina sahip, parabolik ¢ubudun serbest titresimlerine paralel olarak, zamana
bagh degisen eksenel kuvvet altinda dinamik davranigi ve dinamik kararlihgi

incelenmektedir. Sistemin sénimsiz oldugu varsayimi yapilmigtir.
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Rosen ve Gur [46] tarafindan yapilan c¢alismada, egri eksenli gubugun lineer
olmayan davranisi, transfer matrisi yontemi ile ele alinmaktadir. Cubuk, elemanlara

ayrilarak ¢6zim yapilmakta, blyik deformasyonlar hesaplanabilmektedir.

Sonlu elemanlar yéntemi, edri eksenli gubuklarin statik davraniginda oldugu gibi,
dinamik davraniglarinin ¢éziminde de etkin olarak kullanilan sayisal yontemlerden
biridir. Raveendranath ve digerlerine ait olan [47] ve [48] numaral ¢alismalarda,
cubuga ait yer degistirmeler secilen 6zel fonksiyonlarla ifade edilerek iki diGgim
noktasina ve alti serbestlik derecesine sahip sonlu eleman formilasyonu elde
edilmistir. [47]de normal ve tegetsel dogrultulardaki yer degistirmeler igin kibik
fonksiyonlar secilirken, [48]'de normal dogrultudaki yer degistirme kuadratik
fonksiyonla ifade edilmis ve dodru sonuca olan yakinsama artmistir. Litewka ve
Rakowski [49], eksenel uzama ve kayma deformasyonunun dahil edildi§i statik
fonksiyonlari kullanarak bir sonlu eleman formilasyonu olusturmustur. Cubugun
dinamik davraniglarini incelemis, 6zellikle kalin gubuklar Uzerindeki eksenel uzama
ve kayma deformasyonunun etkilerini vurgulamistir. Wu ve Chiang’a [50] ait
c¢alismada olusturulan sonlu eleman formilasyonu ile hem diz, hem de egri eksenli
cubuklar iceren geometriler icin ¢6zUm aranmig, kinetik enerji ifadesi kullanilarak
kutle matrisi hesaplanmistir. Ayni yazarlara ait olan [51]'de, kayma deformasyonu ve
donme etkileri formullere dahil edilmis, etkiler 6rnekler Uzerinde ayri ayr ele
alinmistir. ince gubuklarda, ilk bes mod icin kayma deformasyonu etkisi ihmal
edilebilecek kadar dusik iken ayni etki kalin gubuklarda 6nem kazanmaktadir. Sonlu
eleman calismalarindan biri olan [51]'de, kayma deformasyonu, eksenel uzama ve
donme eylemsizligi etkileri hesaplara dahil edilerek, Hamilton Prensibi’ne dayal
¢6zime gidilmistir. Farkli sinir kosullari ve farkli geometriler icin dogal frekans
degerleri ve mod sekilleri hesaplanmistir. Cannarozzi ve Molari [53] tarafindan
yapilan ¢alismada, yer degistirme ve gerilme esitlikleri Hellinger-Reissner prensibine
dayali olarak elde edilen eleman formilasyonu olusturulmustur.  Olusturulan
eleman, herhangi bir egriliJe ve degisken kesit alanina sahip cubugun dogal
frekanslarinin hesaplanmasinda kullanilabilmektedir. Kim ve Park [54, 55]’'ye ait olan
calismalarda, dikdortgen Kkesitli ¢ubuklar icin, statik ve dinamik analizlerde
kullanilabilecek bir hibrit eleman sunulmaktadir. Hem statik hem de dinamik
davranigi inceleyen [56]'da, diz ve egdri eksenli ¢ubuklar icin bir sonlu eleman
olusturulmustur. Rijitlik matrisinde, kayma deformasyonu etkisi, kitle matrisinde
dénme eylemsizligi etkisi hesaplara dahil edilmistir. Kim ve Lee [58], egri eksenli
cubuk titresimlerini incelemek Uzere sonlu eleman formilasyonu olusturmus,

cubugun duzlem ici egilme titresimlerini incelemistir.
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Rubin ve Tufekgi [59] tarafindan yapilan ¢alismada, edri eksenli dikdértgen kesitli
gubuklarin titresimi, Cosserat Teorisi ile incelenmektedir. Calismada, c¢ubuk
teorisinin, Cosserat teorisinin, sonlu eleman analizinin ve deneyden elde edilen

bulgularin karsilastiriimasi verilmistir.

Teorik calismalara paralel olarak, deneysel modal analiz (modal testing) de son
yillarda gittikge daha fazla arastirilan bir konu haline gelmistir. Ozellikle, bilgisayar
teknoloijisinin gelistigi glinimuzde bilgisayar destekli 6lgim cihazlari bu islemin daha
hizli  yapilmasina olanak saglamaktadir. Bu yéntemle, vyapilarin dinamik
karakteristikleri olarak adlandirilan dogal frekanslar, mod sekilleri ve sénim oranlari
deneysel olarak elde edilebilmektedir. Bdyle bir deneysel yonteme gereksinim
duyulmasinin esas sebepleri arasinda, yapilarin teorik analizinde yapilan kabullerin
gercekte saglanip saglanmadiginin tespit edilmesi, teorik analizinin yapilmasinda
gugclik olan sistemlerin dinamik karakteristiklerinin deneysel olarak belirlenmesi yer
almaktadir. Ewins’e [58] ait olan kitapta, deneysel modal analizin temel esaslari ve
uygulama alanlari anlatiimaktadir. Olgiim teknikleri ve modal parametrelerin elde
edilme yoéntemleri verilmekte, matematik modellerin olusturulmasi ele alinmaktadir.
Bu konuda, literatlirde yapilan pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Cauberghe digerleri
[61] tarafindan yapilan ¢alismada, deneysel calisma sirasinda ortaya ¢ikan bozucu
kuvvetler ve sizinti (leakage) etkisini en aza indirmek igin bir yéntem sunulmaktadir.
Verilen yontemin gecerliligi, Monte Carlo simulasyonu ve aluminyum plaka Gzerinde
yapilan deneysel ¢alismalarla ispatlanmistir. Bir diger modal analiz ¢alismasi, Ren
ve digerlerine [62] aittir. Bir kdprl Uzerine yapilan deneysel galisma sonlu eleman

calismasiyla da desteklenmektedir.
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3. EGRI EKSENLI GUBUKLARIN GENEL DENKLEMLERI

3.1.  Cubuk Statiginin Genel Denklemleri

Bu bdlimde, gubuk statiginin ve titresimlerinin genel denklemlerinin elde edilmesi
Ozetlenecektir. Cubuk malzemesinin elastik, homojen ve izotrop oldugu kabul

edilmektedir.

e, (s) v(s)

% (9
Po(s) u(s) P(s

1, (S)

en(s) e, ()

@)

Sekil 3.1 : Cubugun sekil degistirmeden dnceki ve sonraki durumlari.

Cubuk eksen egrisi, Uzerindeki her noktada birbirine dik iki birim vektér bagh bir
parametreli yonlendiriimis bir ortamla temsil edilmektedir. Cubugun ylksiz ve
gerilmesiz oldugu baslangi¢c durumunda, birim vektorler uzay egrisinin tegetine diktir
ve cubugun kesitini belirlemektedir. Bu durumda, Uglnci vektor, tedet birim
vektorini ifade eder. Cubuk sekil degistirdikten sonra, kesit vektorleri yine
birbirlerine dik birim vektdrler olarak kalmaktadir. Baglangictaki teget birim vektoru
ise kesit vektorlerine dik kalmasina ragmen, artik, ne sekil degistirmis eksen egrisine
teget ne de birim vektér olma sarti vardir. Boylece, ¢ubuk dik kesitinin rijit olmasi
varsayimi yapilmaktadir. Dik kesit 6telenir ve doner; ancak sekil degistirmez. Yani
kesit, serbestce donebilecedi igin sekil degdistirmeden sonraki eksene dik

kalmayabilir [4].
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Cubuk eksen egrisi lizerindeki r, =r,(s) konum fonksiyonu ile belirlenen noktada,
birbirine dik e’ (s) ve e_(s) birim vektérleri yer almaktadir. s parametresi, baslangig

durumunda, yay uzunlugudur. Bu iki vektdre dik olan e/(s) birim vektdrd,

baslangicta, egrinin tegeti ile cakismaktadir ve
e’ (s)=e’ x ey

dr, (s)

e (s)= s

(3.1)

seklinde ifade edilmektedir. e’(s), eg(s) kesit vektorleri, sirasiyla gubuk eksen
egrisinin normal ve binormal dogrultularidir. Bu dogrultular kesit asal eksenleriyle
cakismayabilir. Burada, bu dogrultularin ¢akistigi durum géz énline alinacaktir.

r,(s), e2(s) ve e)(s) vektdrleri gubugun yiiksiiz ve gerilmesiz oldugu baslangig
durumuna ait bilinen vektorlerdir. Gubuk sekil degistirdikten sonra, geometriyi r(s),
e, (s) ve e, (s) vektorleri belirlemektedir. Sekil degistirmeden sonraki kesit vektorleri

e.(s) ve e,(S), yine birim vektorler olup birbirlerine diktirler. Ancak, baslangigtaki

teget birim vektorl, e, ve e, vektorlerine dik kalmasina ragmen, artik ne sekil

degistirmis eksen egrisine teget, ne de birim vektér olma sarti vardir (Sekil 3.1).
Yani, dik kesit 6telenir ve doner; ancak, herhangi bir deformasyona ugramaz.

Serbestce donebilme yetenegdi nedeniyle,

dr(s) #a.e(S) (3.2)

olacak, dik kesit sekil degisiminden sonra ¢ubuk eksenine dik kalmayacaktir. Bu,
kayma deformasyonu etkisiyle ortaya ¢ikan haldir. Ayrica, artik S parametresi yay
uzunluguna esit olmadigindan r'(s) vektorid sekil degistirmis egriye teget olmakla
birlikte birim vektdr olmayabilir.

Sekil 3.1'de, cubugun sekil degistirmeden onceki ve sonraki durumlari

gosterilmektedir. Buradaki (0) Ust indisi, sekil degistirmemis durumu ifade eder.

Cubugun yer degistirme durumu, iki vektérle tanimlanabilir: Birincisi, eksen

Uzerindeki noktanin yer degistirme vektora,
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u(s) =r(s) —ry(s) (3.3)

seklinde tanimlanir.

ikinci yer degistirme vektori, rijit cisim gibi hareket ettigi varsayilan dik kesitin
dénme vektoéridir. Aslinda, rijit cismin sonlu dénmeleri, vektdrle ifade edilemez.
Fakat, burada, yer ve sekil degistirmeler kiigiik varsayilarak donme, bir vektorle

belirlenecektir.
Ortogonal olan e, e/, e’ vektdr lglisl, yine kendisi gibi ortogonal olan e e, e,
vektor Uglislne,
_ 0
€;(s)=Q; e;(s) (3.4)
seklinde, Q ortogonal dénisim matrisi ile dontsmektedir. Bu matrisin,

Qy = + W &, - Birim matris (3.5)

olarak pargalanmasi durumunda, ( 3.4 ) esitligi,
e;(s) =/ (s) +W;; ej(s) (3.6)

biciminde yazilabilir. Dénlgum matrisinin ortogonalligini kullanarak; yer ve sekil
degistirmelerin kuglk oldugu varsayimiyla; Wj bir antisimetrik matris olacaktir.

Antisimetrik bir matris igin,

0 _ 0
Wij e, =Q xe; (3.7)

Ozelligini saglayan bir Q vektori bulunabilir. Cubuk kesitinin dénme vektori olan

Q(s) ile (3.6 ) esitligi,

e,(s) = €7 (5) + Q(s) x e} (s) (3.8)

sekline donusur. €(s) donme vektorl, agirhik merkezinden gegen eksen etrafindaki
doénmeyi belirten vektorddr.

Cubugun sekil degistirme durumu da iki vektoérle tanimlanabilir. Birinci vektor,
cubuga ait eksenel sekil degistirme vektoru olan y vektorudur. Eksen egrisinin boy

degisimini ve eksen egrisi ile dik kesit arasindaki kaymalari ifade etmektedir.
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v, eksenel sekil degistirme vektorl, sekil degdistirmeden sonraki yer vektorindn

tdrevi ile dik kesit normali arasindaki farktir ve

_dr

y=—-¢
ds (3.9)

seklinde tarif edilmektedir.

Diger sekil degistirme vektorl, bazi calismalarda, birim donme vektori olarak

tanimlanir ve

_do

O =— 3.10
1T s (3.10)

seklinde ifade edilir [2]. Bu durumda, ilgili sekil degistirme denklemi,
M=D o, (3.11)

seklinde yazilabilir. Burada M kesite etkiyen momentlerin bileske vektorl, D ise
egilme rijitligi matrisidir.

Bazi muihendislik calismalari ise, ikinci sekil degistirme vektérli olarak, o agisal
degisim vektoérind kullanmaktadir. Bu vektér, Ggli eksen takiminin, gubuk eksen
egrisi Uzerinde birim uzunluk kadar ilerletildiginde agisal degisimini belirleyen vektor

olarak tarif edilmektedir. Bilesenleri, cubuk ekseninin egriliklerini ve burulmasini

veren bu vektor,

ds i (3.12)

olarak tarif edilmektedir. Acisal degisim vektorinin sekil degistirme buyUkliGgu
olarak kullaniimasi, daha genel problemlerin ¢ézimune ve sekil degistirmis cubugun

geometrisini tanimaya olanak saglamaktadir.

Yer ve sekil deg@istirme buyuklukleri tanimlandiktan sonra, ¢cubuk teorisinin M, R, u,
Q, v, o olarak bilinen alti bilinmeyeni, iki yer degistirme ve sekil degistirme bagintisi,

iki denge denklemi ve iki binye denklemi yardimiyla ¢ézulebilir.

18



3.1.1  Yer degistirme ve sekil degistirme bagintilari :

Yer degistirme vektdrini tanimlayan (3.3) ifadesi turetilerek,

du dr dr,

ds ds ds (3.13)
elde edilir. (3.1), (3.8) ve (3.9) ifadelerinden faydalanilarak,

%:Qxefﬁty
ds (3.14)

seklinde, ilk yer degistirme-sekil degistirme bagintisi elde edilmis olur.

(3.8) ifadesi tiretilerek elde edilen,

0 0
de; _de; 42 0 g, 08 (3.15)
ds ds ds ds

Esitliginde (3.12) de verilen acisal degisim vektoru yerlestirilerek,

©, X €, :woxe?+d—9xe?+9x(woxe?)
ds (3.16)

ifadesi bulunur. (3.8) esitligi ve vektorel carpim (ax(bxc)=(a.c).b-(a.b).c) ozellikleri

kullanilarak,

(w—mo—d—g+mx9)xe? =(@-0,)x (e xQ)
ds (3.17)

elde edilir. Sekil degistirmelerin ki¢clk oldugu varsayimi ile esitligin sag tarafi sifir
olarak tanimlanabilir. Boylece, esitligin sol tarafindaki parantezin iginin de sifir

olmasi gerekecek, buradan,

d—g=m—m0+mx9

ds (3.18)

esitligi elde edilecektir.
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3.1.2 Denge denklemleri

p(s) ve m(S) vektorleri, birim uzunluktaki cubuga etkiyen dis kuvvetler ve momentler
olarak tanimlanmaktadir. F ve M vektorleri ise, sirasiyla, kesite etkiyen i¢ kuvvet
ve moment vektorlerini gostermek Uzere, Sekil 3.2’deki elemana ait denge

denklemleri,

Sekil 3.2 : Cubuk elemanina etki eden dis yukler ve kesit tesirleri.

—-F+F+AF+p.As=0

- M+M+AM+m.As+Arx(F+AF)=0 (3.19)

olarak yazilabilir. Gereken sadelestirmeler yapilip, (As — 0) icin limit alindiginda,

—+p=0
ds P

d—M+e?xF+m:O
ds

(3.20)
seklinde denge denklemleri elde edilir.
3.1.3 Biinye denklemleri
Secilen herhangi bir koordinat diizleminde,
M=p %2
ds
F=Cy (3.21)
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iligkisi vardir. Burada, D ve C ile g0sterilen katsayilar, yalniz gubuk malzemesine ve

kesit geometrisine bagl degerler olup, gubuga ait egilme ve kayma rijitlik matrislerini

gOsterir.

Boylece, elastik gubuk teorisinin genel denklemlerine ait 6 adet denklem elde

edilmis olmaktadir. Bunlar, yer degistirme ve donme olarak adlandirdigimiz u ve €,

sekil degistirme elemanlari olan y ve ®, kesite etkiyen i¢ kuvvet ve moment

vektorleri olan F ve M’dir.

(:I—lsl+e?xﬂ—y=0

d—?—o)+0)0 +Qxw, =0

—+p=0
ds P

dd—l\s/[—i-e?xF+m=0

M=D (0-0,-Qxa,)

F=Cy

(3.22)

seklinde yazilabilir [4]. Denklemlerde C ve D matrislerinin ikisi de simetriktir. Eger,

kesit simetrik ise ve e, e, eksenleri, kesitin simetri eksenleriyle gakisirsa, matrisler,

diyagonal matrisler olarak elde edilir [3].

iGA 0 0
k

" . El, 0 0
C=| 0 ~GA 0| D=0 El 0
b 0 0 GJ

0 0 EA

%;C=%GN (@:g:%@k C,=C, =EA

=El ; D,, =D, =El,; D,, =D, =GJ

(3.23)



Burada, E ve G malzemenin elastiklik ve kayma moddillerini, I, I, kesit eylemsizlik
momentlerini, J kesitin burulma eylemsizlik momentini, A kesit alanini ve k, , k;, ise
kayma gerilmelerinin kesite Uniform olarak yayillmadiklarini karakterize eden
sabitlerdir. Bu sabitler, Gizelge 3.1'de cesitli kesitler icin verilmektedir. ileride ele
alinacak sayisal ornekler, kesit geometrisine bagl olarak, cizelgedeki degerler

kullanilarak ¢ozulmustur.

Cizelge 3.1 : k,, ky sabitleri.

Kesit K, K,
* 6/5 | 6/5
v
€n
10/9 10/9
€p
]
€n ¢ 2.10 2.20
L | 1
‘Veb
(3.21) esitliklerinden,
€ _pim
ds
-1
y=C'F (3.24)
elde edilir.

Bunlar, (3.22)'de verilen genel denklemlerin ilk ikisinde yerine konuldugunda, (3.22)

esitlikleri asagidaki hale gelir.
95+e?><sz—c—1F=0
ds
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d——D_lM =0
S
dF _
ds
d—M—i-e? xF =—-m
ds (3.25)

Buradaki u, ©, F, M, p ve m vektorleri, sekil degistirmelerin kig¢ik oldugu

varsayimiyla, sekil degistirmemis c¢ubuk eksenine yerlestirilmis eg,eg,e? eksen

takiminda;
u=ue +ve,+Wwe;
0 0 0
Q=Q e +Q, e +Q, e
0 0 0
F=F e, +F e +F e
_ 0 0 0
M=M, e, +M, e + M, e,
0 0 0
p:pn en+pb eb+pt et
=m_e’+m, el +m e’
m = n en b eb t et (326)

seklinde ifade edilebilirler.

Ekseni herhangi bir uzaysal egri olan gubuk icin, kesit asal eksenleri ile gubuk eksen
egrisinin normal ve binormal eksenlerinin ¢cakismasi durumunda, acgisal degisim

vektord,
O, =k, €. +K, e +7, e (3.27)

olarak ifade edilir. Burada, «x,, (eJ—e)) dizlemindeki egrilik bileseni, «;,
(eﬂ —ef) duzlemindeki egrilik bileseni, 7, ise egrinin burulma agisidir [2].

(3.26) denklemlerindeki blyukliklerin tirevleri hesaplanirken,
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0
de, 0 (3.28)

esitliginden faydalanilacaktir.

Kesit asal eksenleri, eksen egrisinin normal ve binormal eksenleri ile ¢akisan

dizlemsel egri eksenli gubuk igin;
Ko = 0 K'o = 1/R0 Ty = 0 (329)

olarak alinir. Boylece, (3.25) denklemleri,

ds R, C, ds R,
F
ds C, ds
d_W_i_i_o d_R‘_5+pt—O
ds R, C, ds R,
10, 0 M, g M, M e
ds R, D, ds R
a0, M, _g M, L E vm, =0
ds D, S
e, 9, M, _, th_dMumt:o (3.30)
ds R, D, ds Ro

seklinde elde edilir. Burada; ¢ubuk kesit alani normal ve binormal eksenlere goére
simetrik oldugundan dizlem icindeki ve dizlem disindaki egilmelerle ilgili
blyuklikler, ayni denklemlerde birlikte bulunmamaktadir. Dolayisiyla, dizlemsel

egri eksenli cubugun kendi dizlemindeki sekil degistirmelerini ifade eden

denklemlerde, yay uzunlugu yerine ds =R, d¢ esitligi konarak diizenlenirse;

dw_ R,

dg Cilg)

du_ - Ry(4)
d¢_ W+Cn(¢) F,+R,(4)<,
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dQ, _ Ry(¢)

dg D,(p)

dd_'\;b = R, (§)F. —R,(4)m,
Z_';: F.—Ro(4)

‘3’; =-F, -R,(#)p,

(3.31)

seklinde elde edilirler. Burada; u ve w normal ve tegetsel yer degistirmeler; ¢ kiris

acikhgi, Q, binormal eksen U(zerindeki donme agisi, Ro(¢#) sekil dedistirmemis

cubugun eksen egrisinin egrilik yaricapi; F, ve F; normal ve tegetsel tekil ic

kuvvetler; My binormal eksen lzerindeki tekil ic moment; p, ve pt, normal ve tegetsel

eksen Uzerindeki yayili disg yuk; my binormal eksen Uzerindeki yayili dis momentler

seklinde tanimlanabilir.

3.2, Cubuk Titregimlerinin Genel Denklemleri

Cubuk teorisinin genel denklemleri, (3.31) esitlikleri ile verilmektedir. Denklemlerde,

eksen egrisinin uzamasi ve kayma deformasyonu etkilerini goéz 6niine alinmaktadir.

D’Alambert prensibi yardimi ile, gubuk teorisinin bu genel denklemleri kullanilarak

¢cubuk titresimlerini de incelemek midmkindir. Bu prensibe gbére, maddesel bir

sistemin hareketinden dolayi, bir t aninda meydana gelen eylemsizlik kuvvetleri aktif

dis kuvvetler olarak, sisteme etki eden gercek kuvvetlerle birlikte gbz énine alinirsa;

sistem butln bu kuvvetlerin etkisi altinda, t anindaki konumunda dengede bulunur.

Bdylece, p ve m dig yukleri;

e
TS
L
b luatz

o°w
pt:_:uatz

0’0

m, =_£ I, —"
A ot

0’0

m, = -1, =
A ot

0°Q

m, -£ p 2t
A ot
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seklinde eylemsizlik kuvvetleri ve kuvvet ciftleri olarak alinir. Burada,  birim boyun
kitlesi, A kesit alani, |, 1, sirasi ile kesitin normal ve binormal eksenlerine gére

eylemsizlik momentlerini, | kesitin polar eylemsizlik momentini, gostermektedir.

p
Yer degistirme buyudklikleri konum ve zamanin fonksiyonlaridir. O halde tim
bayuklukler de konum ve zamanin fonksiyonlari olacaktir. Bu biyukltkler, konum ve

zaman fonksiyonlarinin ¢arpimi oldugu varsayimi ile,
u(s,t) =u(s)e' Q(s,t) =Q(s)e'™
F(s,t)=F(s)e' M (s,t) = M (s)e' (3.33)

seklinde elde edilebilirler. Burada, @ agisal frekansi, t ise zamani géstermekte olup,

bu esitlikler (3.32) denklemlerinde yerine konulursa,

p, = uw’u(s)e™ m, :%InQn(s)a)ze"”t
pb — ﬂa)ZV(S)eiwt mb =%Ibe (S) a)Zei{ut
= 2W S eiwt ol
P = uo"w(s) mtzﬁpot(s)a)ze t (3.34)

seklinde dizenlenebilir. Bu ifadeler (3.30) denklemlerinde yerine konulur ve zaman
fonksiyonu sadelestirilirse denklemler sadece konuma ve frekansa bagl olarak elde

edilirler.

Kesit asal dogrultularinin, gubuk eksen egrisinin normal ve binormal dogrultulariyla
cakismasi durumunda, (3.29) denklemleri gecgerli olacak ve dizlemsel egri eksenli

¢ubugun serbest titresimlerinin genel denklemleri asagidaki gibi elde edilecektir.

d—u+ﬂ+§2b—i:0 ﬁ+i+ya)zu:0
ds R, C, ds R,

dv . n_i:o di+,ua)2v:0
ds C, ds
d_W_i_i_o aF _ "+ uo*w=0
ds R, C, ds R,
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dQ, Q M,
+—— =0

ds R, D,

49, M, _

ds D,

4o, 9, M, _g

ds R, D,

dM, M I

L+—L-F +'UKHCOZQ” =0

ds R,
M, + F, +,u|—ba)th =0
ds A
|
aMm, —%W—pwzgt =0 (3.35)
ds R, A

Burada, dizlem igindeki ve dizlem disindaki titresimlerle ilgili byukllklerin ayri
denklemlerde bulundugu gérilmektedir. Dolayisiyla, dizlemsel edri eksenli gubugun

kendi dizlemindeki egilmelerini ifade eden denklemlerde yay uzunlugu yerine

ds=R,(p)d¢ esitligi konarak diizenlenir, C ve D rijitik matrislerine ait degerler

yerlerine konulursa cubugun kendi dizlemindeki serbest titresimlerini ifade eden

denklemler,
d—W=u+ R, F
do EA
d_u:_ +M+ Ro Qb
de GA/K,
dQ, :iMb
dep El,
aM, :_Ran_Ro:uI_ba)ZQb
do
F
L= F. —R, uo*w
dg
dF

(3.36)

seklinde yazilabilir.
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4. EGRI EKSENLi GUBUKLARIN DUZLEM iGi PROBLEMLERININ KESIN
ANALITIK ¢6ZUMU

Egri eksenli gubuklarin dizlem igi statik problemlerinin kesin ¢6zUmu, gubuk eksen
egrisi ve kesiti ne olursa olsun, yer degdistirmelerin ve kesit tesirlerinin, gubuk eksen
egrisi boyunca belirlenmesine imkan verecek sekilde, baslangi¢ degerleri yontemi ile
elde edilebilmektedir. Benzer sekilde, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve
dénme eylemsizligi etkilerinin g6z 6nitine alinmasi durumunda, ¢ubuk titresimine ait
diferansiyel denklemlerin kesin ¢6zimu, baslangic degerleri yontemi kullanilarak
hesaplanabilmektedir. Bu ¢6zim yontemleri literatirde mevcut olmakla birlikte,

burada konu butinligini saglamak amaciyla tekrarlanmasi uygun olacaktir.

41. Cubuklarin Statik Denklemlerin Baslangic Degerleri Yontemi ile

Cozumii

Egri eksenli cubuklarin kendi dizlemindeki sekil degistirmelerine ait (3.31)
denklemleri, birinci dereceden degisken katsayil lineer diferansiyel denklemlerden

olusmaktadir. Denklemler matris seklinde ifade edildiginde;

dy _
i =A@+ (4.1)

Burada y(¢ ), 6 elemanl degiskenler vektorinu ve A(¢), 6x6 elemanli katsayilar
matrisini, f(#) ise 6 elemanh yayili dis ylklere ait bileske vektorinli ifade

etmektedir. Denklemin ¢6zimd,

¢
V(@)= Y(8.8)Yo + Y@ ) [ Y& ) F(E)dE (4.2)
s

olarak elde edilir.

@, =0 olarak belirlenen dogrultu, referans dogrultusu olarak alinmaktadir. Burada
Yo =Y(#,), sinir sartlarindan elde edilen baslangi¢ degerleri vektori ve Y (g4,4,)

referans koordinatina ait asal matristir. f(¢#) vektorinin 6zdes olarak sifir olmasi
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yani, gubuk Uzerine hicbir yayili kuvvet ya da momentin etkimemesi durumunda,
cubugun kendi duzlemindeki statik davranisini ifade eden denklemler, homojen

diferansiyel denklemlerdir ve,

dy _
4~ AOYO) (4.3)

seklinde ifade edilirler. Tekil kuvvet ve momentlerin etkidigi gubuga ait denklemlerin

¢6zima,
y(¢) = Y(¢!¢o)yo (4.4)

seklinde verilir. f(¢) vektoriinin bulunmadigi yani gubuk Uzerine higbir yayil yik ya

da momentin etkimedigi durumda Y (¢,¢,) asal matrisi,

dY (¢,
L) =AY (0.4 Y (0,0, =1 (45)
seklinde ifade edilir. Burada, | birim matrisi gdstermektedir. Eksen egrisinin normal

ve binormal dogrultularinin, kesitin asal dogrultulariyla ¢akistigi durumu belirleyen

(3.31)'de verilen denklem takiminin homojen sekli,

dw_ RO
dg E A(9)

du_ —W+M F, +R(9)Q,
dg G A(9)/k,

dQ, _ R(g) |,
dg  El(4) °

M,
dg

= _R(¢) Fn

(4.6)
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olarak elde edilir.

Denklemler matris seklinde ifade edildiginde;

Y _ Ay©)

d¢
010 0 X o
_W_ EA Rk _W_
1 0R O 0y
; g‘; GA ||
—| " |= R i (4.7)
dglm, || 0 00 o 0 0 |\,
F 0 0 o o -rR|F
LR ] 0 o o 1 |LFR]
0 0 0 -1 |
yazilabilir.

Denklem takimi igerisinde tegetsel kuvvet vektdrinin tlrevini iceren besinci
denklem bir kez tiretildiginde elde edilen,

2
d’F, _dF, (4.8)

dg?  dg

Denklemi altinci denklemde yerine koyulursa,

d’F

W + Ft =0 (49)

seklinde ikinci dereceden bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢6zimu,
F. = Acos¢ + Bsing (4.10)

olarak ifade edilir. Buradan,

F,=—-Asing+ Bcos¢ (4.11)

olarak elde edilir. Fyy ve Fro , #=0 baslangi¢ noktasindaki tekil kuvvetler olmak tizere,

(4.10) ve (4.11) esitliklerinden,

A=F,
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B=F, (4.12)
bulunur. Bdylece (4.8) denkleminin ¢ézimu,

F. =F,sing+F,cos¢

F,=F,cos¢g—F,sing (4.13)

olarak elde edilir. Fy’i veren denklem (4.6) igerisinde M, momentinin tlrevini iceren

dordunci denklemde yerine konulursa,

dcljvl¢b =-R(#)F,, cos¢+ R(g)F,, sin ¢ (4.14)

elde edilir. Bu denklemin bir kez integrali alindiginda,
¢ _ ¢
M, =My, + [R@p)sinydyF, - [R(w) cosydyF,, (4.15)
0 0

ifadesine ulasilir. My'yi veren bu denklem Q kesitin donmesini iceren, (4.6)'nin

Uglincl denkleminde yerine konulursa,

ae, _ R
dg¢ El,

4 )
My, +_[R(W)5in'//d'//|:to—IR(w)cosdeFno) (4.16)
0 0

elde edilir. Bu denklemin bir kez integrali alindiginda ¢ubugun binormal eksene goére

doénmesini veren,

o . [R®) tRW) oo
Q, = Oy +£Elb(w)debo +£Elb(w) lR(é)Slnﬁd Edy Ry
(4.17)

T Ry) %
- —-—-1|R dédy F
!Elb(w)i (£)cosEd Edy Fy

ifadesine ulasilir. Cubuk ekseninin normal ve teget ekseni dogrultusundaki yer

degistirmelerini veren (4.6)'nin birinci ve ikinci denklemlerinde,

) = S GAF, + RO, LW -TF @

n
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olmak Uzere,

W ws f.(9) LU f,(#) (4.19)

dg dg

seklinde yazilabilir. Bu denklem takiminin homojen ¢6zimu, ®=®, baslangic

noktasinda, w, ve u,baslangi¢ degerleri olmak lzere,
U = U, COS ¢ — W, Sin ¢
W = U, Sin ¢ + W, COS ¢ (4.20)

seklinde elde edilir. Matris gosterimi ile,

y(#) =Y (2. 4,)Y,

u cos¢ —sin u
_|cosé ? )Y (4.21)
W sing cos¢g ||Ww,
olarak ifade edilir. (4.1) denklemine uygulanildiginda,

dy _
4 A(p)y +f(9)

R(¢#)
i{u}:{o —1} {u .\ k—nGAFno+R(¢)Qbo 4.22)
dg|w| |1 O ||w R(¢)F )
EA t0

denklemi elde edilir. (4.2) denkleminde,

(4.23)

Y4 d) { cos¢  sin q

—sing Ccos¢

olarak yerine konulursa,
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ul |cosg —sing||u,
w| |[sing cosg ||w,

R(¢)
cos¢g —sing GAF
" sing cos¢

COS¢ sin ¢ k—n no + R(¢)Qb0 ]
—sing cos¢ d

S —s

R(@) ¢
EA tO

(4.24)

elde edilir. Bu denklemin ¢éziiminden normal ve tegetsel yer degistirmeler,

¢ ¢
u=-singw, +cos¢ u, + {sin ¢jR(yx)sin wdy +cos ¢IR(y/) cos l//dl//} Q,, +
0 0

¢ v ¢
{sinﬁR(w)sian EF:(Z’;)) dfdw+cos¢jR(w)coswj El(g) dédy }

L cos’y _ksin®y % R(&) | .
+{ S|n¢_(|).R(1//){EA(W)+ ) smy/! Elb(é)lR(e)smededg dy

. siny  k sing % R(&) } .
+COS¢£R(V/)COSW[EA(V/)_ GAp) +'([E|b(§) .([R(H)smededé dy ¢+ F,

+{cos¢.[R( ){EZ(W) kG(:f(S,,;I/ cosl//J' El(f))jR(e)cosededé} dy

_sin ¢_([R(w)sinw{ ;‘EV‘/I’) _ "G/i‘Z;‘/)’ +£ ET:E?) !R(H) cosededf}dz//} F

(4.25)

ve

¢ ¢
W=C0S¢W, +Singu, J{Sin ¢IR(V/) cosy dy —cos ¢IR(w)sin 7 dz//}Qbo

El,(S) El,(5)
{ f {coszy/ k siny R(&) . }
+ cos¢J'R(y/) + —smt//j'—J'R(e)sm6’d¢9d9K dy

+{sin¢fR(w)cosz RES) dédy — cos¢'[R(y/)smz//.f R(S) dédy }

EA(y) GA(y) o EL(S) %
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1 sing  k siny %t R() § .
+Sm¢£R(V/)COSV{EA(z//)_ GAW) +£E|b(§) !R(@)smededf dy + F,

"4

f . cosy  k cosy ‘t R(&E)
+{cos¢£R(w)smz/{EA(Z)— A +£Elb(§) '([R(H)cosededf dy

v 5
+sin ‘/jIR(l//){::(W) kG(;)(?//;” cos%%ﬁ(e) costde}dz//} F.

(4.26)

olarak bulunur.
Ug, Wy, Quos Fros Fior My, buyUklikleri ¢=¢p baslangic noktasina ait bilinen
degerlerdir.

Elde edilen, (4.14), (4.16), (4.18), (4.25), (4.26) esitlikleri kisaltmalar yardimiyla ifade

edilebilir.

W = YllWO +Y12U0 +Y13Qb0 +Y14M b0 +Y15 FtO +Y16 FnO

U =YWy + Yoollg + Yoaldg + Y5 Mg +Yos Fyg +Yos Fg

Q) = Yaalug + Y3, Mg +YasFig +Yas Frg (4.27)
M, = YaaMyo +YasFo +Ya6Fig

F = YssFio + YssFoo

F — YesFio + Yoo Fno

>

Boylece, egri eksenli cubuk icin kesit ve eksen egrisinden badimsiz bir asal matris

elde edilmis olur.

Yll Y12 Y13 Yl4 Y15 Y16
Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26
Y — 0 0 Y33 Y34 Y35 Y36 (4.28)
0 0 0 Yy Yy Yy
0 0 0 0 Y Y
(0 0 0 0 Yy Yy

Elde edilen ¢6zim, ¢ubuk ekseninin egrisi, kesitin dedisim fonksiyonu, mesnetleme
sartlari belli olan her gubuga uygulanabilecek genel bir ¢ézimdur. Bir baska deyisle,
birinci mertebeden, dedisken katsayili lineer diferansiyel denklem takimi olan genel
denklemlerin kesin ¢oézimi elde edilmis olmaktadir. Cozimi ifade eden asal

matrisin elemanlari asagida verilmektedir.
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Y,, =C0S¢

Y, =sing

¢ ¢
Y,; =|sin ¢jR(1//) coswdw—cos¢jR(y/)sin l//dl//:|
0 0

B ¢ v
Yy, = sin¢J'R(y/)cost'EF:(2)d§dw cos¢jR(w)S|nwj (2) §dy/}

~ f cos’y kysiny % R() .
YlS_{COS¢£R(W)|:EA(W)+ A) sm:,//.!m!R(@)smedeg dy

S sing_ kysing 't R() | .
+sm¢!R(z//)cosz//{EA(l//) GAD) +£E|b(§)£R(9)SIn9d9d§ dy

@ v ¢
Y, = {cosﬁR(W)siny{ézs(w) - Z;‘(’;‘)” +£ EF::% '([R(H) cosededf}dw

siny K, cos® i R ¢
+sm¢J'R(y/){EA( ) GAw) coswing(e)cosededg}dy/}
Y,, =-sing
Y,, =C0S ¢

’ ¢
Y, =|sin ¢J'R(:,//)sin wdy +cos ¢_|'R(:,//) cosydy
L 0 0

RE)
El,(£)

Y24:sm¢_|'R(y/)smgyJ' §dz//+cos¢jR(w)cosv/_|' RES) fdl//}

El,(5)

RE) Trrme
Ib@)!R(e)smededf dy

RE
¢ ; v 5 ]
+cos¢£R(z//)cosw{éX](Z) l;:'(r;g E[ I:iz) E[R(@)sin fdods dyx}

_ cos? i knsinzz//
Y {_S'” ¢£R('”){EA@/) " GAw)
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{cosqﬁjR( ){sm LA k, cos”y coswj (5) jR(&)costde dy

EA(y)  GA(y) ElL(S)

_sin ¢j'R(gy)sinz//{éZi;) - Z;‘z;‘/)uj EF:(% [R(©)cosodods dt//}

Yy, =1

:f RW) 4,
0 I(‘//)

¢ 4
- EF:(‘Z”)) [RE@sincdedy

_ P RW) T
Yy ——! L () !R(i)COSSd cdy

Y44 =1

AN

s = | RG)Sinydy

o

¢
Yo = _I R(y)Cosydy
0

Y., =C0S¢

Yo =Sing

Yes =—SiNg

Yes = COS ¢ (4.29)

411 Cember Eksenli Sabit Kesitli Cubugun Asal Matrisi

Esken edrisi gember olan ve kesiti eksen boyunca degismeyen, sabit kesitli,

cubugun asal matrisi asagidaki sekilde elde edilir.

2
Y;1 =c0sgd; Y, =sing; Y3 =R,(1-c0sg) ; Yy = ERO
bo

3
Yis = R, sing 1k + ¢ Ccos ¢ l+ﬁ SR,
2A, E G E G 2E| 2El,,
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3
Y R, 1 k R, (-2+2cosp+@sing);
ZAJ E G 2EIbo
Yo =—SIiNg; Yoo =C0S¢; Yoz =R, sING; You = EI (1 C0S¢) ;
bo
R, 1 k R’ :
Y. °—(2—-2cos¢—gsin
25 = 2'6\) (E Gj 2E|bo( p—g@sing)
Ve =22 | pcos (i kjsm (1 kj Ra[cos sing];
2 2, pLosg E G 2 E G 2FEI_ pCosp—=sing
2 2
Y33 =1, Y34= Ro¢ ; Y = Ro —Si X Y36 ZRL[—1+COS¢],
EIbo bo EIbo
Ys5 =C0S¢p ; Ygg=SiNg ; Ygs=—SiNg ; Ygg =C0S¢ (4.30)

4.2. Gember Eksenli Sabit Kesitli Cubuklarin Diizlem igi Serbest Titresimleri

Egri eksenli kirisin kendi duzlemindeki titresimlerine ait verilen (3.36) denklemleri,
birinci dereceden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerden olusmaktadir.

Denklemler matris seklinde ifade edildiginde;

Y _ Ay©)

dg
.
u
yh)=| | e
M, ’
Ft
_Fn_
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0 1 0 0 R/EA 0
-1 0 R 0 0 Rk, /GA
A 0 0 0 R/EIL, 0 0 (4.31)
0 0 -Ru(l, I Ao’ 0 0 -R
—Ruw’ 0 0 0 0 1
.0 —Ruw’ 0 0 -1 0 |

yazilabilir. Burada y(¢), 6 elemanli degiskenler vektoérini ve A(¢), 6x6 elemanh
katsayilar matrisini olarak tanimlanir [31].
Yukarida elde edilen A katsayilar matrisi, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve

dénme eylemsizligi etkilerinin g6z énidne alinmasi durumunda kullanilan matristir.

Etkiler ayri ayri ele alinarak da ¢6zim yapilip, dogal frekanslar elde edilebilir.

Diferansiyel denklemin kesin ¢6zimi sadece A katsayllar matrisinin  tim
elemanlarinin sabit sayilar olmasi durumunda mevcuttur. Bu durum, sabit kesitli

¢ember eksenli gubuklari ifade eder. Béylece (4.6) denkleminin ¢6zimu ,

y(¢) =e"y(4,) (4.32)

seklinde verilir. ¢, =0 olarak belirlenen diisey dogrultu, referans dogrultusu olarak

alinmaktadir. Burada Yy(g,), baslangic degerleri vektoriidir. e*® teriminin analitik

ifadesi Tufek¢i ve Arpaci [31] tarafindan verilmektedir. Baslangic degerleri
vektorinin 6 bilinmeyeni, cubugun iki ucu icin yazilan sinir sartlari yardimiyla elde
edilir.

Sabit mesnet, ankastre mesnet ve serbest ug icin sinir sartlari asagidaki gibidir.

Sabit mesnet: w(g) =0 , u(g)=0, M,(¢) =0
Ankastre mesnet: w(g) =0 , u(@)=0, Q,(4)=0
Serbest ug: M,(#)=0, F.(¢) =0, F.(¢)=0

Sinir sartlarindan elde edilen 6 denklem, homojen denklem takimi olustururlar.
Sistemin sifirdan farkl bir ¢ézimuanin olmasi, katsayilar matrisinin determinantinin

sifira esit olmasi durumunda mevcuttur.
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5. SUREKLI DEGISKEN KESITE SAHIP GUBUKLARIN TITRESIMLERININ
INCELENMESI

Bu boélimde, surekli degisken kesite ve edrilige sahip cubuklarin dizlem igi
titresimleri, kesin ¢6zim yéntemi ile incelenmistir. Cubuk, sabit kesit alanlarina sahip
bdlgelere ayrilmis ve her bdlge, sabit kesit ve edrilik yaricapli gubugun kendi
dizlemindeki titresimlerini ifade eden denklemler ve ¢6zim vyolu kullanilarak
incelenmistir. Degisken egrilik yarigapina ve kesite sahip olan cubuklarda, egrilik
yaricaplari ve kesit alanlari, her bir bélgenin sahip oldugu ortalama degerler alinarak
belirlenmis ve baslangi¢c degerleri yontemi ile sonuca ulasiimistir. Denklemler,

eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkilerini icermektedir.

5.1. Analiz

Egri eksenli c¢ubuk titresimlerinin genel denklemleri (3.36), alti adet lineer
diferansiyel denklemden olusan bir lineer denklem takimidir. Denklemler, eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkilerini icermektedir.
Dérdincu bdlimde, baslangi¢ degerleri yontemi kullanilarak, cubuk ekseninin egrisi,
kesitin eksen boyunca dedisimi, mesnetleme sartlari ve yikleme durumu belirli olan
her ¢ubuga uygulanabilecek genel bir ¢6zim elde edilmistir. Elde edilen birinci
dereceden dedisken katsayili lineer diferansiyel denklem takiminin kesin ¢6zimd,
sadece katsayilarin sabit olmasi durumunda mevcuttur. Bu durum, sabit kesitli

¢cember eksenli cubugu ifade etmektedir.

Ayni igslemler, surekli degisken kesite sahip egri eksenli gubukta, cubugu sabit kesit
alanina sahip elemanlara ayirarak uygulanabilir. Her eleman, sabit kesitli ve cember
eksenli bir cubuk olarak duisindlir ve her bdlge igcin kesin ¢dzim, baslangi¢
degerleri yontemi ile elde edilir. Elemanlarin sinir bdlgelerindeki gegis sartlari,

(kinetik ve kinematik sartlar) saglanir.

Cubuk teorisinin w, u, £2,, M,, F;, F,, olarak belirlenen alti bilinmeyeni, edri eksenli
dizlemsel gubugun kendi dizlemindeki titresimini ifade eden denklemler (3.36)

esitliginde belirlenmistir.
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Egri eksenli cubudun kendi duzlemindeki titresimlerine ait denklemler, birinci
dereceden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerden olugsmaktadir. (4.30)

esitliginden faydalanarak, “/” indisi cubugun boélindigi sabit kesit alanina sahip

eleman sayisini géstermek izere denklemler matris seklinde ifade edildiginde;

dy,
a6 Ay, (4) (5.1)
yazilabilir. Burada y(¢), 6 elemanh degiskenler vektorini ve A(¢), 6x6 elemanl

katsayilar matrisini ifade etmek lzere, her eleman igin,

Wi
ui
Q,
y:(4) = M, | &
E,
0 1 0 0 R | E4, 0 |
-1 0 R 0 0 Rk, 1GA
0 0 0 R | EI 0 0
A= 0 -Ru(,l4)e® O 0 R,
~R p.00° 0 0 0 0 1
| 0 —R 1,00 0 0 -1 |
(5.2)

seklinde tanimlanabilir.

Yukarida elde edilen A; katsayilar matrisi, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve
dénme eylemsizligi etkilerinin gdéz 6nlne alinmasi durumunda kullanilan matristir.

Etkiler ayri ayri ele alinarak da ¢d6zim yapilip, dogal frekanslar elde edilebilir.

A katsayilar matrisinin tim elemanlarinin sabit sayilar olmasi durumunda, denklem

takiminin kesin ¢ézima;

Yi(#)=Y(2.4)Y:0

Yi (¢,) =™ Y (¢0i) (5.3)
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olarak elde edilir. =0 olarak belirlenen dlisey dogrultu, sabit kesitli her kiris elemani
icin referans dogrultusu olarak alinmaktadir. Burada, yi(#i), & =@i¢ koordinatindaki
baslangic degerleri vektdridir. % analitik olarak ifade edilebilmektedir [31].

Baslangi¢ degerleri vektérinin 6 bilinmeyeni, gubugun her iki ucu igin yazilan sinir
sartlari ve sabit kesitli her kiris elemaninin iki ucu i¢in yazilan kinetik ve kinematik

gecis sartlari yardimiyla elde edilir.

Yukarida ifade edilen ¢6zim yontemi, sabit kesitli her kiris elemanina

uygulanmaktadir. Eleman icin kiris acisi asagidaki sekilde ifade edilir.
I Kirig eleman igin; P<P<g.,

Sabit mesnet, ankastre mesnet ve serbest u¢ (A ucu) icin sinir sartlari asagidaki
gibidir.

Sabit mesnet: w,=0, u,=0,M,, =0
Ankastre mesnet: w,=0, u,=0,Q,, =0
Serbest ug: M, =0, F,=0 ,F,=0

iki ug nokta icin sinir kosullarindan gelen 6 adet esitlik mevcuttur.

Kiris elemanlarin sinir bdlgelerinde sireklilik ve denge kosullarini saglayan ifadeler
asagida verilmektedir. Bu ifadeye gore komsu kiris elemanlarin sinir noktalarindaki

blyUklUkler birbirlerine esit olmak zorundadir.

yi (¢i+l) = yi+l (¢i+l)

A i+ — Ai+ (53
e Y (Buay) =€ 1¢ Vi (@)

w(#.1) =w.1(4.4) M, (4.1) = M. (¢.1)
U (¢i+l) Uiy (¢i+l) Ei (¢i+l) = E(Hl) (¢i+l) (54)
Qbi (¢i+l) = Qb(i+l) (¢i+l) Eu' (¢i+1) = El(i+1) (¢i+1)

Komsu elemanlara ait asal matrisler arasinda asagidaki iliski bulunmaktadir.

Y(#.1:4)=Y(4..,0Y7(4,0)
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Y'(¢, 0) degeri hesaplanabilir. Egri eksenli bir gubuk, n adet elemana ayrilip, (5.3)
denklemi her eleman igin uygulanirsa, her elemana ait n adet baslangi¢ degeri elde

edilebilir.

Bdylece, sinir ve sireklilik sartlarindan gelen 6xn adet esitlik, matris formunda ifade

edilir.
X1 01 01 .. o1 01 ] [ yy |
eA1¢1 _eAz¢1 02 02 02 y02
02 eAz¢z _eA3¢2 02 02 Yos [0]
v | Pea (5.5)
02 02 02 ... Mt oMt Yo(un
L 01 01 Ol e 01 xn 16nx6n L yo” .

Burada X1 ve Xn, 3x6 boyutunda egri eksenli ¢ubugun A ve B ucundaki sinir
sartlarindan elde edilen matris; 01, 3x6 boyutunda ve 02, 6x6 boyutunda sifir

matrisleridir. y,, =y,(4,) olarak tanimlanirlar. Elde edilen 6xn adet egitlik, homojen
denklem takimi olusturduklarindan, Yy, 'nin sifirdan farkh ¢6zimi ancak katsayilar

matrisinin determinantinin sifira esit olmasi durumunda mevcuttur. Determinant
ifadesi, @ dogal frekansina bagh bir ifadedir. Bdylece, elde edilen denklemden

dogal frekanslar bulunur. Ayni ¢6ziim yolu, diger kabuller igin de uygulanabilir.

5.2. Problemin Tanimi

Surekli degisken kesite ve egrilie sahip cubuklarin dizlem ici serbest titresimleri,
cember eksenli sabit kesitli cubuklarin serbest titresimlerini ifade eden denklemlerin
kesin ¢6zUmU yardimiyla incelenmistir. Surekli degisken kesite sahip gubuk igin,
yaklasik ¢6zim yodntemlerinden biri olan bu ydntemde, sabit kesit alanina sahip

bdlgelerin sayisi arttikca kesin sonuca olan yakinsama da artmaktadir.

Yukarida verilen ¢6zim yontemi uygulanarak, Sekil 5.1°de g0sterilen lineer
degisken kesitli simetrik gubuk, referans geometri olarak ele alinmis ve bu ¢ubuga

ait boyutsuz frekans,
c=wR® |[-£- (5.6)

El,

degerlerinin eleman sayisi ile degisimi incelenmigtir.

44



Sekil 5.1 : Lineer degisken kesitli simetrik cubuk.

Sekil 5.1’de verilen cubukta, tepe noktasi referans alinarak, kesit ylksekliginin

degisimi,

h(@) = h,(1-2n¢14,) 4,125 4<0,

(5.7)
h(g)=h (1+2n¢/8) 0<g<g /2

seklindedir. Kiris agisi ¢,=30° ve 1=0.1 olan geometriye ait, ankastre-ankastre sinir
sartinda, farkh eleman sayilarinda, c¢ubugun ilk dogal frekans degerleri elde
edilmistir. incelenen geometriye ait Sekil 5.2'de verilen grafikte, yatay eksen, sabit

kesitli kiris elemanlarin sayisini, digey eksen frekans degerini gdstermektedir.

Boyutsuz frekans
[ R R
P [} '|I| [} '|I| [} '|I| [} '|I|
Fa = 0 4

r1 P2

(o]
in in o imoin

in k3 g 0 @ Cn

[ %]

[ %]

Eleman =ayis

Sekil 5.2 : Ankastre-ankastre simetrik cubugun birinci dogal frekans degerinin
eleman sayisi ile degisimi.

Grafik incelendiginde, edrinin belli bir kiris elemani sayisinda yakinsamaya basladigi
ve dogal frekans degerinin eleman sayisinin artmasiyla énemli oranda degismedigi
gorulmektedir. Eleman sayisinin dogal frekansa etkisinin azaldigi bu deger 70

olarak alinabilir. Hesaplarda 70 adet kiris elemani kullaniimasiyla yeterli dogrulukta
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sonu¢ elde edilmekte, 100 adet kiris elemani kullaniimasiyla ¢ok daha hassas

sonugclara ulasilabilmektedir. Diger geometriler i¢in de benzer sonuglara ulasiimigtir.

Cubuklar, Sekil 5.3’'de gosterildigi gibi sabit kesitli kiris elemanlara bolinmustar. Her
kiris elemana ait kesit alani, o elemanin sahip oldugu en buyik ve en kigik kesit
alanlarinin ortalamasi alinarak hesaplara dahil edilmistir. Bu yontemle dogal
frekanslari hesaplanan cubuklar, ankastre-ankastre (A-A), sabit-sabit (S-S), sabit-
ankastre (S-A), ankastre-serbest (A-Sr) ve serbest-serbest (Sr-Sr) olarak bes farkl

sinir sartl g6z 6ninde bulundurularak incelenmislerdir.

Sekil 5.3 : Sabit kesitli kiris elemani ile modellenen asimetrik gubuk.

Frekans degerlerini igeren tablolarda, kolonlari ifade eden rakamlar, eksenel
deformasyon, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkilerini ihmal ya da

dahil eden asagidaki durumlari gosterir.

(1) Tim etkiler: Bu kabulde Euler-Bernoulli gubuk teorisinde ihmal edilen butin
etkiler, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkileri g6z

onlne alinarak frekans degerleri hesaplanir.

(2) Etkiler ihmal: Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisine uygun olarak cubuga etkiyen
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkileri ihmal edilerek

frekans degerleri hesaplanir.

(3) Eksenel uzama: Sadece eksenel uzama etkisi gz online alinarak frekans

degerleri hesaplanir.

(4) Kayma deformasyonu: Sadece kayma deformasyonu etkisi géz 6nline alinarak

frekans degerleri hesaplanir.

(5) Dénme eylemsizligi: Sadece dénme eylemsizligi etkisi gz 6énine alinarak

frekans degerleri hesaplanir.

5.3. Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Simetrik ve asimetrik olarak iki farkll geometriye sahip surekli degisken kesitli

cember eksenli gubuklar (Sekil 5.4) incelenmektedir. Kesit alani dikdértgen olup,
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kesit genisligi egri boyunca sabittir. Kesit ylksekligi asagida verilen ifadelere bagli

olarak degisir.
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Sekil 5.4 : Lineer dedisken kesitli cubuklar (a) simetrik, (b) asimetrik.

Sekil (a) igin;

h(p)=h,1-2n¢14,) —¢,12<¢<0, 53

h(@)=h,(L+2n¢!¢,) 0<¢<g /2 (5.8)
Sekil (b) icin;

h(p) = h, A+ 2091 4,) ~4,12<p<¢,12 (5.9)

Degisken kesitli egri eksenli, simetrik ve asimetrik ¢cubuklar igin literatirde yapilan
benzer calismalardan orneklere benzer olarak, cember, spiral ve parabol eksenli
cubuklar  Gzerinde calisilmis, elde edilen sonuglar Kkarsilastiriimistir.
Karsilastirmalarda gubuklar 70 elemana bélUnerek incelenmistir. Analiz 7=0.1, 0.2,
0.3, 0.4 degerleri igin, @, = 10°, 20°,30°,ve 40° olmak Uzere dort farkli kiris agisinda

ve bes farkli sinir kosulunda gergeklestirilmigtir.

Yapilan c¢alismalarda, dikdortgen Kkesitli gubuklar g6z ©6nlne alinmaktadir.
Sekil 5.4(a)’da gosterilen surekli degisken kesite sahip egri eksenli simetrik cubukta,
hy ve h; sirasiyla gubug@a ait en biyulk ve en kigulk ytkseklik degerlerini gosterirken,
Sekil 5.4(b)de gosterilen sirekli dedisken kesite sahip egri eksenli asimetrik
gubukta, sy ve h; gubugun iki u¢ noktasina ait, en kiglik ve en bulylk yukseklik
degerlerini vermektedir. Kesit genisligi b sabittir, egri boyunca degismez. inci
elemana ait olan kesit alani ve binormal eksene gore alan eylemsizlik momentleri

asagidaki gibi tanimlanir.
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3
A =bh I, = bh (5.10)

= h Y]

5.3.1. Cember Eksenli Degisken Kesitli Simetrik Cubuklar

Sekil 5.4(a)'daki cubuk goz 6nune alinarak ankastre-ankastre (A-A), sabit-sabit (S-
S), sabit-ankastre (S-A), ankastre-serbest (A-Sr) ve serbest-serbest (Sr-Sr) sinir
sartlarinda dogal frekans degerleri hesaplanmistir. Sonuglar, Cizelge 5.1 ve
Cizelge 5.2’de verilmektedir. Kolonlar, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve

dénme eylemsizligi etkilerini ihmal ya da dahil eden durumlari gésterir.

Literatiirde bulunan g¢alismalarin tamaminda eksenel uzama, kayma deformasyonu
ve dénme eylemsizligi etkileri ihmal edilmistir. Ankastre-ankastre ve sabit-sabit sinir
kosullari géz 6nline alinmig, birinci dogal frekanslar hesaplanmistir. Calismalarda,
boyutsuz frekans degerleri farkl formulasyonlarla ifade edilmektedir. Benzer
problemlerin sonugclarini  karsilastirmali olarak veren asagidaki cizelgelerde,
boyutsuz frekans formilasyonu, referans calismadakine uygun sekilde hesaplara
dahil edilmis ve gizelge ismi icerisinde verilmistir. Kolon (1) eksenel uzama, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini iceren, kolon (2) ise tim bu etkileri
ihmal eden ¢dzUmun sonuclarini vermektedir. Hesaplarda 70 kiris elemani

kullaniimistir.

Sekil 5.5, degisken kesitli simetrik cubuga ait, tim etkilerin dahil edilmesi
durumunda elde edilen frekans degerlerinin kiris acisi ile degisimini gdéstermektedir.
Sinir sartl, ankastre-ankastre olarak secilmis, ilk bes mod igin boyutsuz frekans
degerleri hesaplanmistir. Grafikten de acikga gorllecedi Uzere, bazi agl
degerlerinde, iki ayri moda ait frekanslar birbirlerine ¢ok yakin degerler almaktadir.
Birinci ve ikinci moda ait egriler, 60° kiris acikhgi degderinde birbirlerine
yaklagmaktadirlar. Ayni durum, ikinci ve tGglncl mod egrilerinde, 10”de ; lglincl ve
dordiincl mod egrilerinde, 30° ve 110%de; dordlinci ve besinci mod egrilerinde, 50°-
60°'de gorilmektedir. Birbirine yakin frekanslarin, hemen oncesindeki aginin ilk mod
sekli ve hemen sonrasindaki aginin sonraki mod sekliyle aynidir. Farkli modlarda
yakin frekanslarin elde edildigi bu durum “mod gegisi” olarak adlandirilmaktadir [36].
Yuksekligin, kiris acikligina oranla az oldugu si§ ¢ubuklarda belirgin olarak ortaya

¢ikan bu durum, [35]'de detayli olarak ele alinmaktadir.
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Cizelge 5.1 : Surekli degisken kesitli simetrik gubugun dogal frekanslari (C=a)R2(,u/EIb)1’2), n=0.1ve n=0.2igin.

O 77=0.1 7=0.2
Ag (1) (2) (3) (4) () (1) (2) (3) (4) ()
10  431.10 |[2237.55 |887.33 [1693.54 |812.81 | [443.09 [2493.40 |903.37 [1793.89 |897.51
AA 20 [162.94 |557.23 [361.30 |512.20 [206.64 | [172.83 [620.95 |376.88 |[560.07 |229.43
30 [89.21 |246.08 |193.64 [236.77 |98.70 95.22 |274.22 |206.31 |261.45 |108.10
40 162.26 |137.19 |118.23 [134.27 [64.93 65.67 [152.88 [127.75 |148.84 [69.45
10  [285.57 |1431.60 |828.99 [1119.47 360.79 | |302.77 [1595.96 |857.03 |[1189.34 |400.37
ss 20 |94.00 |355.84 |290.98 [330.82 |99.99 100.71 |396.69 [312.01 |362.50 [108.92
30 |58.66 |156.64 |141.81 [151.54 |59.84 61.13 [174.62 [154.71 |167.55 |62.76
40 4951 [86.94 |82.01 |85.36  |49.93 50.42 [96.92 |90.22 [94.71  |50.99
10 [363.85 |[1822.21 |858.94 [1403.78 |576.24 | |385.23 [2051.10 |880.47 [1511.44 |658.99
SA 20 |128.95 [453.48 [327.33 |419.40 |149.59 | [140.77 |510.48 |[346.34 464.50 [169.56
30 |72.58 |200.02 |168.24 [193.02 |76.56 78.49 22520 |182.10 |215.63 |84.35
40 5449 |111.33 |100.24 [109.14 |55.56 57.43 [125.37 |109.98 [122.36 |59.03
10 [100.37 |[112.80 |102.96 [108.79 [112.79 | 97.14 [110.21 [100.25 [105.37 |110.21
ASr 20 |27.34 |28.25 |27.58 |27.99  [28.25 26.64 2761 [26.92 |27.29  |27.61
30 1241 1260 |12.46 [12.54 |12.60 1211 1231 1217 1225 [12.31
40 [7.06 7.12 7.07 7.10 7.12 6.89 6.96 6.91 6.93 6.96
10 |548.00 [813.59 [638.04 |605.58 |809.67 | |577.59 [912.59 |682.58 |643.79 |887.95
srsr| 20 [175.60 [202.72 |188.59 |185.15 |202.48 | |191.23 |227.40 [207.99 [203.36 |227.05
30 8346 |89.61 |86.67 8594 |89.52 9212 [100.53 [96.43 9542 |100.40
40 4799 |50.08 ]49.09 |48.87  |49.99 53.30 [56.13 |54.81 [54.50 |56.07
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12

Gizelge 5.2 : Siirekli degisken kesitli simetrik gubugun dogal frekanslari (c=wR*(1/EL)"?), n=0.3 ve n=0.4 igin.

O 7=0.3 O 7=0.4
Ag (1) (2) (3) (4) (5) (1) (2) (3) (4) (5)
10 453.95 [2805.79 [918.38 [1894.72|895.82 463.45 |3200.84 1932.40 [1993.75 [892.40
AA 20 |183.15 |698.75 [392.09 |614.51 |257.44 193.83 |797.13 1406.92 |676.94 [293.06
30 [102.01 |308.58 [219.48 |290.56 [119.81 109.69 |352.03 |233.07 [325.65 [134.88
40 169.74 [172.04 |138.14 |166.29 |75.20 74.64 |196.27 |149.46 |187.76 |82.77
10 [318.65 [1797.20 |883.32 [1258.211447.85 330.99 |2052.43 |907.41 [1322.96 |506.76
SS 20 |108.24 1446.70 [334.49 [398.58 [119.81 116.65 |510.12 |358.41 |439.87 [133.53
30 |64.09 |196.63 [169.36 |186.50 |66.44 67.69 (22453 [186.13 |209.37 [71.25
40 51.53 [109.13 ]99.80 105.94 |52.33 52.93 [124.61 111.19 [119.78 |54.12
10 405.78 [2332.39 [900.51 [1624.59(760.79 425.11 |2690.59 [919.00 |1741.85 |877.24
SA 20 |153.71 |580.54 [365.39 [516.79 [194.41 167.73 1669.75 |384.45 |578.21 [226.42
30 [85.49 |256.14 [196.90 [242.64 |94.28 93.81 29554 |212.66 [275.69 |107.37
40 161.09 [142.62 |120.88 |138.34 |63.58 65.73 [164.59 [133.09 |158.23 |69.77
10 193.76 [107.70 |97.56 101.70 [107.69 90.03 |105.20 |94.85 |97.53 105.19
ASr 20 [25.92 [26.98 |26.28 26.58 |26.98 25.18 126.35 25.63 |25.83 26.35
30 [11.81 [12.03 [11.89 11.95 [12.03 1151 |11.75 11.61 [11.65 11.75
40 16.73 6.80 6.75 6.77 6.80 6.56 6.64 6.60 6.61 6.64
10 1606.15 [1038.80 [731.05 [686.15 [909.66 628.52 [1205.91 [783.35 |735.22 |921.97
SrSr 20 |209.33 |258.87 |231.32 |224.96 |258.32 230.36 [300.55 |259.77 [250.95 |299.60
30 |102.57 |114.45 |108.54 |107.08 [114.27 115.42 |132.91 123.93 121.74 |132.61
40 59.86 63.92 162.00 61.54 163.83 68.14 [74.25 71.30 [70.58 74.10
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Sekil 5.5 : Degisken kesitli ankastre - ankastre simetrik gubugun ilk 5 moduna ait
boyutsuz frekans degerleri.
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Sekil 5.6 : Degdisken kesitli simetrik gubugun farkl sinir sartlarinda ilk moduna ait
frekans degerleri.
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Sekil 5.6, degisken kesitli simetrik cubukta, ilk mod frekansi igin ankastre-ankastre,
sabit-sabit, sabit-ankastre, ankastre-serbest ve serbest-serbest sinir sartlarinda elde
edilen frekans dederlerini karsilastirmaktadir. Her sinir sarti igin, klguk acilarda
yliksek olan frekans degerlerinin agi degeri arttikga diistigi gorilmektedir. 10°, 20°
ve 30%lerde, ankastre-ankastre ve serbest-serbest sinir sartlarinda diger sinir
sartlarina gore daha yiiksek frekans degerleri elde edilir. 40° civarinda, ankastre-
serbest disindaki sinir sartlarina ait degerler birbirlerine ¢ok yaklagsmakta, 40°
itibariyla  sabit-sabit ve ankastre-sabite ait frekanslar serbest-serbest
frekanslarindan yiiksek degerlere ulagsmaktadir. 230° derece civarinda, serbest-
serbest frekanslari tekrar sabit-sabit frekanslarindan yiksek degerlere sahip
olmaktadir. 300° kiris agikliginda ise, sabit-sabit ile ankastre-serbest ve ankastre-
sabit ile serbest-serbest sinir sartlarinda birbirlerine ¢ok yakin frekanslar elde

edilmigtir.

Auciello ve Rosa [26], dedisken kesitli ¢cember eksenli simetrik ¢ubuklarin
titregimlerini Rayleigh-Ritz (RR) ve hicre ayriklagtirma (cell discretization method-
CDM) yontemleri yardimiyla incelemigtir. Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve
dénme eylemsizligi etkilerini ihmal eden c¢alismada, geometri, (5.7) denkleminde
verilmektedir. Cizelge 5.3'te ankastre-ankastre ve sabit-sabit sinir kosullarina sahip
degisken kesitli simetrik gubuk icin, iki ydonteme de ait sonuglara yer verilmektedir.
Mevcut calismadaki etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde edilen frekans degerleri
(2) ile literaturdeki sonuglar oldukga yakindir. #=0.1 icin elde edilen degerler [26]
sonuglari ile uyumlu iken ve x=0.2 icin mevcut calisma ve literatir sonuglari
arasindaki fark artmaktadir. Burada sunulan ¢6ziim yontemi, kesitin degisim orani
kliglk olan degisken kesitli gubuklar icin gergek sonuclara daha yakin sonuglar

vermektedir.

Cizelge 5.3 : Ref. [26]'de simetrik gubuk icin elde edilen frekans degerlerinin mevcut

galisma ile karsilastirimasi (c=wR*(u/Ely)"?).
;I=01 I]=02
Kirig Bu calisma [26] Bu galisma [26]
Agisi (1) (2) R-R | CDM (1) (2) R-R | CDM

10 [431.10 |2237.55 |2034 |2138.3/443.09 |2493.40 |2069.8 |2263.8
20 |162.94 |557.23 |506.54 |532.59|172.83 |620.95 |515.48|563.93
30 |89.21 246.08 |223.7 |235.26|95.22 |274.22 |227.64|249.15
40 162.26 | 137.19 124.731131.2 |65.67 |152.88 126.94 | 139

10 [285.57 [1431.60 |1299 |1354.4|302.77 |1595.96 |1315.1|1416.1
20 |94.00 [355.84 |322.86|336.7 |100.71 |396.69 |326.88|352.08
30 |58.66 |156.64 142.15]148.25|61.13 |[174.62 |143.9 |155.05
40 |49.51 86.94 78.89 |82.31 |50.42 |96.92 79.875|86.105

AA

SS
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Liu ,Wu [42] ve Karami, Malekzadeh [43], simetrik geometriye sahip ¢ubuklarin ilk
dogal frekans degerlerini genellestiriimis diferansiyel kuadratir yontemini
(generalized quadrature method-DQM) kullanilarak elde etmistir. Calismada,
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve doénme eylemsizligi etkileri ihmal
edilmektedir. #=0.1 ve 0.2 igin elde edilen frekans degerleri, Cizelge 5.4’de bu

calismadaki sonuclarla karsilastirmali olarak verilmektedir.

Cizelge 5.4'de, cubuk geometrisi, referans [42]'de verilen asagidaki esitlie gore

hesaplara dahil edilmistir.

h(@)=1+n-2n¢ —¢,12<¢ <0,

(5.11)
h($) =1-n+2n¢ 0<p<g¢ /2

Mevcut calismadaki etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde edilen frekans degerleri
(2) ile referans [42] ve [43]'de elde edilen sonugclar oldukga uyumludur.

Cizelge 5.4 : Ref. [42] ve [43]'de simetrik cubuk igin elde edilen frekans degerlerinin
mevcut calisma ile karsilastiriimasi (c=@R*(W/EL)"?).

7=0.1 7=0.2
Kirig Bu Caligma Bu Calisma
Aosi () | 2 | AT @
10 |433.274 | 2146.611 | 2149.8 | 2149.8 | 447.275 | 2268.752 | 2275.4 | 2275.4
20 |161.363 |534.666 |535.45 | 535.45 | 168.864 | 565.164 | 566.81 | 566.82
AA| 30 |88.048 |236.172 |236.51|236.52|92.154 |249.699 |250.43 | 250.34
40 |61.677 |131.715 |131.9 |131.91|63.992 |139.303 |139.71|139.71
50 |50.841 |83.385 |83.5 |83.507|52.237 |88.222 |88.48 |88.48

10 |273.025|1355.272 | 1357.2|1357.2|277.324 | 1415.001 | 1419.1 | 14191
20 |89.697 |336.907 |337.38|337.89|91.224 |351.791 |352.79|352.8
SS| 30 |57.348 |148.337 |148.54|148.55|58.058 |154.916 |155.35|155.36
40 [49.234 |82.356 |82.47 |82.474|49.705 |86.028 |86.27 |86.274
50 |46.460 |51.835 |51.9 |[51.91 [46.895 |54.162 |54.317|54.317

[42] [43]

Gutierrez ve digerlerine [24] ait ¢alismada benzer hesaplamalar bulunmaktadir.

Etkilerin dahil edilmedigi calismada, cubuk geometrisine ait formulasyon,

h$) =1-2n¢ 14, ~4,12<$<0

(5.12)
h(g)=1+2n¢ ¢, 0<g<¢ /2

53



olarak verilmektedir. Kiris acisinin 10°, 20°, 30° ve 40° olmasi durumlarinda, #=0.1

ve 0.2 i¢in karsilastirmalar yapiimistir.

Cizelge 5.5 : Ref. [24]'de simetrik gubuk i¢in elde edilen frekans degerlerinin
mevcut calisma ile karsilastiriimasi (c=(pAJ/El)"? oR*®?).

n=0.1 7=0.2
Kiris Bu Calisma Bu Calisma
[24]
Agist) (1) (2) (1) (2)
10 |13.171 |65.315 |61.96 |13.597 |69.110 |63.05
20 |19.628 |65.073 |61.72 |20.550 |68.864 |62.81
30 [24.099 |64.674 |61.33 |25.237 |68.456 |62.41
40 |30.005 |64.123 |60.79 |31.144 |67.894 |61.87

10 |8.304 41.240 |39.57 |8.439 43.103 [40.06
20 [10.912 [41.007 |39.34 [11.105 [42.865 [39.83
30 |15.691 |40.624 |38.97 |15.888 |42.471 |39.45
40 ]23.942 (40.096 |38.45 |24.168 |41.929 |38.93

[24]

AA

SS

5.3.2. Spiral Eksenli Degisken Kesitli Simetrik Cubuklar

Sekil 5.7 : Spiral ve parabol eksenli cubukta geometrik buyuklikler.

Sekil 5.4(a)’da kesit degisimi gorilen egri eksenli simetrik cubugun eksen egrisinin
spiral olmasi durumunda frekans degerleri incelenmistir. Gutierrez ve digerlerine
[24] ait calismada kullanilan ve (5.12) esitliginde verilen, cubuk geometrisine ait

formulasyon kullaniimistir.

Egrilik yaricapi,

R,

cos¢

R =

(5.13)

seklinde tanimlanir.
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Yukarida verilen yontemle elde edilen frekans dederleri, Cizelge 5.6'da referans
calisma ile karsilastiriimaktadir. En ylksek hata orani, ankastre-ankastre mesnet
sartl igin gerceklesmektedir. Sabit-ankastre mesnet sartinda sonuglar oldukcga

uyumludur.

Cizelge 5.6 : Ref. [24] de spiral eksenli simetrik gubuk igin elde edilen frekans
degerlerinin mevcut galisma ile karsilastiriimasi
(c=(pAo/EL)"? wR?®?).

n=0.1 17=0.2
L(irig Bu Caligma [24] Bu Caligma [24]
gist] (1) (2) (1) (2)
10 [16.139 |65.225 |61.81 |16.766 |68.937 |62.89
AA 20 121903 [64.490 |61.1 23.020 |68.174 |62.17
30 |26.984 [63.275 [59.93 |28.159 |66.911 |60.99
40 [35.392 |61.591 |58.31 |36.437 |65.161 |59.35
10 [9.121 41.181 |39.47 |9.283 42.997 |39.96
ss 20 |12.267 [40.640 [38.08 |12.457 [42.441 |39.43
30 |19.541 [39.749 [36.08 [19.730 |41.525 |38.55
40 [31.368 |38.523 [36.88 |31.618 [40.263 |37.35
10 [12.554 [52.272 |52.00 [12.942 |54.932 |54.69
20 [16.493 |51.639 [51.45 |17.112 |54.278 |54.03
SA 30 |22.236 |50.593 [50.43 |22.808 |53.196 |53.06
40 [32.161 |49.149 [49.07 |32.652 [51.701 |51.61
50 |43.533 |47.326 [47.24 [44.644 |49.813 |49.8
60 [43.711 |45.149 [45.16 |45.829 |47.555 |47.66

5.3.3. Parabol Eksenli Degisken Kesitli Simetrik Cubuklar

Sekil 5.4(a)’daki kesit degisimine sahip parabol eksenli cubugun frekans degerleri
incelenmistir. Gutierrez ve digerlerine [24] ait calismada benzer problem
incelendiginden, (5.12) esitliginde verilen, ¢ubuk geometrisine ait formilasyon

kullanilmistir.

Egrilik yaricapl,

(5.14)

seklinde tanimlanir.

Cizelge 5.7'de, elde edilen frekans degerleri referans calismadaki degerlerle birlikte

verilmektedir. En yiksek hata orani spiral eksenli cubukta oldugu gibi, ankastre-
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ankastre mesnet sarti igin gerceklesmektedir. Ayni sekilde, sabit-ankastre mesnet

sartinda da sonuglar olduk¢a uyumludur.

Cizelge 5.7 : Ref. [24]'de parabol eksenli simetrik cubuk icin elde edilen frekans
degerlerinin mevcut calisma ile karsilastiriimasi
(c=(pAo/EL)"* wR?*®?).

n=0.1 7=0.2
L(irig Bu Caligma [24] Bu Calisma [24]
gist] (1) (2) (1) (2)
10 |16.080 |64.896 |61.49 |16.706 |68.593 [62.57
AA 20 [21.541 |63.188 |59.86 |22.642 |66.809 |60.91
30 [26.127 |60.390 |57.18 |27.253 |63.885 |58.20
40 |33.925 |56.578 |53.53 |34.884 |59.897 |54.51
10 9.082 40.975 [39.27 |9.243 42.785 |39.76
ss 20 [12.092 [39.825 |38.15 [12.281 [41.602 |38.63
30 [19.134 [37.949 [36.33 [19.318 [39.671 |36.80
40 |30.459 |35.410 |33.87 |30.703 |37.053 [34.32
10 [12.505 |[52.007 |51.76 [12.892 |54.657 |54.47
20 [16.227 |50.589 |50.43 |16.838 |53.185 |53.06
SA 30 |21.635 |48.270 |48.16 |22.182 |50.776 |50.75
40 |30.998 [45.121 |45.07 |31.457 |47.502 [47.58
50 [38.916 [41.240 [41.18 |40.406 [43.462 [43.54
60 [35.795 |36.755 |36.44 |37.637 |38.786 |38.67

5.3.4. Cember Eksenli Degisken Kesitli Asimetrik Cubuklar

Sekil 5.4(b)'deki egri eksenli asimetrik cubuk icin bes farkli sinir kogulunda ve dort
farkl kiris acisi icin dogal frekans degerleri hesaplanmistir. Sonuglar Cizelge 5.8 ve

Cizelge 5.9’da sunulmaktadir.

Tum sinir gartlarinda, kesitin deg@isimini gosteren » katsayisi arttikga, dogal frekans
degerleri de artmaktadir. Ancak ankastre-serbest sinir sartinda dusuk 7
degerlerinde frekans ylUksek iken, # arttikca frekans dusmektedir. Bunun nedeni,
ankastre mesnetin ince ugta olup, kalinlasan gubugun kitle etkisi olusturmasidir.
Yani, cubuk serbest uca dogru kalinlastikga, kitle artisinin etkisi, rijitlik artisindan

daha fazla olmaktadir.
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Gizelge 5.8 : Siirekli degisken kesitli asimetrik gubugun dogal frekanslari (c=wR*(t/EI)"?), n=0.1 ve 1=0.2 igin.

n=0.1 n=0.2
Act | (1) (2) (3) (4) (5) (1) (2) 3) (4) (5)
10 |419.29|2039.34 |871.66 | 1603.38 | 740.99 420.42 | 2056.62 | 873.16 | 1611.69 | 747.24
AA |20 155.11|512.17 |348.14 |476.61 | 190.62 156.65 | 520.72 |350.79 |483.47 | 193.65
30 |85.17 |228.07 |184.53|220.61 |92.79 86.45 |233.70 |187.46|225.69 |94.62
40 |60.29 |128.20 |112.35|125.81 |62.42 61.20 [132.36 |115.11]129.73 |63.57
10 |269.54|1304.61|802.13|1056.33 | 329.63 271.03 | 1315.66 | 804.67 | 1062.15 | 332.37
SS 20 |88.98 [327.02 |274.59|307.36 |93.67 89.95 |332.48 |277.80|311.87 |94.87
30 |57.07 |145.16 |133.12|141.09 |58.00 57.57 |148.75 |135.87|144.37 |58.57
40 |48.96 |81.24 |77.17 |79.94 |49.32 49.22 |83.87 |79.42 |82.45 |49.60
10 |343.82|1645.99|837.92|1310.52 |512.79| |345.70|1661.30|839.93|1319.00|518.30
SA 20 |119.94(413.40 |311.66|386.39 |135.74 121.69|420.99 |314.79|392.72 |138.35
30 |68.75 [184.00 |158.52|178.37 |71.78 69.95 |189.00 |161.63[182.96 |73.26
40 |52.83 |103.33 |94.33 |101.53 |53.67 53.60 |107.03 |97.09 |105.05 |54.53
10 [103.27|115.26 |105.52|111.82 |115.25 103.00 | 115.02 |105.27 |111.54 |115.02
ASr 20 |27.94 |28.81 28.14 |28.58 |28.81 27.82 |28.70 ]28.03 |28.46 |28.69
30 |12.64 |12.82 12.68 |12.77 12.82 12.56 |12.75 12.61 |12.70 12.74
40 |77 |7.23 7.18 |7.21 7.23 712|717 713 |7.16 717
10 |521.78|739.96 |600.69|573.33 |738.18 524.17 | 746.26 |604.04 |576.24 |744.37
SrSr 20 |164.20(185.94 |174.86|172.11 |185.76 166.38 | 189.08 |177.46|174.59 |188.89
30 |77.92 [82.87 |80.53 |79.94 |82.80 79.65 [84.96 8244 |81.82 |84.89
40 [44.99 |46.664 |45.89 |45.714 |46.626| |46.37 |48.21 [47.36 |47.16 [48.17
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Gizelge 5.9 : Siirekli degisken kesitli asimetrik gubugun dogal frekanslari (c=wR*(1/El)"?), =03 ve n=0.4igin.

7=0.3 7=0.4
Ag (1) (2) (3 (4) (5) (1) (2) (3) 4) (5)
10 421.52|2073.82 | 874.63|1619.88 | 753.47 422.61|2090.94 | 876.07 | 1627.95 | 759.67
AA 20 158.15|529.20 |353.34|490.22 | 196.66 159.62 | 537.60 |355.81|496.87 |199.65
30 87.70 [239.25 |190.28|230.68 |96.45 88.92 |244.75 |192.99|235.58 |98.26
40 62.10 [136.45 |117.76|133.57 |64.72 62.98 |140.48 |120.30(137.34 |65.86
10 272.50|1326.67 | 807.17 | 1067.89 | 335.08 273.94 | 1337.63 | 809.61 | 1073.54 | 337.79
ss 20 90.90 |337.90 |280.94|316.32 |96.06 91.84 |343.28 |284.00(320.70 |97.24
30 58.06 [152.29 |138.55|147.60 |59.14 58.55 |155.79 |141.17|150.77 |59.70
40 49.46 |86.47 |81.62 |84.91 49.88 49.70 (89.03 |83.76 |87.33 50.15
10 347.54 1 1676.56 | 841.90 | 1327.37 | 523.78 349.35|1691.76 | 843.83 | 1335.64 | 529.25
SA 20 123.40(428.52 |317.81|398.97 |140.94 125.09(435.99 |320.75|405.13 |143.53
30 7113 [193.94 |164.64|187.49 |74.73 7229 |198.83 |167.55(191.94 |76.21
40 54.35 |[110.67 |99.76 |108.51 |55.40 55.10 [114.27 [102.34|111.92 |56.26
10 102.73 [ 114.79 |105.04|111.26 |114.79 102.47 | 114.57 |104.81|110.99 |114.56
ASF 20 27.70 |28.59 |27.92 |28.35 |28.59 2759 (28.48 |27.81 |28.24 |28.48
30 12.49 |12.68 12.54 |112.63 12.68 12.43 |12.61 12.48 |12.56 12.61
40 7.07 713 7.08 7.1 713 7.02 7.08 7.04 7.06 7.08
10 526.53 | 752.56 |607.35(579.11 |750.55 528.86 | 758.85 |610.64 |581.96 |756.72
SrSr 20 168.53 | 192.21 |180.04 | 177.05 |192.01 170.66 | 195.34 |182.60|179.48 |195.13
30 81.36 [87.04 |84.33 |83.66 |86.95 83.05 |89.11 86.21 |85.50 |89.02
40 47.74 |49.75 |48.82 |48.60 |49.71 49.09 [51.29 50.27 |50.04 51.24

58



Kolon (1) ve (2), daha once ifade edildigi sekilde, tim etkilerin dahil edildigi ve ihmal
edildigi cozimleri gostermektedir. Sinir kosullari, yukaridaki Orneklere benzer
sekilde, ankastre-ankastre (A-A), sabit-sabit (S-S), sabit-ankastre (S-A), ankastre-
serbest (A-Sr) ve serbest-serbest (Sr-Sr) olarak secilmistir. 70 kiris elemani igin

hesaplamalar yapiimis, boyutsuz frekans formualasyonu tablo isminde verilmigtir.

Sekil 5.7’de gorulen grafik, degisken kesitli asimetrik gubuga ait, tim etkilerin dahil
edilmesi durumunda elde edilen frekans degerlerinin kiris acisi ile degisimini
gOstermektedir. Sinir sarti, ankastre-ankastre olarak secilmis, ilk bes mod igin
boyutsuz frekans degerleri hesaplanmigtir. Simetrik cubuktakine benzer olarak, bazi
ac¢l degerlerinde, iki ayri moda ait frekanslar birbirlerine ¢ok yakin degerler
almaktadir. Birinci ve ikinci moda ait egriler, 60°-70° kiris agikligi degerleri civarinda
birbirlerine yaklagsmaktadirlar. Ayni durum, ikinci ve Gglinci mod egrilerinde, 10%de ;
Uglincl ve dordlinct mod egrilerinde, 30°-40°, ve 110°-120”de; dordiincl ve besinci
mod egrilerinde, 60°-70°de gorlilmektedir. Frekanslarin birbirine yaklastigi agi
degerleri simetrik edri eksenli cubuk ile benzerlik gostermektedir. Yakin frekans
degerlerinin hemen oOncesindeki ve sonrasindaki, ilk ve sonraki mod sekilleri yer
degistirmektedir. Ornegin, 40° acikliktaki cubukta bulunan ilk mod sekli 80°
acikhktaki gubugun ikinci mod sekliyle aynidir. 40° agikliktaki gubukta elde edilen
ikinci mod sekli 80° agikliktaki birinci mod sekliyle aynidir. Mod gegisi burada da

g6zlenmektedir.

Sekil 5.8'deki grafik, dedisken kesitli asimetrik gubukta, ilk mod frekansi igin
ankastre-ankastre, sabit-sabit, sabit-ankastre, ankastre-serbest ve serbest-serbest
sinir sartlarinda elde edilen frekans degerlerini karsilastirmaktadir. Simetrik gubuk
icin cizilen grafie benzer olarak, her sinir sarti igin, kiigik acilarda yuksek olan
frekans dederlerinin agi degeri arttikca distigu goérlimektedir. Simetrik gubuktaki
gibi, 40° civarinda, ankastre-serbest digindaki sinir sartlarina ait degerler birbirlerine
cok yaklasmakta, serbest-serbest frekanslari, sabit-sabit ve sabit-ankastre’nin altina
dismekte, 210° derece civarinda ise, serbest-serbest frekanslari tekrar sabit-sabit
frekanslarindan yliksek degerlere sahip olmaktadir. 300° kiris agiklijinda ise, sabit-
sabit ile ankastre-serbest ve sabit-ankastre ile serbest-serbest sinir sartlarinda

birbirlerine ¢ok yakin frekanslar elde edilmigtir.
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Auciello ve Rosa [26], degisken kesitli ¢ember eksenli asimetrik cubuklarin
titresimlerini de simetrik geometriye benzer sekilde, Rayleigh-Ritz (RR) ve hicre
ayriklastirma (cell discretization method-CDM) yéntemleri yardimiyla incelemigtir.
Geometri, denklem (5.9)de verilen esitlik g6z 6nitne alinarak olusturulmustur.
Cizelge 5.10°da, ankastre-ankastre, sabit-sabit ve sabit-ankastre sinir kosullarina
sahip degisken kesitli asimetrik gubuk igin, iki yonteme de ait sonuglara yer

verilmektedir. #=0.1 icin elde edilen degerler [26] sonugclari ile uyumlu iken ve n=0.2

icin mevcut calisma ve literatlr sonuglari arasindaki fark artmaktadir.

Cizelge 5.10 : Ref. [26]'de asimetrik gubuk icin elde edilen frekans degerlerinin

mevcut calisma ile karsilastinimasi (c=@R*(t/EL)").
n=0.1 1n=0.2
Kiris Bu calisma [26] Bu ¢alisma [26]

Agisi| (1) ) RR CDM (1) () R-R CDM
10 [419.286 [2039.343 |1999.9 | 2000.5 | 420.418 | 2056.618 |1999.9 | 1990.1

20 [155.107 [512.174 |498.33 |499.44 | 156.649 | 520.721 |497.84 |495.6
AA 30 [85.172 |228.072 |220.06 |220.56 [86.450 |233.698 |219.8 |218.86
40 160.285 [128.204 |122.7 [122.97 |61.199 |132.360 |122.55|122.02
50 |50.081 |81.788 77.632 |77.81 |50.710 |85.056 77.54 |77.214
60 |45.211 |56.477 53.172 | 53.3 45.676 [59.148 53.108 | 52.893
10 [269.539 |1304.606 |1286.5 | 1287.8 | 271.032 | 1315.661 |1279.6 |1278.7
20 |88.978 [327.022 [319.09 |320.11 [89.946 |332.484 |318.27 |317.84

SS 30 |57.067 |145.162 |141.05[140.92 |57.568 [148.746 |139.92|139.91

40 ]48.965 |81.238 78.069 [ 78.22 [49.217 |83.875 77.638 | 77.66
50 [46.113 |51.533 49.124 [ 49.218 |46.242 |53.594 48.848 | 48.864

60 |34.157 |35.340 33.43 |33.484 |35.644 |37.013 33.229 | 33.361
10 [343.819 | 1645.985 |1637.5 | 1636.7 | 345.698 | 1661.304 | 1645.3 | 1641.2
20 [119.943 [413.401 |407.31 |407.32 | 121.689 |420.987 |409.37 |408.46
SA 30 |68.755 [184.002 |179.86 [179.67 |69.949 [188.999 [180.74 |180.19
40 |52.834 [103.332 |100.17 [100.01 |53.595 |107.027 |100.68 | 100.32
50 |46.733 |65.827 63.24 |63.152 |47.284 |68.734 63.568 | 63.366

60 [41.597 |45.370 43.151 [43.151 | 95.201 [47.748 43.388 | 43.311

Liu ,Wu [42] ve Karami, Malekzadeh [43] asimetrik geometriye sahip, degisken
kesitli cubuklarin ilk dogal frekans degerlerini genellestiriimis diferansiyel kuadratir
yontemi (generalized quadrature method-DQM) kullanilarak elde etmistir. Cubuk

geometrisi asagidaki esitlige gére hesaplanmigtir.
h(g) =1+n(2¢4-1) (5.15)

Ankastre-ankastre, sabit-sabit ve ankastre-serbest sinir kosullarinda farkh Kkirig

acilarinda hesaplamalar yapilmistir. Mevcut calismadaki etkilerin ihmal edilmesi
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durumunda elde edilen frekans degerleri (2) ile referans [42] ve [43]'de elde edilen

sonuglar olduk¢a uyumludur.

Cizelge 5.11 : Ref. [42] ve [43]'de asimetrik gubuk igin elde edilen frekans
degerlerinin mevcut calisma ile karsilastiriimasi

(c=wR* (W EI)").

n=0.1 7=0.2

Kiris Bu Calisma Bu Calisma
Agisi 1) 2) [42] [43] 1) 2) [42] [43]

10 [418.148 2022.358 | 2016.98 | 2016.98 | 418.130 | 2022.325 | 2001.81 | 2001.81
20 |153.541|503.645 |502.303|502.303|153.476|503.326 |498.526 | 498.526
30 |83.865 |222.381 |221.822 83.773 |222.002 |220.154

AA | 40 |59.344 |123.946 |123.669|123.67 |59.248 |123.561 |122.74 |122.74

50 149.423 |78.399 |78.2575 49.327 |78.027 | 77.669

60 |44.698 |53.676 |53.6075|53.6074|44.577 |53.323 |53.205 |53.21
80 |27.952 |29.143 20.1456 | 27.669 |28.836 | 28.927 |28.93

10 [268.035 | 1293.746 | 1290.49 | 1290.49 | 267.965 | 1293.749 | 1281.34 | 1281.34
20 |87.991 |321.582 |320.763|320.763|87.906 |321.399 |318.485|318.485

30 |56.543 |141.544 [141.2 56.453 |141.321 |140.195

SS | 40 |48.674 |78.543 |78.37 |78.3731|48.560 |78.314 |77.812 |77.812
50 |45.732 |49.400 [49.31 45.177 |48.957 48.957
60 |32.555 |33.589 |33.54 |33.5461|32.310 |33.377 |33.303 |33.303
80 [17.593 [17.920 17.9206 | 17.408 |17.734 17.789 [17.789

10 [101.396|112.846 |101.676|101.676|98.836 |109.703 |88.4809 | 88.4809
20 |26.842 |27.631 25.467 |25.4671|25.458 |26.168 |22.1631|22.1631

30 |11.895 [12.049 11.005 | 11.137
ASr| 40 |6.614 |6.662 6.415 |6.4152 |5.981 6.020 5.5839 |5.5839
50 |4.179 14.198 3.699 |3.714

60 |2.867 |2.876 2.887 |2.8875 |2.488 |2.494 2514 |2.514
80 |1.579 |1.582 1.6563 [1.6532 |1.322 1.324 1.4399 [1.4399

Gutierrez ve digerlerine [24] ait calismada asimetrik gubuklarin boyutsuz frekanslari,
polinom fonksiyonlari yaklasimi ve Ritz yontemi ile, ddnme eylemsizligi ve kayma

etkisi ihmal edilerek hesaplanmistir. Cubuk geometrisine ait formilasyon,
h(g)=1+n241¢, (5.16)

olarak verilmektedir. Mevcut ¢alismadaki etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde
edilen frekans degerleri (2) ile referans [24]'de, n=0.1 ve 0.2 i¢in elde edilen

sonuglar olduk¢a uyumludur.
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Cizelge 5.12 : Ref. [24]'de asimetrik cubuk icin elde edilen frekans degerlerinin
mevcut ¢alisma ile karsilastiriimasi (c=(pAo/Ely)"? oR*®?).

n=0.1 n=0.2
Kiris Bu Calisma [24] Bu Calisma [24]
Agist| (1) (2) (1) (2)
10 [12.741 61529 |60.92 |12.717 |61.154 [60.92
20 |[18.704 |61.292 [60.72 |18.641 |60.919 |60.66
AA 30 |22.989 [60.901 [60.33 |22.913 |60.530 |60.26
40 [28.934 |60.362 [59.8 28.866 |59.995 |59.73
50 |37.669 |59.682 [59.12 |37.614 |59.320 |59.05
60 [49.075 |58.872 [58.31 |49.007 |58.514 |58.24
10 [8.148 39.367 [39.19 [8.074 39.143 |38.98
20 |[10.708 |[39.140 [38.88 |10.635 |38.917 |38.78
ss 30 |[15.500 |38.766 |38.67 |15.437 |38.545 |38.36
40 [23.736 |38.253 |38.05 |23.663 |38.033 |37.84
50 |81.306 [37.607 [37.41 [34.350 |37.390 |37.2
60 |35.710 |36.840 |36.66 |35.465 |36.626 |36.44
10 [10.622 |50.108 [49.88 |10.792 [50.306 [50.12
20 [14.702 |49.879 [49.63 |14.951 |50.081 |49.88
SA 30 [18.829 [49.502 [49.31 |19.083 [49.710 |49.55
40 [25.673 [48.983 |48.82 [25.913 ]49.198 [49.07
50 |35.493 [48.330 [48.16 [35.768 |48.554 |48.41
60 |44.409 |47.552 |47.32 |44.884 |47.787 |47.58

5.3.5. Spiral Eksenli Degisken Kesitli Asimetrik Cubuklar

Sekil 5.4(b)deki egri eksenli asimetrik cubudun eksen egrisinin spiral olmasi
durumunda frekans degerleri incelenmistir. Gutierrez ve digerlerine [24] ait
calismada kullanilan ve (5.16) esitliginde verilen, gubuk geometrisine ait

formulasyon kullaniimistir.

Egrilik yancapi (5.13) esitliginde verilmigtir. Gizelge 5.13'de, elde edilen sonuglarin

referans ¢alismadaki sonugclarla oldukg¢a uyumlu oldugu gértlmektedir.

5.3.6. Parabol Eksenli Degisken Kesitli Asimetrik Gubuklar

Sekil 5.4(b)deki egri eksenli asimetrik cubugun eksen egrisinin parabol olmasi
durumunda yukaridaki yonteme gore hesaplanan frekans degerleri Gutierrez ve
digerlerine [24] ait calismada elde edilen sonuglarla karsilastiriimistir. Cubuk
geometrisi olarak, (5.16) esitliginde verilen, formulasyon kullaniimistir. Egrilik
yarigapi (5.14) esitliginde veriimektedir. Cizelge 5.14’de, tim etkilerin ihmal edilmesi
durumunda elde edilen sonuglarin referans ¢alismadaki sonuglarla oldukga uyumiu

oldugu gérulmektedir.
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Cizelge 5.13 : Ref. [24]'de spiral eksenli asimetrik gubuk igin elde edilen
frekans degerlerinin mevcut calisma ile karsilastiriimasi
(c=(pAJ/EL)"? wR*®?).

7=0.1 7=0.2
Kiris Bu Calisma [24] Bu Calisma [24]
Agist| (1) (2) (1) (2)
10 [15.468 [61.373 |60.79 [15.427 [60.999 |60.79
20 [20.749 |60.668 [60.13 [20.669 |60.298 |60.06
AA |30 [25.804 |59.503 |58.99 |25.726 |59.139  |58.92
40 |34.363 |57.890 |57.55 [34.302 |57.535 |57.41
50 |46.775 |55.848 |[55.57 [46.710 |55.505 |55.35
60 |51.607 |53.399 |[53.21 |51.298 |53.071 [52.92
10 [8.921 39.267 [39.09 [8.845  [39.044 |38.78
20 [12.044 [38.742 [38.57 [11.975 [38.521 |38.36
gg | 30 [19.327 [37.877 [37.73 |19.265 |37.660 |37.52
40 |31.052 [36.688 [36.55 [30.886 [36.477 [36.22
50 |34.436 [35.196 [35.1 [34.198 [34.991 [34.87
60 |32.930 [33.425 [33.22 [32.728 [33.229 |32.98
10 [11.855 49.014 [48.74 [11.529 |48.244 |48
20 [15.510 [48.406 |48.16 [15.107 |47.641 |47.41
Sa | 30 [21.359 147.402 47.15 |21.009 |46.646 146.39
40 |31.371 |46.018 |45.86 [31.026 |45.275 |45.07
50 |41.412 |44.272 |44.09 |40.613 |43.547 |43.26
60 |40.983 [42.190 [42.04 |40.274 |41.486 |41.18

Cizelge 5.14 : Ref. [24]'de parabol eksenli asimetrik gubuk icin elde edilen
frekans degerlerinin mevcut calisma ile karsilastiriimasi

7=0.1 7=0.2
Kiris Bu Calisma [24] Bu Calisma [24]
Agist| (1) (2) (1) (2)
10 [15.410 [61.060 |60.53 |15.369 [60.688 |60.46
20 [20.403 |59.431 [59.05 [20.324 |59.067 |58.85
AA | 30 [24.997 |56.764 |56.49 |24.921 |56.415 |56.21
40 |32.980 [53.135 |52.91 [32.920 [52.805 |52.65
50 |44.506 |48.648 [48.41 |44.413 |48.344 |40.08
60 |42.247 |43.447 [42.98 |41.991 [43.173 |42.70
10 [8.881 39.066 [38.88 [8.805 [36.845 |38.57
20 [11.872 [37.952 [37.73 [11.803 |[37.735 [37.52
sg | 30 [18.924 [36.136 [36.00 |18.862 |35.928 |35.77
40 [30.125 [33.680 [33.46 [29.900 [33.484 [33.22
50 |30.093 [30.670 [30.33 [29.897 [30.490 |30.06
60 |26.887 [27.218 [26.68 [26.725 [27.056 |26.38
10 [11.806 |48.763 |48.49 |[11.481 |47.997 |47.74
20 [15.260 [47.413 [47.15 [14.865 |46.665 |46.47
Sa | 30 [20.798 145208 |45.07 |20.465 [44.491 144.36
40 [30.251 |42.216 |42.14 [29.919 |41.542 |41.28
50 |36.688 [38.535 [38.26 [36.025 [37.915 [37.52
60 |33.494 [34.291 [33.70 [32.944 [33.735 |32.98
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6. EGRI EKSENLI GUBUKLARIN DUZLEM iGi YER DEGISTIRMELERINE
AIT ANALITIK GOZUMUNUN SONLU ELEMAN YONTEMINE UYARLANMASI

6.1. Sonlu Eleman Formiilasyonu

Sonlu elemanlar ydntemi, muhendisligin bircok alaninda uygulanan sayisal
ydntemlerden biridir. Teorik olarak, fiziksel bir sistemin matematiksel olarak ifade
edilmesidir. Sonlu elemanlar yonteminde yapi, davranisi daha dnce belirlenmis olan
elemanlara boélinir. Elemanlar, "nod" adi verilen noktalarda birlesmektedirler. Her
bir yapi sinifini modellemek igin farkli eleman tipleri olusturulur. iki boyutu, Gglinci
boyutunun yaninda ¢ok kii¢lk olan, ekseni ve normal kesitiyle tanimli olan elemana
kiris eleman adi verilir. Bu bolimde, egri eksenli gubuklarin statik davranisina ait
denklemlerden faydalanarak, egri eksenli c¢ubuklar igin bir sonlu eleman

formulasyonu olusturulacaktir.

Cubuk teorisinin w, u, £, olarak belirlenen dizlemsel ¢ubugun kendi dizlemindeki
yer degistirmesini ifade eden denklemler (3.31) esitliklerinde verilmektedir. Bu
¢bzimden faydalanarak, degisken egrilik yaricapli ve degisken kesitli cubuklar igin

bir sonlu eleman formulasyonu elde edilecektir.

Yapilan literatir taramasi, son zamanlarda yapilan c¢alismalarda kiris eleman
formulasyonlarinin, sekil fonksiyonlarina bagl olarak elde edildigini gostermektedir.
Sekil fonksiyonlari, yaklasik sonuglarin elde edilmesini saglar. Burada verilecek olan
formllasyon ise, kesin ¢b6zim ydnteminin uygulandigi, eksenel uzama, kayma

deformasyonu ve dénme eylemsizligini etkilerini igeren bir kiris eleman sunmaktadir.

Uzerine tekil kuvvet ve momentlerin etkidigi egri eksenli gubugun statik

problemlerine ait genel ¢ézim,

Y(#) =Y(4.4,)Y, (6.1)

olarak elde dilmisti. Bu denklem aglk olarak,
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w ] [Ya Yo Y Yu Y Y |[ W, ]
u Ya Yo Y Yo Yu Yy || U
Q, _ 0 0 Yy Yy Yy Yy || (6.2)
M, 0 0 0 Yy, Yy Y|l Mg
F 0 0 0 0 Y. Yill K
(Rl 10 0 0 0 Yy Y]l Fol

seklinde ifade edilir. Baslangic dederleri bilindiginde, yer degistirmeler, donme
acllar, i¢ kuvvet ve momentler analitik olarak hesaplanabilir. Esitligin ¢ozimu (4.29)

denklemlerinde verilmektedir.

Sabit ya da degisken kesit alanina sahip gubuk, elemanlara ayrilarak, her eleman
icin asal matris hesaplanacak ve asagida verilen sonlu eleman teorisi ile ¢bziime

ulasilacaktir.

Esitlik (6.2)'de verilen matris alt matrislere ayrilarak incelendiginde,

(R

esitligi yazilabilir. Burada yer degigtirme ,

w W,
X=|u Xy =| Uy (6.4)
Qb Qbo
ve kuvvet
M b M b0
F = F’[ FO = |:tO (6'5)
Fn I:nO

bilesenlerinden olusan vektoérler elde edilir. “0” alt indisi baslangi¢ degerlerini belirtir.

Ayrica,
Yu Yo Y Y Y5 Yy
A= Y21 Y22 Y23 B= Y24 Y25 Y26
Y31 Ysz Y33 Y34 Yss Y36
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Y41 Y42 Y43 Y44 Y45 Y46
C= Y51 Y52 Ysa D= Y54 Y55 Yse
Y61 Yez Y63 Ye4 Y65 Y66 (6.6)

yardimci matrisleri tarif edilmektedir.

Burada, kesit tesirlerinin kabul edilen pozitif yonleri énemli bir konudur. Mevcut

calismada verilen teoride kullanilan isaret anlasmasi Sekil 6.1'de gorilmektedir.

Sekil 6.1 : Cubuklarin analitik formulasyonunda kullanilan pozitif yon anlagmasi.

Yer degistirme buyuklUklerinin pozitif yonleri, analitik formllasyonda ve sonlu
elemanlar yonteminde ayni yonler olarak kabul edilmektedir. Burada verilen teoride
kullanilan isaret anlasmasi Sekil 6.1'de verilmektedir. Cubuklarin analitik
formullasyonundan elde edilen ¢déziime goére, A ucuna ait yer degistirme ve kuvvet
buyudkliklerini, bu gubuga ait ¢6ziimden elde edilen Y rijitlik matrisi ile ¢arparak, B

ucuna ait buyukltkler elde edilmektedir.

Sonlu eleman analizinde ise, Sekil 6.2’de verilen isaret anlagsmasi kullaniimaktadir.

Buna gore, cubuk ekseni Gzerinde hep ayni yonlerde etkiyen buyukllkler esas alinir.
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Sekil 6.2 : Cubuklarin sonlu eleman ve matris yontemleri formilasyonunda
kullanilan pozitif yén anlagsmasi.

Analitik calismadaki formilasyonda verilen,

e ol o

esitliginde, sonlu eleman formilasyonu igin kullanilan isaret anlasmasi uyarinca,

X A Bl X,
_ (6.8)
Fs C Di|l—-F,
olmasi gerektigi aciktir. Burada, Fa vektorinin énindeki negatif isaret, matris igine

atilabilir. Boylece,

X A -B|| X,
- (6.9)
Fs C -Dj|F,
ifadesi elde edilir. Sonlu eleman formilasyonunun temelini olusturan,

F=KX (6.10)

esitligidir. Burada, F kuvvet vektord, K rijitik matrisi, X ise yer degistirme

vektorudur.
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(6.9) denklemi acilirsa,
Xz =AX,-BF,
Fs, =CX,-DF,

(6.11)

elde edilir. Denklemler kuvvet ve yer degistirme ifadeleri esitligin iki ayri tarafina
alinarak diizenlendiginde,

BF, =AX, - X,
DF, +F, =CX, (6.12)

elde edilir. Matris olarak,

o 1l lle ol o

yazilabilir. Burada “I” birim vektort ve “O” sifir vektoriini ifade eder. Boylece;

EFe e ol

denklemine ulasilir. Burada, egri eksenli kiris elemana ait rijitlik matrisi,

B O] TA -1 [K, K,
K= = (6.15)
D 1 c O K, K,
olarak alindiginda (6.10) esitligi elde edilmektedir. Bdylece, her bir eleman igin

F® = K*® X® denklemi olugturulabilir. Burada “e” Ust indisi rijitik matrisinin hangi

elemana ait oldugunu gostermektedir. Ornegin, A, B, C noktalari elemanlarin sinir

noktalari olmak Uzere, iki elemandan olusan bir gcubuk i¢in denklemler,

1 no’lu elemanda,

FBl Ké Ki XB (6.16)

2 no’lu elemanda,
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il
Fe.| |K3 Ki||Xc

seklinde ifade edilir. Alt indislerde verilen, A, B, C harfleri, nodlari; rakamlar ise
elemanlari gdéstermektedir. Eleman sinirlarinda, etki tepki prensibi geregince,
kuvvetler birbirine esit olacaktir. Sekil 6.3, eleman Uzerindeki kuvvet dengesini
sembolik olarak gostermektedir. Bu sekilde, n adet eleman kullanilan bir sistem

disunuldiginde kuvvet dengesi geregince,

Fu=—Fg Fay =—Fe, (6.18)
esitlikleri elde edilecektir.
Fa1 Fg1 Fg2 Feq
—p > > —>
A B B C

Sekil 6.3 : Eleman Uzerindeki kuvvet dengesi.

6x6 buyukligundeki K matrisleri tim elemanlar igin bir araya getirilerek global rijitlik
matrisi olusturulur. Rijitlik matrisinin  komgu elemanlarin ortak nodlarina ait

elemanlari toplandidinda,

K K} 0 0

K, K!+K? K2 0
ko | O K2 KI+K:P K

0 0 K:  K3+K!

(6.19)

seklinde diyagonal bir matris elde edilir. Sisteme etkiyen dis yukler vektorl ise,

nodlara etkiyen dis yuklerin olusturdugu vektérdir ve,

F' :[MbA’ Far Foas My, Fgy Figs My, Ry Fie ] (6.20)
seklinde ifade edilir. Yerdegistirmeler vektort ise,
X" =[W,, Uy, Qupy Wg, Ug, Qs We, Ug, Qe o] (6.21)

olarak bilinmektedir.
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Bdylece, her digum noktasinda U¢ serbestlik derecesine sahip, eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligini iceren bir sonlu eleman formulasyonu

elde edilmektedir.

6.2. Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Yukarida verilen sonlu eleman formilasyonu kullanilarak, farkli geometriler igin,
cesitli yikleme ve sinir sartlarina sahip problemler ¢oézilmustir. K rijitik matrisi
Matlab programinda hesaplanmis, matriste yer alan integral hesaplarinda Simpson

yontemi kullaniimistir.

Asagida, literatlirdeki farkli geometriler icin yapilan sayisal 6rnekler sunulmus,

burada verilen sonlu eleman formilasyonu ¢ézimleri ile kargilastirmalar yapilmistir.

6.2.1. Ankastre-Serbest Sinir Sartlarinda, U¢ Noktadan Etkiyen F, Tekil
Yiikiini Tasilyan Cember Eksenli Cubuk

Sekilde verilen, 90° kiris acikligina sahip, sabit kesitli, gember eksenli gubugun, ug
noktasindan etkiyen F, = 1000 N bulylkligindeki kuvvetin etkisi altindaki davranisi

incelenmistir. Kirise ait geometrik buyukltkler,

R=1m E =2.1x10" N/m?
h=0.03m v=0.3
b=0.04m

olarak alinmistir.

Normal, tedetsel yer degistirmeler ve dénme acisi Cizelge 6.1°de analitik sonuglarla
karsilastirimaktadir. Ayrica, 60°, 120°, 180%lik egri eksenli gubuklara ait sonuglar
da, ayni tabloda verilmektedir. n=2 elemanla elde edilen sonlu eleman sonuglari ile

analitik sonuglar birebir aynidir.

Sekil 6.4 : Ug noktadan tekil kuvvet etkiyen ankastre-serbest ¢cubuk.
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Cizelge 6.1 : Ankastre-serbest cubuk i¢in dis yuk altinda sonlu eleman ve
analitik sonuglarin karsilastiriimasi.

B“(‘g?z'%ma Analitik Yéntem
W (m -0,00576 20,00576
(m)
¢=60° u (m) 0,01416 0,01416
2 (rad) 20.02412 20.02412
W (m 0.02304 0.02304
(m)
#=90° | u (m) 0.03620 0.0362
2 (rad) 0.04825 0.04825
W (m 20,05184 20.05184
(m)
#=120° | u(m) 0.05824 0.05824
2 (rad) 20.07237 2007237
W (m 20,09215 20.09215
(m)
4=180° | u(m) 0.07240 0,07240
2 (rad) -0,09650 20,09650

90° kiris acikligina sahip gubuk igin analitik yonteme ait sonuglar Tifekgi ve Arpaci

[9a ait calismada elde edilmektedir.

6.2.2. Ankastre-Kayar Ankastre Sinir Sartlarinda, U¢ Noktadan Etkiyen F,
Tekil Yiikiinii Tagiyan Cember Eksenli Cubuk

Z

Sekil 6.5 : Ug noktadan tekil kuvvet etkiyen ankastre-kayar ankastre gubuk.

Sekil 6.5’de verilen, sabit kesitli, gember eksenli gubuk bir ucundan ankastre olarak,
diger ucundan ise normal dogrultuda yer degistirmeye izin verecek sekilde kayar
ankastre mesnetlenmistir. Cubuk, dikdortgen kesitli olup, ¢ubuga ait &zellikler

asagidaki gibi verilmektedir.
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R =100 cm G = 4 x10°kg/cm?
h=2cm E = 10.5 x10° kg/cm?
R/h =50 ko = 5/6

Gubugun, kayar ankastrenin bulundugu ug¢ noktasindan etkiyen F, = 1000 N
blayukligindeki kuvvetin etkisi altindaki davranisi incelenmektedir. Normal yer
degistirmeler Cizelge 6.2'de analitik sonuglarla karsilastirimaktadir. 10° ve 180°
arasinda, farkh kiris acikliklarina sahip egri eksenli cubuklar igin elde edilen

sonuglar, literatirde yapilan benzer calismalarla birlikte veriimektedir.

Saffari ve digerlerine ait olan [18] calismada ayni problem, benzer sekilde sonlu
elemanlar ydéntemi kullanilarak ¢6zilmis, eleman formilasyonu trigonometrik
fonksiyonlarla ifade edilmigtir. Tek eleman kullanilarak ¢ézime ulasilabilmektedir.
Raveendranath ve digerlerine ait olan [47] ¢alismada, normal ve radyal yer
degistirmeler kubik fonksiyonlarla ifade edilerek iki digim noktasina ve alti
serbestlik derecesine sahip sonlu eleman formilasyonu elde edilmistir. Bu
galismada verilen yontem kullanilarak, n=2 eleman ile elde edilen sonlu eleman

sonuglari, literatlirde elde edilen sonuglar ile oldukga uyumludur.

Cizelge 6.2 : Sekil 6.5’te verilen ankastre-kayici ankastre gubugun B ucunun
(dusey) yer degistirmesinin (cm) sonlu eleman ve analitik
sonuglarin karsilastiriilmasi.

e | om | wn [Pegle
10 0.00419 0.00419 0.00416
20 0.0077 0.0077 0.00766
30 0.01423 0.0141 0.01416
40 0.02876 0.0286 0.02866
50 0.054 0.054 0.05389
60 0.09316 0.093 0.09301
70 0.14995 0.1485 0.14977
80 0.2288 0.2275 0.22862
90 0.3351 0.3345 0.33487
100 0.4752 0.4745 0.47493
120 0.8898 0.8892 0.88945
140 1.5589 1.5565 1.55844
160 2.6138 2.6078 2.61324
180 4.2539 4.24 4.25321
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6.2.3. Orta Noktadan Etkiyen Tekil Yiki Tasiyan 120%lik Cember Eksenli
Cubuk

Sekil 6.6’da verilen, 120° kiris acikligina sahip, sabit kesitli, cember eksenli
cubugun, orta noktasindan etkiyen, F, = 1000 N, F; = 1000 N ve My = 1000 Nm
blyukligindeki normal kuvvet, tegetsel kuvvet ve egilme momenti etkisindeki yer

degistirmeleri hesaplanmistir. n=2 eleman igin ¢éztUmler elde edilmigtir.

|
i
Sekil 6.7 : Orta noktasindan tekil ylkler etkiyen ankastre-ankastre mesnetli gubuk.

Litewka ve Rakowski [11]'ya ait calismada, sekil fonksiyonlari kullanilarak, bir sonlu
eleman formilasyonu olusturulmustur. Alti serbestlik derecesine sahip eleman,
eksenel uzama ve kayma deformasyonu etkilerini icermektir. Egri eksenli ¢ubuk,

dikdortgen kesitli olup, gubuga ait 6zellikler asagidaki gibi verilmektedir.

R=4m dr=2n/3 k, = 5/6
h=0.6m E = 3x10"° N/m?
b=04m v=0.17
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Cizelge 6.3, cubugun tepe noktasindan uygulanan cesitli tekil dis yikler altinda
ortaya ¢ikan yer degdistirme ve donme degerlerini kiris agisina ve egrilik yaricapina
bagl olarak vermektedir. Ankastre-ankastre ve sabit-sabit mesnet kosullar igin
hesaplamalar yapiimistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglar, Litewka ve Rakowski

[11] ve Tifekgi ve Arpaci [9]'da elde edilen sonuglarla birlikte verilmektedir.

Cizelge 6.3 : 120°lik gubuk igin dis yikler altinda sonlu eleman ve analitik
sonuglarin kargilastiriimasi.

x107° Bu calisma

[11] [50] [9] (SEY)

= U 0.3047 0.2536 0.280916 0.280823
______ Ry

W 0.2884 0.27346 0.28831 0.288296
E | R

""" Q, -0.8064 -0.80496 -0.806359 -0.806394
¢r

Wo -0.2016 -0.2012 -0.20159 -0.201590
N

| 9 1.3613 1.3396 1.36129 1.361308
&

E Uy 0.2488 0.22048 0.248781 0.248659
Ré

FZVT; 0.1252 0.11289 0.12522 0.125177

I oW -0.3796 -0.3642 -0.3796417 | -0.379693
&

Wy -0.0949 -0.0910 -0.09491 -0.094919
(ﬁ. i

Ty 1.0824 1.0373 1.08224 1.082268
&

Benzer problem Wu ve Chiang [50]'de de incelenmistir. Yine bir sonlu eleman
formulasyonu olusturularak ¢ézime gidilmis ve bu calismada elde edilen degerlere

cok yakin yer degistirme degerleri elde edilmistir.

Egri eksenli gubuklarin dizlem ici yer dedistirmelerine ait analitik ¢6zimUnin sonlu
eleman ydntemine uyarlanmasi oldukga basarili, kesin analitik ¢ézimden elde

edilen degerlerle eslesen sonuglar vermektedir.

75



6.2.4. Uc¢ Noktadan Etkiyen Tekil Yiikii Tasiyan Neredeyse Diiz Cubuk

Sekil 6.8'de verilen ¢ok buyuk edrilik yaricapina sahip, neredeyse duz olarak
tanimlanabilecek cubuga ait yerdegistirmeler, egri eksenli gubuk igin gelistirilen

sonlu eleman kullanilarak incelenmigtir. Cubuk, u¢ noktadan uygulanan F normal

kuvveti etkisindedir. &= s/L orani gubuk Uzerinde, yer degistirmeleri hesaplanan,

farkli noktalari tanimlamaktadir. Cubuga ait geometrik 6zellikler asagida

verilmektedir.

L =10 in (=254 mm) R = 10000 in (=254 m) kn = 5/6
h =0.01in (=0.254 mm) E =107 Ibf/in? (=7031x10” N/m?)
b=1in(=25.4 mm) v=0.3
F
y
R
- L -

Sekil 6.8 : Uc noktadan tekil kuvvet etkiyen neredeyse diiz cubuk.

Neredeyse diz gubuk icin elde edilen yer degistirme degerleri, literatiirde yapilan
benzer calismalarla karsilastirimaktadir. Cizelge 6.4'te, Tlfekcgi ve Arpaci [9] ile
Raveendranath ve digerleri [47]'ne ait sonuglar verilmigtir. Analitik sonuglarin burada
verilen sonlu eleman formilasyonuna ait sonuglarla olduk¢a uyumlu oldugu

gorulmektedir.

Cizelge 6.4 : Neredeyse diiz ¢gubuk igin sonlu eleman ve analitik sonuglarin
karsilastiriimasi.

[9] [47] Bu ¢alisma (SEY)
€=s/L w ux10® | Qx10* | ux10® | Qyx10° W ux10® | Qyx10*
(in) (in) (rad) (in) (rad) (in) (in) (rad)
1 0.14902 | 0.4 0.6 0.3999 | 0.5999 | 0.15 0.4 0.6

0.75 | 0.06855 | 0.253 0.5625 | 0.2531 | 0.5625 | 0.06855 | 0.25312 | 0.5625

0.5 0.02178 | 0.125 0.45 0.125 0.45 0.02188 | 0.125 0.45

0.25 | 0.00283 | 0.03438 | 0.2625 | 0.03438 | 0.2625 | 0.00293 | 0.03438 | 0.2625

0 0 0 0 0 0 0 0 0
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6.2.5. Serbest Ucundan Etkiyen Tekil Yiikii Tagiyan Spiral Eksenli, Degisken
Kesitli, Ankastre-Serbest Cubuk

Bu oOrnekte, spiral geometriye sahip egri eksenli cubuklarin statik problemleri

incelenmis, sonlu eleman yontemi uygulanarak ¢ézime ulasiimistir.
Sekil 6.8'de gosterilen spiral egri eksenli cubugun kesit alani dikdértgen olup, kesit
genisligi egri boyunca sabittir. Egrilik yaricapi, kesit ylksekligi ve kesit alani asagida

verilen ifadelere bagl olarak degisir.

R =R,(1- u6)
A=A 1-a®)’ (6.22)
I, =1,0-a®)"

Burada, R , A ve |, sirasiyla herhangi bir 6 agisal koordinatindaki gubuk egrilik
yarigapini, kesit alanini ve binormal eksene gore eylemsizlik momentini; Ro, A, ve
Ino ise 6=0° agisal koordinatindaki gubuk egrilik yarigapi, kesit alani ve binormal
eksene gore eylemsizlik momenti degerlerini temsil etmektedir. y, spiral geometriye

ait sabit bir katsayi, ® = 6/ ise normallestiriimis agi blyUkligudur.

Spiral gubugun, Sekil 6.9'da gosterilen, herhangi bir (x,y) koordinatindaki R egrilik
yarigapi asagidaki sekilde hesaplanir [3].
1 d?y/dx?

R (L+(dy/dx)?)* (6:23)

Ro | X

Sekil 6.9 : Spiral eksenli cubuga ait geometrik buyuklukler.

x ve y koordinatlari, 6 agisal koordinatina bagli olarak ifade edilebilir.
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x=R, (- ub) coséd

. (6.24)
y=R, (- ub)sind
Tlrevler hesaplandiginda x'=0x/06 ve y' =0y /06 gostermek lizere,
dy _oyoo_oy 1 _y (6.25)
dx o060 ox 06 X X
00
dy ddy_ 0 1oy 1 0y 10y Lyx-xy
dx* dxdx 06 OX ox” X 90 ox X o6 x’ X x?
06 06
d 2y y"X _ Xlry
= 6.26
dx? X" (6.26)
(6.25) ve (6.26) esitlikleri (6.23) esitliginde yerine konursa,
d 2 y y!!X! _ Xnyf
1 % T yxXexy
Bl =— =— 7 (6.27)

R (1+(ﬂ)2)3/2 (1+y7’2)3/2 (x*+y")
dX X/2

elde edilir.

Sekil 6.10 : Herhangi bir edri eksenli gubuga ait acisal buyukltkler.
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Sekil 6.10'da herhangi bir egri eksenli cubugda ait acgilar gdsteriimektedir. Spiral
eksenli gubug@a, yukarida verilen sonlu eleman formulasyonunu uygulayabilmek igin,
® acgisal buydkliginin 6 cinsinden ifade edilebilmesi gerekmektedir. @ agisi,
herhangi bir noktada edriye cizilen normal dogrultudaki vektorin, referans
dogrultusu ile yaptigi agi olmak lzere,

dy
tang =—
¢ dx

oy
¢=atan(ﬂj:atan 99 | _ atan co_se—ysme—yeco_se (6.28)
dx OX —sin@— 1 cosf+ uhsin @
0

olarak hesaplanabilir. A ve B ug¢ noktalarina ait, ®4 ve ®g acilari asagidaki sekilde

hesaplanir ve sonlu eleman formulasyonuna dahil edilir.

cosé, — using, — ubcoso,
—-siné, — pcosé, + ufsin g,

0,=90° = ¢, = atan( j = 0,82208

COS G, — usinbd, — udcosd,
—sinég, — pcosd, + pfsin b,

6,=0"= ¢ = atan[ Jz -1,1903 (6.29)

Statik davranisi incelenecek olan spiral cubu@a ait malzeme 6zellikleri ve geometrik
Ozellikler asagida verilmektedir. Cubuk kesiti dikdortgen olup, kiris agisi 6=90°
alinarak hesaplara dahil edilmigtir. h ylksekligi a katsayisina bagh olarak kesit

boyunca degismekte iken ¢cubuk genisligi b sabit kalir.

Ro=1m E = 2x10"° N/m?
A, =0.01 m? v=0.15
lyo = 8.333x10°® m* k, = 5/6

Spiral cubugun geometrisini belirleyen (6.22) esitliginde; yu egdrilik yaricapini, a kesit
degisimini belirleyen sabit katsayilardir. y = 0.0 ve 0.2 degerini almasi durumunda,
a = 0.2 ve 0.4 degerleri igin hesaplamalar yapilacaktir. 4 = 0.0 olmasi durumu
cember eksenli cubugu ifade eder. Sekil 6.10'de y = 0.2 olmasi durumunda elde

edilen iki farkli spiral geometrisi verilmektedir.
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(b)
Sekil 6.11 : Kullanilan spiral geometriler,
(a) py=0.2 ve 0=0.2
(b) u=0.2 ve 0=0.4.
Yukarida verilen sonlu eleman formilasyonu ile, 90° kiris agisina sahip, spiral
eksenli ankastre-serbest gubuklarin yer degistirmeleri hesaplanmistir. Spiral gubuga
u¢ noktasindan, normal eksen dogrultusunda F=1000N buytkliginde tekil kuvvet

etkimektedir.

Egri eksenli gubuklarin dizlem ici yer degistirmelerine ait analitik ¢dzimnin sonlu
eleman yontemine uyarlanmasi oldukga basarili, gergek ¢d6zim sonugclariyla eslesen
sonuglar vermektedir. Spiral eksenli gubukta, y = 0.0 iken yani ¢ember eksenli
cubuk g6z 6ndne alindiginda, elde edilen sonuglar analitik sonuglarla oldukga
uyumludur. u = 0.2 olmasi durumunda, egrilik degisken olmakta ve iki yontemin
sonuglari arasindaki uyumun iyi oldugu soylenebilir. Kiris acisinin 9 farkli degerinde
sonuglari gézlemleyebilmek i¢in, sonlu eleman ¢6zimu 9 eleman kullanilarak elde

edilmigtir.
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Cizelge 6.5 : Spiral geometriye sahip gubuga ait sonlu eleman ve analitik sonuglarin karsilastirimasi, y=0.0 ve ¢ =0.0, 0.2, 0.4.

a Yer degistirme Kiris agis!
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

W (cm) 0.30017 | 0.2228 | 0.15656 | 0.10266 | 0.0614 | 0.03223 | 0.01379 | 0.00405 4.362x10" | 0
0 u (cm) 0.47169 | 0.41299 | 0.34486 | 0.27215 | 0.19846 | 0.12446 | 0.0463 | -0.04431 -0.15748 0
2 2, x10° (rad) 6.00024 | 5.90908 | 5.63838 | 5.19636 | 4.59645 | 3.85688 | 3.00012 2.0522 1.04193 0
.g W (cm) 0.17054 | 0.12459 | 0.08606 | 0.05542 | 0.03252 | 0.01673 0.007 0.00199 1.941x10" | 0
: 0.2 u (cm) 0.28267 | 0.24275 | 0.19829 | 0.15271 | 0.10802 | 0.06369 0.016 -0.04135 -0.11493 0
'S.. 2, x10° (rad) 3.78568 | 3.6997 | 3.46329 | 3.10804 | 2.66405 | 2.15933 | 1.61941 1.06695 0.521625 0
;g W (cm) 0.10544 | 0.0759 | 0.05161 0.0327 | 0.01887 | 0.00954 | 0.00391 0.00108 9.312x10° | 0
- 0.4 U (cm) 0.18334 | 0.15456 | 0.12364 | 0.0931 0.06397 | 0.03525 | 0.00363 | -0.03569 -0.08718 0
2, x10° (rad) 2.57949 | 2.49829 | 2.29077 | 2.00183 | 1.66604 | 1.3097 | 0.95264 | 0.60914 0.28935 0
W (cm) 0.30045 | 0.22292 | 0.15658 | 0.10262 | 0.06134 | 0.03218 | 0.01376 | 0.00404 0.00044 0
0 u (cm) 0.47273 | 0.41382 | 0.34551 | 0.27293 | 0.20119 | 0.13505 | 0.07879 | -0.03593 -0.00912 0
- 2, x10 (rad) 6.00024 | 5.90908 | 5.63838 | 5.19636 | 4.59645 | 3.85688 | 3.00012 | 2.05220 1.04193 0
i W (cm) 0.17104 | 0.12492 | 0.08626 | 0.05552 | 0.03257 | 0.01676 | 0.00702 | 0.00201 0.00020 0
g 0.2 u (cm) 0.28384 | 0.24373 | 0.19909 | 0.15361 | 0.11050 | 0.07236 | 0.04119 | -0.01835 -0.00457 0
—f 2, x10° (rad) 3.78778 | 3.70063 | 3.46337 | 3.10755 | 2.66323 | 2.15841 | 1.61854 | 1.06627 0.52125 0
g W (cm) 0.10585 | 0.07616 | 0.05177 | 0.03279 | 0.01892 | 0.00957 | 0.00393 | 0.00110 0.00010 0
0.4 U (cm) 0.18433 | 0.15536 | 0.12429 | 0.09384 | 0.06606 | 0.04235 | 0.02363 | -0.01033 -0.00253 0
2, x10° (rad) 258002 | 2.49677 | 2.28820 | 1.99889 | 1.66318 | 1.30725 | 0.95070 | 0.60782 0.28870 0
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Cizelge 6.6 : Spiral geometriye sahip gubuga ait sonlu eleman ve analitik sonuglarin karsilastirimasi, y=0.2 ve ¢ =0.0, 0.2, 0.4.

a | Yer degistirme Kirig agis|
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
W (cm) 0.19 0.1372 | 0.09365 | 0.05956 | 0.03451 | 0.01752 | 0.00723 | 0.00203 | 1.918x10™*| 0
0 u (cm) 0.31542 | 0.26565 | 0.21285 | 0.16071 | 0.11112 | 0.06304 | 0.0121 |-0.04814 | -0.12291 0
§ 2,x10° (rad) | 4.56325 | 4.47162 | 4.21192 | 3.80982 | 3.2936 | 2.6927 | 2.03636 | 1.35242 | 0.666261 | 0
§ W (cm) 0.10993 | 0.0779 | 0.0521 | 0.03244 | 0.01839 | 0.00912 | 0.00366 |9.88 x10™|7.912x10°| 0
i 0.2 u (cm) 0.19336 | 0.15927 | 0.12438 | 0.09126 | 0.06072 | 0.03124 |-9.7x10™ | -0.04057 | -0.090792 | 0
e 2,x10° (rad) | 2.94581 | 2.85936 | 2.63248 | 2.30919 | 1.92698 | 1.51674 | 1.10296 | 0.70419 | 0.333677 | O
:'é W (cm) 0.06905 | 0.04807 | 0.03156 | 0.01928 | 0.01072 | 0.00521 | 0.00205 |5.32x10*|3.352x10°| 0
0.4 U (cm) 0.01279 | 0.10312 | 0.0786 | 0.05616 | 0.036 | 0.01647 | 0.00558 | -0.03362 |-0. 069689 | O
2,x10° (rad) | 2.04705 | 1.96538 | 1.76616 | 1.50311 | 1.21396 | 0.92426 | 0.6505 | 0.40249 | 0.185145 | 0
W (cm) 0.18432 | 0.13203 | 0.08931 | 0.05624 | 0.03224 | 0.01617 | 0.00659 | 0.00182 [1.735x10-4| O
0 U (cm) 0.30869 | 0.25848 | 0.20568 | 0.15439 | 0.10788 | 0.06851 | 0.03774 |-0.01622 | -0.38715 | 0
- 2,x10° (rad) | 4.48660 | 4.39250 | 4.12750 | 3.72050 | 3.20270 | 2.60570 | 1.96020 | 1.29470 | 0.63427 0
i W (cm) 0.10419 | 0.07310 | 0.04835 | 0.02975 | 0.01664 | 0.00814 | 0.00322 |8.97 x10*| 6.90x10° | 0
% 0.2 u (cm) 0.18563 | 0.15174 | 0.11744 | 0.08558 | 0.05801 | 0.03574 | -0.01911 | -0.07978 | -0.18524 | O
@ 2,x10° (rad) | 2.84620 | 2.75750 | 2.52760 | 2.20410 | 1.82680 | 1.42720 | 1.02990 | 0.65242 | 0.30679 0
a W (cm) 0.06439 | 0.04431 | 0.02871 | 0.01730 | 0.00947 | 0.00453 | 0.00175 |4.47x10™| 2.83x10° | 0
0.4 u (cm) 0.12125 | 0.09685 | 0.07302 | 0.05180 | 0.03419 | 0.02053 | 0.01072 | -0.04375 | -0.09948 | 0
2,x10° (rad) | 1.95550 | 1.87180 | 1.67130 | 1.41080 | 1.12920 | 0.85170 | 0.59382 | 0.36404 | 0.16599 0
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7.  EGRI EKSENLi GUBUKLARIN TITRESIM PROBLEMLERININ SONLU
ELEMAN YONTEMI iLE ¢6ZUMU

Egri eksenli gubuklarin dizlem ici yer degistirmelerine ait analitik ¢6zUmuUndn, sonlu
eleman ydntemine uyarlanmasi oldukg¢a basarili, gergek degerlerle eslesen sonuglar
vermektedir. Benzer ¢ozim yonteminin egri eksenli kirislere ait dinamik denklemlerin
¢o6zUmunde de kullaniimasi mimkuanddr. Dinamik problemlerin incelenmesi galismasina
egri eksenli cubuga ait M kutle matrisinin olusturulmasi ile baslanmigtir. Her cubuk
elemana ait kitle matrisi hesaplanip, tek bir matris altinda birlestirilerek global kitle

matrisi elde edilmistir.

71 Analiz

Bir titresim sisteminde hareket denklemi, sénimsuz serbest titresim olmasi durumunda

asagidaki sekilde ifade edilir.
Mii +Ku =0 (7.1)

Burada M matrisi, kitle matrisini, K matrisi rijitlik (katilik) matrisini, u noktasal yer
degistirme ve i noktasal ivme vektorlerini ifade ederler. Bélum 6’'da, egri eksenli
¢ubuklarin dizlem igi yer degistirmelerine ait analitik ¢6zimden faydalanarak K rijitlik
matrisi elde edilmisti. Egri eksenli cubuklarin titresim problemlerinin ¢ézimi icin M

kitle matrisinin elde edilmesi gerekmektedir.

Sonlu eleman formilasyonuna uygun olarak kitle matrisinin elde edilmesinde
tanimlanan yer degistirme fonksiyonlarinin énemi biyUkttr. Bu fonksiyonlar, problemin
fizigi ile uyumlu, aranan buydkligin eleman igindeki degisimini gdsteren
fonksiyonlardir. Fonksiyon igerisindeki katsayilar, digum noktalarindaki aranan
blyuklikler cinsinden tayin edilebilmektedir. C6zim yapilip digim noktalarindaki

bilinmeyenler elde edildikten sonra eleman igindeki degisim belirlenmis demektir.
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Sonlu eleman iginde, davranigi temsil eden yer degistirme fonksiyonlari, tim gubuk igin
bir araya getirildiginde cubuk davranisini iyi bir yaklagimla temsil edebilmelidir. Bu
calismada, literatirdeki benzer calismalara paralel olarak [50, 51], yer degistirme
fonksiyonlari trigonometrik fonksiyonlar olarak secilmektedir. Normal, tegetsel yer

degistirmeler ve dénme agisl,

U=G,+G,cos0+G,;sind+G, O0sinf+G, O cosb
wW=G,CO+G,sinf-G,cos0+G, (sin@—-0cos ) +G; +G, (cosd+Osinb)

QZGIEH+G4£COSQ+GSl+G6£COSH (7.2)
R R R R

seklinde ifade edilirler. Burada C katsayisl, I, kesit eylemsizlik momenti, A kesit alani

ve R egrilik yarigapina bagli olarak asagidaki sekilde hesaplanir.

C=1+A|b (7.3)

R2

G1-Gg, sinir sartlarina bagh olarak elde edilecek katsayilardir. (7.2) esitlikleri matris

olarak dizenlendiginde,

u=HG (7.4)
Burada,
u={u w Q} (7.5)
1 cos@ sind fsin 0 0 Hcosb
H=| Cf/ sinf -—cosf sinfd—-HOcosd 1 cosf+6Hsind (7.6)
99 0 0 gsiné’ l gcosé’
| R R R R i
G :{G1 G, G, G, G, Gé} (7.7)

seklinde ifade edilir.
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(7.4) denklemi, egri eksenli elemanin iki ucu i¢in uygulandiginda,

d={u w Qu, w, Q,} ve

1
cé,
Co
B= R
1
Cé,
C
R
olmak Uzere,
0=BG
elde edilir.
Buradan,
G=B'%

cos 6,

sin g,
0

cosd,

sin 6,

0

sin 6,

—cos 6,
0

sin @,

—cos 6,

0

6, sin 6,

siné, — 6, cos 6,
2 sin 6,
R
6, sin 6,

sin@, — 6, cos b,

2 sin 6,
R

bulunur. (7.11) esitligi (7.4) igine yerlestirildiginde,

u=HB"3

elde edilir.

6, cos 6,
cosd, +6,sin 6,

2 cos g,
R

0, cos b,
cosd, +6,sin b,

%cos o,

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

Cisim igin kinetik eneriji ifadesi, U,W ve Q yer degistirmelerin zamana gore tiirevini yani

hizlari géstermek Uzere,

T- %j: [pAU? +W) + pl O?]RAO
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seklinde yazilir. Burada p elemana ait 6zkitle ve I, binormal eksene goére eylemsizlik
momentini ifade eder. Dénme eylemsizligi etkisi enerji ifadesinde yer almaktadir.

Literatirde bulunan pek ¢ok calismada, bu etki hesaplara dahil edilmemistir.

Basit bir harmonik hareket denkleminde yer degistirme, w dogal frekanslari géstermek

Uzere;
u(t)=ue" (7.14)

seklinde ifade edilir.

(7.12) ve (7.14) esitlikleri kinetik eneriji ifadesi igine yerlestirilip, ifade dizenlendiginde,

A0 0
T:%pRa)ZJ.:z[HB'IST 0 A 0| HB'3]do (7.15)
00 1,
ve
A0 0
T:%pRafI:z[ﬁT(B'l)THT] 0 A 0|HB'3]do (7.16)
00 1,

elde edilir.

Sabit katsayili terimleri igeren & vektoru integral disina alindiginda,

A 0 O
1o T - INT T 1
T=_o' pRJ.Hl [(BYH ][0 A 0|[HB"]|dos (7.17)
0 0 I,
M
elde edilir. Kinetik enerji denklemi,
T =%a>2 '™ 8 (7.18)

haline gelir.

Burada, M kutle matrisi, B vektorl integral disina alinarak yazilirsa,
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M = pR(B™) (j: H'AH de)B-1 (7.19)

elde edilir. A matrisi ifadeyi basitlestirmek amaciyla olusturuimus elemana ait, kesit

alani ve dénme eylemsizlik momentini iceren matristir.

S O

(7.20)

>

Il
o o >
o > o

(=2

Kitle matrisinin hesabi, parametrik olarak yapildiginda, ¢ok uzun ve karmasik ifadeler
ortaya c¢ikmaktadir. Bu ifadelerin burada verilmesi uygun olmadigindan, kitle matrisi

ifadesi igerisinde yer alan,

ﬁ:j: H'A Hd# (7.21)

integralinin ¢6zUmuU olusturan H matrisinin elemanlari asagida verilmektedir. Kitle

matrisi, burada incelenecek olan drnekler igin sayisal olarak hesaplanmistir.

92
_ | 3
H, =|A9+C’| A+ v
R3],

H,, = A[(1+C)sin0-C8cos8],
H,,=A[6],

H, = A[—(l+C)cos€—Cl9$in 6’]212
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92

RZ

_ 2ClI i ) .
H, =|| A+3AC+— |(sinf—6fcosf)— ACH’sin 6

9]
H, = g[@ —sin & cos 49]212

H,= ?[92 —sin’ 9]92

9]

— 62
_ 3 21
H, = A;9 +[A+R—2y](6?—sinl9cosl9)—Aﬁsinz0

L 61

02
_ C I
H; = (?J[MR—VZJQZL

Hj, = A[-cos 6’]2,
ﬁ53 = A[—sin H]Z,Z

92

T
I

I 21
= —[2A+—;Jcos6’— AHsiné’}
R

91

T
H, = [A+R_y2j 9}
91

02

RZ

_ 2CI , L
H, =|| A+3AC+—> |(cos@+0sinf)— ACH’sin

91

H, = g[—@ —sin & cos Q]Zf
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92

_ 41
H, =t —A(Hsin2¢9+cosng+ A+—2 [sin® 0
2 2 R

91

— 62

_ 21

H, = (2A+—2"Jsin6’— A cos 6’}
R

‘9]

2
3 14

21
. A39 + Asin 6’(c059+¢95in9)+[R—2"j(9+sin Hcosé’)} (7.22)

gl

==
Il

7.2  Ozdeger Probleminin Coziimii

SO6nimd ihmal edilmis bir sistemde, serbest titresim hareketinin denklemi yer
degistirmelere bagl olarak (7.1) esitliginde ifade ediimektedir. ifade edilen basit
harmonik hareket denkleminin ¢ézimu (7.14) esitliginde verilmigtir. (7.14) ifadesi

(7.1)'de verilen hareket denklemi icerisine yerlestirildiginde,

([K]-@* [M]){u}e* = {0} (7.23)
elde edilir. Hareket denklemi, bir 6zdeger problemidir ve denklemin ¢6ziminin olmasi

icin asagida verilen sartin saglanmasi gerekmektedir.

det[K]-@*[M]|=0 (7.24)

Esitligin ¢oziimiinden, 6zdegerler yani dogal frekans degerleri elde edilir.

7.3 Sayisal Ornekler ve Sonuglar

Yukarida verilen yontem, egri eksenli gubuk elemana ait M kitle matrisinin
hesaplanmasinda kullaniimaktadir. Bodylece, Bolum 6’da verilen ydnteme gore
hesaplanan K rijitik matrisi ile birlikte, egri eksenli gubuklarin titresim problemi,
olusturulan sonlu eleman formulasyonu ile g¢ozilebilmektedir. Her eleman igin elde
edilen K ve M matrisleri, birlestirilerek global K ve global M matrisleri olusturulmakta,
farkli geometriler icin, cesitli ylkleme ve sinir sartlarina sahip problemler

¢ozllebilmektedir.
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Matris hesaplamalari, Matlab programinda yapilmis, uzun ve karmasik ifadelerden
olusan kutle matrisi sayisal olarak hesaplanmistir. Problemlerin ¢6ziminde, global K
ve global M matrisleri kullanilarak 6zdeger problemi olusturulmus, (7.24)de verilen
determinant hesabi yapilarak &zdegerler yani cubuga ait dogal frekanslar elde

edilmistir.

Asagdida, literatirdeki farkli geometriler icin yapilan sayisal érnekler sunulmakta ve
burada verilen sonlu eleman formulasyonu ¢ézumleri ile karsilastirmalar yapilmaktadir.
Burada sunulan ydntem, cubuk tek elemanla modellendiginde bile yeterince dogru
sonu¢ verebilmektedir. Ancak Matlab’de olusturulan program, cubudun en az ki
elemana bolinmesini gerektirmektedir. Asagida verilen oérnekler gubuk 4 elemana

bollinerek hesaplanan degerlerdir.

Tafekgi ve Arpacrya ait [31] calismada, farkh kiris acikliklarina sahip, cember eksenli
sabit kesitli gubuk icin dogal frekans dederleri hesaplanmaktadir. Calismada, eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerinin ayri ayri dahil edilmesi
durumlarina ait frekans degerleri de sunulmaktadir. Burada verilen sonuglar, tim

etkilerin hesaplara dahil edilmesi durumunda elde edilen degerlerdir.

Cizelge 7.1, 180° kiris acikligina sahip, sabit kesitli, gember eksenli gubugun, ankastre-
ankastre ve sabit-sabit mesnet kosullari altinda elde edilen dogal frekans degerini

vermektedir. Frekans degeri boyutsuz olup,

c=wR*0*\Ju/El (7.25)

seklinde hesaplanir.
A sembold, narinlik oranini gostermektedir ve

ﬂ/:fz—
|

Ibl

A (7.26)

olarak tanimlanir. Ug farkli narinlik oraninda incelemeler yapiimistir. Esitlikte, R kiris
ekseninin egrilik yaricapini ve i jirasyon yarigapini ifade eder. A’'nin 50, 75 ve 100

olmasi durumlari incelenmektedir.

90



Cizelge 7.1 : Ref. [31]'de, ankastre-ankastre ve sabit-sabit gubuga ait boyutsuz
dogal frekans degerlerinin sonlu eleman ve analitik yéntemde

karsilastiriimasi.

Bu Bu

Mod [31] calisma [31] calisma

No (SEY) (SEY)

ankastre-ankastre sabit-sabit

1 43.1709 43.19805 |22.3496  [22.35409

2 94.7556 94.89133 [68.1643  |68.20785

A=100 3 175.7111  |176.252 137.4288 |137.6692
4 268.4875 [270.1158 |223.7427 |224.6374

5 387.7377 (391.9819 |332.0705 [334.7061

1 43.0922 43.13896 |22.3325  [22.34035

2 94.3657 94.57862 |68.036 68.10486

A =75 3 174.8113 |175.5799 [137.0236 |137.3643
4 265.9794 |268.1028 |222.5925 |223.7601

5 383.912 389.1347 |329.9577 |333.2013

1 42.8696 42.97104 |22.2835 [22.30124

2 93.268 93.68532 |67.6721 67.81042

A =50 3 172.2951 |173.6441 |135.8837 |136.4849
4 258.4766 [261.689 219.2887 [221.1031

5 372.7893 [380.2215 [323.9065 |328.624

Bu calismada sunulan sonlu eleman yéntemi ile analitik ydntem arasindaki sonuglarin,
sadece 4 eleman kullanilmasina ragmen, olduk¢ca uyumlu oldugu goériimektedir.
Yiksek mod sayilarinda frekans degerinin farklilagsmasi, kitle matrisinin  sekil

fonksiyonlari yardimiyla olusturulmasi ve ¢ok az sayida eleman kullaniimasi
nedeniyledir. Sonlu eleman yontemi sonuglari, tim modlar igin analitik olarak elde

edilen sonuglardan daha ylksek degerlere sahiptir.

Cannorozzi ve Molari tarafindan yapilan ¢alisma [64], yine bir solu eleman ¢alismasidir.
Olusturulan sonlu eleman formulasyonu, sabit egrilige ve sabit kesit alanina sahip
cubugun dogal frekanslarinin hesaplanmasinda kullanilabilmektedir. Calismada, 90° ve
40° kiris acikliklarina sahip sabit kesitli egri eksenli gubugun, sabit-sabit sinir
kosullarindaki dinamik davranisi incelenmektedir. Asagida verilen geometrik 6zelliklere
sahip cubuk igin elde edilen frekans degerleri (rad/s) Cizelge 7.2’de, [53] ile
karsilastinimaktadir.

R =0.3048 m,
E =2.096 x 10" N/m?,

h = 0.00635 m,
p = 292393.9524 kg/m®

b =0.01588 m,
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Cizelge 7.2 : Ref. [53]'de, 90° ve 40° kiris agikliklarina sahip sabit-sabit cubuga ait
dogal frekans (rad/s) degerlerinin mevcut ¢alisma ile karsilastiriimasi.

Wt | e | B

o | 1 [220.391 229.8982
2| 2 |537.886  |542.6056
¥ 2 3 [1025.11 1075.113

< 4 |isee19  |1662.71

o | 1 130411 1309.313
oF| 2 [229986  [2323.187
%92 3 [326039  [3318.502

< 4 |s26008  |5878.917

Kim ve Lee’ye ait ¢calismada [58], dikddrtgen kesitli egri eksenli gubuklarin titregsimlerini
incelemek Uzere bir sonlu eleman formilasyonu olusturulmustur. Farkli kiris
acikliklarina sahip gubugun sabit-sabit sinir kosullarindaki dogal frekans degerleri
sunulmaktadir. Cubuk geometrisi daha 6nce verilen érnekteki [53] geometri ile aynidir.
Hesaplanan frekans degerleri (rad/s) Cizelge 7.3'de, [58] ile karsilastinimali olarak

verilmektedir. Elde edilen sonuglar birbirine olduk¢a yakindir.

Cizelge 7.3 : Ref. [58]'de, farkli kiris agikliklarina sahip sabit-sabit gubuga ait
dogal frekans degerlerinin (rad/s) mevcut ¢alisma ile
karsilastiriimasi.

- Bu
LI [58] calisma
Acisi (SEY)

30° [2370.01 [2349.4767
60° |564.05 [561.7001
90° |230.31 |229.8982
120° |115.82  |115.6670
150° |64.52 64.4313
180° [37.91 37.8547
210° |22.8 22.7663
240° [13.69 13.6612
270° |7.94 7.9216

300° 4.2 4.1846
330° |1.71 1.6920
350° |0.51 0.4943
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Sonlu eleman c¢alismalarindan biri olan Yang ve digerlerine ait olan [52]'de eksenel
uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkilerinin dahil edildigi

denklemler kullanilarak, ¢dzime gidilmistir. . Boyutsuz frekans degeri,

c=al’pA/El (7.27)

olarak hesaplara dahil edilmigtir.
Ankastre-ankastre sinir sarti igin, gubuk geometrisi,

R =0.6366 m, A=1m? I =0.0016 m*, Rir = 15.915,
E=7x10"N/m?,  p=2777 kg/m®, kp = 0.85, I/r = 25,

sabit-sabit sinir sarti igin, gubuk geometrisi,

R=0.75m, A=4m? | =0.001 m*, R/r = 15,
E=7x10"N/m?  p=2777 kg/m®, kp = 0.85, I/r = 23.56,

olarak alinmistir.
90° kiris agikhigina sahip, sabit kesitli egri eksenli gubugun, boyutsuz frekans degerleri

Cizelge 7.4’de verilmektedir.

Cizelge 7.4 : Ref. [52]'de, 90° kiris acikligina sahip sabit-sabit cubugda ait boyutsuz
dogal frekans degerlerinin mevcut galisma ile karsilastiriimasi.

N'L%d [52] gal?;ma
(SEY)
1 |36.657 36.54711
2 |42.289 41.90753
AA 3  [82.228 79.58173
4  |84.471 84.19125
5 [122.298 [114.5232
1 |29.306 29.10423
2 [33.243 33.18855
SS 3 167.123 65.1371
4 [79.95 79.61166
5 [107.844 [100.7788

93



Analitik ¢6zim ydnteminin, sonlu eleman ydntemine uyarlanarak olusturulan eleman
formilasyonu, egri eksenli gubuga ait titresim problemlerinin ¢éziminde oldukca
basarili sonuclar vermektedir. Burada verilen 6rnekler, sabit egrilik yaricapi ve sabit
kesit alanina sahip gubuklari kapsamaktadir. Egrilik yarigapini ve kesit alani, degisken
olarak enerji ifadesinde yer alan integral hesabina dahil edilebilir. Bu sekilde, sonlu
eleman formullasyonunu, kutle matrisini dizenleyerek degisken egrilik ve degisken

kesitli gubuklar icin de olusturmak mimkindur.
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8. DENEYSEL GALISMALAR VE DENEYSEL TiTRESIM ANALIZi

Deneysel titresim analizi (modal analiz), son yillarda gittikge daha fazla arastirilan
bir konu haline gelmistir. Ozellikle, bilgisayar teknolojisinin gelistigi giinimizde,
bilgisayar destekli élgim cihazlari, bu iglemin, daha hizli yapilmasina olanak
saglamaktadir. Bu yéntemle, yapilarin dinamik karakteristikleri olarak adlandirilan
dogal frekanslar, mod sekilleri ve sd6nim oranlari deneysel olarak elde
edilebilmektedir. Bdyle bir deneysel yonteme gereksinim duyulmasinin esas
sebepleri arasinda, yapilarin teorik analizinde yapilan kabullerin gergekte saglanip
saglanmadiginin tespit edilmesi, teorik analizinin yapilmasinda guglik olan
sistemlerin dinamik karakteristiklerinin deneysel olarak belirlenmesi ve kullaniimis

ve/veya hasar goérmis yapilarin durumlarinin belirlenmesi yer almaktadir.

Son yillardaki teknolojik gelismelere bagli olarak, dijital sinyal isleme teknigi,
bilgisayar sistemleri ve kullanilan yazilimlar da gelismekte, boylece deneysel titresim
analizi yaygin ve uygulanabilir bir hal almaktadir. Bir yapinin ya da sistemin modal

parametreleri, onun dinamik davraniginin anlasiimasinda énemli rol oynar.

Basit bir deneysel titresim analizinde bulunmasi gereken temel cihazlar; sinyal
uretici, ivmeodlger (transducer) ve analizor olarak sayilabilir. Sinyal Uretici adi verilen
cihaz farkli 6zelliklere sahip titresimler olusturmaktadir. Sisteme, giris sinyali olarak
verilen ve bulyUkligl bilinen bu titresim hareketi, ivmedlcger ile elektrik sinyallerine
cevrilir. Elde edilen dijital sinyaller, okumayi! kolaylastirmak amaciyla bir sinyal
yukselticiden gecirilerek analizore iletilir. Analizér, icerisinde bulunan yazilim ile,
sinyal Ureticiden gelen ve ivmedlgerin ilettigi sinyalleri, ivmeolcerin karakteristik
Ozelliklerine bagh olarak isleyerek analiz eder ve sistemin dinamik yapisi hakkinda

bilgi elde edilir.

Bu c¢alismada, farkh geometrik Ozelliklere sahip ¢ember eksenli g¢ubuklara ait
deneysel titresim 6lglimleri sunulmakta, gubuklarin dogal frekanslari ve mod sekilleri
incelenmektedir. Calismada, sinyal Uretici yerine titresim olglimleri icin 6zel olarak
tasarlanan bir ¢eki¢c kullanilmis ve sistemlerin serbest titresimleri ele alinmistir.
Deneysel olarak elde edilen dogal frekans ve mod sekilleri, teorik sonuglarla ve

sonlu eleman yéntemi sonuglari ile karsilastirimaktadir.
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8.1 Deney Diizenegi

Deney dizenegi, bu galisma igin 6zel olarak tasarlanmis olup, ana kaide, iki adet
mesnet, baglanti elemanlari, titresim sénimleyici lastik takozlar, 6lgme elemani ve
ekipmanlarindan olugsmaktadir. Dizenekte, ankastre-ankastre, ankastre-serbest ve
serbest-serbest sinir sartlari saglanmis, dizlem ici ve dizlem disi titresim hareketi

icin deneysel veriler elde edilmistir

Darbe etkisi

Sinyal isleme modulu
PC

Sekil 8.1 : Deney diizenegi.

Dazlem ici ve duzlem disi titresim sinyallerinin algilanmasi amaciyla, 4507B
(Bruel&Kjaer) tipi tek eksenli piezoelektrik ivmeolger, hem dizlem igci hem de
dizlem disi dodrultularda c¢ubuk Uzerine vyapistinimistir. Bir piezoelektrik
ivmedlger; pizoelektrik eleman, sismik kitleler ve sinyal yukselticiden meydana
gelir. Piezoelektrik elemanin bir yuza, algilayicinin tabanindaki kati destege
baglidir. Sismik kiitle ise diger tarafindadir. Ivmeélger titresim etkisinde
kaldiginda, piezoelektrik elemana etki eden bir kuvvet olusur. Newton Kanunu’'na
goOre bu kuvvet, sismik kitlenin yaratigi ivmenin sonucudur. Piezoelektrik ilkesine
g0re, uygulanan bu kuvvetle orantili bir sekilde elektriksel yik ¢ikisi gézlemlenir.
Sismik kutle, sabit bir degerde oldugundan dolayi ortaya ¢ikan bu elektriksel yuk,
kitlenin ivmesiyle dogru orantilidir. Cok disUk votajlarda olan bu sinyaller,

yukseltici tarafindan daha yiiksek seviyelere ¢ikartilarak, sinyal isleme moduline
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iletilir. YUksek hassasiyete sahip olan piezoelektrik ivmedlcerler ile oldukga genis

frekans araligindaki titresim hareketi incelenebilmektedir.

Baglanti
bdlgesi
Sismik kitle
Sinyal I:I:W - Piezoelektrik
vikseltici j:T eleman
Taban
yuzeyi

Sekil 8.2 : Piezoelektrik ivmedlger.

lvmedlgerin baglanma sekli, dlgimin dogrulujunda énemli rol oynar. En iyi
performans igin, dzellikle ylksek frekanslarda, ivmedlgerin tabani ve test edilecek
nesnenin ylzeylerinin temiz, diz, plrizsiz, ciziksiz olmasina dikkat edilmelidir.
Yapilan deneylerde, test parcalari temiz, plrtzsiz ancak egrisel yizeylere sahip
parcalardir. Egrisel yiizey, calisma icin bir dezavantaj olusturmaktadir. ivmedlger,
egrisel yluzey Uzerine, hem saglam bir mekanik bag olusturacak, hem de ylzey ve
ivmeolcer arasindaki bosluklari kapatacak sekilde, 6zel bir yapiskanli madde ile
baglanmistir.

gy s Ll .

Egrisel ylzey

Sekil 8.3 : ivmedlgerlerin baglanmasi.

Cubuga uygulanan ilk hareket, darbe etkisi seklinde uygulanmis olup, bu is igin 6zel
olarak tasarlanan bir ¢ekicten (Endevko, 2302-10 tip) faydalaniimistir. Darbe etkisi
uygulandiginda, ¢ekicin ucuna yerlestiriimis bulunan sinyal algilayicisi (ivmedlger)
sayesinde, uygulanan kuvveti olgcebilmektedir. Deneylerde kullanilan cekig, celik

uclu olup, 1 pC/N hassasiyetine sahiptir.
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Sekil 8.4 : Darbe ¢ekici.

Modal parametreler adi verilen dogal frekanslar ve frekanslara ait mod sekilleri,
yaplya ait bir dizi frekans cevabi fonksiyonu (Frequency Response Function-FRF)
elde edilerek hesaplanir. Yapiya uygulanan etki, darbe (impact) seklinde zaman
ortaminda olgultr. Uygulanan bu kuvvet altinda, yapi; sinir kosullarina ve malzeme
Ozelliklerine bagh olarak bir titresim hareketi yapar. Yapinin, bu etkiye gdsterdigi
tepki (response) ise yapiya baglanan ivmedlgerle yine zaman ortaminda Olculir.
Fourier déntsumi (FFT — Fast Fourier Transform) kullanilarak etki ve tepki

fonksiyonlari zaman ortamindan frekans ortamina dénastaralir (Sekil 8.5).

F(t) X(1)

Olglilen
Yapi

F(m) X(w)

Sekil 8.5 : Etki ve tepki fonksiyonlarinin zaman ortamindan frekans ortamina
donusturilmesi.

Yapiya ait frekans cevabi fonksiyonu (FRF), Fourier donlgtmleri yapilmis tepki
fonksiyonunun, etki fonksiyonuna bdéliinmesiyle elde edilir [60]. FRF fonksiyonun
hangi iki nokta arasindaki bilgiyi tasidigl sonuglarin islenmesi asamasinda buyuk

onem tagsimaktadir.

H(@)=% (8.1)

Burada;

X(w) : frekans ortamindaki tepki fonksiyonunu,
F(o) : frekans ortamindaki etki fonksiyonunu,

H(w) : frekans cevap fonksiyonunu gdstermektedir.

Deney sirasinda, 6zel olarak deneysel titresim analizleri icin gelistiriimis olan PULSE
(Bruiel&Kjaer) sinyal toplama ve isleme moduli kullaniimistir. Ornekleme frekansi ve

hassasiyet, bilgisayar programi icerisinde ayarlanabilmekte olup, bu bilgiler
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dogrultusunda, ivmedlger ve ¢ekicten gelen sinyaller toplanarak islenmektedir. Elde
edilen tum veriler, FRF diyagramlarina aktarilmakta ve UFF (Universal File Format)
olarak saklanabilmektedir. FRF fonksiyonlari islenerek, titresim sistemine ait,
rezonans frekanslari, sonim oranlari ve mod sekilleri elde edilebilmektedir. Modal

analiz asamalari asagida ayrintili olarak ele alinacaktir.

Sekil 8.6 : Deneyde kullanilan cihazlar.

8.2 Deneyde Kullanilan Test Pargalari

Deneyde kullanilan gember eksenli cubuklar, sicak gekme levha malzemeden lazer
yontemi ile kesilerek imal edilmig olup, cubudun boyut degerleri ve malzeme

Ozellikleri asagida verilmektedir:

!
=
|
[
i
|

Sekil 8.7 : Egri eksenli gubuklarin geometrik ézellikleri.

E = 2.1x10" N/m? p=T1715 kg/m®
G = 8.077x10" N/m? hxb = (20.1x10) mm
v =03 R =200 mm

“b” ve “h” degerleri sirasiyla kesit yiksekligi ve kesit genisligi olarak tarif edilir.
Yapilan calismada, dikdortgen kesitli, kesiti sabit ve kademeli degisen c¢ember
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eksenli gubuklar géz 6nine alinmistir. Cubuklarin, dizlem ici ve dizlem disi
titresimleri incelenmistir. Uygulamasi, diger sinir sartlarina gére daha kolay ve
muhtemel deney hatalari daha az oldugundan, ankastre-serbest sinir sarti bitin
¢ubuklar igin tercih edilen sinir sarti olmustur. Cubuklar, sol ugta serbest, sag ucta
ankastre sinir sartini saglayacak sekilde mesnetlenmiglerdir. Deneylerde kullanilan

cember eksenli cubuklara ait geometriler ve sinir kosullari Sekil 8.8'de

sunulmaktadir.

|J'6.o.
- Ankostre-Ankastre - Ankastre-Serbest - Ankastre-Serbest

- Ankostre-Serbest
- Serbest-Serbest

|

- Ankostre-Serbest - Ankastre-Serbest - Ankostre-Serbest

(a) Sabit kesitli gubuklar

- Ankostre-Serbest - Ankostre-Serbest - Ankostre-Serbest

X
i .

T
- Ankostre-Serbest - Ankostre-Serbest - Ankostre-Serbest

(b) Kademeli kesitli gubuklar

Sekil 8.8 : Deneyde kullanilan gubuklara ait geometriler.
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Sabit kesitli gubuklar 70°, 100°, 120° 135°, 160° ve 180° kiris acilari (g ) icin test

edilmigtir. Kesiti kademeli olarak degisen cubuklarda, kademenin konumu ve

kademe oranlari Cizelge 8.1’de verilmektedir.

Cizelge 8.1 : Deneyde kullanilan kademeli gubuklarin ézellikleri.

Kirig Kademe | Kademe
Acisi Orani Konumu
A U
h | 4
180° 0.8 -0.2
180° 0.8 0.0
180° 0.8 +0.2
120° 0.8 -0.2
120° 0.8 0.0
120° 0.8 +0.2

Birinci ve ikinci bolgelerin kesitlerinin yukseklikleri arasindaki oran, kademe orani

olarak adlandiriimaktadir ve h, /h, olarak ifade edilmektedir. Kademenin konumu

acistyla tanimlanmaktadir. y /@ "in pozitif degerleri kademenin referans ekseninin

saginda oldugu durumu, negatif dederleri ise solunda oldugu durumu ifade eder.

hl //,,//”’”

)

he

Sekil 8.9 : Cubuk izerinde kademenin konumu.
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8.3 Deney Planlama

ICATS paket programi, deneysel modal analizin tim asamalari igin 6zel olarak
tasarlanmis bir programdir. FINES sonlu eleman modilinde hazirlanan, test
edilecek parcaya ait model (DSP uzantili dosya olarak), ICATS igerisindeki
MODPLAN modiiline aktarilarak, deney igin en uygun mesnet noktalari, tahrik ve

6lcim noktalari belirlenmistir.

Serbest-serbest sinir sarti gubuklarin lastiklerle uygun bir yere asilmasiyla
gerceklestiriimistir (Sekil 8.11). Serbest-serbest sinir sartina ait en uygun mesnet
noktalari, ¢gember eksenli gubugun tepe noktasi ve civarindaki noktalar olarak
hesaplanmistir (Sekil 8.11). Cubuklar, bu verilere dayanarak, tepe noktasinin iki
yanindan, yeterince esnek lastiklerle baglanarak asilmiglardir. Darbe etkisi icin en
uygun tahrik noktalari Sekil 8.12'de kahverengi ve kirmizi renklerle gdsterilen
noktalardir. ivmedlgerin yapistirilacagi en uygun 6lgim noktalar ise, cubugun ug
bolgesinde bulunan kahverengi noktalardir (Sekil 8.13). Tum bu hesaplanan

noktalar deney sirasinda g6z 6niinde bulundurulmustur.

<&
L

Sekil 8.10 : Serbest-serbest sinir sartina sahip sabit kesitli gubuk.
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EEST SUSPEMZICN POINTS

FILE = oobd.exy
RO OF COGDMDE m GG

ATTIYE CDORDE = 0D

HOOF MCDES = 14

SHFPED RBWO0ES = B

15T FRReUENL I HE = 251 B
LAST FRE SN iz S2f0 502

DIFECTENN =FES

LIMEAR: DFEFLAY

OCALE = 1347 SELECT LOW ADDOF-D

T T v [ 7 [ mw [ w [ we [ e |

Sekil 8.11 : Serbest-serbest sinir sarti icin gubuk Gzerindeki en uygun asiima
noktalari.

BEST MPACT EXCITATION POINTE

FILE = ol e
RO COLOMDE e BGS

ACTIVE CDGORDE = GG

O OF MCDES = 14

SHFFED RE WODES = B

V5T FREGLERC Y HE = 251 B
LAST FRE CUER Vi S0 502

[CFECTION =FES

LIMEAR: DESFLATY

SCALE 11002 SELECT HIGH HODPEALODF-

T T v [ 7 [ e [ w [ w [ ws |

Sekil 8.12 : Serbest-serbest sinir sarti icin gubuk Uzerindeki en uygun tahrik
noktalari.
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T BEST ACCELERDMETER POINTE
PN

FILE = sxbi iy
NOOF COORDE s 055

ACTIVE COLOMIE = GRS

KO OF CDES = 14

SHFFED RB WODES = &

157 FROGUENCY(HD= 251
LA&ET FRECILERNC fHz)e L2t0032
DRECTINN =RES

LEMEAR: DISFLAY

SCRLE =1 153 SELECT HIGH El ¥ ADDDF.&

X | b | 7 [ mx [ | ™= | mes |

Sekil 8.13 : Serbest-serbest sinir sarti igin gubuk Gzerindeki en uygun
ivmedlcer noktalari.

8.4 Deneyler

Deneylerde kullanilacak ¢ember eksenli gubuklar, tahrik ve &lgim noktalarini
olusturmak Uzere, elemanlara ayrilarak, bilgisayar ortaminda modelleri
olusturulmustur. Deney sonuglarinin islenmesi asamasinda kullanilacak olan bu
model (zerindeki her nokta, gercek vyapilar Uzerinde de isaretlenerek

numaralandirma yapilmigtir. Nokta sayisi arttikga, deneyin hassasiyeti artar.

Deneylerde, sabit bir tahrik noktasi belirlenmis, o nokta da dahil olmak tzere diger
tum noktalardan olgimler alinmigtir. Darbe c¢ekici ile sabit bir noktadan tahrik
uygulanirken, ivmedlcer sirayla tim noktalara yapistirilarak elde edilen veriler

toplanmistir.

Deney hatalarini mimkin oldugunca azaltmak igcin her noktada tger adet dlgim
yapllmig ve ortalamalari alinmigtir. Ayrica, yine deneyin dogrulugunu artirmak
amaciyla, ikinci bir tahrik noktasi segilerek Ol¢cimler tekrarlanmistir. Zaman
sinirlamasi ve laboratuar sartlari nedeniyle, bitliin cubuklar bu ydntemle test
edilememis, bazilari icin sadece dogal frekans degerlerini gosteren tek FRF

fonksiyonu elde dilmistir.
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Sekil 8.14 : Model lizerinde 6lgim noktalari.

Sekil 8.15 : Serbest-serbest sinir sartinda dizlemigi darbe uygulanmasi.

Sekil 8.16’da, tipik bir deneyde gubuga uygulanan darbe etkisine ait giris ve ¢ikis
fonksiyonlari, zamana bagli olarak gdsterilmektedir. Sekil 8.17’de ise, sistemden, bu
darbe etkisi altindaki gubug@a ait bir FRF fonksiyonu verilmektedir. Her tepe noktasi

bir dogal frekans degerini ifade eder.
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Sekil 8.16 : (a) Sisteme verilen darbe kuvveti ve (b) Sistemden alinan cevabin
zamana bagh grafikleri.
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Sekil 8.17 : FRF fonksiyonu.
8.5 Modal Parametrelerin Belirlenmesi

Elde edilen FRF fonksiyonlari ICATS programi igerisindeki moddiller kullanilarak
islenmis, dogal frekanslar ve mod sekilleri elde edilerek hem sonlu eleman sonuglari
hem de analitik olarak elde edilen sonuglarla karsilastiriimistir. Asagidaki sekil, tek
bir FRF fonksiyonundan elde edilen dogal frekans degerlerini frekans dizleminde
goOstermektedir. Kirmizi grafik teorik sonlu eleman programindan hesaplanan

degerlere, yesil grafik ise deneysel verilerden hesaplanan degerlere aittir.
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Sekil 8.18 : FRF fonksiyonu Uzerindeki dogal frekanslari gésteren tepe noktalari.

Farkli sinir sartlari icin, deneysel, analitik ve sonlu eleman yéntemi olmak Uzere ¢
farkli ¢bzim ile elde edilen dogal frekans degerleri, cizelgelerde verilmektedir. Sonlu

eleman ¢ozimleri ANSYS paket programi kullanilarak hesaplanmistir.

Cizelge 8.2 : Serbest-serbest mesnet sarti igin dogal frekans dederleri.

MOD SERBEST -SERBEST

NO | anaLiTiK : Aflg(s) DENEYSEL
1 |219.4207 |219.65 |215.1314
2 |263.8413 |263.79 |262.2198
3 |566.8247 |566.07 |561.1123
4  |629.4832 |630.95 |612.4967
5  |1054.107 |1052.9 |1040.853
6  |1304.948 |1308.7 |1281.244
7 147163  |1470.7 | 1449477
8 [1928.182 |19281 |1902.611
O  |2185054 |21864 |2163492

10 2204.247 2211.6 | 2167.299
11 2709.119 2714.7 | 2669.679
12 3188.051 3186.4 |3146.361
13 3305.395 3317.9 | 3257.634
14 4132.34 41315 |4083.18

15 4176.063 4198.5 |5951.308
16 4589.013 4608.6 |4525.765
17 5160.683 5162.9 |6287.995
18 5868.977 5862.4 |5798.318
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Koyu renkle verilen frekans degerleri, dizlem igi titresim hareketine ait frekanslardir.
Cizelge 8.2 ve Gizelge 8.3'de, 180° kiris agikligina sahip gember eksenli gubuklara
ait sonuglar sunulmaktadir. Bu ¢izelgelerde verilen analitik ¢ézime ait dizleme dik

(dis1) frekans degerleri, referans [20]'de hesaplanan degerlerdir.

180° kiris agikligina sahip gember eksenli gubuklara ait deneylerde, sabit bir tahrik
noktasi belirlenerek, o nokta da dahil olmak Uzere diger tim noktalardan élgtimler
alinmistir. Modal analiz prosediri tam olarak uygulanmis, bdylece cubuklara ait
deneysel mod sekilleri de elde edilmistir. Ancak, diger cubuklara ait asagdida verilen
sonuglar tek bir noktadan alinan FRF fonksiyonu ile frekans analizi yapilarak elde
edilen verilere dayanmaktadir. Laboratuar kosullari ve zaman kisitlamasi nedeniyle
her deney pargasi icin deneysel modal analiz ¢alismasi yapilamamistir.

Cizelge 8.3 : Ankastre-serbest ve ankastre-ankastre mesnet sartlari igin dogal
frekans degerleri.

oD ANKASTRE-SERBEST ANKASTRE-ANKASTRE
NO | ANALITIK (Aﬁg{s) DENEYSEL | ANALITIK (Aﬁgs) DENEYSEL
1 |2650742 2669 |251792 | 110.1 11062 |102.3
2 |521067 |52.15 |44 3173 |31822 |292.7
3 |82.76855 |82.94 |80.56 5154  |518.05 |515.4
4 |163.7571 |1642 |1281154 |6618  |663.39 |601.6
5 |281.7848 |282.3 |2703411 | 1107 1137|1107
6 |555.0798 |557 458 1127 11298 | 1006
7 |624.1684 |6245 |591.1681 |1708 1712|1427
8 107998 |1081  |1016275 |2035 2047.6 | 2035
9 |1223.5093 1220  |1221.489 | 2400 24059 | 2291
10 |1623.029 |1624  |1488.126 |2662 2683 | 2554
11 |2001.874 |2007  |1981.026 |2935 2052|2935
12 2102204 |2112  |2042.652 |3199 3208 | 2956
13 | 2432606 |2435  |2361.318 | 4073 40839 |4073
14 |315592 |3165  |3033.311 |4102 41142 | 3745
15 |3158.583 |3175  |3037.8 4245 42741 | 4248
16 | 3413637 |3433  |3890.588 |4248 42964 | 3954
17 4119513 |4127  |4107.431 |5104 51213 | 4307
18 |4185.391 |4198  |4058.754 | 5601 5701.5 | 5691
10 |4791.205 |4810  |4618.626 |5964 6006.1 | 5964
20 |5020281 |5045  |4782.381 | 6021 61033 |5623
21 |5196.401 |5230 | 5453.815

22 |5093.478 |6026 | 5710.165

23 |6216.909 |6230 | 5985.819
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70°, 100°, 135° ve 160° kiris agikligina sahip gember eksenli gubuklara ait sonuglar
Cizelge 8.4'de verilmektedir. Ankastre-serbest mesnet sartt uygulanmistir.
Ankastre-serbest sinir sarti, uygulanmasi en kolay ve deney hatalari en az olan sinir
sarti oldugundan tercih edilmistir. Onceki cizelgelerde oldugu gibi, koyu renkle

verilen frekans degerleri diizlem ici titresim hareketine ait frekanslardir.

Cizelge 8.4 : Ankastre-serbest mesnet sarti icin dogal frekans degerleri.

oD 70° 100°

NO | ANALITIK (Aﬁa((s) DENEYSEL | ANALITIK (Af‘gs) DENEYSEL
1 |145.8106 |147 126 7403104 | 74595 |58

2 |289.4437 |290.37 |218 146.7649 |147.07 | 114

3 |757.6027 |76032 |664 337.718 | 33861 |304

4 |1469.331 |1480.6 |1412 662.3173 | 666.06 | 616

5 |2200563 |22148 | 1558 1064.589 |1068.1 | 944

6  |3019.682 |3044.4 2063.503 |2069.4 | 1578

7 |4199.288 |4224.2 2063.645 |2074.2

8 |4622.817 | 46464 2551548 | 2566.8

9  |6444.709 |6465.2 3749447 |3758.7

10 4029.162 | 4055.6

1OD 135° 160°

NO | ANALITIK (Aﬁ'g(s) DENEYSEL | ANALITIK (Aﬁgs) DENEYSEL
1 |42.04035 |43.258 |38 32.09678 |32.327 |29.2979
2 |84.82744 |84.948 |78 63.22828 |63.297 |44

3 |165.7064 |166.07 |138 109.9369 11016 |102.4108
4 |326.6944 |328.07 |258 217.2315 |217.99 | 196

5  |5520739 55329 |520 373.357 |374.07 |346.506
6 |1081.532 |1086.1 7341323 |736.93 |716

7 |[115823 |11595 |1054 807.8171 | 80846 |741.1625
8  |1878.411 |1883.9 1375336 |1377 | 1244.391
9 |2249.15 |2261.4 1578.105 |1585.7 | 1490
10 |2262.058 |2267.8 |2158 1037.086 |1940.6 |1874.739
11 |3075.789 |3082.7 |2094 207142 | 22766 |2171.588
12 |3690.474 |3708.2 2668.554 |2681.6 | 2050

Cizelge 8.5, kademeli gubuklara ait dogal frekans dederlerini vermektedir. Ankastre-

serbest mesnet sarti uygulanmistir.

109



Cizelge 8.5 : Kademeli ¢cubuklara ait dogal frekans degerleri.

oD $r=120° 4r =180°
NO | ANALITIK (Aﬁg(S) DENEYSEL | ANALITIK (Aﬁg{s) DENEYSEL
1 |57.255 |57.548 |50 28.446 | 28.58 28
2 |105.782 |105.64 |92 52.29350 |52.228 |46
n |3 [23059% |23099 |214 87593  |87.753 |62
S | 4 |388.7107 |389.92 |280 147.8878 | 148.2 114
i | 5 [718419 [719.25 |648 281419 |28172 | 266
S [ 6 [1223.031 |12243 |1212 485.4898 |485.98 | 346
> 77 (1477495 [1478  |1302 619.953 |62001  |582
8 |2389.728 |2396.7 |2368 1073.306 | 1076 1080
9 |2522.582 |2531.6 |2384 1082.819 |1083.4 | 1008
1 |58427 |58.778 |50 29197  |29351 |28
2 |113.7972 |113.86 |94 56.57071 | 56.58 48
o | 3 [22773 22792 [210 86.457  |86.57 64
o | 4 4053126 |40551 |464 155101 |155.14 122
W[5 [724514 72561 |654 283348 |28363 | 266
S | 6 [1276939 [12822 1268 504.8851 |506.43 | 534
7 1480722 |1480 | 1306 621202 |62091  |582
8 |2348.201 |23549 |2378 1078.046 |10784 | 1002
9 |2557.016 |2562.6 |2414 1087.613 |1089.5 |1108
1 |57513 |57.877 |50 28739 |28.90 28
2 |113.5319 |113.68 |94 56.27953 | 56.32 48
o | 3 |226845 22696 |208 85.69 85.77 64
S | 4 4477076 |44867 |480 171.7521 |172.01 | 128
W[5 |728662 72011 |652 286.737 28688 | 270
S | 6 [1312763 [13131 1272 521.2782 |521.54 | 356
7 |1502.867 |1504 | 1306 631396 |63148  |590
8 |2347.9 |23542 |2490 1089.225 |1089.10 | 1010
9 |2652.002 |2662.6 |2454 1129.438 |1133.00 | 1134

180° kiris acgikligina sahip gember eksenli gubuklara ait deneysel verilerin analizi

sonucunda serbest-serbest, ankastre-serbest ve ankastre-ankastre sinir sartlarina
ait mod sekilleri Sekil 8.19 ve Sekil 8.20°de verilmektedir. Dizlem ici ve dizlem digi

veriler ayri ayri islenmigtir. Dizlem disina ait veriler, burulma sekil degistirmesi

nedeniyle iki boyutlu bir model Uzerinde gdérintilenirken, dizlem icine ait sekil

degistirmeler icin tek boyutlu model yeterli olmaktadir.
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Serbest-Serbest Ankastre-Serbest Ankastre- Ankastre

1902.61 Hz

1427.00 Hz

Sekil 8.19 : SS, AS ve AA sinir sartlarinda dizlem digina ait mod sekilleri.

Sonlu eleman paket programi ile teorik olarak elde edilen dizlem igi ve dizlem
disina ait mod sekilleri Ekler béliminde verilmektedir. Analitik ve deneysel modal
analiz sonuglari karsilastirildiginda elde edilen mod sekillerinin ve frekans

degerlerinin uyum igerisinde oldugu gorulmustir.
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Sekil 8.20 : SS, AS ve AA sinir sartlarinda dizlem icine ait mod sekilleri.

Bazi mod sayilarindaki frekanslardaki farklarin artmasi, analizler sirasinda dikkate
alinan malzeme o6zellikleri ile sinir sartlarinda yapilan kabullerden kaynaklandigi
disunulmektedir. Olusturulan analitik modelde yapilan kabullerin, deneysel
galismadaki sartlarla uyumunun mikemmel olamamasi nedeniyle, bazi modlarda

sonuglar arasindaki fark artmaktadir.
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9. SONUGLAR VE ONERILER

Bu calismada, egri eksenli cubuklarin dizlem igi statik ve dinamik davraniglarina ait
denklemler, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi etkileri
g6z 6nlne alinarak, analitik olarak elde edilmektedir. Diferansiyel denklem takiminin
kesin ¢6zimu, baslangic degerleri yontemi kullanilarak yapilmis, egri eksenli
¢ubuklar icin genel bir ¢d6zim elde edilmistir. Bdylece, birgok c¢alismada ancak
yaklasik hesabi yapilabilen egri eksenli gubuklarin, dizlem i¢i statik ve dinamik

problemlerinin kesin hesabi yapilabilmektedir.

Literatirde, egri eksenli cubuklarin dizlem ici statik ve dinamik problemlerini
inceleyen, pek ¢ok calisma olmasina ragmen, bunlarin ¢ogu sabit kesit alanina
sahip cubuklar ele almaktadir. Yapilan kaynak taramasinda, ¢ubuk teorisinin genel
denklemlerine c¢esitli birlestirici varsayimlarla ve yaklasik yontemlerle ¢6zim
arandigi gérilmustir. Ozellikle, sayisal yontemler ve bilgisayar teknolojisinin
gelismesiyle birlikte, yayginlasan sonlu eleman ydnteminin calismalarin buyuk
béliminde uygulama alani buldugu soéylenebilir. Sadece basit problemler soz

konusu oldugunda kesin ¢6ztiime basvuruldugu gortlimektedir.

Bu galismada, egri eksenli gubuklarin statik problemleri icin, cubuk egrilik yarigapi
ve gubuk kesit alani eksen egrisi boyunca degisen her ¢ubugda uygulanabilecek bir
¢6z0m sunulmustur. Dinamik problemlerde ise, elde edilen diferansiyel denklem
takiminin kesin ¢6zumu, sadece katsayilarin sabit olmasi durumunda mevcuttur. Bu
durum, sabit kesitli cember eksenli gubugu ifade etmektedir. Gerek statik gerekse
dinamik davranigin ¢6zimunden elde edilen integral hesaplari bilgisayar kullanimini
zorunlu kilmaktadir. Integral hesaplamalari, parametrik olarak Mathematica

programi, sayisal olarak ise Matlab programi yardimiyla yapilmistir.

Verilen ¢ézim yoéntemleri literatirdeki mevcut calismalarda bulunmakla birlikte,
burada konu butinligini saglamak amaciyla tekrarlanmaktadir. Bu ¢alismanin
literatlirdeki benzer ¢alismalardan farki, elde edilen bu ¢d6zim yéntemlerinden yola
cikilarak, egri eksenli cubuklarin hem statik hem de dinamik davraniglarina

uygulanabilecek farkli ¢6ziim yéntemleri olusturulmasidir.
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ilk olarak, degisken egrilik yaricapi ve degisken kesit alanina sahip cubuklarin
dizlem igi titresim problemleri, gember eksenli, sabit kesitli gubuga ait kesin ¢dézim
yénteminden yola c¢ikilarak elde edilmektedir. Surekli degisken kesitli gubuklar, sabit
kesit alanina sahip elemanlara ayrilarak ¢ézim yapilmistir. Eleman sayisi arttikga
dogru sonuca olan yakinsama da artmaktadir. Sabit kesitli bir cubuk icin elde edilen
kesin ¢6zUm yontemi, degisken kesitli ¢ubuk icin bir yaklasik yontem haline
gelmektedir. Cubuk geometrisi simetrik ve asimetrik olarak iki ana baslik altinda
incelenmektedir. Sabit egrilik yaricapina sahip ¢cember eksenli ¢ubuklarla birlikte,
degisken egrilik yarigapina sahip, spiral ve parabol eksenli gubuklar igin de
hesaplamalar yapilmis, kesit degisiminin farkli oranlarinda, literatlrdeki benzer

problemler ¢ézulmastar.

Literatirde bulunan calismalarin, neredeyse tamaminda eksenel uzama, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilmektedir. Buna bagl olarak,
mevcut calismadaki etkilerin ihmal edilmesi durumunda elde edilen frekans degerleri

ile literatlrdeki sonuclar oldukca yakindir.

Farkli modlarda ve farkli mesnet sartlarinda, etkilerin timinin hesaplara dahil
edildigi durum icin hesaplanan boyutsuz frekans degerleri, grafikler Uzerinde
gosterilmistir. Grafiklerden, ayri modlara ait egrilerin, ayn1 frekans degerinde
bulugabildigi gézlenmektedir. Farkli modlarda benzer frekanslarin yakalandidi bu
durum “mod gegcisi” olarak adlandiriimaktadir. Hem simetrik hem de asimetrik

¢ubuklar igin mod gegisi durumu gorilmustir.

Duzlemsel egri eksenli ¢ubudun statik probleminin ¢éziminde, eksen egri tipi
bilinen sabit kesitli bir dizlemsel gubugun, herhangi bir noktasindan ve herhangi bir
dogrultuda tekil kuvvetle yiklenmesi durumu icin bir denklem takimi elde edilmisti.
Bu calismada, dizlemsel egri eksenli cubugun statik problemini karakterize eden bu
diferansiyel denklem takimindan, gubuga ait rijitik (katihk) matrisi elde edilerek,
kesin ¢6zim yoéntemi, sonlu eleman yontemine uyarlanmaktadir. Béylece, ¢ubuga
ait rijitlik matrisi, dis yukler vektora ve yer degistirme vektorl bir araya getirilerek,
egri eksenli cubugun statik problemleri icin bir sonlu eleman formilasyonu

olusturulmustur.

Elde edilen sonlu eleman formilasyonu, literatlirdeki calismalardan farkli olarak
eksenel uzama ve kayma deformasyonu etkilerini icermekte ve kesin analitik
¢6zUmU esas almaktadir. Farkl yikleme kosullari ve farkli sinir sartlari altinda

literatlrdeki sayisal érnekler ¢ézulmas, dizlem ici yer degistirmeler hesaplanmigtir.
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Tek elemanla dahi dogru sonuglar elde edilebilmektedir, ancak, Matlab programinda

hazirlanan algoritmanin bir geregdi olarak, ¢ézumler iki elemanla yapiimistir.

Egri eksenli kirisin titresim problemi de sonlu eleman ydntemiyle incelenmektedir.
Literatirde yer alan dinamik ¢ézimlerde, sonlu eleman formilasyonu, dzellikle son
yillarda Uzerinde c¢ok calisilan konulardan biri haline gelmistir. Bu calismada
kullanilan yer degistirme fonksiyonlarinin seciminde de literatiirdeki benzer
calismalardan faydalaniimis, trigonometrik yer degistirme fonksiyonlari kullaniimistir.
Kinetik enerji ifadesi yardimiyla, gubuga ait kitle matrisinin tanimi yapilmistir. Elde
edilen kutle matrisi cok uzun ve karmasik ifadelerden olusmaktadir. Matris ifadesinin
bu calisma kapsaminda verilebilmesi mimkin olmamis, ancak hesaplamalarda

kullanilan alt matrisler verilebilmigtir.

Elde edilen kitle matrisi, statik problemlerin ¢ézimUinde elde edilen rijitlik matrisi ile
birlikte kullanilarak titresim denkleminin ana ifadeleri olusturulmustur. Matrisler
6zdeger problemine uyarlanmis, bilgisayar programina aktarilarak 6zdegerler yani
dogal frekans degerleri elde edilmigtir. Literatirdeki uygun d&rneklerle

karsilastiriimalar yapiimistir.

Boylece kesin ¢ozum ifadeleri kullanilarak egri eksenli cubuga ait hem statik hem de
dinamik problemlerin ¢éziminde kullanilabilecek bir sonlu eleman formilasyonu
olusturulmustur. Literatlrdeki benzer problemlerle olan karsilastirmalar, olusturulan
sonlu eleman formulasyonunun olduk¢a basgarih oldugunu gdstermektedir. Bu
c¢alismada elde edilen kitle matrisi, literatlirdeki érnek calismalara paralel olarak,
sabit egrilik yarigapi ve sabit kesit alanina sahip gubuklari kapsamaktadir. Degisken
egrilik yarigapi ve degisken kesit alani hesaplara dahil edilmemistir. Ancak, kitle
matrisi ifadesi yeniden dizenlenerek, kesit alani ve egrilik yaricapi degisimini de

hesaplara dahil etmek mimkundur.

Teorik ve deneysel hesaplamalarin karsilastirildigi, ¢alismanin son bdlimiinde,
modal analiz uygulamasi sunulmaktadir. Deneysel modal analiz ¢alismasi, farkli
kiris acikliklarina sahip, ¢ember eksenli deney cubuklari Gzerinde yapilmistir.
Deneylerde hem sabit kesitli, hem de kademeli degisken kesitli gubuklar

kullanilmistir.

Modal analiz asamalarinin ayrintili olarak ele alindi§i ¢alismada, deneysel modal
analizin tim asamalari icin 6zel olarak tasarlanmis olan ICATS paket programi
kullanilmistir. Deney c¢ubuklari icin en uygun mesnet noktalari, tahrik ve d6lgim
noktalari belirlenmig olup, serbest-serbest sinir sarti, cubuklarin lastiklerle uygun bir

yere asilmaslyla saglanmistir. 180° kiris acgikligina sahip, sabit kesitli gember eksenli
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¢ubuk icin, mod sekilleri deneysel olarak belirlenmis, teorik olarak elde edilen mod
sekilleri ile karsilastirilmistir. Deney sonugclari incelendiginde, serbest-serbest sinir
sartinda deneysel ¢alisma ile analitik ve sonlu eleman sonugclari arasinda %1 - %3
civarinda hata degeri bulunmaktadir. Ankastre-serbest sinir sartinda ayni hata
degeri, %1 - %8 arasinda degisirken, ankastre-ankastre sinir sartinda %4 - %10

degerleri arasinda yer alir.

Calismada, laboratuar kosullari ve zaman kisitlamasi nedeniyle her deney pargasi
icin deneysel modal analiz ¢alismasi tam olarak yapillamamistir. Deneylerde
kullanilan diger cubuk geometrileri icin sadece frekans degerleri incelenebilmistir.
Elde edilen dogal frekans degerleri, analitik olarak hesaplanan ve ANSYS sonlu
eleman paket programi kullanilarak hesaplanan degerlerle karsilastiriimaktadir. Elde
edilen degerler birbiri ile olduk¢a uyumludur. Sonuglar arasindaki farkliliklar ise
analitik modelde yapilan kabuller, dikkate alinan malzeme 6zellikleri ve sinir
sartlarinin, deneysel c¢alismadaki sartlarla tamamen uyumlu olamamasindan

kaynaklanmaktadir.
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EK A : 180° Kirig Agikhigina Sahip Cubuk icin Diizlem i¢i ve Diizlem Digina Ait Mod
Sekilleri

123



Sekil A. 1 : 180° kiris agikligina sahip serbest-serbest gubugun diizlem igine ait
birinci mod sekli (219.65 Hz)..

Sekil A. 2: 180° kiris agikhgina sahip serbest-serbest gubugun dizlem icine ait
ikinci mod sekli (630.95 Hz)..
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Sekil A. 3: 180° kiris agikligina sahip serbest-serbest cubugun diizlem igine ait
dcincu mod sekli (1308.7 Hz).

Sekil A. 4 :  180° kiris agikhgina sahip serbest-serbest gubugun dizlem icine ait
dordinct mod sekli (2211.6 Hz).
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Sekil A. 5: 180° kiris agikhgina sahip serbest-serbest gubugun dizlem igine ait
besinci mod sekli (3317.9 Hz).

Sekil A. 6 :  180° kiris agikhina sahip serbest-serbest gubugun diizlem disina ait
birinci mod sekli (263.79 Hz).
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Sekil A. 7 :  180° kiris acikligina sahip serbest-serbest cubugun diizlem digina ait
ikinci mod sekli (566.07 Hz).

Sekil A. 8 : 180° kiris acikligina sahip serbest-serbest cubugun diizlem digina ait
dctncl mod sekli (1052.9 Hz).
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Sekil A. 9 : 180° kiris acikligina sahip serbest-serbest cubugun diizlem digina ait
dordinct mod sekli (1470.7 Hz).

Sekil A. 10 : 180° kiris acikligina sahip serbest-serbest gubugun diizlem digina ait
besinci mod sekli (1928.1 Hz).
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Sekil A. 11 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-serbest cubugun diizlem igine ait
birinci mod sekli (52.15 Hz).

%

Sekil A. 12 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-serbest cubugun diizlem igine ait
ikinci mod sekli (164.2 Hz).
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Sekil A. 13 :  180° kiris agikhigina sahip ankastre-serbest gubugun diizlem igine ait
Uglncli mod sekli (557 Hz).
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Sekil A. 14 :  180° kiris acikligina sahip ankastre-serbest cubugun diizlem igine ait
dordinct mod sekli (1229 Hz).
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Sekil A : 15 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-serbest gubugun diizlem igine ait
besinci mod sekli (2112 Hz).

Sekil A. 16 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-serbest gubugun diizlem digina ait
birinci mod sekli (26.69Hz).
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Sekil A. 17 :  180° kiris agikhigina sahip ankastre-serbest cubugun diizlem disina
ait ikinci mod sekli (82.94Hz).

Sekil A. 18 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-serbest gubugun dizlem disina ait
Uclinci mod sekli (282.3Hz).

132



Sekil A. 19 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-serbest gubugun diizlem disina ait
dordinct mod sekli (624.5 Hz).

Sekil A. 20 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-serbest gubugun diizlem digina ait
besinci mod gekli (1081 Hz).
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Sekil A. 21 : 180° kiris agikligina sahip ankastre- ankastre gubugun diizlem igine ait
birinci mod sekli (518.05 Hz).

Sekil A. 22 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem igine ait
ikinci mod sekli (1113.7 Hz).
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Sekil A. 23 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem igine ait
dginct mod sekli (2047.6 Hz).

Sekil A. 24 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregcubugun diizlem igine ait
dordincu mod sekli (2952 Hz).
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Sekil A. 25 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem icine ait
besinci mod sekli (4083.9 Hz).

Sekil A. 26 : 180° kiris acikligina sahip ankastre-ankastre gubugun diizlem disina
ait birinci mod sekli (110.62 Hz).

136



TATA
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A TATAYAY

Sekil A. 27 :

180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem disina
ait ikinci mod sekli (318.22 Hz).

Sekil A. 28 :

180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem disina
ait tguincu mod sekli (663.39 Hz).
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JATATAY
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—_aTATATAY,

Sekil A. 29 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastregubugun diizlem digina
ait dordiincu mod sekli (1129.8 Hz).

Sekil A. 30 : 180° kiris agikligina sahip ankastre-ankastre gubugun diizlem disina
ait beginci mod sekli (1712 Hz).
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