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OZET

Bu ¢ahgmada Abstract Toeplitz operatorleri tanimlanmig, ornekler verilmig
ve bazi ozellikleri incelenmigtir. Ayrica Abstract Toeplitz operatorleri, spektral
teorisi ve Banach cebrinin genel teorisi bakimindan da incelenmigtir. Caligmanin
son kisminda ise, Riesz sistemlerin denkligi tammlanarak sonsuz sayida denk
olmayan Riesz sistem oldugu gdsterilmigtir.
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SUMMARY
SPEKTRAL THEORY of ABSTRACT
TOEPLITZ OPERATOR

In this work,Spektral theory of Abstract Toeplitz operators are studied.

Toeplitz operators are related to different branches of mathematics such
as convergence theory of analytic functions, the integral equation, Wiener-
Hopf equation and control theory. For this reason, Toeplitz operators have
a great importance in the theory of operators.

This work contains four section. The first section is introduce section.
The second section contains preliminaires about bounded linear operators

on Hilbert spaces, Banach and operator algebras. Now let us give some
fundamental concepts.

The set of all measurable complex function on X is denoted by L?(X,v)
which satisfy f [fI? < oo. The unit circle is denoted by T' and the normal-
ized measure onXT is denoted by p. In this condition, L2(T,u) denotes the
st of all measurable functions in the unit circle which satisfy /T IfI? < oco.

The orthonormal basis in L%(T, ) is given as

en(8) =™, 0<0<2r, n=0,%1,..

The inner product on L?(T,p) is defined by

(h9)= [ fadu, ¥f.g € (T,
The essentially bounded complexed valued functions in the unit circle
is denoted by L°(T, u) .

The norm in this space is defined by
[flloo =inf{c>0: pz €T :|f(z) >c)=0}.
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Let us define the H? space

H? ={f € L}(T,p) : / fEndu =0, Vn < 0}
T

1 2T

H2={f€L2(T7M): % o

f-endfd =0, Vn > 0}

The functions in H? space are called analytic functions and this space
is called Hardy space.

The linear bounded operators space on Hilbert space is denoted by
B(H) . We give some definitions about operators in B(H), and definition
of spektral measure and some theorems about it.

In the third section,we have studied spektral theory of Abstract Toeplitz
operators. Firstly, we give some definitions.

Let H be any infinite dimensional Hilbert space and let R be a maxsimal
abelian von Neumann algebra of operators acting on R. A closed subspace
K # {0} C H issaid to be a weak Riesz subspace for R ifeach 0# f € K
is seperating vector for R. By definition this means that if L € R and
Lf=0, then L=0.

A proper subspace K C H is a Riesz subspace for R if both K and
K1 are weak Riesz subspaces for R.

A triple (H,R,K) is called a Riesz system if H is an infinite dimen-
sional Hilbert space, R is a maximal abelian von Neumann algebra on H
and K C H is a Riesz subspace for R.

If (H,R,K) is any Riesz system, the linear operator that projects H
onto the subspace K is always denoted by P. Furthermore, every operator
L € R is called Abstract Laurent operator and every operator of form PL
acting on the Hilbert space K is called a Abstract Topelitz operator.

Then, we have given some examples of Riesz systems. First, we have
showed that (L?,L>, H?) is a Riesz system.

In this section we suppose as given some fixed but arbitrary Riesz system
(H, R, K). Recall that P denotes the projection of H onto K. We first obtain
some preliminary results that lead to the spectral inclusion theorem.

If M is any linear manifold in H, the closure of M is denoted by [M].

Lemma 3.2: If L is Abstract Laurent operator and [LH]| # H , then
[LH] = [LK] = [LK*].



Here, the following result is taken:

Corollary 3.3: H is infinite dimensional Hilbert space, R is maximal
abelian von Neumann algebra on H, then (H,R,K) is a Riesz system

if and only if EH = [EK] = [EK"] for every nonzero projection E < 1
in R.

The following proposition is proved by using the above corollary.

Proposition 3.5: The maximal abelian von Neumann algebra R contains

no minimal projections and the subspaces K and K+ are both infinite di-
mensional.

If A is any operator, we denoted by o(A) the spektrum of A and
by w(A) the approximate point spektrum of A. If L € R (L is Abstract
Laurent operator), then the operator PL (PL is Abstract Toeplitz operator)
on K is denoted by T7,.

Teorem 3.6: If L € R, then o(L) C (Ty) C o(TL) .

Then, the spektral radius of an operator A is denoted by r(A). Let
(H,R,K) be Riesz system. The collection of Abstract Toeplitz operators
is denoted by GT'. It is obvious that GT is closed subset of B(K).

Let 9 : R—GT be defined by 4(L) =

Corollary 3.7: The mapping % is linear,one-to-one,isometric-isomorph and
preserves adjoints.

To prove Corollary 3.7 is used Teorem 3.6.

Corollary 3.8: If L € R that is not scalar, then L and T;, have no proper
value in common.

We obtain a corollary about compact Abstract Toeplitz operator.
Corollary 3.11: The only compact Abstract Toeplitz operator is zero.

The proving of Corollary 3.11 is used Theorem 3.6 and the following
Lemma.

Lemma 3.9: If a € B(H) is compact operator, A 7& 0 and X € o(A),
then A is proper value of A.

Abstract Laurent operator L and its associated Abstract Topelitz opera-

tor are said to be analytic if LK C K , and to be co-analytic if LK+ C K+.
It follows L is analytic if and only if L* is co-analytic.



In this section, it is showed when 77, is isometry operator.

Theorem 3.14: A Ty is an isometry if and only if L is analytic unitary
operator.

Let 4 € B(H) . A is called quasinilpotent, if ¢(4) =0 .

Let R be algebra. The radical of R is defined by RadR = {A € R :
(I—AB)™' € R, VB€ R, exists }.

If RadR = {0}, then R is called semisimple.

Lemma 3.15: The collection of analytic Abstract Toeplitz operators with

any Riesz system form a semisimple commutative Banach algebra under the
operator norm.

The collection of analytic Abstract Toeplitz operators is denoted by
AGT. Let o467(TL) denote the spektrum of an analytic Abstract Toeplitz
operator Tf, regarded as an element of AGT .

Lemma 3.16: VT, € AGT ,

o(TL) = ougr(TL)

Theorem 3.18: The spectrum of every analytic Abstract Toeplitz operator
Ty, is connected.

In the four section, we study way in which Riesz systems can differ.

Definition 4.1: Two Riesz systems (H, R, K) and (Hy, Ry, K1) are said to
be equivalent if there is a Hilbert space isomophism ¢ of H onto H; such
that ¢(K) = K; and such that ¢R¢~! =

Proposition 4.1: If two Riesz system (H,R,K) and (Hi,R:,K;) are
equivalent, then the spaces GT and GT) are isometrically 1somorphic which
is given by FT = Tyr4-1.

Let F(n) be any finite subset of the non-negative integer and the sub-
space Mp(a) C K spaned by the orthonormal vectors {e¢'®? : n € N/F(n) }.
Mpmy = V{e"®® : n € N/F(n) }. The Riesz system (H,R,Mp(,)) is de-
noted by Rp(n) -

Lemma 4.2: Hermitian Abstract Toeplitz operator associated with the
Riesz system Rp(,) has a null space whose dimension is at most n and there

exists a hermitian Abstract Toeplitz operator whose null space dimension is
n.
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Following theorem is proved by the using of Lemma 4.2. It shows that
there are a lot of Riesz systems which can be differ.

Theorem 4.3: If m and n are distinct possitive integers. The Riesz systems
Rp(n)y and Rp(m) are not equivalent. Furthermore no Riesz system Rp(n)

is equivalent to (L%, L°°, H?).



BOLUM 1 GIRIS

Bu ¢aligmada Abstract Toeplitz Operatorler sinifinin bazi 6zellikleri in-

celenmigtir.

Toeplitz operatdrlerinin integral denklemlerden Wiener-Hopf denklem-
lerine, analitik fonksiyonlarn yakinsaklik teorisine kadar matematigin bir
¢ok daliyla iligkisi vardir. Bundan dolay: Toeplitz Operatorlerinin operator-

ler teorisinde onemi biytktiir.

Son zamanlarda Toeplitz operatorler teorisi farkli yonlerde geligmekte-
dir. émegin, bu teori yiiksek boyutlu , cok baglantili bolgelerde tammlamp
inceleniyor {1]. Ayrica, bu teori Bergman uzayinda ve onun genellegtirilmig
hallerinde de inceleniyor [2],[3],[4]. Bunlardan bagka bir yon var ki, burada

Abstract Toeplitz operatorleri incelenir.

Abstract Toeplitz operatorler sinifi ilk defa R.G.Douglas ve C.Pearcy
tarafinda “Spektral Theory of Generalized Toeplitz Operators” isimli ma-
kalede [5] tamimlanmigtir. Bu simif, iyice incelenmig olan Klasik Toeplitz

operatorler simfinida igermektedir.

Bu makalenin esas diigincesi, ondan ibarettir ki, Klasik Toeplitz op-
eratorlerine dair neticelerin bir ¢ogu (spektral teorisi) M.F.Riesz Teoreminin
yardimiyla elde edilebilir.

Bu ¢aligma, dért boliimden meydana gelmektedir. Birinci béliimde,
kisaca galigmanin igeriginden bahis edilmigtir. Ikinci béliimde, ¢aligmanmn
genelinde kullanilan kavram ve bilgiler verilmigtir.

Uglincii béliimde, Abstract Toeplitz operatérleri tanimlanmig, rnekler
verilmis ve incelenmistir. Ayrica spektral teorisi de incelenmigtir.
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H, ayrilabilir olmas: gerekmeyen, sonsuz boyutiu Hilbert uzay: ve R, H
fizerinde tamimli operatorlerin maksimal abelyen von Neumann cebri olsun.
K C H sifirdan farkh kapali bir alt uzay olsun.

Tamm 1.1: Eger Vf € K, f#0, L€ Rve Lf =0 iken L = 0 oluyorsa
K’ya R i¢in zayif Riesz alt uzay denir.

Tanim 1.2: Eger hem K hem K+ R icin zayif Riesz alt uzay ise K‘ye Riesz
alt uzay denir.

(H, R, K) ugclistine Riesz sistem denir.

P :H — K bir izdiigiim operatori olsun.
Tanim 1.3: VL € R‘ye H'de Abstract Laurent Operatorii denir.
Tamim 1.4: K‘den K‘ye giden PL, L € R seklinde tanimlanan operatore
Abstract Toeplitz Operatorii denir, T, ile gosterilirve T, : K— K, Vf € K,

Tyf = PLf .

GT ile (H,R,K) Riesz sisteminde Abstract Toeplitz operatorler sini-
fim1 gosterelim.

Baz1 yardimae teoremler, Lemma 3.2 ve sonuglan ispatlandiktan sonra
Teorem 3.6 ispatlanmugtar.

Teorem 1.1: (H,R,K) Riesz sistem ve L Abstract Laurent operatorii
olsun. Bu takdirde o(L) C n(T7) C o(Ty) ‘dir.

Burada g(L), L operatoriiniin spektrumunu, #(7;) ise T7, operatdrii-
nin aproksimatif spektrumunu gostermektedir.

Simdi Onerme 3.8 ve Sonug 3.11’1 verelim.

Onerme 1.2: L € R skalerden farkli Abstract Laurent operatori ise L ve
T ’nin birlikte 6zdegerleri yoktur.

Sonug 1.3: Tek kompakt Abstract Toeplitz operatori 0’dr.
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Bu boliimde Abstract Toeplitz operatoriiniin ne zaman izometri oldugu
da incelenmigtir.

L € R Abstract Laurent operatorii ve T, Abstract Toeplitz operatorii
olsun. LK C K ise L ve Ty ’ye analitik,

LK+ c KL ise Lve Ty, ’ye ko-analitik denir.

Teorem 1.4: T, Abstract Toeplitz operatoriiniin izometri olmasi icin gerek-
li ve yeterli kogul L Abstract Laurent operatoriiniin analitik {initer olmasidir.

Abstract Topelitz operatorleri Banach cebrinin genel teorisi bakimindan

da incelenmisgtir.

Lemma 1.5: Keyfi Riesz sistemle {iretilmig analitik Abstract Toeplitz op-
eratorler ailesi operatér normu altinda degigmeli yar basit Banach cebiridir.

AGT ile analitik Abstract Toeplitz operatorler cebirini gosterelim.

Lemma 1.6: VI € AGT icin

o(Tr) = ougr (1)

Ve bu bolimiin sonunda Gelfand teorisi yardimiyla Teorem 3.13 ispat-
lanmugtir.

Teorem 1.7: Her analitik 77, Abstract Toeplitz operatériiniin spektrumu
irtibathdir.

Dordiinci bolimde, Riesz sistemlerden olugan kiimede denklik tanimi
verilmigtir.

Tamm 1.5: (H,R,K) ve (Hy, Ry, K;) Riesz sistemlerine denk denir, eger
oyle ¢ : H—Hy izomorfizmi var ki ¢(K)=K; , ¢R¢~! = R; olsun.

Onerme 1.8: Eger (H,R,K) ve (Hy,Ri,K;) Riesz sistemleri denk ise
GT ve GTi uzaylar izometrik izomorftur ve bu izomorfluk FTy, = Ty Lot
geklindedir.
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F C N sonlu bir alt kiime olsun(burada N Dogal sayilar kiimesidir) ve
F = {ky < k2 < ..<kp} seklindedir. Mr , {e"®: n € N/F }'y1iceren
en kii¢iik kapalh lineer uzay olsun ve Mr = V{e"® : n € N/F } seklinde
gosterelim. Rp(n) = (L%, L°°, M F(n)) Riesz sistemini gosterelim.

Lemma 1.9: (H,R,Mp,)) Riesz sistemli hermityen Abstract Toeplitz
operatorunin sifir uzayinin boyutu en fazla n’dir ve oyle hermityen Abstract

Toeplitz operatdri var ki sifir uzaymin boyutu n’dir.

Lemma 1.9 yardimuyla agagidaki teorem ispatlanmigtir, yani sonsuz

sayida denk olmayan Riesz sistemler vardir.

Teorem 1.10: m ve n farkh iki pozitif tamsay: olsun. Bu takdirde Rp(y)
ile Rp(m) Riesz sistemleri denk degildir. Ayrica Rp(n)’lerin higbirisi
(L?, L*°, H?) Riesz sistemine denk degildir.



BOLUM 2 GEREKLI KAVRAM VE BILGILER

Caligmanin bagka kaynaklardan bagimsiz olarak okunabilmesi i¢in agag1-
daki bilgileri verelim.

L3(X,v) : v sonlu dl¢ii olmak fizere, Lebesque‘e gore Slgiilebilen ve karesi
v Olglistine gore integrallenebilen fonksiyonlar uzay:.

T = {z € C : |2] = 1} Komplex diizlemde birim ¢emberi ve p birim
gemberin Borel kiimeleri tizerinde normallestirilmis Lebesque olciisiinii(yay
uzunlugunun genigletilmesi) gostermek tizere;

L3(T, 1): Birim gemberde Lebesque’e gore Sgiilebilen ve karesi p Slglistine
gore integrallenebilen fonksiyonlar uzay:.

L*(T, 1) ‘de ortonormal baz :
en(6) =™, 0<0<2r, n=0,+1,..

geklinde tanimlanir.
L*(T, p) ‘de ig carpum :

Vg € IT,0), (f,9)= [T £ 3du

geklinde tanimlanir.

H? simifi
H?*={f e L*T,p): / fendp =0, Vn < 0}
T

27

H? ={feL*T,u): 2—17,-— f.endd =0, Vn > 0}

0

seklinde tammlanir ve bu simifi olugturan fonksiyonlara analitik fonksiyonlar
denir. Bu sinifa ise Hardy uzay: denir. Agiktir ki H? bir Hilbert uzayidar.
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L*®(T, u) : Birim ¢emberdeki kompleks degerli ve esasl simirh fonksiyonlar
uzayl.

Bu uzayda norm : ||f]lec = inf{c > 0: pu(z € T :| f(z) |[> ¢) = 0}
geklindedir.

R, C tlzerinde vektor uzayi olsun, ve R x R—R ve agagidaki sartlar:
saglayan (z,y)—zy islemini tanimlayahm.

1) @(yz) = (zy)z, Vz,9,2 € R ;
2) z2(y+2)=zy+zz ve (z+y)z=zz+yz, Vo,y,2 € R
3) Mzy) = (Az)y = z(Ay), Vz,y,€ R ve A€ C.

Bu isleme ¢arpim denir. R vektor uzayinda carpim iglemi de tamimliysa

R’ye cebir denir.

Eger zy = yz sartim saghyorsa R’ye degigmeli cebir denir. R’de
sifirdan farkh 1 € R, Vz € R, lz =zl ==z sartim sagliyan eleman varsa

1’e birim eleman R’ye birimli cebir denir.

M C R alt uzay olsun. Eger M, elemanlarimin ikili ¢arpimlarim
igeriyorsa yani z,y € M igin zy € M ise M’ye alt cebir denir.

Eger R Banach uzay: ve burada tammh norm Vz,y € R, |zy| <
lzllllyll sartim saghyorsa R cebirine Banach cebiri denir.

Eger R birim elemanli Banach cebri ise 1 birim elemam igin ||1]| =1
olmahdir.

R cebir ve M C R alt uzay olsun. Eger Vz € R, Va € M igin
az,za € M ise M’ye iki tarafli ideal denir.

Eger M CR, M # R ve R'de M’yi igeren bagka ideal yoksa M’ye
maksimal ideal denir.

B(H) ile H Hilbert uzayinda taumh lineer, smirh operatorler kiimesini
gosterelim.
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Agiktir ki B(H) operator garpimuna gore bir Banach cebirdir.
A € B(H) olsun. Eger dyle bir B € B(H) operatorii var ve AB =

BA =1 ise A operatérine tersinir, B € B(H) ‘a da A‘min tersi denir. Bir
A € B(H) operatoriiniin spekturumu

o(A)={A € C; (A—AI)'nmn tersi mevcut degil}

geklinde tamimlanir.

m(A) ={A € C; (A— M) alttan simirh degil}
={rA€C; {2z} CH, |[zall =1, [|[Azn — Azn|| - 0}

geklinde tanimlanan noktalar kiimesine A’min Aproksimatif spektrumu de-
nir.

Bir operatoriin spektral yarigap:
r(4) = sup{[A], A € o(A4)}

seklinde tanimlanir.

A € B(H) olsun. A* ile gosterilen ve (Af,g) = (f,4%g), Vf,g€ H

gartim saglayan operatére A operatdriiniin esi(adjointi) denir.

A€ B(H), A= A" ise A operatdriine hermityen(self-adjoint),
A* = A7 ise A operatdriine iiniter, A? = A ise A operatdriine idempotent,

AA* = A*A ise A operatdriine normal denir.

A € B(H) olsun. Vf,g € H icin (Af,Ag) = (f,g9) oluyorsa A

operatdrune izometrik denir.

K C H kapali alt uzay1 olmak lizere P: H—K operator olsun. Eger
P operatori P = P? = P* gartlarim saghyorsa P’ye ortogonal izdiigiim
operatéri denir. Bundan sonra bu operatore sadece izdiigim operatorii
diyecegiz.

A,B € B(H) ve A= A*, B=B* olsun. A> B olmas1
(Af, f) = (Bf,f), fe H anlamindadir.
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P,Q iki izdligm operatorii olsun. P > Q = PH D QH geklindedir.
Teorem 2.1: A normal operatdr ise [|4|| = r(A) ‘dir [6].
Teorem 2.2: A normal operator ve Az = Az ise A*z = Az ‘dir [6].

Teorem 2.3: (Normal operatorler igin spektral tasvir teoremi) A normal

operator ve p(.,.) iki degiskenli polinom ise

o(p(4,A")) = {p(2,%) : z € 9(A)}

dir [6].

Tanmmm 2.1: A € B(Hy), B € B(H;) olsun. A ve B fniter olarak
denktir denir, eger 6yle U : Hi—H, izometrik izomorfizm operatorii var ki
UAU-! = B olsun.

Tamm 2.2: ¢ € L®(X, u) icin

M,f =.f, Vf € L*(X, )

geklinde tanimlanan operatdre ¢arpim operatori denir.

Teorem 2.4: (Spektral teoremin 1.formu) H Hilbert uzaymda A normal
operator ise Oyle (X, 1) sonlu dlgli uzay1 ve ¢ € L*(X, p) fonksiyonu vardir
ki A operatori ve L2(X, ) ‘de M, operatoril iiniter olarak denktir [6].

Tamm 2.3: K kompakt bir kiime ve ¥, K’nin borel kiimelerini gostermek
tizere E : ¥—B(H) tasviri
1) E(¢) =0.
2) VA € I .igin E(A) = Pp, P = P} = P}.
3) VA1,A2 € X igin E(A; NAy) = Pa, Pa,.
4) VA1,A2 €X ve AjNAy=¢ icin E(A;UAy) = Pa, + Pa,.
sartlarim saghyorsa E’ye spektral 6l¢ii denir.

Bundan bagka, eger Vf,g € H, (E(A)f,g) kompleks degerli bir 6lgii ise
yani Y’da tamimlanmig o-toplamsal fonksiyon ise E’ye birim ayrilig denir.

Teorem 2.5: A normal operatdr ise o(A4) ’da tek bir E birim ayrihig1 vardir
oyleki A= [ AdE) [6].
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Teorem 2.6: (Fuglede teoremi) A = [ AdE)ve B € B(H) 6yleki AB = BA
ise her A Borel kiimesi i¢in B, E(A) ile degigmelidir [6].

Bir A operatoriniin goriinti kiimesini Ran(A) ‘ile gosterelim.

Teorem 2.7: A € B(H) normal operatdr ise A’min spektrumu yalniz
aproksimatif spektrumdan olugur yani 7(A) = o(A) .

Ispat: Once m(4) C o(A) oldugunu gorelim: A ¢ a(A) ise (4 — AI)™1
mevcuttur.Vf € H igin
Il = 1I(4 = A4~ ADf]]
< A= ADTHIA = ADS]]
(A =ADfl| 2 dllfll, a= mm (A — AI) alttan simirhdir yani
A¢n(A)

Simdi ise 0(A) C 7(A) oldugunu gorelim.
Mg m(A) olsun. & >0, [|[Ag— Agl| > €llgll, Vg € H igin. A normal
oldugundan (A~ AI)‘da normaldir. (A—AI)* = A*—\*I ‘dir. (A—AI)igin
saglanan esitsizlik A* — A*I iginde saglamr. [|[(A* — A\*I)g|| > €llg]]

Simdi (A—AI) ‘mmn tersinin mevcut oldugunu gérmek icin (A—AI) ‘nin
goruntl kiimesinin H‘da yogun oldugunu gosterelim.

gL Ran(A — M) ise 0 = (A~ MD)f,q) = (f,(4* — X*I)g), Vf € H
igin (A* —A*I)g =0 olmahdir. |[|[A*g ~ A*Ig|| > €||g|| olmasiicin g =0
olmalidi, yani A ¢ o(4) .

B(H)'da ¢ok sayida topoloji verilebilir. Biz burada su topolojilerle il-
gilenecegiz:Zayif topoloji, Kuvvetli topoloji.

B(H)‘da zayif topolojinin baz

{U(A7 fl 3 f2, ey fk, 91,925 -9 9k; 6)}AGB(H),f,,,g,.EH,e)O

={B € B(H) : (A~ B)fa,gn)l < €}

geklindeki kiimelerden olugur.
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Burada {An} C B(H) operatdrler dizisinin bir A € B(H) operatoriine
yakinsamasi
Jim [((4n ~ A)f,9)| =0, Vfige H

seklindedir. B(H) ‘da kuvvetli topolojinin baz
{ V(Aa fl ’ f27 ooy fk7 e)}AGB(H),f,;EH,e)O

={B e B(H): |(A-B)fll < ¢}

seklindeki kiimelerden olugur. Burada {4,} C B(H) operatorler dizisinin
A € B(H) operatériine yakinsamasi

Jim [|4af ~ Afl| =0,Vf € H

geklindedir.

Tamim 2.4: R C B(H) bir alt cebir ve A € R iken A* € R ise R ‘ye
self-adjoint cebir denir.

Tanim 2.5: Hilbert uzayinda tanimh operatorlerin zay:f kapali bir alt cebiri

olan, birimi igeren self-adjoint cebire Von Neumann Cebri denir.

Tanim 2.6: S ile Hde tamimh operatorler ailesini gosterelim. S igeren
bitiin Von Neumann cebirlerinin arakesitine § ile iiretilen Von Neumann

cebir denir.

Teorem 2.8: R Von Neumann cebri ise igerdigi izdiigim operatorlerinin
kiimesiyle tretilir [6].

Tamm 2.7: Bagka hicbir abelyen Von Neumann cebir tarafindan icerilme-
yen abelyen Von Neumann cebire maksimal abelyen self-adjoint cebir(masa)

denir.

Teorem 2.9: R masa ise (X,u) sonlu dlgii uzay1 vardir 6yleki R ve L*°
finiter olarak denktir [6].

R birim elemanl: degigmeli cebir olsun. Mg ile R—C tammh sifirdan
farkh homomorfizmler ailesini gosterelim. Bu homomorfizmlere R’de karak-
ter denir. R* ile R’de siirekli lineer fonksiyoneller uzaym gosterelim.
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Mz C R* kapal alt ciimle ve Vo € Mg igin ||¢|| = 1'dir. Banach-
Alaoglu Teoreminden [7] dolayr Mg, zay:if* topolojisine gore tanimlanan
relatif topolojide kompakttir. 7R’nin maksimal idealler kiimesi ile Mz
arasinda bire-bir tasvir vardir. V¢ € Mg, Kerpy C R bir maksimal
idealdir. Her Imqez; C R’ye R—C bir homomorfizm kargs: gelir(Gelfand-
Mazur Teoreminden dolay: [7]. Buna gore Mg’'ye tanimlanmig topolojide
R’nin maksimal idealler uzay: denir.

Teorem 2.10: R birim elemanli, degigmeli Banach cebir ise R’nin mak-
simal ideal uzayr Mg kompakt Hausdorff uzaydir ve @ € R igin o(a) =
{h(a): h e Mg }7).

Tanim 2.8: Kabul edelim ki R birim elemanl, degigmeli Banach cebri
olsun. T': R—C(Mgr) giden ve I'(a) = &, burada a(h) = h(a), tasvirine

Gelfand tasviri denir.

Teorem 2.11: R degigmeli, birim elemanh Banach cebri, Mz, R ’nin
maksimal ideal uzay:1 ve a € R olsun. Bu takdirde a’min Gelfand tasviri
a, C(Mg) ’ye aittir. a—é tasviri R’den C(Mg)’ye siirekli bir homomor-
fizmdir ve normu 1’dir [7].



BOLUM 3 ABSTRACT TOEPLITZ OPERATORLERI

L*(T, p) Hilbert uzayrdir. H*(T,u) C L*(T, ) ‘nin kapah bir alt uzay:
oldugu igin Hilbert uzayidir.

@ € L®(T, u) olsun. Vf € L%(T, u) igin

Lef=e.f

geklinde tanimlanan operatore Laurent operatorii denir.

P:L? - H? izdiisiim operatdrii olsun. Vo € L®(T, u),

Tof = PLof = Pp.f) f€HT,p)

geklinde tamimlanan operatore Toeplitz operatorii denir.

T, Toeplitz operatdriine ¢ (veya @ )‘nin analitik olmasina gore anali-
tik(veya koanalitik) Toeplitz operatorii denir.

Toeplitz operatorlerinin agagidaki 6zellikleri vardar:
a) o(T,) D o(L,) veo(L,)C n(T,) dir [8].
b) L, — T, tammlanan tasvir 1-1, lineerdir. Adjointi, spektral radiisii
ve normu korur [9].
c) L, skalerden farklh Laurent operatdrii olsun. Bu takdirde T, ve L,
operatorlerinin birlikte 6zdegerleri yoktur [9].
d) Tek kompakt Toeplitz operatori sifirdir [10].
e) Hem analitik hem koanalitik olan Laurent operatorii sadece skaler-
lerdir. (Toeplitz operatriiniin ve analitik, ko-analitik Toeplitz operato-
riniin tanimindan elde edilir)
f) Her T,, Topelitz operatoriiniin spektrumu irtibathidir.
g)Higbir hermityen Toeplitz operatoriiniin 6zdegeri yoktur [10].
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Burada verilen Toeplitz operatorleriyle ilgili bilgiler [8] veya [11] kay-
naklardan elde edilebilir.

H? uzayna ait baz bilgiler gerekecektir. Bunlardan en 6nemlisi F.M.-

Riesz teoremidir.

Teorem 3.1:(F.M.Riesz) Eger f € H> ve u({z€T: f(z) =0}) >0 ise
f=0 dir. (Burada y, T°de adi Lebesque dlgiistidiir.)[10].

H? uzayina ait bilgiler [1] kaynaktan elde edilebilir.

Simdi (L%(T, ), L(T, u), H%(T, )) figliisine bakalim. L°(T, ),
L*(T, i) ’de m.a.s.a.’dir.([10], 5.124) H2(T,u), L*(T,u) ’nin bir alt uzay:-
dir. Bu gartlar altinda f € H*(T,u), f #0 ve p € L=®(T,pu), ¢.f =0 ise
¢ = 0 oldugunu gostermeye gahgalm. f # 0 ise F.M.Riesz teoremine
gore hemen hemen her yerde sifirdan farkhidir. ¢.f = 0 sarth fonksiyonu
hemen hemen her yerde sifir olmasidir. Eger ¢ hemen hemen her yerde sifir
degilse oyle M C T pozitif ol¢tlii kiimesi vardir ki |3 # 0 ’dir. Buradan
w.flm # 0 elde edilir. Bu ise ¢.f = 0 ’a ¢eligkidir. O halde ¢ = 0
olmalidir.

Buna gore agagida verilen tamumlar dogal olarak gozukir.

H, ayrlabilir olmas: gerekmeyen, sonsuz boyutlu Hilbert uzay: ve R, H
{izerinde tamimli operatorlerin maksimal abelyen von Neumann cebri olsun.

K C H sifirdan farkls kapal: bir alt uzay olsun.

Tanun 3.1: Eger Vf € K, f#0, L€ R ve Lf =0 iken L = 0 oluyorsa
K’ya R igin zayif Riesz alt uzay denir.

Bu tamim suna denktir: f € K ve f # 0 ise Rf lineer manifoldu H iginde
yogundur.

Gergekten, 0 # f € K, L€ R, Lf =0 iken L = 0 olmas: igin gerekli ve
yeterli kogul 0 # f € K iken [Rf] = H olmasidir.

Py : H—[Rf] olsun. §imdi Py =1 oldugunu gosterelim:
P;eR=I—P;€R olacakr. Buradan (I - Py)f =0 . K R iin zayf
Riesz alt uzay oldugundan I — P; = 0 ’dir. Bylece Py = I elde edilir.
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Lf =0 olsun. L =0 oldugunu gosterelim:
Lf=0= LyLf=LLf =0, L; € R olmak fizere. Buradan
LRf =0= [LRfl=0=LH=0= L =0 elde edilir.

Tanmim 3.2: Eger hem K hem K+ R igin zayif Riesz alt uzay ise K‘ye Riesz

alt uzay denir.
Boylece elde edilen (H, R, K) {icliisiine Riesz sistern denir.
P:H — K ile bir izdiigiim opera.tér{in{i gosterelim.
Tanim 3.3: VL € R'ye H'de Abstract Laurent Operatorii denir.

Tamm 3.4: K‘den K‘ye giden PL, L € R seklinde tanimlanan operatdre
Abstract Toeplitz Operatérii denir ve T, : K—K, Vf € K,
T.f =PLf.

Simdi (L%, L*, H?) iicliisiiniin Riesz sistem olugturdugunu gdsterelim.
Bunun igin H? ve (H?)! ’in L™ igin zayif Riesz alt uzay oldugunu goster-
meliyiz. H?’mn zayif Riesz alt uzay oldugunu yukarda gdsterdik. Simdi ise
(H?*)-’mn zayif Riesz alt uzay oldugunu benzer yolla gdsterelim.

{9} _ o, L? ‘de ortonormal baz olugturur. HZ, {e?}2  ‘y1iceren

en kiiciik lineer alt uzaydir.

feH?)" olsun. f =Y cqei™ seklinde yazmlabilir.
n<0
F=> cae™™ FeH ‘dir. p.f =0 idi, p.f =0 ‘dir, 5.f =0 =
n<0
=0 = ¢ =0 olmahdir. Buradan (H 2)J' zayif Riesz alt uzaydir.

Béylece (L%, L*°, H?)‘nin Riesz sistem olugturdugunu gostermisg olduk.

Burada (L?,L°,H?) iigliisiine Klasik Riesz sistem denir. Bu figlii
alinarak elde edilen Toeplitz operatdriine Klasik Topelitz operatérii denir.

(L%,L°°,H?) {icliisiiniin Riesz sistem olusturmasi F.M.Riesz teoreminden

elde edilir.
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Buna gére yukarda tamimlanan sistem Riesz sistem olarak adlandirilir.
Agagida ornekler verildikten sonra Abstract Toeplitz Operatorlerinin Klasik
Toeplitz Operatorlerinin daha once verilen 6zelliklerini sagladigi gosterile-

cektir.

Ornek1:(L(T, 1), L°(T, 1), H*(T, ) )*niin Riesz sistem olugturur. Gergek-
ten bunun i¢in, H? C L? ve (H 2)1' C L? ‘in L*® igin zayif Riesz alt uzay
olugturdugunu daha once gosterdik.

Ornek2: Birinci érnekte K uzaymmz: degigtirelim. Kabul edelim ki

F C N sonlu bir alt kiime olsun(burada N dogal sayilar kiimesidir) ve
F={k <k <..<kp} geklindedir. Mr , {e"®: n € N/F }y1 igeren
en kiigiik kapah lineer uzay olsun ve Mp = V{e'® : n € N/F } seklinde
gosterelim. Mp C H? ‘nin bir alt kiimesidir.

Simdi MF ‘in zayif Riesz alt uzay oldugunu gosterelim.
Agiktir ki I? = H? @ (H?)" geklinde yazabiliriz.
Bu durumdal? = Mr @ (H?") @ (H2)™ olacaktir, burada
Hm =v{e™® neF} feMpcCH?,H? L% icin zayif Riesz alt uzay
oldugundan Mr‘de L*® i¢in zayif Riesz alt uzaydir.

Simdji ise (M F)J' in L* igin zayif Riesz alt uzay oldugunu gosterelim.
Eger f € (MF)J' ise f = fi + fo seklinde yazlabilir, f; € H?", f, € (13'2)'L
n
olmak lizere. f1 = Z ak, etkrd

=1

Kabul edelim ki ¢.f = ¢.(fi + f2) =0 (1)

n —00
f= Zak,ezkpe + Z ckezka

p=1 k=-—1

(1) esitliginin her iki tarafim e~#*=+1)¢ jle carpalim, bu durumda

=ikt 10, £ g

e—-i(k,‘+1)0‘p.f — (p.(e—i(k"+1)ef)

n —00
— (P(Z ak, e—i(k,.-l-l—k,,)O + Z cpe—i(k,.-i.-l—p)a) =0
=1 p=—1

~

=@.f
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Burada f = (Z akpe_i(k"“"l""k”)e + Z cpe-i(k"+1_p)'9) ve f#0 oldu-
=1 p=—1

gundan f # 0 ’dir. Gorildigi gibi

fe (HZ)J' dir.(Hz)J‘ L™ igin zayif Riesz alt uzay oldugundan ¢ = 0 ‘dur.

Boylece (L%, L™=, Mr) iglist Riesz Sistem olugturur.

M, H ‘da lineer bir manifold olmak fizere M‘nin kapamgim [M] ile

gosterelim.
Agagida kullanilmak tizere (H, R, K') keyfi bir Riesz sistem olsun.
Lemma 3.2: L € R ve[LH| # H ise [LH] = [LK] = [LK"] dir.

Ispat: Eger K C H ise [LK] C [LH] oldugu agiktir. Simdi ise

[LK] D [LH] oldugunu gostermeye ¢aligahm.

f€[LH], fL[LK] olsunve E: H—[LH] izdiigiim operatoriidiir. Buna
gore ELf = Lf dir.

L : H—H olmak lizere H = [LH| @ KerL sgeklinde yazilabilecegini
gosterelim.

H = KerL®(KerL)* seklinde yazilir. Bunun i¢in énce KerL = (RanL*)*
geklinde oldugunu gésterelim.

Vh € KerL ve Vg € H (Lh,g) = (h,L*g) = 0 oldugundan dolay:
KerL C (RanL*)* .

hlRanL* veg € H ise (Lh,g) = (h,L*3) = 0 oldugundan dolay:
(RanL*)t C KerL .

KerL = KerL* ,yani Lz =04 L*z =0 oldugunu gosterelim:
(Lz,Lz) = (z,L*Lz) = (z,LL*z) = (L*z,L*z) =0 =L*z =0
(L*z,L*z) = (z,LL*z) = (z,L*Lz) = (Lz,Lz) =0 =Lz =0
Burada L operatoriiniin normal oldugunu kullandik.

KerL = (RanL*)* =KerL* = (RanL)* (KerL*)* = ((RanL)*)*t
(KerL*)* = [RanL] = [LH] , burada L = L** ve ((RanL)*)* = [RanlL]
oldugunu kullandik.

Boylece H = [LH]|® KerL geklinde yazilabilecegini gordiik.
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Buna gore keyfi fi € H oldugunda f; = f + ¢ seklinde yazlabilir 63}1e ki
f € [LH],g € KerL olmak tizere. Buna gore

Lfi=Lf+Lg=Lf, ELfi=ELf=1Lf,

Efis=Ef+Eg=Ef=f, LEfy=LEf=1Lf

Buradan EL = LE elde edilir. FE € R ‘dir.

LeR, fe[LH] ise Ef e [LH]dir. I-E)f=f—-Ef=f—-f=0.
Vk € K igin (L*f,k) = (f,Lk) =0 =L*f € K+ olacaktir.

(I-Ef=0, L*I-E)f=U—-E)L*f =0dir. (I—E)#0 ve K+
L*° icin zayif Riesz alt uzay oldugundan L*f = 0 olmahdir. Buradan
f € KerL* = KerL olur ve f € [LH] ’dir. H =[LH]® KerL geklinde
yazildigindan dolay:r f =0 olmalidir. fL[LH].

Béylece [LH] = [LK]| oldugunu gdstermis olduk. Aymi iglemler K1 icinde
yapilirsa [LH]| = [LK] = [LK"'] elde edilir. Buradan agagidaki sonug alinir.

Sonug 3.3: (H,R,K) iglisiinin Riesz sistem olugturmas igin gerekli ve
yeterli kosul EH = [EK] = [EK'], VE€ R, E=E* =E* E < I
olmasidir.

Ispat: Gerek kogul Lemma 3.2den elde edilir. Yeter kogulu gosterelim:
Ef=0 ve E#0 olsun. E € R oldugundan (I —E) € R ‘dir ve (I — E)
izdiigiim operatéridir ve

(I-EYH=[(I-E)K]=[(I-E)K"'] egitligini saglar.

fE€K oldugunda (I - E)f=If—-Ef=f= (I—E)f € K dir.

Vh € H icin (f,Eh)=(Ef,h)=0= fe(EH)t =(I—-E)H

Bu takdirde 3{f,} C K+ vardir ki (I —E)f, — f.

(I = B)fur £)) = (fa, (L = B)f) = (fa, f) = 0, Ste yandan

(I = B)farf) = (£,f) = (£, f) = 0 = f = 0 'dir. Buna gre efer
Pf=f, Ef =0, f=0 elde edilir. Buradan E > P olmalidir. Gergekten
olmadigmi varsayalm, E < P olsun.

PH D> EH, (PH)* C(EH)', H=PH@®(PH)*, H=EHo(EH)*:
ife€ PH, f¢ EH = f € (EH)' butakdirde f #0 iken Ef =0’ dir.

P < F ise
EH = [EK*] = [EP‘+H] = [E(I - P)H]
= |[EH — EPH| = [EH - PH] = [(E — P)H]
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Ote yandan EH = [EK] = [EPH] = [PH] = [K] = K . P izdiigim
operatorii oldugundan [PH] = PH ve K kapali alt uzay oldugundan [K] =
K ’dir.

Buradan K = (E — P)H elde edilir. Vh € H igin f = (E— P)h =
Eh—Ph=Eh—hy, hy € K.

Eh=f+hy €K, E =P ‘dir. Buradan K = 0 elde edilir. Celigki, o
halde E =0 olmalidur.

Onerme 3.4: 0#£ L e R ve [LH]# H ise [PLK] = K 'dir.

Ispat: [PLK]C K oldugu agktir. Lemma 3.2 den [PLK] = [PLH] elde
edilir. Simdi K C [PLH] oldugunu gosterelim. k& € K, kL[PLH] olsun.
Vhe H icin (L*k,h) = (L*Pk,h) = (Pk,Lh) = (k,PLk) = 0 olmas icin
L*k =0 olmalidir. L # 0 oldugundan L* # 0’dir. K zayif Riesz alt uzay
oldugundan k =0 olmahdir. Buradan K = [PLH]| = [PLK] elde edilir.

Onerme 3.5: Eger R maksimal abelyen Von Neumann cebir ise 0‘dan farkls

minimal izdiigiim operatdrii icermez. Hem K hem K< sonsuz boyutludur.

Ispat: Kabul edelim ki E, R ’nin minimal izdiigiim operatdrii olsun. Bu
takdirde E, H ‘yi bir boyutlu alt uzayina tasvir eder. Lemma 3.2'den
EH = EK = EK* 'dir. E bir boyutlu oldugundan EH ’inda boyutu
birdir.

EH = EK @ EK+ 'dir. dim(EK) =1 ise dim(EK+) =0 olmaldir ki
dim(EH) =1 olsun. Bu ise olamaz. O halde R minimal izdiigim igermez.

K ve K' ’nun sonsuz boyutlu olmasi EH = EK = EK" esitliginden
elde edilir.

L ile Abstract Laurent operatoriini, Ty, ile Abstract Toeplitz operato-
rind gosterelim.

Teorem 3.6: (H,R,K) Riesz sistem ve L Abstract La.urent?opera.tc'irﬁ
olsun. Bu takdirde o(L) C n(T1) C o(Ty) ‘dir.
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Ispat: Tp_xry = P(L — Myg) = PL — APIy =Ty — Mg ‘dir.

Burada sunu gostermek yeterlidir: 0 € (L) = 0 € #(T7) ‘dir. L =0 igin
istenilen agiktir.

L #0 olsun. 0 € o(L) oldugundan, € > 0 igin L‘nin E spektral
izdiigiimiinii segebilirim, dyle ki E € R, 0 < E < Iy ve ||EL|| < ¢ 'dur.

( L normal operatér oldugundan o(L) = #(L) *dir. 0 € o(L) ise

Ifell =1, |[Lfn]l = O(n—o0) veya Ve >0, AN, Vn> N, |[Lfa| <e€.
Secilmig bir n i¢in Ex = {Afa}. E : H — E,, |[LEf.]| < &, Efy =
fry LSl = 0 .)

R minimal izd{iglim operatorii igermediginden, I > F > [—E olacak gekilde
1 F € R izdisim operatorii mevcuttur.

feH ||fl=1 ve FEf = Ef = f gartini saglayan birim vektor olsun.
Lemma 3.2‘den [FK]= FH ‘dir. 3{k,} C K, ||[Fkn—Ff|| = 0.

Simdi {]|k.||} dizisi sinirh olsun.

|Toknll = | PLEn|| < ||Lkn]| = |LFkn — LFf + LFf + L(I — F)ka||
SNLNFkn — FfIl + |LEFI| + | LE(I — F)kn|
S LI Fkn — F£| + & + €llnll

ve

[Bnll 2 | Fknll = | Ff — F(f — ka)ll
2 |Ffl = F(f = ku)ll =1 = || Ff — Fhal|
yeterince biiyik n‘ler icin ||F'f — Fk,|| — 0 ,dir.
|Toka|| < 3el|kx|l, buradan ||Tk,||—0 'dir. 0 € #(TL) elde edilir.

Simdi ise {||kn||} dizisi srsiz olsun. ||kn,,, — kn,|| > 1 olacak sekilde
{kn,} alt dizisini segebiliriz.

ky —kp
h — t:tl 2 i
t "kn‘+1 ‘—'knt T Olsu.n

|Tohel| < ILAe|l = ILER: + LI — B)h|
S LE|||Adl + | LI — E)Fh||
< €+ || LI FR|
S e+ | L| F ks — Fln |

Yeterince biiyiik t'ler igin ||Fkn,,, — Fkaq,|| — 0 ‘dir.
|Tohe|| < 2¢ olur. Dolaywsiyla 0 € n(Ty) ‘dir.
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(H,R,K) Riesz sistem olsun. GT ile biitiin Abstract Toeplitz opera.f:&irler
kiimesini gosterelim. Agktir ki GT, B(K)'min kapali alt uzayidir. Dolay:-
siyla Banach uzayidir.

Toeplitz operatoriintin tanimindan dolay:r 9% : R—GT tasviri vardir ve

P(L) =T, seklindedir.

Onerme 3.7: ¢ tasviri lineerdir, bire-birdir,izometrik izomorftur ve ad-
jointi korur, yani (L*) = T} ’dur.

Ispat: ¢(L1 + Ly) = Tro41, = P(L1 + Ls) = PLy + PLy = Ty, + Ty, =
¥(L1) + ¥(L2) , yani tasvir lineerdir.

Vie K, (D)l = ITofll = |PLf| < |LfIF = (D) < 1L, N9l <
1 (1)

o(L) C o(T1) oldugundan r(L) < r(Ty) ‘dir. ||L]] = r(L) < n(TL) <
1ol =D yami [|L]] < lO(D), H1#ll 2 1. (2)

(1) ve (2) ‘den ||¢|| = 1 ’dir. Buradan bire-bir oldugu goriiliir. Diger
taraftan ¢ tasviri {izerinedir. Bire-bir oldugundan izometrik izomorftur.
f,g € K olsun.

®(L)fs9) = (Tf.9) = (PLf,g) = (Lf,g9) = (f,L*g) = (Pf,L*g)
= (f,PL*g) = (f,Tr~9) = (f,¥(L")g)

Ote yandan ($(L)f,g) = (f,$(L)*g) ‘dir. $(L)" = (L*) 'dir yani adjointi

korur.

Onerme 3.8: L € R skalerden farkli Abstract Laurent operatérii ise L ve
Ty ’nin birlikte 6zdegerleri yoktur.

ispat: L skalerden farkli Abstract Laurent operatori olsun.

0, L# Ay igin 6zdeger iken 0’in T}, igin 6zdeger olmadigim gdsterelim.
E, L i¢in spektral izdiiglim operatériiolsun E € R oyleki 0 < E < Iy
ve EL = 0 . Bu gekilde spektral izdiigiim operatorii segmek miimkiindiir,
E; = {Af} bir boyutlu alt uzay ve E : H—E; geklinde tamimlanmak
iizere.

Tpk = 0 olacak gekilde k € K elemanim alalim. Bu takdirde PLk = 0 ’dir.
Buradan Lk € KL elde edilir. ELk = 0, K1 zayf Riesz alt uzay
oldugundan E # 0 iken Lk = 0 olmaldir. k € K ve K zayif Riesz alt
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uzay oldugundan L # 0 iken & =0 olmalidir. Tk =0 esitligi £ =0 igin
saglandigindan 0, Ty igin 6zdeger degildir. o(TL) D o(L) oldugundan

0, L igin de 6zdeger olamaz.

Tanmmm 3.5: A € B(H) olsun. A operatori H’de keyfi simirli kiimeyi
H’de kapanis1 kompakt kiimeye gotiirliyorsa A operatoriine kompakt opera-

tor denir.
Kompakt operatorlerle ilgili iki lemmay1 hatirlatalim.

Lemma 3.9: A kompakt bir operator, A # 0 ve A € o(4) ise A\, A

operatorii igin 6zdegerdir [7].

Lemma 3.10: A kompakt bir operatdr ve {A,}’ler A’nin Szdegerler dizisi
ise lim A, =0 ’dir [7].

Sonug 3.11: Tek kompakt Abstract Toeplitz operatorii 0’dir.

Ispat: T; kompakt operatér ve T, # 0 olsun. Buradan L # 0 ’dir. L
normal operatdr oldugundan o(L) ’nin sifirdan farkl en az bir A elemam
vardir. Teorem 3.6’dan o(L) C o(Ty) ’dir. O halde A € o(T) olacaktur.
Tr kompakt operator ve 0 # A € o(TL) oldugundan Lemma 3.9’a gore
A Tp icin 6zdegerdir. Bu ise Onerme 3.8% gore olamaz. O halde Ty, =0
olmalidur.

Tamm 3.6: L € R Abstract Laurent operatoéri ve T Abstract Toeplitz
operatorii olsun. LK C K ise L ve T ’ye analitik,
LKL c Kt ise L ve T, ’ye ko-analitik denir.

L Abstract Laurent operatdriiniin analitik olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
L*’1n ko-analitik olmasidir. Gergekten, Vf € K, Vg € K1, eger L analitik
ise yani LK C K ise (Lf,g) =0 diger taraftan ise (f,L*g) =0 Buradan
I*g € KX yani LK+ C KL,

Lemma 3.12: L skalerden farklh Abstract Laurent operatori ve @, 0 <
Q <Ig ve PLQ (veya @ < P ) sartlarim saglayan izdiigim operatori
ise LQ # QL ’dir. .
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Ispat: P < Q halini ele alahm. LQ = QL oldugunu varsayahm. E, L
igin spektral izdiigim operatorii olsun, 0 < E < Iy sartin saglasmn. E €
R 'dir.

Kabul edelim ki M = QH olsun. P < @ oldugundan PH C QH ’dir.
Buradan K C M elde edilir.

LQ = QL oldugundan EQ = QE ’dir (Teorem 2.6’dan).

M>QEH =EQH =EM, EM C M,

Lemma 3.2’den EH = [EK| C [EM] C M ’dir.

EcR ise (I —E)€ R olacaktir.
M>D>QUI-E)H=(I-EQH=(I—-E)M, (I-E)M C M,

Lemma 3.2den (I — E)H =[(I - E)K|C [(I - E)M] C M ’dir.
EHCM ve (I-E)H C M oldugundan H = M elde edilir. Bu ise
celigkidir. O halde L@ # QL olmalidir.

Sonug 3.13: Hem analitik hem ko-analitik olan L Abstract Laurent op-

eratori sadece skalerlerdir.

Ispat: L analitik ise LK C K , L ko-analitik ise LK+ C K+ olacaktur.
Simdi LK C K =PLP = LP oldugunu gosterelim.

he H= Phe K = LPh¢€ K = P(LPh)= LPh’dir. Buradan

PLP = LP elde edilir.

L(I-P)=L-LP
=(I-P)L~LP)=L—-LP—PL+PLP=L-PL

L—LP =L—PL = PL =LP elde edilir. Lemma 3.12’den L = AI
formunda olmalidir.

Teorem 3.14: T; Abstract Toeplitz operatériiniin izometri olmas: igin
gerekli ve yeterli kogul L Abstract Laurent operatoriiniin analitik tniter
olmasidir.

Ispat: Once yeter sart: gosterelim: L analitik dniter yani LK C K ve
LL*=L*L =1 olsun.
Vf,g€ K i¢in

(Twf, Tsg) = (PLf, PLg) = (PLPf, PLPg) = (LPf, LPg)
= (stL*g) = (f:Ig) = (f;g)



- 93—

Buradan T7, ’nin izometri oldugu gorulir.

Simdi ise gerek sarti gosterelim: Ty, izometri operatdrii olsun. f € K
igin
(Tof,Tof) = |ITefl|? = || fl|? ise buradan ||T7|| =1 elde edilir. Onerme
3.7den ||TL|| = ||L] , yani ||L|| =1 ’dir.
Vk€ K icin || < ||| = |kl = ITskll = [PZE| < |1L&)
Buradan ||PLk|| = ||[Lk|| = ||k|| = PLk = Lk elde edilir. P, K {izerinde
izdiigiim operatori oldugundan dolayr Lk € K olacaktir, yani LK C K,

L analitiktir.

L initer olmasin. Bu takdirde E # 0 ve ||EL|] < 1 olacak sekilde E
spektral izdigiim operatorti segilebilir.
0#£kc K ise

lEl* = IL&|[* = | LEk + (I — E)LK|* = | LEK| + ||(I — E)Lk|?
< LEIPIEEI® + ILIZI( — EYE|l® < | BRI + (I — EYE|® = [[&]

Buradan geligki almir. O halde L analitik {initer olmalidir.

Tanim 3.7:A € B(H) olsun. Eger ¢(A4) = {0} ise A elemanina quazinilpo-
tent denir.

Tanim 3.8: R cebir olsun. RadR ={A € R:(I-AB) 1 € R, VB¢
R igin ‘ ,
mevcut} geklinde tamimlanan kiimeye R cebirinin Radikali denir.

Tamim 3.9: R cebir olsun. RadR = {0} ise R cebrine yar: basit cebir
denir.

Lemma 3.15: Keyfi Riesz sistemle {iretilmig analitik Abstract Toeplitz op-
eratorler ailesi operator normu altinda degismeli yan basit Banach cebiridir.

Ispat: AGT ile analitik Abstract Toeplitz operatorler ailesini gosterelim.
Iy, Ty, € AGT, T.,Ti, = PLPL; = PLyL, = Tr.L, € AGT ise
AGT degigmeli bir cebirdir. {T7_,}, K {izerinde yakinsak analitik Ab-
stract Topelitz operatorler dizisi olsun. Bu takdirde {7%,} iiniform op-
erator topolojide Cauchy dizisidir. L—T7 tasviri normu korudugu icin
{Ln}'de Cauchy dizisi olacaktir. Boylece {L,} iiniform operatdr topolojiye
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gore L € R analitik operatoriine yakinsayacaktir. Boylece AG7 degismeli
Banach cebridir. Degigmeli Banach cebrinin radikali yoktur. Clinkii L nor-
mal oldugundan ||L|| = r(L) ’dir. L # 0 oldugundan o(L) # {0} ’dir.
o(L) C o(Ty) oldugundan o(TL) # {0} ’dir. Buradan AG7 degigmeli yan
basit Banach cebridir.

Lemma 3.16: VT, € AGT icin

o(TL) = oag7(TL)

Ispat: T € AGT elemanmm AG7T cebirine gore spektrumunu 4g7(7L)

ile gosterelim.

Simdi o(TL) O ocagr(Ty) oldugunu gosterelim. 0 ¢ o(7r) olsun. Kabul
edelim I Ty, B(K) ’de terslenebilir olsun. Once (Tg)™! = Tp-1 ve L™ ’in
analitik oldufunu gosterelim. Ty, € AGT ve 3T;! ise (Tp)™! = Tp-1

'dir.Bu takdirde L’de B(H)'de terslenebilir olacaktir. O halde L~ € R
"dir. Gergekten & € K igin

Ty-1Tpk = Ty-1PLk = Ty PLPk = T;-1LPk = PL~'Lk = Pk = k

elde edilir. Cinkid L analitik oldugundan PLP = LP ’dir. Buradan
Tr-1, Tr’nin soldan tersidir. Boylece K i¢in LPL™'k = PLPL 'k =
TpT1-1k =k elde edilir.

LPL %k =k = L'LPL 'k =Lk = PL 'k =Lk, L'k € K yani
L™ analitiktir.

O halde 0 ¢ cag7(Tg) ’dir.

¥ : R—GT, ¥(I) = Ix oldugundan o(Ty) = oagr(TL) elde edilir.

Teorem 3.17:(Silov Teoremi) Kabul edelimki R birim elemanli,degigsmeli
Banach cebridir. Eger R’nin maksimal ideal uzay irtibathh degilse R ’nin
0 ve I’dan bagka idempotent elemani vardir [12].

Teorem 3.18: Her analitik T;, Abstract Toeplitz operatoriintin spektrumu
irtibatlidar. '

ispat:Lemma. 3.16’dan T, € AG7 Banach cebrinin elemanimn spektru-
munun irtibatl oldugunu gostermek yeterlidir. Cinki irtibathilik stireklilik
altinda invaryanttir.
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Gelfand tasvir teoreminden Ty, ’ye AG7 ’nin maksimal ideal uzay: iize-
rinde tanimli, kompleks degerli, siirekli bir fonksiyon gibi bakilabilir ve bu
fonksiyonun goriniigi c4¢g7(7) 'dir. Buna goére .AG7 nin maksimal ideal
uzaymn irtibatl oldugunu géstermek yeterlidir. Aksini varsayalim, AGT
cebrinin maksimal ideal uzay1 irtibathi olmasin. Silov Teoremine gére AGT ’-
nin 0 ve I’dan farkli idempotent elemani olmalidir. Kabul edelim ki
E =T, € AGT idempotent analitik operatér olsun, yani Ty, T, =
Tp, = Tp,2» = T, = Ly = L? elde edilir. Abstract Laurent operatorii
izdiigiim operatdri olmak zorundadir, ¢linkii L operatorii idempotent ol-
dugundan spektrumu reeldir, L normal ve spektrumu reel oldugundan L
operatori hermityendir. Sonug¢ 3.13’den hermityen analitik Abstract Lau-
rent operatorii skalerlerdir, ¢linkii L operatorii hermityen oldugundan hem
analitik hem ko-analitiktir.
I’=L=I?-L=0=LL-Ig)=0=L=0, L=1Iy olmalhdir.
Buradan AG7 0 ve I’dan bagka idempotent icermediginden maksimal
ideal uzay1 irtibatlidar.



BOLUM 4 DENK OLMAYAN RIESZ SISTEMLER

Bu boliimde Riesz sistemlerin denkligi ile ilgili tamimlar verilecektir.
Daha sonra ise denk olmayan Riesz sistemler anlatilacaktir.

Tanim 4.1: (H,R,K) ve (Hy,R;,K;) Riesz sistemlerine denk denir, eger
oyle ¢ : H—H; izomorfizmi var ki ¢(K)=K; , ¢R$¢~! = Ry olsun.

GT, (H,R,K)da Abstract Topelitz operatorler simifini, GTi,
(H1, Ri, K1)'da Abstract Topelitz operatorler simifini géstersin.

Onerme 4.1: Eger (H,R,K) ve (Hy,Ri, K1) Riesz sistemleri denk ise
GT ve GTi uzaylan izometrik izomorftur ve bu izomorfluk FT7 = Tyr4-1
geklindedir.

Ispat: Gergekten F : GT—GT; 'dir ve F lineerdir:
Tr,,T1, € GT olsun.

F(Tp, +Tr,) = To(L,+L2)p~t = ToLig=1+pLag-1
= Tgr1p-t + Tpr,41
= FTy, + FTy,

F bire-birdir:

T..,TL, € GT olsun. FTy, = FTL2 = FTy, —-FTr, =0=> F(TL1 _TLz) =
To(Li—L)p-1 =0=2To=0=> ¢(Ly — Ly)¢™ 1 =0=> Ly =Ly .

F 1izerinedir:

T € GT' icin 3L € R vardir ki ¢Lo~! = L’ ’dir, ¢linkii ¢ tasviri
Uzerinedir. FTy = Typ4-1 = T dir.

F izometriktir:

WFTL|| = 1 Tppe-:1l = oL~ = |IL]| = || Ll

Simdi ayrilabilir Hilbert uzaylar: izerinde denk olmayan Riesz sistemler
oldugunu gosterelim.
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Béliim 3, Ornek 1’deki (L?,L>=,H*)’y1 alalm ve agagidaki notasyon
Béliim 3, Ornek 2’dendir.
P:H—K izdisiim operatdrii olsun. Vn igin F(n) = {1,3,..,(2n—3), (2n—
1)} seklinde olsun. Mg,y = V{e'™™®: n € N/F(n)} dr. Q, : H—-Mp(y)
izdligim olsun. Rp(y) = (L?,L*, Mp(,)) Riesz sistemi oldugu daha dnceki
boliimde gosterilmigtir. Eger L € R ise L ve Rp(n)’e bagh olarak Abstract

Toeplitz operatorii
QnLlMp(n) = QnPLIMF(,,)

geklindedir.

Her hermityen Klasik Toeplitz operatériiniin Szdegeri olmadigindan dolay:
hermityen Toeplitz operatériiniin sifir uzay: trivialdir yani KerTy, = {0} -
dir. Buna gére LE R ve L = L* ise PL, M F(n) 1 bire-bir olarak tasvir
eder, ¢linkli Mp(,) C K dir.

Kabul edelim ki f € M F(n) Ve QuLf =Qn,PLf =0 olsun. Bu takdirde
PLf € (P — Qn)H’dir, gergekten
QuPLf = QuLf = 0 = PLf = (P’L — Q,PL)f = (P — Qu)PLf C
(P — Qn)H Buradan (P — Q,)H C H oldugundan (P — Qr)H, H’mn
n boyutlu alt uzayidir. Simdi ise (P — Q,,)’in izdfigiim operatorii oldugunu
gosterelim:

(P~Qn)’ =P?— PQn—QnP+@Q2

=P_Qn_Qn+Qn=P—Qn

buradan (P — @) idempotenttir,
(P—@n)*=P*—Q; =P —Qu. Buradan (P —Q,) hermityendir.

(P—=Qn): H-H™, H™ =V{e™, n € F(n) } olmak iizere. Gérildigi
gibi H>", n boyutlu lineer alt uzaydr.

Lemma 4.2: (H,R,Mp,)) Riesz sistemli hermityen Abstract Toeplitz
operatoriinin sifir uzaymnin boyutu en fazla n’dir ve 5yle hermityen Abstract

Toeplitz operatorii vardir ki sifir uzayinin boyutu n’dir.

Ispat: Kabul edelim ki L hermityen f € Mp(n) ve QuPLf=Qn,Lf=0
olsun. f € Ker(QnL) = PLf € (P~ Qn)H *dir. (P—Q,)H C H'nmm n
boyutlu alt uzayidir. Ker(QnL) C (P — Q,)H ’dur.
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Burada keyfi hermityen Abstract Toeplitz operatorii i¢in sifir uzz;,yl n
boyutludan fazla degildir. Simdi ise gosterelim ki oyle hermityen Abstract

Toeplitz operatori var ki sifir uzayinin boyutu n’dir.

Bu durumda R = L°%°(T,u) oldugundan dolayi ¢(z) = z + 271
reel degerli bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun ¢arpim operatorini L ile
gosterelim, L’ye karg: gelen Abstract Toeplitz operatérii QL ile gosterelim
ve bu operatdr hermityen, sifir uzayimnin boyutu n’dir. Gergekten fi(z) =
2% k=0,2,...,(2n—2), F(n) 'nin eleman olmadigindan (Q,L)fx(z) =0.
Dolayisiyla fi(z) € Ker(QnL), k=0,2,...,(2n —2) ve fi(z) n tane lineer

bagimsiz eleman oldugu i¢in sifir uzayimn boyutu n’dir.

Teorem 4.3: m ve n farkl iki pozitif tamsay: olsun. Bu takdirde Rp(,) ile
Rp(m) Riesz sistemleri denk degildir. Ayrica Rp(,) (n > 0)’lerin higbirisi
Ornek 1’deki (H, R, K)'ya denk degildir.

Ispat: Kabul edelim ki m < n olsun. Mpy =V{e™: neN/F(n)}

ve Mp(m) = vi{e?"? : m e N/F(m) } olsun. Rp) = (H,R, Mp(y))

ve Rp(m) = (H,R,Mp(m)) seklinde gosterilsin. Rp(n) ve Rp(m) Riesz
sistemlerinin denk olmasi igin Oyle bir ¢ : H—H izomorfizmi olmalidir ki
¢Ro™' =R ve ¢(Mp(n)) = Mp(m)-

Simdi eger T, = @QnL Lemma 4.2’deki hermityen operator ise yani
L = L* ise Ty € R(Rp(n) ’e gore) dim(KerTy) = n olsun. ¢ tasviri
bire-bir oldugundan dim(KerTr,) = n olmalidir. Burada Tyr4-1 = TL
ve Tr, € R(Rp(m) 'e gore)’dir. Fakat dim(KerTy,) <m olmahdir(lemma
4.2). m < n oldugundan bdyle bir izomorfizm olamaz. O halde Rp(;) ve
Rp(ny denk degildir.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada Abstract Toeplitz operatorler sinifi tanimlanmig ve Ab-
stract Toeplitz operatdrlerinin ozellikleri aragtirilmigtir. Bunun i¢in Riesz
sistemler ve Riesz sistemler kiimesinde denklik tamimlanmgtir. Daha ¢ok
spektral Ozellikleri incelenmigtir. Sonunda gosterilmigtir ki sonsuz sayida
denk olmayan Riesz sistemler vardir.

Bu ¢aligmay1, agagida verilen gekilde devam ettirmek miimkiindiir.

1) Abstract Toeplitz operatorlere bagka 6rnekler bulmak ve bu 6rneklerdeki
Topelitz operatorlerle tiretilmig baz cebirleri aragtirmak.

2) Abstract Toeplitz operatéorlerin, Abstract Toeplitz operatorlerle tretilmig
C* cebirleri aragtirarak bu Abstract Toeplitz operatorlerin 6zelliklerini in-
celemek. Ornegin, ne zaman bu Abstract Toeplitz operatdrler Fredholm
operatorlerdir. Bunun i¢in Von Neumann cebirlerinde Fredholm operatorler

teorisini incelemek gerekir.



KAYNAKLAR

[1] DOUGLAS, R.G., Banach Algebras Techniques in the Theory of
(Toepl%tz Operators, Regional Coference Series in Mathematics,
1972).

[2] AXLER, S.,CONWAY, J.B., MCDONALD, G., Toeplitz Operators on
?erg‘n)la.n Spaces, Can. J. Math., Vol XXXIV, No.2, 466-483,
1982).

[3] ZHENG, D., Hankel Operators and Toeplitz Operators on the Bergman
1989).

Spaces, Journal of Functional Analysis 83, 98-120, (1989)

[4] ZHU, K., Operator Theory in Function Spaces, Marcel Dekker, (1990).

[5] DOUGLAS, R.G., PEARCY, C., Spectral Theory of Generalized
Toeplitz Operators, Pres. to the Society, 433-444, (1965).

[6] RADJ f(XVI, I:§., ROSENTHAL, P.,Invariant Subspaces, Spiringer Verlag,
1973).

[7] CONWAY, J.B., A Course in Functional Analysis, second Ed., Springer
Verlag, (1985).

[8] DOUGLAS, R.G., Banach Algebras Techniques in Operator Theory,
Academic Press, New York, (1972).

[9) BROWN, A, ,HALMOS, P.R., Algebraic Properties of Toeplitz
Operators, Jornal Fiir Reineve Angew, Math.213, 89-102,(1961).

[10] HALMOS, P.R., A Hilbert Space Problem Book, second Ed., Springer
Verlag, (1982).

[11] HALMOS, P.R., Introduction to Hilbert Spaces and the Theory of
Spectral Multiplicity, Chelsea, New York, (1965).

[12] HARTMAN, P, WINTNER, A., The Spectra of Toeplitz’s Matrices,
Amer. J. Math. 76, 867-882, (1954)



OZGECMIS

Ocak 1971’de Mug’da dogdu. Haydarpaga Teknik Lisesi Makine Boli-
miinde orta Ofrenimini tamamladi. 1988 yilinda LT.U. Matematik Mi-
hendisligi Boliimiine bagladi. 1992 yilinda lisans egitimini tamamladi ve
yiksek lisans programina bagladi. Ocak 1995 yilindan itibaren Matematik
Boliimiinde aragtirma gorevliligine devam etmektedir.



