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LİNEER ZAMAN GECİKMELİ SİSTEMLER İÇİN ∞H  KONTROL 
PROBLEMLERİ 

ÖZET 

Bazı fiziksel ya da biyolojik kontrol problemlerinin matematiksel sistem gösterimleri 
sistemlerin geçmişteki durumlarına bağlıdır. Bu tip sistemler zaman gecikmeli 
sistemler olarak adlandırılırlar. Gecikme sistemlerin durumlarının zamana göre 
birinci türevinin üzerinde de bulunabilir. Bu tip sistemler gecikmeli sistemlerin genel 
formunu oluştururlar ve neutral sistemler olarak adlandırılırlar. Gecikme, incelenen 
sisteme göre sabit veya zaman değişkenli olabilir ve gecikmeli sistemler bir dinamik 
sistemler sınıfında incelenirler. Herhangi bir sistemde zaman gecikmesinin varlığı 
sistemde kararsızlık ve kötü performansa yol açabilir. Bu yüzden bu tip sistemlerin 
kararlılık ve performans analizleri teorik ve pratik açıdan önem kazanmıştır. Zaman 
gecikmeli sistemler birinci mertebe adi türevli diferansiyel denklemler sistemi ile 
ifade edilebilen sistemler ve birinci mertebe kısmi türevli diferansiyel denklemler 
sistemi ile ifade edilebilen sistemler olmak üzere iki sınıfa ayrılmışlardır. Bu tez 
çalışmasında birinci sınıfa dahil zaman gecikmeli sistemler göz önüne alınmıştır. 

Bu çalışmada, gecikmeli sistemleri kontrol girdisi vasıtası ile kararlı hale getirmek 
için, durum ve çıktı geri beslemeli kontrol problemleri ve durum ve çıktı geri 
beslemeli ∞H  kontrol problemleri incelenmiştir. Gecikmeli sistemlerin durumları, 
kontrol girdileri veya çıktıları belirsiz parametreler içerdiğinde dayanıklı kontrol 
yöntemlerinin incelenmesi önem kazanmaktadır. Bu tip sistemler için de durum ve 
çıktı geri beslemeli dayanıklı kontrol problemleri ve durum ve çıktı geri beslemeli 
dayanıklı ∞H  kontrol problemleri incelenmiştir. 

Durum geri beslemeli kontrol problemi, sistemi kararlı hale getirmek için, sistemin 
durumu ve düzenleyici bir matris ile oluşturulan geri beslemenin, kontrol girdisi 
vasıtası ile sisteme uygulanarak, elde edilen kapalı çevrim sisteminin kararlılığının 
incelenmesi problemidir. Çıktı geri beslemeli kontrol problemi ise aynı işlemin 
sistemin ölçülen çıktısı ile gerçekleştirilmesidir. Durum ve çıktı geri beslemeli ∞H  
kontrol problemlerinde amaç, hem elde edilen kapalı çevrim sisteminin kararlılığının 
incelenmesi hem de gürültü, dış etki vb. ve sistemin kontrol edilen çıktısı cinsinden 
verilen performans indeksini sıfırdan küçük bir gerçel sayıya eşit yapmaktır. 

1990’lı yıllarda gecikmeli sistemler gecikmeden bağımsız ve gecikmeye bağımlı 
olarak sınıflandırılmıştır. Gecikmeden bağımsız durumda sistem gecikmenin tüm 
pozitif değerleri için kararlı, gecikmeye bağımlı durumda ise sistem gecikmenin bazı 
pozitif değerleri için kararlı, diğer değerleri için kararsızdır. 

Bu tez çalışmasının 1. Bölümünde, lineer gecikmeli sistemlerin model gösterimleri 
tanıtılıp, asimptotik kararlılıkları için yeterli koşulları elde etmek için Lyapunov-
Krasovskii Teoremi anlatılmıştır. Daha sonra literatür özeti verilerek, bu çalışmada 
yapılanların diğer çalışmalardan farkları ve katkıları anlatılmıştır. 
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2. ve 3. Bölümlerde sırasıyla, kontrol girdisi içermeyen lineer neutral sistemlerin 
asimptotik kararlılığı ve dayanıklı kararlılığı incelenmiştir. 4. ve 5. Bölümlerde ise 2. 
ve 3. Bölümlerde verilen sistemleri kararlı hale getirmek için, sistemlerin durumları 
ve düzenleyici bir matris ile oluşturulan geri besleme kontrol kuralı bir kontrol 
girdisi vasıtası ile sistemlere uygulanarak, elde edilen kapalı çevrim sistemlerinin 
asimptotik kararlılığı incelenmiştir. 6. ve 7. Bölümlerde sırasıyla, 4. ve 5. 
Bölümlerde verilen sistemler için, durum geri beslemeli ∞H  kontrol ve durum geri 
beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemleri, 8., 9. ve 10. Bölümlerde ise 6. ve 7. 
Bölümlerde verilen sistemler için çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol ve çıktı geri 
beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemleri çözülmüştür.  

Bu tez çalışmasının tüm bölümlerinde, sistemlerin asimptotik kararlılıkları için 
yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemlerin durumlarındaki 
gecikmeye bağımlı ve durumlarının zamana göre birinci türevindeki gecikmeden 
bağımsız olarak lineer matris eşitsizlikleri cinsinden elde edilmiştir. Her bölümün 
sonunda elde edilen teorik sonuçlar örneklere uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için 
elde edilen değerler çizelge şeklinde verilmiştir. 
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H∞  CONTROL PROBLEMS FOR LINEAR TIME DELAY SYSTEMS 

SUMMARY 

The mathematical system representations of some physical and biologic control 
problems depend also on the states of the systems in the past. Systems of this type 
are called as time delay systems. The delay may also be on the first time derivative of 
the states of the systems. These types of systems constitute the general form of the 
time delay systems and are named as neutral systems. The delay, depending on the 
system considered can be constant or time varying, and the time delay systems are 
investigated as a separate class of dynamical systems. The existence of the time 
delay in any system, can cause to instability and bad performance. This is the reason 
why the stability and the performance analyses of this type of systems became 
important both in the theoretical and the practical means. The time delay systems are 
separated to two classes as, systems that can be represented with, a system of first 
order ODE’s and the system of first order PDE’s. In this thesis the time delay 
systems belonging to the first class are investigated. 

Aiming to stabilize the time delay systems with use of a control input, in this work, 
the state and the output feedback control problems and ∞H  control problems of the 
state and the output feedback types are investigated. When, the state of the time 
delay systems, the control inputs and the outputs incorporate uncertain parameters, 
the investigation of the robust control methods becomes important. In this type of 
systems, the state and the output feedback robust control problems and, the state and 
the output feedback robust ∞H  control problems are investigated. 

 The state feedback control problem is, to investigate the stability of the closed loop 
system, obtained with the purpose of making the system stable, applying a feedback 
to the system, by the use of a control input which is constructed with the state of the 
system and a regulating matrix. On the other hand, the output feedback control 
problem is to make the same process with the use of the measured output of the 
system. The purpose of the state and the output feedback ∞H   control problems is 
both to investigate the stability of the closed loop system obtained and to make the 
performance index that is given in terms of the controlled output of the system and 
the noise, external effects etc., equal to a real number that is less than zero. 

In the years 1990’s, the time delay systems are classified as independent of the delay 
and as depended to the delay. In the case of independent of the 
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delay, the system is stable for all positive values of the delay but for dependent to 
delay systems, the system is stable for only some positive values of the delay and 
unstable for the other values.  

In Chapter 1 of this thesis, the model representations of the linear time delay systems 
are introduced and to obtain the sufficient conditions of the asymptotical stability, the 
Lyapunov-Krasovskii Theorem is presented. Then a literature summary is given and 
the differences of what are done in this thesis and the contributions are explained.  

In Chapters 2 and 3, respectively the asymptotic stability and the robustness of the 
linear neutral systems that do not have a control input are investigated. In Chapters 4 
and 5, the stability of the closed loop systems, obtained for to make the systems 
presented in Chapters 2 and 3 stable, by first constructing a feedback control rule 
with the state of the system and a regulating matrix and then applying to the systems 
by a control input, are investigated. In Chapters 6 and 7, the state feedback ∞H  

control and the state feedback robust ∞H   control problems for the systems given 
respectively in Chapters 4 and 5, and in Chapters 8, 9 and 10, the output feedback 

∞H   control and the output feedback robust ∞H   control problems for the systems 
given in Chapter 6 and 7, are solved.  

In all chapters of this thesis, the sufficient conditions for the stability of the systems 
investigated are obtained as linear matrix inequalities by the Lyapunov-Krasovskii 
Theorem as dependent to the delay of the states of the systems but independent of the 
delay in the first time derivative of the states. At the ends of all the chapters, the 
theoretical results obtained are applied to example problems and the values obtained 
for the upper limit of the time delay are given in tables. 
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1. GİRİŞ 

Fiziksel ya da biyolojik kontrol problemlerinin matematiksel sistem gösterimleri 

genellikle sistemlerin o andaki durumlarına bağlıdır. Fakat bazı kontrol sistemleri, 

sadece o andaki durumlarına değil geçmişteki durumlarına da bağlı olmaktadır. Bu 

tip sistemler zaman gecikmeli sistemler olarak adlandırılırlar. Gecikme incelenen 

sisteme göre sabit veya zaman değişkenli olabilir ve gecikmeli sistemler bir dinamik 

sistemler sınıfında incelenirler. Herhangi bir dinamik sistemde zaman gecikmesinin 

varlığı sistemde kararsızlık ve kötü performansa yol açabilir. Bu yüzden bu tip 

sistemlerin kararlılık ve performans analizleri teorik ve pratik açıdan önem 

kazanmıştır [1-3]. Zaman gecikmeli sistemler birinci mertebe adi türevli diferansiyel 

denklemler sistemi ile ifade edilebilen sistemler ve birinci mertebe kısmi türevli 

diferansiyel denklemler sistemi ile ifade edilebilen sistemler olmak üzere iki sınıfa 

ayrılmışlardır. Bu tez çalışmasında birinci sınıfa dahil zaman gecikmeli sistemler 

incelenmiştir. 

1.1 Notasyonlar 

Matrisler büyük harflerle, vektörler ve skalerler ise küçük harflerle gösterilmiştir. 

)(tf  ile, t zaman değişkeninin skaler değerli fonksiyonu, )(tx&  ile de )(tx  vektör 

fonksiyonunun zamana göre birinci türevi gösterilmiştir. nR  ile n-boyutlu lineer 

vektör uzayı, mnR ×  ile mn×  boyutlu gerçel matrislerin kümesi, herhangi gerçel bir 

M matrisi için ( )0,0 <> MM  ile pozitif (negatif) belirlilik, (.)(.),(.), mM λλλ  ile 

sırasıyla (.)’in özdeğerleri kümesi, maksimum ve minimum özdeğerleri, T(.) ile 

tranzpoz alma işlemi gösterilmiştir. BAT2  ile ABBA TT +  ifade edilmiştir. Herhangi 

bir 0>τ  skaler sayısı için, )],0,([,
n

n RCC ττ −=  ile ]0,[ τ−  aralığını nR ’ye, 

)(sup ]0,[ nn φφ τ−∈=  olarak tanımlanmış φ   normu ile götüren sürekli fonksiyonlar 

uzayı, nR ’de ),0[ ∞  aralığında karesi integre edilebilir fonksiyonların uzayı ise 

),0[2 ∞nL  ile gösterilmiştir.  
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1.2 Zaman Gecikmeli Sistemler 

 Sistem, gecikme faktörü bir tane ise ve bu gecikme faktörü 0>d  ile gösterilmek 

üzere tek gecikmeli sistem, gecikme faktörünün sayısı birden fazla ise çok gecikmeli 

sistem olarak adlandırılır. Burada d gecikme faktörünün sabit veya zaman değişkenli 

olabileceği not edilmelidir. Sabit, tek gecikmeli ve kontrol girdisi içermeyen sisteme 

örnek olarak 

]0,[),()(
)()()(

0 dtx
dtxAtxAtx d

−∈=+
−+=
θθφθ

&
                                           (1.1) 

sistemi; sabit, çok gecikmeli ve kontrol girdisi içermeyen sisteme örnek olarak 

n
sj

j

jdj

s

j

CRtd
tx

dtxAtxAtx

,0
],1[

0

1

),(,max
]0,[),()(

)()()(

τφτ
τθθφθ

×∈=
−∈=+

−+=

+
∈

=
∑&

                                         (1.2) 

sistemi ve sabit, tek gecikmeli ve kontrol girdisi içeren sisteme ise  

]0,[),()(
)()()()(

0 dtx
tuBdtxAtxAtx d

−∈=+
+−+=

θθφθ
&

                                         (1.3) 

sistemi örnek gösterilebilir [2]. Burada rn RtuRtx ∈∈ )(,)(  sırası ile sistemin 

durumunu ve kontrol girdisini gösteren vektör fonksiyonları, A, B, dA  ve djA ’ler ise 

uygun boyutlu sabit sistem matrisleridir. 

1.3 Kararlılık ve Lyapunov-Krasovskii Teoremi 

Aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi göz önüne alınsın: 

))(()( txftx =&                                                            (1.4) 

ex  vektörü, 0)( =exf  ise, denge durumu olarak adlandırılır. Başka bir deyişle 

0tt ≥∀ iken, extx =)( 0  için extx =)(  oluyorsa, ex  vektörü denge durumudur. Lineer 

sistemlerde denge durumu sıfıra eşit olur. Lyapunov anlamında kararlılık bu tip 

denge noktalarına göre şu şekilde tanımlanır: “Verilen herhangi 0>ε  sayısına 
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karşılık, 00 ,)()( ttxtxxtx ee ≥∀<−⇒<− εδ  olacak şekilde bir 0>δ  sayısı 

varsa, sistemin denge durumu, her başlangıç koşulu için kararlıdır.” Ayrıca ∞→t  

iken extx →)(  oluyorsa denge durumu asimptotik kararlıdır denir. 

Teorem (Lyapunov-Krasovskii): Aşağıdaki diferansiyel denklem sistemi göz 

önüne alınsın: 

]0,[),()(
),,()(

0

0

τθθφθ −∈∀+=
≥=

tx
ttxtftx

t

t&
                                     (1.5) 

Burada 0),( tttxt ≥ , (.)x ’ın, ]0,[ τ−  aralığına dönüşen ],[ tt τ−  aralığına 

kısıtlanmasını göstermektedir, öyle ki ]0,[),()( τθθφθ −∈∀+= txt , τφ ,nC∈  

şeklindedir. Ayrıca ++ → RR:,, γβα  şeklinde sürekli, azalmayan ve 

0)0(,0)0(
0;0)(),(

==
≠>

βα
βα rrr

                                                  (1.6) 

koşullarını sağlayan fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda 

a. ( ) ( ) nRxRtxtV ∈∈≤≤ ,,),()0( φβφα  

b. ( ))0(),( φγφ −≤tV&  

koşullarını sağlayan RCRV n →× τ,:  şeklinde bir fonksiyonel varsa (1.5) sisteminin 

çözümü kararlıdır. Ayrıca 0>r  için 0)( >rγ  ise 0=x  çözümü asimptotik 

kararlıdır. 

1.4 Tarihçe 

1990’lı yıllarda gecikmeli sistemler gecikmeden bağımsız ve gecikmeye bağımlı 

olarak sınıflandırılmıştır. Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeden bağımsız 

olarak, sabit ve tek gecikmeli sistemlerin asimptotik kararlılığı [5]’de, sabit ve çok 

gecikmeli sistemlerin asimptotik kararlılığı ise [6,7]’de incelenmiştir. Gecikmeye 

bağımlı olarak, sabit ve tek gecikmeli sistemlerin asimptotik kararlılığı [8-10]’da, 

zaman değişkenli ve çok gecikmeli sistemlerin asimptotik kararlılığı ise [11]’de 

incelenmiştir. 
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Gecikmeli sistemlerde, sistemin durumunun zamana göre birinci türevinin üzerinde 

de gecikme bulunabilir. Bu tip sistemler gecikmeli sistemlerin genel formunu 

oluştururlar ve neutral sistemler olarak adlandırılırlar. Lyapunov-Krasovskii Teoremi 

ile gecikmeden bağımsız olarak, sabit ve tek gecikmeli neutral sistemlerin asimptotik 

kararlılığı  [5]’de, sabit ve çok gecikmeli neutral sistemlerin asimptotik kararlılığı ise 

[6,7]’de incelenmiştir. Gecikmeye bağımlı olarak sabit ve tek gecikmeli neutral 

sistemlerin asimptotik kararlılığı  [12-14]’de, zaman değişkenli ve çok gecikmeli 

neutral sistemlerin asimptotik kararlılığı ise [11]’de incelenmiştir. 

Gecikmeli sistemleri, kontrol girdisi vasıtası ile kararlı hale getirmek için, durum ve 

çıktı geri beslemeli kontrol problemleri ve durum ve çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol 

problemleri incelenmiştir. Durum geri beslemeli kontrol problemi, sistemi kararlı 

hale getirmek için, sistemin durumu ve düzenleyici bir matris ile geri beslemenin 

oluşturulup, kontrol girdisi vasıtası ile sisteme uygulanarak, elde edilen kapalı 

çevrim sisteminin kararlılığının incelenmesi problemidir. Lyapunov-Krasovskii 

Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit ve tek gecikmeli sistemler için durum 

geri beslemeli kontrol problemi [14,15]’de, zaman değişkenli ve tek gecikmeli 

sistemler için durum geri beslemeli kontrol problemi ise [16]’da incelenmiştir. 

Durum geri beslemeli ∞H  kontrol problemi ise, dış etki, gürültü vb. ve kontrol edilen 

çıktıya sahip olan sistemi kararlı hale getirmek için, sistemin durumu ve bir 

düzenleyici matris ile geri beslemenin oluşturulup, kontrol girdisi vasıtası ile sisteme 

uygulanarak, elde edilen kapalı çevrim sisteminin kararlılığının incelenmesi ve 

gürültü, dış etki vb. ve sistemin kontrol edilen çıktısı cinsinden verilen performans 

indeksini sıfırdan küçük bir gerçel sayıya eşit yapma problemidir. Lyapunov-

Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, durum geri beslemeli ∞H  kontrol 

problemi sabit ve tek gecikmeli sistemler için [17,18]’de, zaman değişkenli ve tek 

gecikmeli sistemler için [19-21]’de incelenmiştir. 

Çıktı geri beslemeli kontrol problemi, sistemi kararlı hale getirmek için, sistemin 

ölçülen çıktısı vasıtası ile dinamik bir çıktı geri beslemeli kontrol kuralı oluşturulup, 

sisteme uygulanarak, elde edilen kapalı çevrim sisteminin kararlılığının incelenmesi 

problemidir. Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit ve 
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tek gecikmeli sistemlerin dinamik çıktı geri beslemeli kontrol problemi [22-24]’de 

incelenmiştir. 

Çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol problemi ise, ölçülen çıktı ve düzenlenmiş çıktıya 

sahip olan sistemi kararlı hale getirmek için, sistemin ölçülen çıktısı vasıtası ile 

dinamik bir çıktı geri beslemeli kontrol kuralı oluşturulup, sisteme uygulanarak, elde 

edilen kapalı çevrim sisteminin kararlılığının incelenmesi ve gürültü, dış etki vb. ve 

sistemin düzenlenmiş çıktısı cinsinden verilen performans indeksini sıfırdan küçük 

bir gerçel sayıya eşit yapma problemidir. Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile 

gecikmeye bağımlı olarak, dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol problemi sabit ve 

tek gecikmeli sistemler için [25,26]’da, sabit ve çok gecikmeli sistemler için 

[7,27]’de incelenmiştir. Ayrıca gecikme içermeyen sistemler için dinamik çıktı geri 

beslemeli ∞H  kontrol problemlerinin çözümü için cebirsel çözüm yaklaşımları 

[28,29]’da verilmiştir. 

Gecikmeli sistemlerin durumları, kontrol girdileri veya çıktıları belirsiz parametreler 

içerdiğinde dayanıklı kontrol yöntemlerinin incelenmesi önem kazanmıştır. Bu tip 

sistemlerin dayanıklı kararlılıkları Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye 

bağımlı olarak, sabit ve tek gecikmeli sistemler için [30-32]’de, zaman değişkenli ve 

tek gecikmeli sistemler için ise [33-37]’de incelenmiştir. Lyapunov-Krasovskii 

Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, belirsiz parametreler içeren sistemler için 

durum geri beslemeli dayanıklı kontrol problemi sabit ve tek gecikmeli sistemler için 

[5,14,15,38]’de, durum geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi ise sabit ve tek 

gecikmeli sistemler için [17,18,39]’da, zaman değişkenli ve tek gecikmeli sistemler 

için de [19-21,40,41]’de incelenmiştir. 

Belirsiz parametreler içeren gecikmeli sistemler için dinamik çıktı geri beslemeli 

dayanıklı kontrol ve dinamik çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemleri 

de incelenmiştir. Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit 

ve tek gecikmeli sistemler için dinamik çıktı geri beslemeli dayanıklı kontrol 

problemi [42,43]’de, dinamik çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi ise 

sabit ve tek gecikmeli sistemler için [44,45]’de, zaman değişkenli ve tek gecikmeli 

sistemler için ise [46]’da incelenmiştir. 
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1.5 Tez Çalışmasının İçeriği 

Bu tez çalışmasının tüm bölümlerinde durumları zaman değişkenli ve tek gecikmeye, 

durumlarının zamana göre birinci türevi ise sabit ve tek gecikmeye sahip lineer 

neutral sistemler incelenmiştir. Sadece 8. Bölümde gecikmeler sabit olarak ele 

alınmıştır. İncelenen sistemlerin asimptotik kararlılıkları için yeterli koşullar 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemlerin durumlarındaki gecikmeye (durum 

gecikmelerine) bağımlı ve durumlarının birinci türevindeki gecikmeden bağımsız 

olarak Lineer Matris Eşitsizlikleri (LME)’ler cinsinden elde edilmiştir. Bu tezde 

yapılan çalışmaların literatürdeki diğer çalışmalardan farkını ve onlara olan 

katkılarını açıklayabilmek için tarihçe bölümünde verilen çalışmalar hakkında 

aşağıda daha kapsamlı bilgi verilmiştir.  

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit gecikmelere sahip 

lineer neutral sistemlerin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar LME’ler 

cinsinden [8-10]’da, zaman değişkenli durum gecikmesine sahip lineer neutral 

sistemler içinde [11]’de elde edilmiştir. Fakat [11] çalışmasında sistemin durum 

gecikmesinin zamana göre birinci türevinin birden küçük bir sayıya eşit olma şartı 

vardır, yani gecikme fonksiyonu zamana göre yeterince hızlı değişen bir fonksiyon 

olarak seçilememektedir. Bu tez çalışmasının 2. Bölümünde, durum gecikmesi 

zaman değişkenli ve durumunun zamana göre birinci türevinin gecikmesi sabit olan 

lineer neutral sistemlerin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar Lyapunov-

Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve durumunun zamana 

göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde edilmiştir. 

[11] çalışmasında bulunan durum gecikmesinin zamana göre birinci türevinin birden 

küçük olma şartı ortadan kaldırılmıştır. Bölüm sonunda elde edilen sonuçlar sabit 

durum gecikmesi için bir örneğe uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için elde edilen 

değerler diğer çalışmalarla karşılaştırılmıştır. 

2. Bölümde verilen sistem belirsiz parametreler içerdiğinde, sistem için dayanıklı 

kararlılık koşullarının incelenmesi gerekmektedir. Bu konuda literatürde Lyapunov-

Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit gecikmeye sahip lineer 

sistemlerin dayanıklı kararlılığı için yeterli koşullar LME’ler cinsinden [30-32]’de, 

zaman değişkenli gecikmeye sahip lineer sistemler içinde [33-37]’de elde edilmiştir. 

[33,34] çalışmalarında sistemlerin durum gecikmesinin zamana göre birinci türevinin 
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birden küçük bir sayıya eşit olma şartı vardır, [35,37] çalışmalarında ise bu şart 

yoktur fakat sistemler neutral değildir. 3. Bölümde, 2. Bölümde verilen sistem 

belirsiz parametreler içerdiğinde, sistem için dayanıklı kararlılık koşulları yine 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde 

edilmiştir. Bu bölümde de durum gecikmesinin zamana göre birinci türevinin birden 

küçük olma şartı ortadan kaldırılmıştır. Bölüm sonunda elde edilen sonuçlar sabit 

durum gecikmesi için bir örneğe uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için elde edilen 

değerler diğer çalışmalarla karşılaştırılmıştır. 

4. Bölümde, 2. Bölümde verilen sistemi kararlı hale getirmek için, durum geri 

beslemeli kontrol kuralı sisteme uygulanarak, elde edilen kapalı çevrim sisteminin 

asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin 

durum gecikmesine bağımlı ve durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız 

olarak LME cinsinden elde edilmiştir. Bu konuda literatürde Lyapunov-Krasovskii 

Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit gecikmelere sahip lineer neutral 

sistemler için durum geri beslemeli kontrol problemi [14,15]’de, zaman değişkenli 

gecikmeye sahip neutral olmayan lineer sistemler için ise [16]’da incelenmiştir. 

Fakat, bu çalışmada da durum gecikmesinin zamana göre birinci türevinin birden 

küçük olma şartı vardır. Bu bölümde yine bu şart ortadan kaldırılıp, bölüm sonunda 

elde edilen sonuçlar sabit ve zaman değişkenli durum gecikmesi için örneklere 

uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için elde edilen değerler diğer çalışmalarla 

karşılaştırılmıştır. 

5. Bölümde, 4. Bölümde verilen sistem belirsiz parametreler içerdiğinde, sistemi 

kararlı hale getirmek için yine Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum 

gecikmesine bağımlı ve durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız bir 

durum geri beslemeli dayanıklı kontrol problemi incelenmiştir. Bu konuda literatürde 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye bağımlı olarak, sabit gecikmelere sahip 

lineer neutral sistemler için durum geri beslemeli dayanıklı kontrol problemi 

[5,14,15,38]’de incelenmiştir. Yine bölüm sonunda elde edilen sonuçlar sabit ve 

zaman değişkenli durum gecikmesi için örneklere uygulanarak, gecikmenin üst sınırı 

için elde edilen değerler diğer çalışmalarla karşılaştırılmıştır. 
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6. Bölümde, 4. Bölümde verilen sisteme bir dış etki ve kontrol edilen çıktı eklenerek, 

durum geri beslemeli ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. Bu kontrol kuralı altında 

elde edilen kapalı çevrim sisteminin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde 

edilmiştir. Bu konuda literatürde Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye 

bağımlı olarak, sabit gecikmeye sahip ve neutral olmayan lineer sistemler için durum 

geri beslemeli ∞H  kontrol problemi [17,18]’de, zaman değişkenli gecikmeye sahip 

ve neutral olmayan lineer sistemler içinde [19-21]’de incelenmiştir. [21]’de 

gecikmenin zamana göre birinci türevinin birden küçük bir sayıya eşit olma şartı 

vardır, [19,20]’de bu şart yoktur. Bu bölümde yine bu şart ortadan kaldırılıp, bölüm 

sonunda elde edilen sonuçlar zaman değişkenli durum gecikmesi için bir örneğe 

uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için elde edilen değerler çizelge şeklinde 

verilmiştir. 

7. Bölümde, 6. Bölümde verilen sistem belirsiz parametreler içerdiğinde, durum geri 

beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. Yeterli koşullar yine 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde 

edilmiştir. Bu konuda literatürde Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye 

bağımlı olarak, sabit gecikmeye sahip ve neutral olmayan lineer sistemlerin durum 

geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi [17,18,39]’da, zaman değişkenli 

gecikmeye sahip lineer sistemler içinde [19-21,40,41]’de elde incelenmiştir. 

[21,41]’de gecikmenin zamana göre birinci türevinin birden küçük bir sayıya eşit 

olma şartı vardır ve sistemler neutral değildir, [40]’da sistem neutraldir fakat bu şart 

yine vardır, [19,20]’de bu şart yoktur fakat sistemler neutral değildir. Bu bölümde 

yine bu şart ortadan kaldırılıp, bölüm sonunda elde edilen sonuçlar zaman değişkenli 

durum gecikmesi için bir örneğe uygulanarak, gecikmenin üst sınırı için elde edilen 

değerler çizelge şeklinde verilmiştir. 

8. Bölümde, 6. Bölümde verilen sisteme ölçülen çıktı dahil edilerek ve sistemin 

durum gecikmesi sabit alınarak, dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol problemi 

incelenmiştir [47]. Dinamik çıktı geri beslemeli kontrol kuralı altında elde edilen 

kapalı çevrim sisteminin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar, yeni bir 
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Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli tanımlanarak, sistemin durum gecikmesine ve 

durumunun birinci türevindeki gecikmeye bağımlı olarak LME’ler cinsinden elde 

edilmiştir. Elde edilen LME’lerin çözümünden kontrol kuralının parametrik ifadesi 

elde edilmiştir. Bu konuda literatürde Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile gecikmeye 

bağımlı olarak, sabit gecikmeye sahip lineer sistemlerin dinamik çıktı geri beslemeli 

∞H  kontrol problemi [25-27]’de incelenmiştir. [25,26]’da verilen sistemler neutral 

değildir, [27] neutraldir fakat sistem matrislerinin üzerinde 1212 DDT ’nin singüler 

olmaması ve 0211 =TDB  olma şartı vardır. Bu bölümde bu şart ortadan kaldırılıp, elde 

edilen sonuçlar bir örneğe uygulanarak, gecikmelerin üst sınırı için elde edilen 

değerler çizelge şeklinde verilmiştir. 

9. Bölümde, 8. Bölümde verilen sistemin durum gecikmesi zaman değişkenli olarak 

ele alınarak, dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol problemi incelenmiştir [48]. Bu 

kontrol altında elde edilen kapalı çevrim sistemi için [4]’de verilen Sınırlı Gerçel 

Lemma fikri genişletilmiş ve Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile, dinamik çıktı geri 

beslemeli ∞H  kontrol kuralının varlığı için yeterli koşullar, sistemin durum 

gecikmesine bağımlı, durumunun birinci türevindeki gecikmeden bağımsız, durum 

gecikmesinin zamana göre birinci türevi ve sistem matrisleri üzerinde herhangi bir 

şart olmaksızın, durum gecikmesinin zamana göre birinci türevi üzerindeki üst sınırı 

kaldıracak şekilde tanımlanan yeni bir Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli ile [49]’da 

verilen yöntem kullanılarak, ters kısıtlar içeren LME’ler cinsinden elde edilmiştir. Bu 

LME’leri çözmek için bir Lineerleştirme Algoritması kullanılmıştır. Burada elde 

edilen sonuçlar [26,49]’daki sonuçların genişletilmişleridirler. Bölüm sonunda elde 

edilen sonuçlar zaman değişkenli durum gecikmesi için örneklere uygulanarak, 

gecikmenin üst sınırı için elde edilen değerlerin [22,27]’den daha iyi olduğu 

gözlenmiştir. 

10. Bölümde, 9. Bölümde verilen sistem belirsiz parametreler içerdiğinde, dinamik 

çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi incelenmiştir [50]. Dinamik çıktı 

geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol kuralının varlığı için yeterli koşullar, yine 9. 

Bölümde kullanılan yöntem ile, sistemin durum gecikmesine bağımlı, durumunun 

birinci türevindeki gecikmeden bağımsız, durum gecikmesinin zamana göre birinci 

türevi ve sistem matrisleri üzerinde herhangi bir şart olmaksızın ters kısıtlar içeren 
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LME’ler cinsinden elde edilmiştir. Bu bölümde Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 

üzerinde gerekli değişiklikler yapılarak 9. Bölümde kullanılan model 

transformasyonu kullanılmamıştır. Bu konuda literatürde gecikmeye bağımlı olarak, 

sabit gecikmeye sahip neutral olmayan lineer sistemlerin dinamik çıktı geri beslemeli 

dayanıklı ∞H  kontrol problemi [44,45]’de, zaman değişkenli gecikmeye sahip 

neutral olmayan lineer sistemler için ise [46]’da incelenmiştir. Burada aynı problem 

zaman değişkenli gecikmeye sahip neutral sistemler için incelenip, elde edilen 

sonuçlar bir örneğe uygulanarak, durum gecikmesinin üst sınırlı için elde edilen 

değerlerin [48]’den daha iyi olduğu gözlenmiştir. 
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2. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLERİN ASİMPTOTİK KARARLILIĞI 

Bu bölümde durum gecikmesi zaman değişkenli ve durumunun zamana göre birinci 

türevinin gecikmesi sabit olan lineer neutral sistemlerin asimptotik kararlılığı için 

yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine 

bağımlı ve durumunun zamana göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak 

LME cinsinden elde edilmiştir. Yeterli koşullar elde edilirken (9.2) ile verilen model 

dönüşümü kullanılmamıştır. Elde edilen matris eşitsizliği Matlab LMI Toolbox [51] 

paket programı ile çözülerek, durum gecikmesinin üst sınırı için elde edilen 

sonuçların literatürdeki benzer çalışmalarla karşılaştırılması çizelge şeklinde 

verilmiştir. 

Aşağıdaki n. mertebe zaman değişkenli lineer neutral sistem ele alınsın: 

.),(],0,[),()(

)())(()()(

,00

1

nCRttx

dtxEthtxAtxAtx

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

−+−+=
+

&&
                        (2.1) 

Burada nRtx ∈)(  sistemin durumunu karakterize eden vektör fonksiyonu, 1,, AEA   

sabit ve uygun boyutlu sistem matrisleri, h(t) ise zaman değişkenli 

diferansiyellenebilir ve her 0≥t  için  

∞<≤∞<≤< µ)(,)(0 thhth &                                        (2.2) 

koşullarını sağlayan gerçel değerli gecikme fonksiyonu, d pozitif sabit gecikme ve 

{ }dh ,max=τ  olmak üzere, )(⋅φ  ]0,[ τ−  üzerinde verilmiş sürekli bir fonksiyondur. 

(2.1) sisteminin asimptotik kararlılığı için, nRC →− ]0,[: τµ , 

)()()( dtExtxxt −−=µ  şeklindeki operatör için aşağıdaki varsayım yazılmalıdır. 

Varsayım 2.1 ⋅  herhangi bir matris normu göstermek üzere, 1<E  olmalıdır. Bu 

)( txµ ’nin asimptotik kararlılığı için yeterli koşuldur [1]. 
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Schur Komplementi.  
TAA 11 = , TAA 220 =<  olarak 321 ,, AAA  matrisleri verilsin o zaman    

0
23
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⎤
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− AA
AA T

 veya 0
13

32 <⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡−
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T  

matris eşitsizlikleri 03
1

231 <+ − AAAA T  matris eşitsizliğine denktir [4]. 

Lemma 2.1 Herhangi pozitif belirli sabit Θ  matrisi, pozitif σ  skaleri ve 
mRw →],0[: σ  vektör fonksiyonu için 

⎟⎟
⎠
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⎛
Θ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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σσσ

σ
000

)()()()( dsswdsswdsswsw
T

T                             (2.3) 

eşitsizliği geçerlidir [22]. 

Teorem 2.1 µ,0>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir operatör olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, simetrik 

0,0,0,0 >>>> WRQP  

matrisleri ve herhangi 21 , NN  matrisleri varsa (2.1) sistemi gecikmeye bağımlı 

olarak asimptotik kararlıdır 
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(2.4) 

İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli aşağıdaki gibi verilsin: 

.)()()()()()()()()(
0

)(

dssxRsxdsdsxWsxdssxQsxtPxtxxV
t

dt

T

h

t

t

T
t

tht

TT
t &&&& ∫∫ ∫∫

−− +−

+++=
θ

θ

                                                                                                                                 (2.5) 

Burada 0,0,0 >=>=>= TTT RRQQPP  ve 0>= TWW ’dır. Bu fonksiyonel 
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2
2

2222 )(
2

)()()()()( xWhxRdxQhxPxVxP MMMMtm && λλλλλ +++≤≤  

koşulunu sağladığı için, 1.Bölüm’de verilen Lyapunov-Krasovskii Teoremi’nin 

i.koşulunu sağlamaktadır. Bu fonksiyonelin zamana göre adi türevi  

∫
−

−+−−−

+−−−−+=
t

ht

TTT

TTTT
t

dssxWsxtxWtxhdtxRdtx

txRtxthtQxthtxthtQxtxtxPtxxV

)()()()()()(

)()())(())(())(1()()()()(2)(

&&&&&&

&&&&&

 

(2.6) 

şeklindedir. hth ≤< )(0  olduğu için  

∫∫
−−

−≤−
t

tht

T
t

ht

T dssxWsxdssxWsx
)(

)()()()( &&&&                                       (2.7) 

yazılabilir. Sistem (2.1), Lemma 2.1, (2.7) eşitsizliği ve 21 , NN  uygun boyutlu 

herhangi matrisler olmak üzere  

0))())(()()())(()((2
)(

21 =−−−−+ ∫
−

t

tht

TTTT dssxthtxtxNthtxNtx &                  (2.8) 

eşitliği kullanılarak  

∫

∫∫

−

−−

−−−−++

−+−++−+−++

−−−−−−−−

+−+−+≤

t

tht

TTTT

T

t

tht

t

tht

TTT

TT
t

dssxthtxtxNthtxNtx

dtxEthtxAtxARWhdtxEthtxAtxA

dssx
h

Whdssx
h

dtxRdtxthtQxthtx

tQxtxdtxEthtxAtxAPtxxV

)(
21

11

)()(

1

))())(()()())(()((2

))())(()()(())())(()((

)(1)()(1)()())(())(()1(

)()())())(()(()(2)(

&

&&

&&&&

&&

µ

(2.9) 

elde edilebilir. Bu eşitsizlik sağ tarafındaki terimler düzenlenerek 

)())()(()( tRWhtxV TT
t ηψη Γ+Γ+≤&                                (2.10) 

şeklinde vektör ve matris formunda yazılabilir. Burada  
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[ ]01 EAA=Γ ,                                                 (2.12) 
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şeklindedir. (2.10)’nun içindeki Γ+Γ+ )( RWhTψ  terimine Schur Komplementi [4] 

uygulanırsa 
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(2.14) 

eşitsizliğinin sağlandığı takdirde ii. koşulun da sağlanacağı görülür. Elde edilen bu 

eşitsizlik soldan ve sağdan  
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matrisi ile çarpılırsa (2.4) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 2.1 [14]. Durum gecikmesini sabit alarak (2.1) sistemi aşağıdaki matrisler ile 

ele alınsın: 
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Sistemin kararlılığı için mümkün olan durum gecikmesinin üst sınırı 0>h  değerleri, 

c’nin çeşitli değerleri için Çizelge 2.1’de verilmiştir. Sistem, durum gecikmesi, 

çizelgede verilen 0>h  değerlerinden küçük iken kararlı, büyük iken kararsızdır. 

Çizelge 2.1: (2.16) sisteminin kararlılığı için c’nin çeşitli değerlerine karşı gelen 

0>h  değerleri. 

c 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

 [52] 4.47 3.49 2.06 1.14 0.54 0.13 

 [53] 4.35 4.33 4.10 3.62 2.73 0.99 

 [14] 4.47 4.35 4.13 3.67 2.87 1.41 

Teorem 2.1 4.47 3.49 2.06 1.14 0.54 0.13 
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3. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLERİN DAYANIKLI KARARLILIĞI 

Bu bölümde, 2. Bölümde verilen (2.1) sistemi belirsiz parametreler içerdiği durumda, 

sistemin dayanıklı kararlılığı için yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile 

sistemin durum gecikmesine bağımlı ve durumunun zamana göre birinci türevindeki 

gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde edilmiştir. Yeterli koşullar elde 

edilirken (9.2) ile verilen model dönüşümü kullanılmamıştır. Elde edilen matris 

eşitsizliği Matlab LMI Toolbox paket programı ile çözülerek, durum gecikmesinin 

üst sınırı için elde edilen sonuçların literatürdeki benzer çalışmalarla karşılaştırılması 

çizelge şeklinde verilmiştir. 

(2.1) sistemi aşağıdaki zaman değişkenli belirsizlikler ile ele alınsın: 

.),(],0,[),()(

)())(()()(

,00

1

nCRttx

dtxEthtxAtxAtx

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

−+−+=
+

∆∆∆ &&
                 (3.1) 

Burada 

)(),(),( 111 tEEEtAAAtAAA ∆+=∆+=∆+= ∆∆∆                 (3.2) 

şeklinde, belirsizlikler ise  

[ ] [ ]EhA NNNtMFtEtAtA )()()()( 1 =∆∆∆                           (3.3) 

şeklindedir. Burada EhA NNNM ,,,  uygun boyutlu sabit matrisler, F(t) ise gerçel 

değerli, bilinmeyen, zaman değişkenli ve 

ItFtF T ≤)()(                                                   (3.4) 

koşulunu sağlayan bir matristir. 

Lemma 3.1 [15]. Herhangi bir 0>ε  gerçel sayısı ve uygun boyutlu U ve V 

matrisleri için 

VVUUUVUV TTTT 1−+≤+ εε                                       (3.5)
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eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 3.1 µε ,0,0 >>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir operatör olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, simetrik 

0,0,0,0 >>>> WRQP  

matrisleri ve herhangi 21 , NN  matrisleri varsa (3.1) sistemi gecikmeye bağımlı 

olarak asimptotik kararlıdır 
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.11
TT NNQPAPA ++++=Θ                                                                                (3.6) 

İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 2. Bölümdeki (2.5)’teki gibi verilip, 

Teorem 2.1’in ispatında izlenen yol izlenir ise 
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elde edilir. Burada (3.3) göz önünde bulundurulursa  
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elde edilir. Lemma 3.1 ve (3.4) kullanılarak da  
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elde edilir. Elde edilen bu eşitsizlik soldan ve sağdan (2.15) ile verilen matris ile 

çarpılarak, Schur Komplementi uygulanırsa (3.6) eşitsizliği elde edilir ve ispat 

tamamlanmış olur. 

Örnek 3.1 [14]. Durum gecikmesini sabit alarak (3.1) sistemi aşağıdaki matrisler ile 

ele alınsın: 
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Sistemi kararlı yapan durum gecikmesinin üst sınırı olan 0>h  değerleri, c’nin 

çeşitli değerleri ve   

0,2.0,2.0, =×=×== EhA NININIM  

için Çizelge 3.1’de verilmiştir.  

Çizelge 3.1: (3.7) sisteminin dayanıklı kararlılığı için c’nin çeşitli değerlerine karşı  

gelen 0>h  değerleri. 

c 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 

[53] 1.77 1.63 1.48 1.33 1.16 0.98 0.79 0.59 0.37 

[14] 2.43 2.33 2.24 2.14 2.03 1.91 1.78 1.65 1.5 

Teorem 3.1 2.46 2.2 1.8 1.7 1.4 1.3 1.1 1.1 0.8 

Çizelge 3.2’de de 1.0=c  ve  

0,,, =×=×== EhA NININIM αα  

için durum gecikmesinin üst sınırı olan 0>h  değerleri verilmiştir. 

Çizelge 3.2: (3.7) sisteminin dayanıklı kararlılığı için α ’nın çeşitli değerlerine karşı 

gelen 0>h  değerleri. 

α  0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 

[53] 4.33 3.61 2.9 2.19 1.48 0.77 

[14] 4.35 3.64 3.06 2.6 2.24 1.94 

Teorem 3.1 3.4 2.9 2.5 2.2 1.9 1.7 
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4. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DURUM GERİ BESLEMELİ 

KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 2. Bölümde verilmiş olan (2.1) sistemini kararlı hale getirmek için, bir 

kontrol girdisi vasıtası ile sisteme, sistemin durumu ve düzenleyici bir matris ile 

oluşturulan geri besleme kontrol kuralı uygulanarak, kapalı çevrim sistemi elde 

edilmiştir. Elde edilen sistemin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar Lyapunov-

Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve durumunun zamana 

göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME cinsinden elde edilmiştir. 

Yeterli koşullar elde edilirken (9.2) ile verilen model dönüşümü kullanılmamıştır. 

Elde edilen matris eşitsizliği Matlab LMI Toolbox paket programı ile çözülerek, 

durum gecikmesinin üst sınırı için elde edilen sonuçların literatürdeki benzer 

çalışmalarla karşılaştırılması çizelge şeklinde verilmiştir. 

Yeterli koşullar için elde edilen matris eşitsizliği içinde, düzenleyici matris ve diğer 

matris değişkenlerinin çarpımlarının olması yüzünden lineer olmayan terimler 

oluşmuştur. Bu eşitsizliğe denk bir LME elde etmek için, lineer olmayan matris 

eşitsizliği soldan ve sağdan matris değişkenlerinin terslerini içeren köşegen bir matris 

ile çarpılmıştır. Bu işlem, [16]’da yeterli koşulları LME cinsinden elde etmek için 

kullanılan ve çok fazla olan matris işlemlerini oldukça kısaltmış ve elde edilen 

nümerik sonuçların bu çalışmada elde edilen sonuçlardan daha iyi olduğu 

belirlenmiştir.  

(2.1) ile verilen sistem bir kontrol girdisi eklenerek: 

nCRttx

tBudtxEthtxAtxAtx

,00

1

),(],0,[),()(

)()())(()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

+−+−+=
+

&&
                           (4.1) 

şeklinde ele alınsın. Burada mRtu ∈)(  sistemin kontrol girdisi, B ise uygun boyutlu 

sabit sistem matrisidir. (4.1) sistemini kararlı hale getirmek için 

)()( tKxtu =                                                              (4.2) 
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şeklinde bir durum geri besleme kontrol kuralı tanımlansın. Burada K uygun boyutlu 

düzenleyici bir matristir. Bu kontrol kuralı (4.1) sistemine uygulanırsa  

)())(()()( 1 dtxEthtxAtxAtx k −+−+= &&                               (4.3) 

kapalı çevrim sistemi elde edilir. Burada BKAAk += ’dır. 

Teorem 4.1 21 ,,,0 ααµ>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir operatör olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, simetrik 

0~,0~,0~,0 >>>> WRQX  

matrisleri ve herhangi Y matrisi varsa (4.1) sistemini kararlı hale getiren (4.2) 

formunda bir geri besleme kontrolü vardır   
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(4.4) 

XBYXABYAX TTT
12α++++=Θ . 

İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 2. Bölümdeki (2.5)’teki gibi verilip, 

Teorem 2.1’in ispatında izlenen yol izlenir ise 
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(4.5) 
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eşitsizliği elde edilir. Elde edilen bu eşitsizlikte PAPA T
kk + , R , 1−R , W  ve 1−W  

terimleri lineer olmayan bir durum yaratmaktadır. Bu eşitsizliğe denk bir LME elde 

etmek için (4.5) eşitsizliği, 1111 ~,~,~, −−−− ==== WWRRQQPX  ve 

QNPN 2211 , αα ==  olmak üzere, soldan ve sağdan  
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matrisi ile çarpılarak Schur Komplementi uygulanırsa 
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(4.7) 

elde edilir. Burada BKXAXXAk +=  için YKX =  olarak tanımlanırsa (4.4) elde 

edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 4.1 (4.1) sistemi 
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matrisleri ile ele alınsın. Durum geri beslemeli kontrol ile sistemi kararlı hale 

getirmeyi mümkün kılan durum gecikmesinin üst sınırı 0>h  ve türevinin üst sınırı 

µ  değerleri, 5.2,1.0 21 == αα  için Çizelge 4.1’de verilmiştir. 
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Çizelge 4.1: Durum geri beslemesi ile (4.8) sistemini kararlı yapan 0>h  ve µ  

değerleri. 

h  1.5 1 0.8 0.5 

µ  3.7 4 4.2 4.5 

 

Ayrıca 1.0,1.0 21 == αα  için 7,0 == hµ  ve 7,8.0 == hµ  elde edilebilmektedir.  

Örnek 4.2 [16]. (4.1) sistemi sabit durum gecikmesi ve 0=E için 
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matrisleri ile ele alınsın. 0089.0,101.0 21 =−= αα  değerleri için Çizelge 4.2’deki 

değerler elde edilmiştir.  

Çizelge 4.2: Durum geri beslemesi ile (4.9) sistemini kararlı yapan 0>h  değerleri. 

Yöntem h  

[52] 1.408 

[54] 1.510 

[55] 3.2 

[16] 6 

Teorem 4.1 6.4 
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5. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DURUM GERİ BESLEMELİ 

DAYANIKLI KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 4. bölümde verilmiş olan (4.1) sistemi belirsiz parametreler içerdiği 

durumda, sistemi kararlı hale getirmek için bir kontrol girdisi vasıtası ile sisteme, 

sistemin durumu ve düzenleyici bir matris ile oluşturulan geri besleme kontrol kuralı 

uygulanmıştır. Elde edilen sistemin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun zamana göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME 

cinsinden elde edilmiştir. Yeterli koşullar elde edilirken (9.2) ile verilen model 

dönüşümü kullanılmamıştır. Elde edilen matris eşitsizliği Matlab LMI Toolbox paket 

programı ile çözülerek, durum gecikmesinin üst sınırı için elde edilen sonuçların 

literatürdeki benzer çalışmalarla karşılaştırılması çizelge şeklinde verilmiştir. 

(4.1) sistemi aşağıdaki gibi zaman değişkenli belirsizlikler ile ele alınsın: 

.),(],0,[),()(

)()())(()()(

,00

1

nCRttx

tuBdtxEthtxAtxAtx

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

+−+−+=
+

∆∆∆∆ &&
                            (5.1) 

Burada )(tBBB ∆+=∆  ve belirsizlikler ise  

[ ] [ ]BEhA NNNNtMFtBtEtAtA )()()()()( 1 =∆∆∆∆                        (5.2) 

şeklindedir. Burada BN  uygun boyutlu sabit matristir. 

Teorem 5.1 21 ,,,0,0 ααµε >>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir operatör 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, simetrik 

0~,0~,0~,0 >>>> WRQX  

matrisleri ve herhangi Y matrisi varsa (5.1) sistemini kararlı hale getiren (4.2) 

formunda bir geri besleme kontrolü vardır  
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İspat.  4. Bölümde (4.2) ile verilen geri besleme kontrolü (5.1) sistemine uygulanırsa  

)())(()()( 1 dtxEthtxAtxAtx k −+−+= ∆∆∆ &&                                  (5.4) 

elde edilir. Burada  

KtBBtAAAk ))(()( ∆++∆+=∆                                         (5.5) 

şeklindedir. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 2. Bölümdeki (2.5)’teki gibi verilip, 

Teorem 2.1’in ispatında izlenen yol izlenir ise 
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(5.6) 

elde edilir. Buradan (5.2), Lemma 3.1 ve (3.4) eşitsizliği ile  
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(5.7) 

elde edilir. Burada BKAAKNNN kBAAk
+=+= ,  şeklindedir.  

Elde edilen bu eşitsizlikte PAPA T
kk + , R , 1−R , W  ve 1−W  terimleri lineer olmayan 

bir durum yaratmaktadır. Lineer bir matris eşitsizliği elde etmek için (5.7) eşitsizliği, 
1111 ~,~,~, −−−− ==== WWRRQQPX  ve QNPN 2211 , αα ==  olmak üzere, soldan 

ve sağdan (4.6) ile verilen matris ile çarpılarak Schur Komplementi uygulanırsa 
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elde edilir. Burada 4. Bölümde yapıldığı gibi YKX =  olarak tanımlanırsa (5.3) 

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 
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Örnek 5.1 [14]. (5.1) sistemi sabit durum gecikmesi için 
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1 BAA ,       ,0=E                  (5.9) 

0,0,,, ==×=×== BEhA NNININIM αα                        (5.10) 

matrisleri ile ele alınsın. Durum geri beslemeli dayanıklı kontrol ile sistemi kararlı 

hale getirmeyi mümkün kılan durum gecikmesinin üst sınırı 0>h değerleri, 

5.2,1.0 21 == αα  için Çizelge 5.1’de verilmiştir. 

Çizelge 5.1: Durum geri beslemesi ile  (5.9) sistemini dayanıklı kararlı yapan 0>h  

değerleri. 

 

 

 

 

Örnek 5.2 Şimdi de (5.1) sistemi 
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[ ] [ ] [ ] 5.0,2.02.0,3.01,02.0,
2.0

0
====⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= BEhA NNNNM     (5.12)            

matrisleri ile ele alınsın. 089.0,11.0 21 =−= αα  için 0>h  ve µ  değerleri Çizelge 

5.2’de verilmiştir. 

Çizelge 5.2: Durum geri beslemesi ile (5.11) sistemini dayanıklı kararlı yapan 0>h  

ve µ  değerleri. 

µ  0 1 

h  8.3 2.6 

α  0 0.2 

[56]  0.45 

[54] 0.58  

[14] 0.95 0.65 

Teorem 5.1 0.6 0.54 
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6. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DURUM GERİ BESLEMELİ ∞H  

KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 4. bölümdeki (4.1) sistemine bir dış etki ve kontrol edilen çıktı 

eklenerek, durum geri beslemeli ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. Bu kontrol 

altında elde edilen kapalı çevrim sisteminin asimptotik kararlılığı için yeterli koşullar 

Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun zamana göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME 

cinsinden elde edilmiştir. Yeterli koşullar elde edilirken (9.2) ile verilen model 

dönüşümü kullanılmamıştır. Elde edilen matris eşitsizliği Matlab LMI Toolbox paket 

programı ile çözülerek, durum gecikmesinin üst sınırı için performans indeksini 

sıfırdan küçük yapan en küçük γ  sayısı için bulunan değerler çizelge şeklinde 

verilmiştir. 

(4.1) ile verilen sistem bir dış etki ve kontrol edilen çıktı ile  

n

d

CRttx

thtxCtuDtwDtCxtz
tuBtwBdtxEthtxAtxAtx

,00

21

211

),(],0,[),()(

))(()()()()(
)()()())(()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

−+++=
++−+−+=

+

&&

                 (6.1) 

şeklinde ele alınsın. Burada qRtw ∈)(  sisteme uygulanan dış etki, pRtz ∈)(  kontrol 

edilen çıktı, 2121 ,,, DDBB  ve dC  ise uygun boyutlu sistem matrisleridir. (4.2) ile 

verilen geri besleme kontrolü (6.1) sistemine uygulanırsa, kapalı çevrim sistemi  

))(()()()(
)()())(()()(

1

11

thtxCtwDtxCtz
twBdtxEthtxAtxAtx

dk

k

−++=
+−+−+= &&

                          (6.2) 

şeklinde elde edilir. Burada KDCCBKAA kk 2, +=+= ’dır. 0>γ  olmak üzere 

performans indeksi 
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dttwtwtztzwJ TT ))()()()(()(
0

2∫
∞

−= γ                                      (6.3) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda (6.1) sistemi için (4.2) kontrol kuralı aşağıdaki 

kurallar dahilinde durum geri beslemeli ∞H  kontrolü olarak adlandırılır:  

i. (6.2) kapalı çevrim sistemi asimptotik kararlıdır, 

ii. Sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ dır. 

Teorem 6.1 21 ,,,0,0 ααµγ >>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir operatör 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, simetrik 

0~,0~,0~,0 >>>> WRQX  

matrisleri ve herhangi Y matrisi varsa (6.1) sistemini kararlı hale getiren (4.2) 

formunda bir geri besleme kontrol kuralı vardır ve (6.3) ile verilen performans 

indeksi sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ  olur 
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İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 2. Bölümdeki (2.5)’teki gibi verilsin. 

),,( twxH t  Hamiltoniyeni göstermek üzere 

0)()()()()(),,( 2 <−+= twtwtztzxVtwxH TT
tt γ&                             (6.5) 
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eşitsizliğinin sağlanması gerekmektedir. (2.5) ile verilen fonksiyonelin zamana göre 

türevi, 2. Bölümde verilen Lemma 2.1, (2.7) ve (2.8) yardımı ile  

)())()((),,( tRWhttwxH TT
t ηψη Γ+Γ+≤                              (6.6) 

elde edilir. Burada  
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ve 

[ ]11 0 BEAAk=Γ                                                   (6.9) 

şeklindedir. (6.6)’daki Γ+Γ+ )( RWhTψ  terimine Schur Komplementi uygulanırsa  
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(6.10) 

eşitsizliğinin sağlandığı takdirde (6.5) koşulunun sağlanacağı görülür. Bu eşitsizlik, 
1111 ~,~,~, −−−− ==== WWRRQQPX  ve QNPN 2211 , αα ==  olmak üzere, soldan 

ve sağdan  
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matrisi ile çarpılarak Schur Komplementi uygulanırsa 
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elde edilir. Burada Teorem 4.1’in ispatının sonunda olduğu gibi YKX =  olarak 

tanımlanırsa (6.4) elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.  

Örnek 6.1 (6.1) sistemi  
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(6.13) 

matrisleri ile ele alınsın. 5.2,1.0 21 == αα  için 0,0 >> γh  ve µ  değerleri 

Çizelge 6.1’de verilmiştir. 
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Çizelge 6.1: (6.13) sistemini kararlı yapan durum gecikmesinin ve türevinin üst sınırı 

için bulunan en küçük 0>γ  değerleri. 

h  1.6 2 

µ  1.5 0 
γ  1.5 1.5 

Aynı örnek 0=dC  ve [ ]01=C  için incelenirse sonuçlar Çizelge 6.2’deki gibi olur. 

Çizelge 6.2: (6.13) sistemini kararlı yapan durum gecikmesinin ve türevinin üst sınırı 

için bulunan en küçük 0>γ  değerleri. 

h  1.7 2 

µ  1.3 0 
γ  1 1 
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7. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DURUM GERİ BESLEMELİ 

DAYANIKLI ∞H  KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 6. Bölümde verilmiş olan (6.1) sistemi belirsiz parametreler içerdiği 

durumda, durum geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. Bu 

kontrol altında elde edilen kapalı çevrim sisteminin asimptotik kararlılığı için yeterli 

koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve 

durumunun zamana göre birinci türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME 

cinsinden elde edilmiştir. Yeterli koşullar elde edilirken (9.2) ile verilen model 

dönüşümü kullanılmamıştır. Elde edilen matris eşitsizlikleri Matlab LMI Toolbox 

paket programı ile çözülerek, durum gecikmesinin üst sınırı için performans 

indeksini sıfırdan küçük yapan en küçük γ  sayısı için bulunan değerler çizelge 

şeklinde verilmiştir. (6.1) sistemi aşağıdaki gibi zaman değişkenli belirsizlikler ile 

ele alınsın: 

n

d

CRttx

thtCtuDtwDtCxtz
tuBtwBdtxEthtxAtxAtx

,00

21

211

),(],0,[),()(

))(()()()()(
)()()())(()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

−+++=

++−+−+=

+

∆∆∆∆ &&

               (7.1)    

Burada  

)(),(),(),( 222111 tBBBtEEEtAAAtAAA ∆+=∆+=∆+=∆+= ∆∆∆∆        (7.2) 

şeklinde, belirsizlikler ise 

[ ] [ ]BEhA NNNNtMFtBtEtAtA )()()()()( 21 =∆∆∆∆                            (7.3) 

formundadır.  

Teorem 7.1 21 ,,,0,0,0 ααµγε >>>h  sayıları verilsin ve )( txµ  kararlı bir 

operatör olsun. Bu takdirde aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan uygun boyutlu, 

simetrik 

0~,0~,0~,0 >>>> WRQX  
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matrisleri ve herhangi Y matrisi varsa (7.1) sistemini kararlı hale getiren (4.2) 

formunda bir geri besleme kontrol kuralı vardır ve (6.3) ile verilen performans 

indeksi sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ  olur. 
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(7.4) 

İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 2. Bölümdeki (2.5)’teki gibi verilsin. 4. 

bölümde (4.2) ile verilen geri besleme kontrolü (7.1) sistemine uygulanırsa, kapalı 

çevrim sistemi  

))(()()()(
)()())(()()(
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11

thtxCtwDtxCtz
twBdtxEthtxAtxAtx

dk

k

−++=
+−+−+= ∆∆∆ &&

                    (7.5) 

şeklinde elde edilir. Burada  

KtBBtAAAk ))(()( ∆++∆+=∆                                             (7.6) 

şeklindedir. Teorem 6.1’in ispatındaki yol ile 
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elde edilir. Buradan (7.3), Lemma 3.1 ve (3.4) eşitsizliği ile  
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(7.8) 
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elde edilir. Burada BKAAKNNN kBAAk
+=+= ,  ve KDCCk 2+=  şeklindedir. 

Burada Teorem 6.1’in ispatında olduğu gibi (7.8) eşitsizliği soldan ve sağdan 6. 

Bölümde verilen (6.11) matrisi ile çarpılarak Schur Komplementi uygulanırsa 
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(7.9) 

eşitsizliği elde edilir. Burada da YKX =  olarak tanımlanırsa (7.4) elde edilir ve ispat 

tamamlanmış olur.  

Örnek 7.1 (7.1) sistemi  
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(7.10) 

[ ] [ ] [ ] 5.0,2.02.0,3.01,02.0,
2.0

0
====⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= BEhA NNNNM          

matrisleri ile ele alınsın. 5.2,1.0 21 == αα  için 0,0 >> γh  ve µ  değerleri 

Çizelge 7.1’de verilmiştir. 

Çizelge 7.1: (7.10) sistemini dayanıklı kararlı yapan durum gecikmesinin ve 

türevinin üst sınırı için bulunan en küçük 0>γ  değerleri. 

h  1.8 2 

µ  1.6 0 
γ  1.3 1.4 
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8. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DİNAMİK ÇIKTI GERİ 

BESLEMELİ ∞H  KONTROL PROBLEMİ: SABİT DURUM GECİKMELİ 

HAL 

Bu bölümde sabit gecikmelere sahip lineer neutral bir sistem için dinamik çıktı geri 

beslemeli ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. Sistemin ölçülen çıktısı ve düzenleyici 

bir matris ile tanımlanan dinamik kontrol kuralı sisteme uygulanarak, kapalı çevrim 

sistemi elde edilmiştir. Elde edilen kapalı çevrim sisteminin asimptotik kararlılığı 

için yeterli koşullar gecikmelere bağımlı olarak Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile 

LME’ler cinsinden elde edilmiştir. Elde edilen LME’lerin çözümünden kontrol 

kuralının parametrik ifadesi elde edilmiştir. Burada kullanılan yöntem ile [27]’deki 

sistem matrisleri üzerindeki 1212 DDT ’nin singüler olmaması ve 0211 =TDB  olma şartı 

ortadan kaldırılmıştır. 

8.1 Problemin Sunuluşu 

(6.1) ile verilen sistem ölçülen çıktı ile 

nCRttx

tuDtwDtxCty
tuDtwDtxCtz

tuBtwBdtxEhtxAtxAtx

,00
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),(],0,[),()(
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)()()()(

)()()()()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

++=
++=

++−+−+=

+

&&

                  (8.1) 

şeklinde ele alınsın. Burada lRty ∈)(  ölçülen çıktı, pRtz ∈)(  düzenlenmiş çıktı, 

21121121 ,,,, DDDCC  ve 22D  uygun boyutlu sistem matrisleridir. { }dh,max=τ  

olmak üzere, )(⋅φ  ]0,[ τ−  üzerinde verilmiş sürekli bir fonksiyondur. Burada 

gecikmeye bağımlı durum 

∫
−

−=−
t

ht

dssxtxhtx )()()( &                                               (8.2) 
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şeklinde verilen bir model dönüşümü ile incelenmiştir [2]. Şimdi (8.1) sistemini 

kararlı hale getirmek için 

)()()(
)()()(

1211

2221

txKtyKtu
txKtyKtx

c

cc

+=
+=&

                                              (8.3)  

şeklinde bir dinamik çıktı geri besleme kontrol kuralı tanımlansın. Burada cn
c Rx ∈  

kontrol durumu, 22211211 ,,, KKKK ’ler ise uygun boyutlu düzenleyici matrislerdir. Bu 

kontrol kuralı ve (8.2) model dönüşümü (8.1) sistemine uygulanırsa kapalı çevrim 

sistemi  
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şeklinde elde edilir. Burada 
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T
e txtxtx ])()([)( =                                               (8.5) 

ve kapalı çevrim sistem matrisleri 
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121211 DDCC ==                                (8.6) 

şeklindedir.  

Verilen bir 0>γ  sayısı için performans indeksi  

dttwtwtztzwJ TT ))()()()(()(
0

2∫
∞

−= γ                                      (8.7) 
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şeklinde tanımlansın. Bu durumda (8.1) sistemi için (8.3) kontrol kuralı aşağıdaki 

kurallar dahilinde çıktı geri beslemeli ∞H  kontrolü olarak adlandırılır: 

i. (8.4) kapalı çevrim sistemi asimptotik kararlıdır, 

ii. Sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ dır. 

Lemma 8.1 [22]. Verilen h>0, 0>iα  sayıları ve nn
i RE ×∈  ( 3,2,1=i ) matrisleri için 

n
t RCxD →0:)(  olmak üzere  
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t dssxhtsEdtxEdssxEtxxD )()()()()()( 321            (8.8) 

şeklinde verilen operatör, aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan simetrik 0>Γ  

matrisi varsa, kararlı bir operatördür  

0
)/3(**

*
2

333
2

31
2

211
2

3212122

<
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Γ−Γ
ΓΓ−Γ
ΓΓΓ−Γ

hEEh
EEhEEh
EEhEEhEE

T

TT

TTT

α
α

α
         (8.9) 

.1321 <++ ααα  

Şimdi (8.4) sistemi  
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şeklinde yazılsın. Burada 
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ve 

FAAA 1
* +=                                                    (8.12) 

şeklindedir. (8.11) operatörünün kararlılığı için Lemma 8.1’den aşağıdaki Lemma 

elde edilebilir. 
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Lemma 8.2 [22]. (8.11) ile verilen operatör, verilen 3,2,1,0 => iiα  ve h>0 

sayıları için aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan simetrik 01 >Γ  ve 02 >Γ  

matrisleri varsa kararlı bir operatördür 
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İspat. Lemma 8.1’de { }21 ,ΓΓ=Γ diag  olarak tanımlanırsa (8.13) elde edilir. 

8.2 H ∞  Kontrol Kuralı Tasarımı 

Bu bölümde, (8.3) formunda çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralını elde etmek için 

algoritmik bir yöntem verilmiştir. Burada 011 =K  alındığı not edilmelidir. 

Teorem 8.1 (8.11) operatörü kararlı bir operatör olsun, yani Lemma 8.2 sağlansın. 

Bu durumda verilen 4,3,2,1,0,0,0 =>>> idh iβ  ve 0>γ  sayıları için aşağıdaki 

simetrik LME’leri sağlayan uygun boyutlu, simetrik  

4,3,2,1,0,0,0,0 =>>>> iWXYS i  

matrisleri ve herhangi hhh CBA ,,  matrisleri varsa (8.1) sistemini gecikmelere 

bağımlı olarak kararlı hale getiren (8.3) formunda bir çıktı geri beslemeli ∞H  

kontrolü vardır ve (8.7) ile verilen performans indeksi sıfır olmayan her [ )∞∈ ,02
qLw  

için J(w)<0 olur 
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İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli aşağıdaki gibi verilsin: 
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Burada 2121 ,,,, ZZQQP  pozitif belirli simetrik matrislerdir. ),,( twxH t  ile 

Hamiltoniyen gösterilmek üzere 
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eşitsizliğinin sağlanması gerekmektedir. (8.16) ile verilen fonksiyonelin zamana göre 

türevi 
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şeklindedir. 2. Bölümde verilen Lemma 2.1 ile (8.18)’in sağ tarafındaki 
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eşitsizlikleri yazılabilir. Şimdi (8.10), (8.11), (8.18) ve (8.19) ile 



 43

[ ]

( )

( )

)()(

)())(()()(2)()(

)(1)(1

)(1)(1

)()()()(

)()()()()()()()(

)()()()()(2),,(

2

1

2

21

2121

1
*

tt

twDDItwtwDCtxtxCCtx

dssx
h

Zhdssx
h

dssx
d

Zddssx
d

dtxQdtxhtxQhtx

txZtxdtxZtxhtxQtxtxQtx

dtFxEdssxFAtxPBtwAtxtwxH

T

TTTT
ee

TT
e

t

ht
e

Tt

ht
e

t

dt
e

Tt

dt
e

e
T
ee

T
e

e
T
ee

T
ee

T
ee

T
e

t

ht
ee

TTTT
et

ξξ

γ

Ω≡

−−++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−−−−−

++++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++≤

∫∫

∫∫

∫

−−

−−

−

(8.20) 

eşitsizliği elde edilebilir. Burada  
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şeklindedir. Ω  matrisinin içinde, BA T ,*  ve C ’ın içinde bulunan 222112 ,, KKK  

düzenleyici matrislerinin 0>P  matrisi ile çarpımları lineer olmayan bir durum 

yaratmaktadır. Bu durumu ortadan kaldırıp düzenleyici matrisleri bir LME’nin 

çözümünden bulmak için 0>P  matrisi 
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şeklinde parçalansın. Burada 0,0 >=>= TT YYSS  şeklinde, M ve N ise 

terslenebilir matrislerdir. IPP =−1  olmasından  

YSIMN T −=                                                          (8.24) 

eşitliği elde edilir. Şimdi 
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matrisleri tanımlanırsa  
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elde edilir. Şimdi 0<Ω  matris eşitsizliği soldan  
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matrisi ile sağdan da tranzpozu ile çarpılıp, 0>iβ  verilmiş sayılar ve 0>= T
ii WW  

)3,2,1( =i  şeklinde matrisler olmak üzere, 
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şeklinde tanımlanarak, Schur Komplementi uygulanırsa 

 



 45

0

00
000
0000
0000
000000
000000
00000000
000000000

000000
00000000000

000000

11
2

4

4

3

103

2

92

1

1

18753

1116421

<

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
−∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

−∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
−∗∗∗∗∗∗∗∗∗

−∗∗∗∗∗∗∗∗
Ω−∗∗∗∗∗∗∗

−∗∗∗∗∗∗
Ω−∗∗∗∗∗

−∗∗∗∗
−∗∗∗

ΩΩΩΩ∗∗
−∗

ΩΩΩΩΩ

I
DI

dW
Id

hW
Ih

W
I

W
I

C
I

BY

T

T
T

T

γ

β

β

β

β

β
β

(8.29) 

1
*

4321

4321

1212111

21211110

212119

212118

1212
*

7

122221122
*

6

212
*

5

22221122
*

4

212221
**

3

22221122
**

2

212122
**

1

,
,)(

),(

),(

,
,))((

,)(

,))((

,)(

,)(

,)(
,)(

AAA

dh
dWhWWWW
DMKYC

DKNSBhA

DKNSBE

DKNSB
AKNCSAh

AMNKYCKNMKBSYASh

EKNCSA

EMNKYCKNMKBSYAS

IKNCCKNSAAS

YMNKYCKNMKBSYASA
MWMBMKMKBAYYA

T

T

TTTT

T

T

TTT

TTT

TTT

TTT
T

TTT
T

TTT

T
T

TTTTT

+=

+++=
+++=

+=Ω

+=Ω

+−=Ω

+=Ω
+=Ω

+++=Ω

+−=Ω

+++−=Ω

++++=Ω

+++++=Ω

++++=Ω

βββββ

β

β

 

elde edilir. Burada  
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olarak tanımlanırsa (8.14) elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 
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8.3 Algoritma ve Örnek 

Bu bölümde (8.14) ve (8.15) eşitsizliklerinin çözümünden (8.3) formunda bir geri 

besleme kontrolü bulmak için algoritmik bir yöntem verilmiştir.  

• (8.14) ve (8.15) eşitsizliklerini gerçekleştiren uygun bir  

{ }hhh CBAXWWWWYS ,,,,,,,,, 4321  

çözümü bul. 

• Bulunan X ve 4321 ,,, WWWW  çözümlerini kullanarak (8.30)’da tanımlanan  

4321, dWhWWWWMWMX T
T

T +++==  

ifadesinden M matrisini belirle.  

• Bulunan Y, S ve M matrislerini kullanarak (8.24) eşitliği olan  

YSIMN T −=  

den N matrisini belirle. 

• Bulunan M, N, S, Y, hh BA ,  ve hC  matrislerini kullanarak (8.30)’daki 

denklemleri 2112 , KK  ve 22K  düzenleyici matrisleri için çöz.  

Şimdi (8.1) sistemi  
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matrisleri ile ele alınsın. Burada 0>α  şeklinde bir sayıdır. Bu örnekte amaç (8.31) 

sistemini kararlı hale getiren (8.3) formunda bir çıktı geri beslemeli ∞H  kontrolü 

bulmaktır. Lemma 8.2 ile, (8.11) ile verilen )( etxD  operatörünün kararlılığı 1.0=α  

için kontrol edilirse, 25.0321 === ααα  için, 
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⎤
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21                                              (8.32) 
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uygun çözümü elde edilir ve operatörün kararlı olduğu gösterilir. Şimdi (8.31) 

sistemine Teorem 8.1 uygulanırsa, Çizelge 8.1’deki değerler elde edilir. 

Çizelge 8.1: (8.31) sistemini α ’nın çeşitli değerleri için kararlı yapan 0,0 >> dh  

ve 0>γ  değerleri 

α  1β  2β  3β  4β  h  d  γ  

1 30 30 30 30 0.7 0.7 12 

0.75 30 30 30 30 0.8 0.8 0.55 

0.5 30 30 30 30 1.7 1.7 0.55 

0.1 30 30 30 30 2.5 2.5 0.55 

 

değerleri elde edilir. 1.0=α  değeri için (8.3) formunda kontrol kuralının düzenleyici 

matrisi 

⎥
⎥
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⎡

−
−
−

=
1.5715.5775.0
9.5692.5795.0
2.94168.95290

K                                       (8.33) 

şeklinde elde edilir. Burada )( etxD  operatörünün 5.0,75.0,1=α  değerleri içinde 

kararlılığının test edildiği not edilmelidir.  
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9. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DİNAMİK ÇIKTI GERİ 

BESLEMELİ ∞H  KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 8. Bölümde ele alınan (8.1) sisteminin durum gecikmesi zaman 

değişkenli bir fonksiyon olarak ele alınarak, dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol 

problemi incelenmiştir. Kararlılık için yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi 

ile sistemin durum gecikmesine bağımlı ve durumunun zamana göre birinci 

türevindeki gecikmeden bağımsız olarak LME’ler cinsinden elde edilmiştir. Bu 

bölümde kullanılan Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin yapısından dolayı, bu 

konuda yapılan çalışmalarda bulunan gecikmenin zamana göre türevinin birden 

küçük bir sayıya eşit olma şartı ortadan kaldırılmıştır. Ayrıca bir önceki bölümde 

011 =K  olma şartı ve [27]’deki sistem matrisleri üzerindeki şartlar kaldırılmıştır. 

Elde edilen matris eşitsizlikleri Matlab LMI Toolbox paket programı ile çözülerek, 

durum gecikmesinin üst sınırı için elde edilen sonuçların [22,27]’den daha iyi olduğu 

gözlenmiştir. 

9.1 Problemin Sunuluşu 

(8.1) ile verilen sistem 

nCRttx

tuDtwDtxCty
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tuBtwBdtxEthtxAtxAtx
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)()()())(()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

++=
++=

++−+−+=

+

&&

            (9.1) 

şeklinde ele alınsın. h(t) pozitif, zaman değişkenli, sınırlı ve ∞<≤< hth )(0 ,  

∞<≤ µ)(th&  koşullarını sağlayan gecikme, { }hd ,max=τ , )(⋅φ  ise ]0,[ τ−  

aralığında sürekli olan verilmiş bir fonksiyondur. 022 =D  alınmıştır ve 22D ’nin bu 

seçiminin genelliği bozmayacağı not edilmelidir [57]. nRC →− ]0,[: τµ , 
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)()()( dtExtxxt −−=µ  şeklindeki operatör için aşağıdaki varsayım yazılmalıdır. 

Varsayım 9.1 ⋅  herhangi bir matris normu göstermek üzere 1<E  olmalıdır. Bu 

)( txµ ’nin asimptotik kararlılığı için yeterli koşuldur [1]. Gecikmeye bağımlı durum 

∫
−

−=−
t

tht

dssxtxthtx
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)()())(( &                                               (9.2) 

şeklinde verilen bir model dönüşümü ile incelenmiştir [2]. Şimdi (9.1) sistemini 

kararlı hale getirmek için  
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+=&

                                            (9.3) 

şeklinde bir dinamik çıktı geri besleme kontrol kuralı tanımlansın. Burada cn
c Rx ∈  

kontrol durumu, 22211211 ,,, KKKK ’ler ise uygun boyutlu düzenleyici matrislerdir. Bu 

kontrol kuralı ve (9.2) model dönüşümü (9.1) sistemine uygulanırsa kapalı çevrim 

sistemi 
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şeklinde elde edilir. Burada  
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ve kapalı çevrim sistem matrisleri 
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şeklindedir.  

Verilen bir 0>γ  sayısı için performans indeksi  

dttwtwtztzwJ TT ))()()()(()(
0

2∫
∞

−= γ                               (9.7) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda (9.1) sistemi için (9.3) kontrol kuralı aşağıdaki 

kurallar dahilinde çıktı geri beslemeli ∞H  kontrolü olarak adlandırılır: 

i. (9.4) kapalı çevrim sistemi asimptotik kararlıdır, 

ii. Sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ dır.  

Lemma 9.1 Verilen uygun boyutlu simetrik Ω  matrisi ve herhangi Γ  ve ∑  

matrisleri için  

0<∑Γ+Γ∑+Ω TTT KK                                            (9.8) 

eşitsizliğinin K için çözülebilmesi için gerek ve yeter koşul 

0,0 <Ω<Ω ∑∑ΓΓ NNNN TT                                          (9.9) 

olmasıdır. Burada ΓN  ve ΣN  matrisleri, kolonları Γ  ve Σ  matrislerinin sıfır 

uzayının tabanı olan matrislerdir. İspat için [49,58]’e bakılabilir.  

9.2 Sınırlı Gerçel Lemma 

0,0 >> hγ  ve µ  sayıları verilsin. Aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan 

NQQZZ
WWRRSSPP

TT

TTTT

,0,0
,0,0,0,0

>=>=

>=>=>=>=
 

matrisleri varsa (9.4) kapalı çevrim sistemi asimptotik karalıdır ve (9.7) ile verilen 

performans indeksi sıfır olmayan her [ )∞∈ ,02
qLw  için J(w)<0 olur. 
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İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 
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şeklinde verilsin. Burada 
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şeklindedir. ),,( twxH t  ile Hamiltoniyen gösterilmek üzere 

0)()()()()(),,( 2 <−+= twtwtztzxVtwxH TT
tt γ&                    (9.13) 

eşitsizliğinin sağlanması gerekmektedir. (9.11) ile verilen fonksiyonelin zamana göre 

türevi 
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şeklindedir. hth ≤< )(0  olduğu için 
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olduğu açıktır. (9.15) eşitsizliği, hth ≤< )(0 , µ<)(th&  ve 
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T
e &&  olduğundan yararlanılarak 
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eşitsizliği yazılabilir. 2. Bölümde verilen Lemma 2.1 ile (9.16) eşitsizliğinin sağ 
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eşitsizlikleri yazılabilir. (9.4), (9.16), (9.17), 
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elde edilir, burada Θ  (9.10)’da verildiği gibidir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı  
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vektörü cinsinden matris biçiminde yazılabilir ve Schur Komplementi ile (9.10) 

eşitsizliği elde edilir. 

9.3 H ∞  Kontrol Kuralı Tasarımı 

Bu bölümde, (9.3) formunda çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralını elde etmek için 

algoritmik bir yöntem verilmiştir. 
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Teorem 9.1 0,0 >> hγ , µ  sayıları ve simetrik 0>= NN T  matrisi verilsin. 

Aşağıdaki simetrik LME’leri sağlayan 
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matrisleri varsa (9.1) sistemini gecikmeye bağımlı olarak asimptotik karalı hale 

getiren (9.3) formunda bir çıktı geri beslemeli ∞H  kontrolü vardır ve (9.7) ile verilen 

performans indeksi sıfır olmayan her [ )∞∈ ,02
qLw  için J(w)<0 olur 

,0ˆ,0~ <Ω<Ω ΣΣΓΓ NNNN TT                                              (9.21) 
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,2)()(~
11 NQXAAAAX T +++++=Θ  
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IQQIRRIXY hh ===
~,~, ,                                   (9.25) 

[ ]000000 212 DC=Γ ,                                (9.26) 

[ ]0000000 2122
TTT BDB=Σ                         (9.27) 

şeklindedir. ΓN  ve ΣN  matrisleri ise, kolonları Γ  ve Σ  matrislerinin sıfır uzayının 

tabanı olan matrislerdir. Bu durumda (9.21) ve (9.22)’nin uygun bir  

( )QRSZQRWYX hh
~,~,,,,,,,  

çözümüne karşı gelen K çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralının ifadesi 

2
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1 )ˆˆ()ˆˆ(ˆˆ −− ΓΓ+ΓΓΓΣ−= TTT VLDVVK ρ                        (9.28) 

şeklindedir [49, 58]. Burada  
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NQPFAAFAAP T 2)ˆ()ˆ( 11 +++++=Θ                                                           (9.30) 

şeklindedir. ρ  ve L ise ρ<L  koşulunu sağlayan serbest sayı ve matristir. 

İspat. Sınırlı Gerçel Lemma ile, 0<Ω  olduğu takdirde, (9.3) sistemi ∞H  kontrolü 

tanımlar. (9.6)’daki matrisler kullanılarak 0<Ω ’ın 

0ˆˆˆˆ <∑Γ+Γ∑+Ω TTT KK                                            (9.31) 

eşitsizliğine denk olduğu gösterilebilir. Burada ΓΩ ˆ,  ve Σ̂ , (9.29) ve (9.30)’da 

verilen matrislerdir. Lemma 9.1 ile de (9.31) eşitsizliğinin  

0,0 ˆˆˆˆ <Ω<Ω
∑∑ΓΓ

NNNN TT                                      (9.32) 

eşitsizliklerine denk olduğu gösterilebilir. Burada 
Γ̂

N  ve 
∑̂

N , Γ̂  ve ∑̂  nın ortogonal 

tümleyenleridir. Γ̂  matrisi 
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                              (9.33) 

şeklinde olduğu için, 0ˆˆ <Ω
ΓΓ

NN T  eşitsizliği 

0~ <Ω ΓΓ NN T                                                   (9.34) 

formunda yazılabilir, burada Ω~  ve Γmatrisleri, (9.23) ve (9.26)’ da verilmiştir. 

Şimdi 

[ ]TTTT FBDB 21221
ˆˆ00000ˆ=Σ                            (9.35) 



 57

ve 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

hR
I

P
G

00
00
00

                                                   (9.36) 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  
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elde edilir ve 
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şeklinde olduğu için, 0
11 1 <Ω ∑∑ NN T  eşitsizliği  
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eşitsizliğine denktir. Burada  
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YNNQYAAYYAA TT )()()( 11 ++++++=Θ′                                                  (9.41) 
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şeklindedir. (9.40)’ta X ve Y pozitif belirli simetrik matrisler, 1T  ve 2T  ise 

terslenebilir matrislerdir. (9.41)’in içinde YN ve YNNQY T )( ++  terimleri lineer 

olmayan bir durum yaratmaktadırlar. (9.38)’e denk bir LME elde etmek için N 

matrisi önceden verilmiş pozitif belirli ve simetrik bir matris olmalıdır. Bu takdirde 

(9.24), 2Ω  matrisine Schur Komplementi uygulanarak elde edilir ve  

0ˆ <Ω ΣΣ NN T                                               (9.42) 

elde edilir. Diğer taraftan IPP =−1  olması YXITT T −=12  olduğunu gösterir ve 

(9.22) eşitsizliği elde edilir. Lemma 9.1’e göre (9.31)’i sağlayan K matrisi vardır ve 

bulunması [49,58]’de verilmiştir. 

9.4 Algoritma ve Örnekler 

(9.21) ve (9.22) eşitsizlikleri (9.25)’teki ters kısıtlar yüzünden konveks değillerdir. 

Bu yüzden [59]’da verilmiş olan Lineerleştirme Algoritması (CCL) kullanılmıştır.  
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                     (9.43) 

Şeklinde eşitsizlikler ele alınsın ve 

{ }hh RRQQYX ~~
++                                                 (9.44) 

matrisinin asal köşegeninin toplamının (iz) (9.21) ve (9.43)’ün çözümüne uygun 

olarak minimize edilmesi problemi göz önüne alınsın. Bu problemin çözümü 3n’e 

eşitse yani 

iz { } nRRQQYX hh 3~~
=++                                      (9.45) 

ise  

IQQIRRIXY hh ===
~,~,                                      (9.46) 

şeklinde olur. Bu problemin çözümü için aşağıdaki algoritma verilmiştir.  
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Algoritma. 

• (9.21) ve (9.43) eşitsizliklerine uygun bir 

{ }000000000 ,,,~,,~,,, WZSRRQQYX hh  

çözümü bul ve 0=k  olarak ata. 

• Aşağıdaki problemi  

minimize iz { }hhkhhkkkkk RRRRQQQQXYYX ~~~~
+++++  

(9.21) ve (9.43)’ün uygun çözümü olan  

{ }WZSRRQQYX hh ,,,~,,~,,,  

için çöz.  

• Durma kriteri sağlanırsa dur, aksi takdirde  

hhkhhkkkkk RRRRQQQQYYXXkk ~~,,~~,,,,1 ======+=  

olarak ata ve 2. adıma dön. 

Örnek 9.1 (9.1) sistemi için  
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matrisleri ele alınsın. 7.3=h , 54.0=γ  ve IN *5.1=  alınırsa çıktı geri 

beslemesinin düzenleyici matrisi  



 60

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−−
=

87.7071.147.0
49.169.9205.0

033.0007.099.7
K                                    (9.48) 

şeklinde elde edilir. Ayrıca  

25.0,0,0 122111 === DDD  

alınırsa [27]’de verilen 1212 DDT ’nin singüler olmaması ve 0211 =TDB  olma koşulları 

sağlanır ve [27]’ de verilen yöntem ile 6=γ  ve 1=h , Teorem 9.1 ile 4=γ  ve 

1=h  elde edilir.  

Örnek 9.2 [22]’deki  
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.2,1,,0 == jiDij  

örneği ele alınsın. [22]’deki yöntem ile 8.0=h , Teorem 9.1 ile 5.1=h  elde edilir.  
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10. LİNEER NEUTRAL SİSTEMLER İÇİN DİNAMİK ÇIKTI GERİ 

BESLEMELİ DAYANIKLI ∞H  KONTROL PROBLEMİ 

Bu bölümde, 9. bölümde verilmiş olan (9.1) sistemi belirsiz parametreler içerdiği 

durumda, dinamik çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi incelenmiştir. 

Kararlılık için yeterli koşullar Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile sistemin durum 

gecikmesine bağımlı ve durumunun zamana göre birinci türevindeki gecikmeden 

bağımsız olarak LME’ler cinsinden elde edilmiştir. Bu bölümde, 9. Bölümde (9.11) 

ile verilen Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli üzerinde uygun değişiklikler yapılarak, 

(9.2) ile verilen model dönüşümü ortadan kaldırılmıştır. Bölüm sonunda verilen 

örnekte sonuçların [48]’den daha iyi olduğu gözlenmiştir. 

10.1 Problemin Sunuluşu 

(9.1) ile verilen sistem belirsiz parametreler ile 

nCRttx

tuDtwDtxCty
tuDtwDtxCtz

tuBtwBdtxEthtxAtxAtx

,00

22212

12111

211

),(],0,[),()(

)()()()(
)()()()(

)()()())(()()(

τφτθθφθ ×∈−∈∀=+

++=
++=

++−+−+=

+

∆∆∆ &&

             (10.1) 

)(),(),( 111 tEEEtAAAtAAA ∆+=∆+=∆+= ∆∆∆                         (10.2) 

şeklinde ele alınsın. Burada )(),( tEtA ∆∆  ve )(1 tA∆  matrisleri 

[ ] [ ]EhA NNNtMFtEtAtA )()()()( 1 =∆∆∆                            (10.3) 

şeklinde zaman değişkenli belirsiz parametrelerdir. hA NNM ,,  ve EN  uygun 

boyutlu sabit matrisler, F(t) ise gerçel değerli, bilinmeyen, zaman değişkenli ve 

ItFtF T ≤)()(                                                     (10.4) 

koşulunu sağlayan bir matristir. 
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Şimdi (10.1) sistemini kararlı hale getirmek için (9.3) şeklinde bir dinamik çıktı geri 

besleme kontrol kuralı tanımlansın. Bu durumda kapalı çevrim sistemi 
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şeklinde elde edilir. Burada  

,])()([)( TT
c

T
e txtxtx =  

,ˆˆ,ˆˆˆ
,ˆˆˆ,ˆˆˆ)(ˆˆ

2112112121

212122

DKDDDCKDCC

DKBBBCKBNtFMAA A

+=+=

+=++=∆  

[ ]
[ ] ],0[,0

,0,)(ˆ,)(ˆ
1111

IFEE

AANtFMAANtFMEE
TT

TT
hE

==

=+=+= ∆∆  

,,
0

ˆ,
0

0ˆ,
0

0ˆ,
0

ˆ,
00
0ˆ

2221

121121
21

2
2

2
2

1
1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

KK
KK

K
D

D
I

C
C

I
B

B
B

B
A

A
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şeklindedir. Verilen bir 0>γ  sayısı için performans indeksi (9.7) deki gibi 

tanımlansın. Bu durumda (10.1) sistemi için (9.3) kontrol kuralı aşağıdaki kurallar 

dahilinde çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrolü olarak adlandırılır: 

i. (10.5) kapalı çevrim sistemi asimptotik kararlıdır, 

ii. Sıfırdan farklı her ),0[2 ∞∈ qLw  için 0)( <wJ dır.  

10.2 Sınırlı Gerçel Lemma 

0,0 >> hγ  ve µ  sayıları verilsin. Aşağıdaki simetrik LME’yi sağlayan  

0,0,0,0 >=>=>=>= QQRRWWPP TTTT , 011 >= NN T  ve 022 >= NN T  

matrisleri varsa (10.5) kapalı çevrim sistemi asimptotik karalıdır ve (9.7) ile verilen 

performans indeksi sıfır olmayan her [ )∞∈ ,02
qLw  için J(w)<0 olur. 
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İspat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli 
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şeklinde verilsin. ),,( twxH t  ile Hamiltoniyen gösterilmek üzere 

0)()()()()(),,( 2 <−+= twtwtztzxVtwxH TT
tt γ&                    (10.9) 

eşitsizliğinin sağlanması gerekmektedir. (10.8) ile verilen fonksiyonelin zamana göre 

türevi 
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şeklindedir. hth ≤< )(0  olduğu için 
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)()()()( &&&&                              (10.11) 
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olduğu açıktır. (10.11) eşitsizliği, hth ≤< )(0 , µ<)(th& , Lemma 2.1 ve (10.5) 

sistemi ile  
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(10.12) 

elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafına 

0))())(()()())(()((2
)(

21 =−−−−+ ∫
−

t

tht

TTT
e dssxthtxtxNthtxNFtx &              (10.13) 

eşitliği eklenerek ve )()( txtFxe =  olduğu göz önüne alınarak (10.9) eşitsizliği 
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tht
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e

T twdssx
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vektörü cinsinden matris biçiminde yazılabilir ve Schur Komplementi ile (10.7) 

eşitsizliği elde edilir.  

10.3 H ∞  Kontrol Kuralı Tasarımı 

Bu bölümde, (9.3) formunda çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralını elde etmek için 

algoritmik bir yöntem verilmiştir. 

Teorem 10.1 µγ ,0,0 >> h , 0>ε  sayıları ve 0,0 2211 >=>= NNNN TT  

matrisleri verilsin. Aşağıdaki simetrik LME’leri sağlayan 

0~~,0,0~~,0,0,0,0 >=>=>=>=>=>=>= QQQQWWYYXX TTTTTTT ϕϕϕϕ  

matrisleri varsa (10.1) sistemini gecikmeye bağımlı olarak asimptotik karalı hale 

getiren (9.3) formunda bir çıktı geri beslemeli ∞H  kontrolü vardır ve (9.7) ile verilen 

performans indeksi sıfır olmayan her [ )∞∈ ,02
qLw  için J(w)<0 olur 



 65

,0ˆ,0~ <Ω<Ω Σ∆ΣΓ∆Γ NNNN TT                                  (10.15) 
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şeklinde, ΓN  ve ΣN  matrisleri ise, kolonları Γ  ve Σ  matrislerinin sıfır uzayının 

tabanı olan matrislerdir. Bu durumda (10.15) ve (10.16)’nin uygun bir  

0~~,0,0~~,0,0,0,0 >=>=>=>=>=>=>= QQQQWWYYXX TTTTTTT ϕϕϕϕ  

çözümüne karşı gelen K çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralının ifadesi  

2
1

2
1

1 )ˆˆ()ˆˆ(ˆˆ −− ΓΓ+ΓΓΓΣ−= TTT VLSVVK ρ                       (10.22) 

şeklindedir [49,58]. Burada  
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şeklindedir, ρ  ve L ise ρ<L  koşulunu sağlayan serbest sayı ve matristir. 

İspat. Sınırlı Gerçel Lemma ile, 0<Ω∆ olduğu takdirde, (9.3) sistemi ∞H  kontrolü 

tanımlar. (10.6)’daki matrisler kullanılarak 0<Ω∆ ’ın 

0<++++ αββαψ TTTTT KKUVUV                           (10.25) 

eşitsizliğine denk olduğu gösterilebilir. Burada 
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ve 
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şeklindedir. (10.4) eşitsizliği, 3. bölümde verilen Lemma 3.1 ve Schur Komplementi 

ile (10.25) eşitsizliğinin 

0ˆˆˆˆ <ΣΓ+ΓΣ+Ω∆
TTT KK                                          (10.29) 

eşitsizliğine denk olduğu gösterilebilir. Burada ΓΩ∆
ˆ,  ve Σ̂ , (10.23) ve (10.24)’ te 

verilen matrislerdir. Lemma 9.1 ile de (10.29) eşitsizliğinin  

0,0 ˆˆˆˆ <Ω<Ω
∑∑ΓΓ

NNNN TT                                      (10.30) 
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eşitsizliklerine denk olduğu gösterilebilir. Burada 
Γ̂

N  ve 
∑̂

N  , Γ̂  ve ∑̂  nın 

ortogonal tümleyenleridir. Γ̂  matrisi 
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şeklinde olduğu için, 0ˆˆ <Ω
ΓΓ

NN T  eşitsizliği 

0~ <Ω Γ∆Γ NN T                                                  (10.32) 

formunda yazılabilir, burada ∆Ω~  ve Γmatrisleri (10.19) ve (10.17)’ de verilmiştir. 

Şimdi  
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şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 
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elde edilir ve 
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şeklinde olduğu için, 0
11 1 <Ω ∑∑ NN T  eşitsizliği  

0
22 2 <Ω ∑∑ NN T                                                   (10.36) 

eşitsizliğine denktir. Burada  
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şeklindedir. (10.38)’de X ve Y pozitif belirli simetrik matrisler, 1T  ve 2T  ise 

terslenebilir matrislerdir. (10.39)’un içinde TYNYN 21 +−  ve YNNQY T )( 11 ++  

terimleri lineer olmayan bir durum yaratmaktadırlar. (10.39)’a denk bir LME elde 

etmek için 1N  ve 2N  matrisleri önceden verilmiş pozitif belirli ve simetrik matrisler 

olmalıdır. Bu takdirde (10.20), 2Ω  matrisine Schur Komplementi uygulanarak elde 

edilir ve 

0ˆ <Ω Σ∆Σ NN T                                                  (10.40) 

elde edilir. Diğer taraftan IPP =−1  olması YXITT T −=12  olduğunu gösterir ve 

(10.16) eşitsizliği elde edilir. Lemma 9.1’e göre (10.29)’u sağlayan K matrisi vardır 

ve bulunması [49,58]’de verilmiştir. Burada (10.15) ve (10.16) eşitsizliklerinin 9. 

bölümde verilen algoritma ile çözüldüğü not edilmelidir.  
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Örnek 10.1 (10.1) sistemi için 
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K  

şeklinde elde edilir. [48]’de aynı örnek için, belirsizlikler içermediği durumda aynı 

h  değeri için 54.0=γ  olarak bulunmuştu. Burada bu örnek için, belirsiz 

parametreler içermediği durumda aynı h  değeri için 52.0=γ  değeri 

bulunabilmektedir. 
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11. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında durumlarının gecikmesi zaman değişkenli, durumlarının zamana 

göre birinci türevinin gecikmesi sabit olan lineer neutral sistemlerin asimptotik 

kararlılıkları Lyapunov-Krasovskii Teoremi ile incelenmiştir. Kararlılık için yeterli 

koşullar LME’ler cinsinden elde edilip, Matlab LMI Toolbox paket programı ile 

çözülmüşlerdir.  

İlk önce kontrol girdileri içermeyen sistemlerin asimptotik kararlılıkları ve dayanıklı 

kararlılıkları incelenmiş, daha sonra bu sistemleri kontrol girdileri vasıtaları ile 

kararlı hale getirmek için durum geri beslemeli kontrol ve durum geri beslemeli 

dayanıklı kontrol problemleri çözülmüştür. Bu problemlerde amaç, durum geri 

besleme kontrol kuralını sistemlere uygulayarak, elde edilen kapalı çevrim 

sistemlerinin asimptotik kararlılıkları için yeterli koşulları LME’ler cinsinden bulmak 

olmuştur. Ayrıca bu sistemler için durum geri beslemeli ∞H  kontrol ve dayanıklı 

∞H  kontrol problemleri de çözülmüştür. Bu problemler de ise amaç, hem kapalı 

çevrim sistemlerinin kararlılıklarının incelenmesi hem de gürültü, dış etki vb. ve 

sistemin kontrol edilen çıktısı cinsinden verilen performans indeksini sıfırdan küçük 

bir gerçel sayıya eşit yapmak olmuştur. Daha sonraki bölümlerde ise bu sistemler 

için dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol ve dayanıklı ∞H  kontrol problemleri 

çözülmüştür. 

Durum geri beslemeli kontrol ve ∞H  kontrol problemlerinin çözümü için yeterli 

koşullar olarak elde edilen matris eşitsizlikleri içinde, bazı matris değişkenleri ile 

beraber terslerinin de olması ve geri besleme düzenleyici matrisinin matris değişkeni 

ile çarpımının olması nedeni ile lineer olmayan terimler oluşmuştur. Geri besleme 

kontrol kuralını bir LME’nin çözümünden bulmak için, elde edilen matris 

eşitsizlikleri soldan ve sağdan, matris değişkenlerinin terslerinden oluşan diagonal, 

simetrik ve pozitif tanımlı bir matris ile çarpılmıştır. Bu işlem özellikle durum geri 

beslemeli kontrol problemi konusunda önemli bir çalışma olan [16]’da benzer 
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işlemler için yapılan matris işlemlerini oldukça kısaltmış ve elde edilen nümerik 

sonuçların bu çalışmada elde edilen sonuçlardan daha iyi olduğu gözlenmiştir.  

Dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol problemi ilk önce durumundaki ve 

durumunun birinci türevindeki gecikmeler sabit olan lineer neutral bir sistem için 

incelenmiştir [47]. Kullanılan yöntem ile [27]’de verilen sistem matrisleri üzerindeki 

kısıtlar ortadan kaldırılmış, dinamik çıktı geri beslemeli kontrol kuralını LME’ler 

yardımı ile elde eden algoritmik bir yöntem verilmiştir. Daha sonra sistemin 

durumundaki gecikme zaman değişkenli alınarak aynı problem farklı bir Lyapunov-

Krasovskii fonksiyoneli tanımlayarak, gecikmeli sistemler için elde edilmiş Sınırlı 

Gerçel Lemma’da tanımlanan matris eşitsizliğini, kontrol kuralında yer alan 

düzenleyici matrisleri içeren terimleri ayırarak, iki matrisin toplamı şeklinde yazarak 

çözülmüştür [48]. Bu yöntem ile dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol kuralını 

belirlemek için daha fazla LME elde edilmiştir. Fakat elde edilen bu LME’ler matris 

değişkenleri ile beraber terslerini de içerdiği için ters kısıtlar içeren matris 

eşitsizlikleri olarak elde edilmişlerdir. Bu eşitsizlikleri çözmek için [59]’da verilen 

CCL Algoritması kullanılmıştır. Burada elde edilen sonuçlar [26,49]’da elde edilen 

sonuçların genişletilmişleridir. Ayrıca, burada kullanılan yöntem ile de [27]’deki 

sistem matrisleri üzerindeki kısıtlar kaldırılıp, elde edilen nümerik sonuçların 

[22,27]’den daha iyi olduğu gözlenmiştir. Son olarak ise sisteme belirsiz 

parametreler eklenerek dinamik çıktı geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol problemi 

bir önceki bölümde kullanılan yöntem ile çözülüp, elde edilen nümerik sonuçların 

önceki bölümden daha iyi olduğu gözlenmiştir [50]. 

Bu tez çalışmasında incelenen tüm problemlerde, literatürdeki bir çok çalışmada 

bulunan durum gecikmesinin zamana göre birinci türevinin birden küçük bir sayıya 

eşit olma şartı ortadan kaldırılmıştır. Problemlerin çözümü için elde edilen 

LME’lerin negatif belirli ve simetrik olmaları gerekmektedir. Bu çalışmada elde 

edilen LME’lerin negatif belirli olmaları için köşegenleri üzerindeki tüm 

elemanlarının negatif olması gerekmektedir. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin 

yapısından dolayı, elde edilen LME’lerin köşegenlerinin üzerine, durum 

gecikmesinin zamana göre birinci türevini içeren )1( µ−−Q şeklinde bir terim 

gelmektedir. Burada Q pozitif belirli simetrik bir matris değişkeni olarak seçildiği 

için, µ  sayısı birden küçük bir sayı olmalıdır. Bu kısıtı ortadan kaldırmak için, 
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LME’leri elde etme aşamasında elde edilen eşitsizliklere sıfıra eşit olan, (2.8) ve 

(9.18) ile verilen bir terim eklenmiştir. Bu işlem sayesinde LME’lerde sorun çıkaran 

köşegenler üzerine serbest olarak seçilebilen matris değişkenlerinin gelmesi 

sağlanmış ve kısıt ortadan kaldırılmıştır. Örneğin 2. Bölüm’de elde edilen LME’nin 

2. Satır ve 2. sütununda olan  TNNQ 22)1( −−−− µ  terimi incelenirse, burada serbest 

seçilebilen 2N  matrisinin olması, birden büyük µ  değerleri için de köşegeni negatif 

yapmayı mümkün kılmaktadır. 

Dinamik çıktı geri beslemeli kontrol ve dinamik çıktı geri beslemeli ∞H  kontrol 

problemlerinin, durum geri beslemeli kontrol ve durum geri beslemeli ∞H  kontrol 

problemlerine göre daha zor olduğu gözlenmiştir. Bunun sebebi ise çıktı geri 

beslemesi kullanıldığında elde edilen matris eşitsizliklerinin sayısının bir kat daha 

fazla, karmaşık ve daha fazla lineer olmayan terimler içermesidir. Literatürde durum 

geri beslemeli kontrol ve durum geri beslemeli ∞H  kontrol konusunda bir çok 

çalışma yapıldığı halde dinamik çıktı geri beslemeli kontrol ve dinamik çıktı geri 

beslemeli ∞H  kontrol konusunda çok fazla çalışma yapılmamıştır. Dinamik çıktı geri 

beslemesi sistemin ölçülebilen çıktıları ile tanımlandığı için pratikte uygulamalarda 

tercih edilmektedir. Bu yüzden bundan sonraki çalışmalarda, özellikle dinamik çıktı 

geri beslemeli dayanıklı ∞H  kontrol konusunda, sistemin kontrol girdisi de gecikme 

içerdiği durum incelenmelidir. Kontrol girdisi gecikmeli sistemler için durum geri 

beslemeli kontrol problemi konusunda çalışmalar yapılmıştır [16,60], fakat çıktı geri 

beslemeli kontrol konusunda yeterince çalışma yapılmamıştır. 
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