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IKi SUREKLI SISTEMDEN OLUSAN BIiR BIRLESIK SISTEMIN DINAMIK
INCELENMESI

OZET

Elastik sistemlerin dinamik incelenmesi yapilirken, ele alinan mekanik sistemler,
lizerlerinde bir veya daha fazla sayida kiitle-yay sistemi tasiyan ve cesitli
desteklenme sartlarina maruz Bernoulli-Euler ¢ubugu seklinde modellenebilir.
Literatiir incelendiginde, bu konuda ¢ok sayida yaymin yapildigi goriillmektedir.
Fakat yapilan bu calismalarin ¢cogunda helisel yay sistemlerinin kiitlesinin goz dniine
alimmadig1 bir gercektir. Literatliirde helisel yayin kiitlesinin hesaba katilmasinin,
icinde yer aldigi karmasik bir sistemin dogal frekanslar1 iizerinde etkilerinin

incelenmedigi gorilmiistiir.

Bu boslugu doldurmak ydniinde bir ilk adim olmak tizere, Glirgdze nin 2005 yilinda
yaptig1 calismada ankastre olarak mesnetlenmis ve ucunda kiitle-yay sistemi tasiyan
bir Bernoulli-Euler gubugunun 6z frekanslari incelenmistir.Bu calismanin 6nemi,
helisel yayin boyuna titresen bir cubuk seklinde modellenmesi suretiyle, karmasik bir
sistemde yayin kiitlesinin sistemin 6z frekanslarinin sayisal degerleri lizerine olan

etkisinin arastirilmis olmasidir.

Yapilmis olan bu incelemenin 1s181inda, bu ¢alismada egilme titresimleri yapan basit
mesnetlemis bir Bernoulli-Euler kirisi ve bunun iizerinde helisel yay-kiitle sistemini
gercekei bir sekilde temsil etmek {izere, boyuna titresen ¢ubuk-kiitleden olusan bir
birlesik sistemin frekans denklemi elde edilmeye g¢alisilmistir. Bu amagla birlesik
sistemin hareket denklemleri Hamilton Prensibi yardimiyla formiile edilmistir. Elde
edilen frekans denklemi daha sonra ¢esitli boyutsuz kiitle ve yay parametreleri i¢in
¢ozlilmiistlir. Bulunan sonuclarin, yayin kiitlesiz kabul edildigi sistemin sonuclariyla
karsilagtirilmasi neticesinde bazi fiziksel parametre degerleri i¢in 6z frekanslarin
sayisal degerlerinde ciddi hatalarin olustugu gozlemlenmistir. Ayrica bu sonuglar,
Dunkerley Metoduyla bulunan yaklasik degerler ve sonlu elemanlar yontemiyle

bulunan sonuglarla da karsilastirilmistir. Birlesik sistemin boyuna titresen ¢ubugun

vil



ucundaki kiitlenin sonsuza gotiiriilmesi limit halinde olusan Gzel sistem igin de

sayisal degerlendirmeler yapilmistir.

Elde edilen 6z frekanslarin sayisal degerlerinin karsilastirilmasi ve yorumlanmasiyla,
fiziksel parametrelerin baz1 deger takimlari i¢in helisel yayin kiitlesinin goz Oniine

alinmas1 gereginin dnemi bir kez daha ortaya konmustur.

vin



DYNAMIC INVESTIGATION OF A COMBINED SYSTEM CONSISTING
OF TWO CONTINUOUS SYSTEMS

SUMMARY

When elastic systems are investigated dynamically, these mechanical systems may
be modeled as Bernoulli-Euler beams to which one or several helical spring-mass
systems are attached. After the literature is reviewed, it can be seen that some of a
great number of studies on this subject are published. However, it is a fact that the
mass of the helical springs is not taken into account in these works. The effects of
the massless spring assumption on the numerical values of the eigenfrequencies in

more complicated combined systems had not been investigated in the literature.

As a first step to cover this gap, in the article published by Giirgéze in 2005, the
frequency equation of a classical combined system is derived consisting of a
cantilevered beam to the tip of which is attached a helical spring-mass system. The
importance of this study is the investigation in the effects of the mass of the helical
springs on eigenfrequencies of complicated combined systems by modeling the

helical spring as a longitudinally vibrating elastic rod.

Taking above mentioned publication as a guide, the present study deals with the
determination of the frequency equation of a Bernoulli-Euler beam simply supported
at both ends, to which is attached in-span a longitudinally vibrating elastic rod with a
tip mass, representing a helical spring-mass system with mass of the helical spring
considered. For this purpose, the equations of motion of the system are obtained by
the use of Hamilton’s Principle. The frequency equations are then numerically solved
for various combinations of the physical parameters. Comparison of the numerical
results with the massless spring case reveals the fact that neglecting the mass causes
considerable errors for some combinations of the physical parameters. In addition,
the results are compared with finite element (FE) solutions and Dunkerley
estimations. Further, numerical evolution of the reduced system resulting for the tip

mass going to infinity is done as well.



Interpretation and comparison of the obtained numerical results of eigenfrequencies
reveals once more the importance of the consideration of the mass of the helical

spring for some combinations of the physical parameters.



1 GIRIS

Makina, insaat ve ugak miihendisliginin bircok uygulamalarinda siklikla karsimiza
¢ikan motorlar, titresim yutuculart gibi sistemlerin, {izerlerine bir veya daha fazla
helisel yay-kiitle sistemleri eklenmis Bernoulli-Euler ¢ubuklar1  seklinde
modellenebildigi bilinmektedir. Bu konu ¢ok sayida aragtirmacinin ilgisini ¢gekmis ve

bir¢ok yayin yapilmistir. Bunlardan bazilari su sekilde verilebilir:

1. Giirgoze yaptig1 ¢alismada [1] serbest ucunda, bir kiitle ve buna bagli olan yay-
kiitle sistemi tasiyan ankastre bir gubugun frekans denkleminin ¢ikarilmasi problemi

ile ilgilenmistir.

2. Q. S. Li ve arkadaslarinin yaptig1 ¢calismada [2] tizerinde ¢esitli sayida tek ve iki
serbest dereceli kiitle-yay tasiyan ve kesit alan1 degisken olan Bernoulli-Euler
cubugunun ¢esitli desteklenme konfigiirasyonlarinda serbest egilme titresimlerinin

incelenmesi igin etkili bir analitik metot sunulmustur.

3. Wu, 2002 yilinda gergeklestirdigi ¢alismada [3] lizerinde birden fazla iki serbestlik
dereceli kiitle-yay sistemi tasiyan g¢ubuklarin serbest titresimleri probleminin

¢ozlimiine alternatif bir yaklagim getirmistir.

4. Chen ve Wu tarafindan yayimnlanan ¢alisma [4], birden fazla kiitle-yay sistemi
tasiyan kesit alan1 deg8isken bir ¢ubuktan olusan sistemin dogal frekanslarinin ve

bunlara ait mod sekillerinin tam olarak bulunmast ile ilgilidir.

5. Wu ve Whittaker, 1999 yilinda yaptiklar1 incelemede [5] ankastre bir gubuk ve
bunun tizerinde iki serbestlik dereceli birden ¢ok yay-kiitle sistemi iceren sistemin
dogal frekanslari ve bunlara ait mod sekillerinin bulunmasi amaciyla analitik-sayisal

yontemleri birlestiren bir metot gelistirmeye ¢aligsmislardir.

6. Giirgdze yaptig1 diger bir ¢aligmada [6] ankastre mesnetlenmis, ucunda kiitle
tagityan bir Bernoulli-Euler ¢ubugu (ilk sistem) ve bunun iizerinde yer alan yay kiitle
sistemi (ikincil sistem) i¢in 0z frekanslarin c¢ikarilmasi ve bunlarin duyarlilig

tizerinde ¢alismistir.



Bu calismalarda dikkati ¢eken husus, helisel yayin kiitlesinin herhangi bir sekilde
hesaba katilmamis olmasidir. Diger taraftan Rayleigh, bir yay-kiitle sisteminde yayin
kiitlesinin ticte birinin ugtaki kiitleye eklenmesi suretiyle tabii frekans hesabinda yay
kiitlesinin yaklasik olarak dikkate alinmasinin saglanacagini gostermistir. Ancak
yukarda s6zii edilen c¢alismalarda oldugu tizere literatiirde, daha karmasik birlesik
titresim sistemlerinde kiitlesiz yay kabuliiniin 6z frekanslarin sayisal degerleri
tizerindeki etkisi somut olarak incelenmemistir. Bu boslugu kapatmak yolunda bir ilk
adim olarak Giirgoze tarafindan yapilan ¢alismada [7] ankastre bir Bernoulli-Euler
cubugu ve bunun serbest ucunda yer alan kiitle-yay sisteminden olusan klasik
birlesik sistemin frekans denklemi cikarilmigtir. S6z konusu g¢aligmada getirilen
yenilik, helisel yayin boyuna titresen elastik bir ¢ubuk olarak modellenmis olmasidir.
[8] Elde edilen frekans denklemi, ¢esitli boyutsuz kiitle ve yay parametreleri igin
¢Oziilmiigtiir. Sonuglarin kiitlesiz yay hali i¢in karsilastirilmasi, kiitlenin ihmal
edilmesinin bazi parametre kombinasyonlari i¢in ciddi hatalara yol ac¢tigini agikga

gostermistir.

Yukaridaki ¢alismanin 1s18inda, bu tez ¢alismasinda, her iki ucu basit mesnetlenmis
bir Bernoulli-Euler ¢ubugu ve bunun tizerinde, helisel yayin kiitlesini géz Oniine
almaya yarayan boyuna titresen elastik cubuk ve ucundaki kiitleden olusan birlesik
sistemin frekans denkleminin tam olarak belirlenmesi {izerine yogunlagilmistir.
Buradaki ana amag, bazi parametre kombinasyonlari i¢in helisel yayin kiitlesinin goz
Oniine alinmasinin 6neminin bir kez daha altin1 ¢izmektir. Diger taraftan titresim
alaninda calisan miihendislere, 6rnegin yapisal bir eleman ve buna elastik olarak
baglanmis bir motordan olusan sistemin basit bir modeli olarak diistiniilebilecek olan
bu birlesik sistemin kesin frekans denklemini vermek de, bu ¢alismanin 6nde gelen

amaclarindan biridir.

Buna ek olarak, boyuna titresen ¢ubugun serbest ucunun sabitlenmesiyle ortaya ¢ikan
ve incelenen sistemin bir 6zel halini olusturan sistem i¢in de frekans denklemi

¢ikarilmistir.

Yukaridaki sistemler igin elde edilen sayisal sonuglar, kiitlesiz yay halinde elde
edilenlerle karsilastirilmalarinin yaninda, sonlu elemanlar (FE) yontemi ¢oziimiinden
ve Dunkerley Metoduyla bulunan yaklasik sonuglarla da karsilastirilmistir. Bazi
parametre kombinasyonlarinda helisel yayin kiitlesinin hesaba katilmamasinin ciddi

hatalara yol agtig1 goriilmistiir.



2. TEORI

Bu ¢alismada incelenecek olan problem, Sekil 2.1°de gosterilen mekanik titresim
sisteminin serbest titresim problemidir. Sistem, basit mesnetlenmis enine titresen
Bernoulli-Euler kirisi ve bunun {izerinde, ucunda M kiitlesi bulunan boyuna titresen
bir elastik g¢ubuktan olusmustur. Ucunda kiitle olan eksenel titresen ¢ubuk,
geleneksel kiitle-helisel yay sistemine karsi gelmektedir. Iki siirekli sistemden olusan

bu birlesik sistemin kagit diizlemi tizerinde titrestigi kabul edilmektedir.

M
i =
i
-
L 7
Wa(X2,0)f | E2A2m;
Wi (Xi.1) 4 WalX1.1)
%
X*T 2l B Eilgmy T
=

AL L

<y —>

Ly |

Sekil 2. 1: Iki siirekli sistemden olusan birlesik sistem

Sistemin fiziksel parametreleri sunlardir: L;, m; ve Ejly, sirasiyla enine titresen
kirigin boyunu, birim uzunlugunun kiitlesini ve egilme rijitligini gostermektedir.
Benzer sekilde Ly, my ve EA,, boyuna titresen cubugun boyunu, birim uzunlugunun
kiitlesini ve eksenel rijitligini temsil etmektedir. Cubugun kirise baglandigi noktanin

yeri ise sol mesnetten itibaren nL; mesafesi ile ifade edilmistir.



2.1 Birlesik Sistemin Frekans Denkleminin Elde Edilmesi

Frekans denklemini elde etmek igin Once hareket denklemlerinin elde edilmesine
ihtiya¢ vardir. Hareket denklemleriyle birlikte sinir ve gecis sartlar1 bir sinir deger
problemi olusturur. Sinir deger probleminin ¢oziilmesiyle birlesik sistemin frekans

denklemi elde edilir.

2.1.1 Sistemin Hareket Denklemleri

Sistemin {i¢ ayn elastik bolgeden olustugu diisiiniilebilir. Kiris ve gubugun baglanti
noktasinin solunda ve saginda yer alan egilme yer degistirmeleri sirasiyla wi(X,t) ve
Ww3(Xy,t) ile gosterilmistir. Boyuna titresen ¢ubugun eksenel yer degistirmesi ise
Wa(X,t) ile ifade edilmistir. Cubugun kirise baglandigi nokta, X,=0 noktasina denk
gelmektedir. Bu durumda wy(Xz,t) yer degistirmesi, ger¢ekte cubugun aslinda kendisi
de hareketli olan x,=0 noktasina gore goreceli bir yer degistirmedir. Diger taraftan,
wi(Xg,t), Wao(Xp,t) ve wa(xy,t) yer degistirmelerinin  kiiglik oldugu varsayimi

yapilmistir.

Sistemin hareket denklemini elde etmek i¢in Hamilton Prensibinden yararlanilmigtir:
t1

'[S(T—V)dt =0. (2.1)

to

Buradaki T ve V sirasiyla sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerini ifade etmektedir.

Sistemin toplam kinetik enerjisinin dort bilesenden olustugu goriilmektedir:
T=T,+T,+T,+T,. (2.2)
Bu dort enerji bileseni asagidaki gibi yazilabilir:

nk,

legmlj\&f(xl1t)dxlv (23)
0
1,
T, =—m, [ (x,, dx, , (2.4)
2 nk,
1 )
T, :Emzj[w&z(xz,t)+w&l(nLl,t)] dx , , (2.5)
0
1
T, = EM[V&l(nLl,t)+ W, (L, 1)]°. (2.6)



Enine titresen kirisin sol kisminin Kinetik enerjisi T, olarak formiile edilmistir. T, de
sag taraftaki parcanin kinetik enerjisini gostermektedir. Eksenel titresim yapan
cubugun Kinetik enerjisi T3 ile verilmistir. M kiitlesinin sahip oldugu kinetik enerji

ise T, ile gOsterilmistir.

Potansiyel enerji de ikisi egilmeye digeri de eksenel yer degistirmeye karsi gelmek
lizere, li¢ kistmdan olugsmaktadir:

V=V, +V,+V,. (2.7)
Enine titresen kirisin sol kisminin potansiyel enerjisi V ile gosterilmistir:

nk,

Vv, = Ellljwi’z(xl,t)dxl. (2.8)
0

1

N |-

Benzer sekilde kirisin sag kisminin potansiyel enerjisi V, asagidaki gibi formiile

edilmistir:
1 h
Vv, :EElllj'wgz(xl,t)dxl. (2.9)
nL

Son olarak da boyuna titresen gubugun sahip oldugu potansiyel enerjisi V3 soyle
ifade edilebilir:

L,

V, = EZAZJ‘W’ZZ(xz,t)dXZ. (2.10)
0

3

N |

Kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinde kullanilan nokta ve c¢izgiler sirasiyla t

zamanina Ve Yyer koordinatlar1 x; ve X, ye gore kismi tiirevleri gostermektedir.

Yukaridaki (2.2-2.6) ve (2.8-2.10) ifadeleri (2.1)’de yerine koyulup, Ek C’de
verilmis olan varyasyon hesaplar1 gerceklestirildiginde, kirisin iki kismi ve boyuna

titresen ¢ubuk i¢in asagidaki hareket denklemleri elde edilir:

E,Lw, (X,,t)+ m & (x,,t) =0, (2.11)
E,A,Wj(x,,t)—m, W& (x,,t)=m, & (nL,,t), (2.12)
E l,wy (X,,t)+m W& (x,,t)=0. (2.13)



2.1.2 Sinir ve Gegis Sartlari

Bilindigi tizere, Hamilton Prensibi yardimiyla sistemin sinir sartlari ve gecis sartlari
da rahatlikla elde edilebilmektedir. Ek C’de verilen varyasyonel hesaplardaki tek
katli integral ifadeleri sistemin sinir ve gegis sartlarini verir. Sistemde etkin olan sinir

sartlar1 agagidaki gibidir:

w,(0,t)=0, (2.14)
w,(L,,t)=0, (2.15)
E,l,w/(0,t)=0, (2.16)
E,J,wi(L,,t)=0 (2.17)

Diger taraftan sistemin gegis sartlar1 da asagidaki gibi yazilabilir:

L

[m, (& (x,. 1) + @& (L, O]dx , + M (L, 1) + & (L, )] - E 1 [wi(nL,, t) -wi(nL,. )] =0

(2.18)
w,(0,t)=0, (2.19)
M [& (nL,,t) + & (L,,t)]+ E,A,w,(L,,t)=0 (2.20)
w,(mL,, t)=w,(mL,,1), (2.22)
wi(nk,, t)=wj(nL,,1), (2.22)
wi(nk,, t)=wi(nL,,1). (2.23)

Buradaki nokta ve cizgiler, yukarda da belirtildigi lizere, sirasiyla t zamanina ve

konum koordinatlar1 X; Ve X, ye gore kismu tiirevleri gostermektedir.

Boyuna titresen g¢ubuk i¢in (2.18) verilen ge¢is sartinin ifade ettigi x;=mL;

noktasindaki kuvvet dengesi Sekil 2.2°de gosterilmistir.



M (. 2) + 0y (L,.7)]

T

M

B

L
T | s [ia G )+, (L Dy

E\Iywi(nl,) J‘ E—L"T E 1wy (nly)
Sekil 2.2: Gegis sart1 (2.18)’in agiklanmast

2.1.3 Sinir Deger Probleminin Coziimii

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler (2.11-2.13)’in ¢6ziimii i¢in degiskenlerin
ayrilmasi klasik yontemi uygulanmistir. Bunun i¢in ¢6ziim kabulii olarak asagidaki

varsayim goz oniine alinmistir:

W, (X,,t) =W, (x,)cos ot, i=12,3 X3=X3 (2.24)

Buradaki Wi(x;) kiris kisimlarina ve gubuga ait genlik fonksiyonlarini ve @ ise

birlesik sistemin bilinmeyen 6z frekansin1 gostermektedir.

Coziim kabulleri olan (2.24) ifadeleri (2.11-2.13)’te verilen kismu tiirevli diferansiyel

denklemlerde yerine koyuldugunda, asagidaki adi diferansiyel denklemler elde edilir:

W, (x,) =B W, (x,) =0, (2.25)
W/ (X,) + 7 W, (x,) = -y°W,(nL,), (2.26)
W' (x,) =B W, (x,) = 0. (2.27)



Bt = e (2.28)

kisaltmalar1 kullanilmistir.

Yukarida (2.24)’de verilen ¢6ziim kabulleri (2.14-2.17) sinir sartlarin

W, (0) =0, (2.29)
W/(0) =0, (2.30)
W, (L,)=0, (2.31)
WI(L,) =0 (2.32)

su sekline getirirken, gecis sartlarini ise

m, o’ ZW (x,)+ W, (nL)]dx, —Mae’[W,(mL,)+ W, (L )]+ E, I, |W"(nL,)-W" (nL,)|[=0
2 J-[ 2 2 1 1] 2 [ 1 1 2 2] 11[ 1 1 3 1]

0

(2.33)
W,(0) =0, (2.34)
~Mo?[W,(nL,)+W,(L,)]+E,A,W/(L,)=0, (2.35)
W, (nL,)=W,(nL,), (2.36)
W/(nL,)=W;(nL,), (2.37)
W/(nL,) =W;j(nL,) (2.38)

sekline dontstiirtir. Burada Wi(X;) lizerindeki ¢izgiler konum koordinatlar1 x;’lere

gore alinmis diiz tiirevleri gostermektedir.

Adi diferansiyel denklemler (2.25-2.27)’in genel ¢6ziimleri basitce

W, (x,) = C,sin Bx, + C, cos Bx, + C,sinh Bx, + C, cosh Bx,, (2.39)
W, (x,) = C,sin yx, + C, cos yx, — W,(nL,), (2.40)
W, (x,) = C,sin Bx, + C, cos Bx, + C,sinh Bx, + C,, cosh Bx, (2.41)



seklinde yazilabilir. Buradaki C,..,Cjo, bilinmeyen 10 adet integral sabiti olup (2.29-
2.38)’da verilen sartlar yardimiyla bulunabilirler.

Yukaridaki (2.39-2.41)’de yer alan adi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerinin
, smur sartlart (2.29-2.32)’de ve (2.33-2.38)’deki gecis sartlarinda yerlerine
koyulmasiyla 10 adet bilinmeyen Ci,...,Cio integral sabitinin tayini igin, 10 adet
denklemden olusan bir homojen denklem takimi elde edilir. Bu denklem takiminin
bayag1 olmayan bir ¢éziimiiniin olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinantinin sifir
olmas1 gereklidir. Sonugta bu homojen denklem takimi sayesinde elde edilen
katsayilar matrisin determinantinin sifira esitlenmesiyle, Sekil 2.1°de goriilen birlesik
sistemin frekans denklemi asagidaki gibi 10x10’lik bir determinant yardimiyla

asagidaki sekilde yazilabilir:

0 1 0 1 0
0 0 0 0 0
0 -1 0 1 0
0 0 0 0 0
— C0S En sin En cosh En sinh En lf(l—cos yL2)+aMEsin yL,
o
—sin En — Cos En — sinh En — cosh En - 0
0 0 0 0 o, B7sin yL, —cos yL,
sin En cos En sinh En cosh En 0
cos En - sin En cosh Bn sinh En 0
—sin En — c0s En sinh En cosh En 0
0 0 0 0 0
0 sin E cos E sinh E cosh E
0 0 0 0 0
0 —sin E — c0s E sinh E cosh E
L —sin yL, + a MEcos yL, cos En —sin En — cosh En — sinh En 0 (2-42)
o =
’ 1 0 0 0 0
o, B?cosyL, +sin yL, 0 0 0 0
0 —sin En — cos En — sinh En — cosh Eﬂ
0 — €os En sin En — cosh En — sinh En
0 sin En cos En — sinh En — cosh En

Yukaridaki karakteristik denklemde kullanilan kisaltmalar sunlardir:

BZBL m _ 2L2 o — EZAZ/LZ a — M
' “ L, 48E 1, /L] " mL,




m oy 1

1L, =B’ il H (2.43)
2 4o, YoJsem, T asa,m,

Buradaki kisaltmalarin bazilari, sayisal hesaplamalarda kullanilacak olan boyutsuz
yay ve Kkiitle parametreleridir. Cubugun kiitlesinin kirisin kiitlesine orant m,,,
cubugun yay sabitinin kirigsin yay sabitine orani ok, ¢ubugun ucunda bulunan
kiitlenin kirisin kiitlesine orani oy ile gosterilmistir. B ve yL, boyutsuz frekans

parametreleri iken ou; ve oy ise hesaplamalarda kolaylik saglamasi amaciyla

olusturulan kisaltmalardir.

Transandantal denklem (2.42)nin boyutsuz frekans parametresi p’ye gore
¢oziilmesi ve bulunan sonuglarin (2.28)’de verilen ifadede yerine konularak Sekil

2.1°de gosterilen sistemin 6z frekanslari olan o degerlerine ulasilabilir.

Sekil 2.1°deki genel sistemin frekans denklemi elde edildikten sonra, sayisal
sonuglarin elde edilmesi ve bu sonuglarin Sekil 2.1°de gosterilen mekanik sistemin
limit durumlart halinde olusan sistemlerinkiyle karsilastirilmasi akla gelmektedir.

m,, ’in ¢ubuk kiitlesinin kirisin kiitlesine orani oldugunu g6z Oniine alindiginda,

m,, — 0 limit halinin, Sekil 2.3’de gosterilen basitlesmis sisteme karsilik geldigi

%M

af” ]
0

goriiliir.

0

SRR

Wi (X1.1) K Wo(Xa.1)

Z
X1T

Eqly;m; T
 — |

L=
£~ 2

< nlka

=

L1

Sekil 2.3: m,, — 0 limit durumunda olusan basitlesmis sistem
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Ancak bu sistemin frekans denkleminin, beklenildigi gibi , (2.42) denkleminde
m, — 0 limitini alarak elde etmenin miimkiin olmadig1 goriilmiistiir. Caligsmanin
biitlinliigiinii bozmamak i¢in bu basitlesmis sistemin frekans denklemi Ek A’da
tiiretilmistir.

2.2 Birlesik Sistemin Ozel Hali i¢in Frekans Denklemi

Daha oOnce iizerinde ¢alisilan sistemde, M — o limit hali, Sekil 2.4’de gosterilen
sisteme karsilik gelmektedir. M kiitlesinin ¢ok biiylik degerleri i¢in gubugun serbest
ucunun, sabit mesnetmis gibi davranacagi aciktir. Bu boliimde bu sistemin frekans

denklemi elde edilecektir.

Bu sistemin frekans denklemini, Sekil 2.1 gosterilen sistemin frekans denkleminde

M — o koyarak elde etmek miimkiin olmamaktadir.

e

L,
Wo(X2,t] | E2A2;m;
W‘I (X,Ilt) A WQ(X1t)
A
X1 T X2l H E1|1;m1 T
N A
“ i
T]Ll \I
L, >|

Sekil 2.4: M — « limit halinde olusan sistem

Bu sistemin frekans denklemini tiiretmek i¢in daha Onceki sinir ve gegis sartlari
(2.14-2.23)’de, (2.18) ve (2.20) sartlarinin sirasiyla asagidaki ifadelerle degistirilmesi
gereklidir:

L,

m, [[¥& (x,.t) + & (L, ]dx, —E,1 [wi(nL, ) ~wi(L,, )] - E,A,w}(L,,t) =0

(2.44)

w,(L,,t)+w, (nL,,t)=0 (2.45)

11



Yukarida (2.45)’de verilen geg¢is sart1 xo=L,’de w, yer degistirmesiyle X;=mL;’de w;
yer degistirmesinin toplamimin sifir oldugunu belirtmektedir.Bu sartin daha iyi

anlasilmasi icin Sekil 2.5°te grafiksel yorumu verilmistir.

Diger smir ve gecis sartlar1 degismeden aynen kalir. (2.24)’de verilen ¢oziim

kabuliiniin yeni sartlara uygulanmasi halinde,

L,

m,o” [[W,(x,) + W, (nL)]dx, + E,1,[W]nL,) - W(nL )]+ E,A, W (L,) =0,
0

(2.46)

W, (L,)+W,(nL,)=0 (2.47)

ifadeleri elde edilir.

s AWo( Lo, 1)

L,
L,
Walnl 1.1
—— ———
AN AN

o

e —
Walmnl + D+ wo(l 5.1H)=0

Sekil 2.5: (2.45)’te verilen gecis sartinin grafiksel yorumu

(2.39-2.41)’deki genlik fonksiyonlarmin ifadelerinin sinir ve gecis sartlarinda
yerlerine yerlestirilmesi, C;-Cyo gibi toplam 10 adet bilinmeyen integral sabitine
karsilik 10 adet denklemden olusan homojen bir denklem takimina gotiiriir.

Katsayilar matrisinin determinantinin sifira esitlenmesiyle frekans denklemi su
sekilde elde edilir:

12



0 1 0 1 0
0 0 0 0 0
0 -1 0 1 0
0 0 0 0 0
— . = — L = 1 480 yL,
—cos Bn  sin Bn cosh Bn sinh Bn = (1-cos yL2)+,73cos yL,
_ _ _ _ B 22 B
—sin pn  —-cos Bn —sinh Bn —cosh Bn 0
0 0 0 0 sin yL,
sin En cos En sinh En cosh En 0
cos En —sin En cosh En sinh En 0
—sin En — Cos En sinh En cosh En 0
0 0 0 0 0
0 sin E cos E sinh B cosh E
0 0 0 0 0
0 —sin E — cos E sinh E cosh E
1 48 a , yL — — — —
—sin yL, —#sin yL, cos Bn  —sin Bn  —cosh Bn —sinh Bn (2.48)
Boa,, B =0
1 0 0 0 0
cos yL, 0 0 0 0
0 —sin En — C0S En —sinh En — cosh En
0 — C0S En sin En — cosh En — sinh En
0 sin En cos En — sinh En — cosh En

Bundan sonraki boliimde, transandantal

yapida olan frekans denklemi (2.42)’in

sayisal ¢Oziimlerinde kullanilacak baslangic degerlerinin bulunabilmesi ve diger
taraftan da elde edilen sonuglarin mukayese edilebilmesi bakimindan Sekil 2.1°deki

sistemin temel frekansi i¢in yaklasik bir formiil tiiretilecektir.

2.3 Temel Frekans I¢in Dunkerley Tabanh Yaklasik Bir Formiil

Dunkerley yontemi c¢ergevesinde, Sekil 2.1’deki mekanik sistem, Sekil 2.6’da
gosterilen {i¢ alt sistemin toplami olarak diisiiniilebilir. Sekil 2.6a’da gosterilen
sadece basit mesnetlenmis kiristen olusan sistemin temel frekansi w;’in asagidaki
gibi yazilabilecegi agiktir:

(2.49)

) B =m

Laura ve digerlerinin [9]’daki calismasinda gegen daha  genel bir ifadenin
kullanilmasiyla, Sekil 2.6b’de gosterilen ikinci alt sistemin temel frekansinin

bulunacag frekans denkleminin

13



— 1
tan - — =0 2.50
BZZ 16ak6221’]2(l—1’])2 ( )

seklinde olacagi gosterilebilir.

Bu transandantal denklem, frekans parametresi g,, ’ye gore ¢oziildiigiinde, ikinci alt

sistemin temel frekansi basitce

— E_A
®, = Py mz L22 (2.51)
272
seklinde bulunabilir.

Eqli;mg

Sekil 2.6: Birlesik sistem i¢in diisiiniilen {i¢ alt sistem

Sekil 2.6¢’de gosterilen tigiincii alt sistemin temel frekansi soyle ifade edilebilir:

klkz
) L LT 2.52
5 =\ Mk, k) (2.52)

Bu formiilde asagidaki yay sabiti tanimlar1 kullanilmistir:

3E.|
k, = ——2L 2.53
Tonta-n)tLd (2:53)

14



k, =22, (2.54)

Dunkerley metoduna gore Sekil 2.1°deki sistemin temel frekansi m; i¢in

1 1 1 1
T Lttt
®, Wy Oy O

(2.55)

yaklasik ifadesi kullanilabilir.

(2.49), (2.51) ve (2.52)’de bulunan temel frekanslar, (2.55)’e yerlestirilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa Sekil 2.1°deki sistemin temel frekansi igin

2
o, = — P o, (2.56)
4 — 2 2
S

B, 48a,

yaklagik ifadesi elde edilir. Burada kullanilan ®¢ kisaltmasi asagidaki gibi

tanimlanmustir:

2 _ E.lL

Dikkat edilecegi iizere p,, degerleri, (2.50) denkleminin gesitli n ve a, degerleri

i¢in bulunmus ilk koklerini temsil etmektedir.

Sekil 2.4’de gosterilen sistem i¢in de Dunkerley metodunun temel alindig1 yaklasik
deger veren bir formiil ¢ikarilmasi akla uygun gelebilir. Bu amagla bu mekanik
sistem Sekil 2.7°de gosterildigi gibi iki alt sistemin toplami olarak diisiintilebilir.
Fakat bu iki alt sistemin temel frekansinin, analitik bir formda yazilmasi miimkiin
degildir. Onun yerine, ilk alt sistemin temel frekansi, 8x8’lik bir determinantin sifira
esitlenmesiyle bulunan denklemin sayisal ¢oziimiiyle elde edilebilir. Bu iki alt
sistemde Dunkerley metodunun alisilmis anlamda uygulanmasinin séz konusu
olmadig1 goriilmektedir. Bu yiizden, bu iki alt sistemin frekans denklemleri Ek B’de
cikarilmistir. BOylece bu alanda calisan arastirmacilarin ve miihendislerin bu
denklemlerden yararlanmasi amaglanmistir. Diger yandan Dunkerley formiiliiniin
dolayli yoldan kullanilmasiyla bulunan sayisal degerler, Sekil 2.4’deki sistemin
(2.48) verilen frekans denkleminin sayisal ¢oziimiinde baslangi¢ degerleri olarak

kullanilmistir.
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Eql;;my

<— T]L1 >
< L 1
(@)

L,

%

eT]Ll ->

L1
(b)

Sekil 2.7 : Birlesik sistemin 6zel hali igin s6z konusu olan iki alt sistem.
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3. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliim, onceki bolimde ¢ikarilan frekans denklemlerinin sayisal sonuglarinin
bulunmasma ve degerlendirilmesine ayrilmisgtir. m,, =0 almmasinm, eksenel
titresen ¢ubuk seklinde modellenin helisel yaym kiitlesinin ihmal edildigi duruma
karsilik geldigi hatirlandiginda, Sekil 2.2°de verilen sistemin frekans denkleminden
bulunan sonuglarin helisel yayin kiitlesinin géz 6niine alindig1 sistemin sonuglariyla

karsilastirilmasinin akla gelmesi dogaldir.

Sekil 2.1°de gosterilen titresim sisteminin, boyutsuz temel frekans parametresi B,
igin, sistemin boyutsuz kiitle ve yay parametrelerini temsil eden aw, m,, Ve ox’nin

cesitli deger takimlari igin elde edilen sayisal degerleri Tablo 1°de verilmistir. Ele
alinan sistemde boyuna titresen ¢cubugun, kirise tam orta noktasinda baglandig1 yani

n=0.5 secildigi kabul edilmistir.

Tablo 3.1°deki her hiicre igersinde ii¢ adet sayisal sonucun yer aldig1 goriilmektedir.
“P” ile gosterilmis olan ilk siradaki degerler, (2.42)’de verilen frekans denkleminin
m, — 0 limit hali i¢in ¢oziimiinden elde edilmistir. Bu sonuclar, Sekil 2.2°de

gosterilen sistemin (A.29)’da verilen frekans denkleminden bulunan sonuclarla
tamamen aynidir. “F” ile gosterilmis olan ikinci siradaki degerler, FINES [11] adli
sonlu elemanlar paketiyle bulunmus olan sonuglardir. Nihayet, en sonda yer alan ve
“D” ile gosterilen degerler ise Dunkerley metoduyla yaklasik formiil (2.56)’dan elde

edilmis olan yaklasik sonuglardir.

Biitiin sayisal hesaplamalar MATLAB programi yardimiyla gerceklestirilmis olup
program listeleri Ek E’de verilmistir. Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde
edilen ¢ozlimler igin, boyuna titresen gubuk ve egilme kirisinin her biri 10 adet
elemana ayrilmigtir. Egilme titresimleri yapan kiris, FINES eleman kiitiiphanesinde
yer alan iki boyutlu ve iki digimli kiris elemani olan 2BEMO02 elemaniyla
modellenmistir. Boyuna titresen elastik ¢ubugun modellenmesi ise iki boyutlu ve iki

diigtimlii gubuk eleman1 2BARO02 elemani kullanilarak yapilmistir.
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Tablo 3.1: Sekil 2.1°deki sistemin boyutsuz B, temel frekans parametreleri

(24

k

3

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

0.5

2.304807
2.304808
2.215370

2.464754
2.464756
2.381290

2.523090
2.523092
2.452823

2.552556
2.552558
2.492946

2.570202
2.570204
2.518671

2.581918
2.581921
2.536582

2.605164
2.605166
2.574414

2.622368
2.622370
2.604735

0.01

2.299620
2.299621
2.210602

2.458815
2.458816
2.375932

2.516891
2.516893
2.447165

2.546237
2.546239
2.487105

2.563815
2.563817
2.512706

2.575489
2.575491
2.530528

2.598656
2.598658
2.568165

2.615808
2.615811
2.598320

0.1

2.254997
2.255002
2.169873

2.408078
2.408082
2.330265

2.464083
2.464087
2.399002

2.492474
2.492478
2.437426

2.509521
2.509524
2.462007

2.520861
2.520865
2.479096

2.543419
2.543422
2.515119

2.560169
2.560171
2.543915

1.970968
1.970969
1.925386

2.143717
2.143718
2.094787

2.215896
2.215897
2.171328

2.255032
2.255033
2.215370

2.279459
2.279460
2.244068

2.296118
2.296119
2.264275

2.330261
2.330262
2.307603

2.356506
2.356507
2.343000

0.01

1.968651
1.968652
1.923017

2.140823
2.140824
2.091958

2.212706
2.212707
2.168245

2.251669
2.251670
2.212125

2.275984
2.275985
2.240712

2.292565
2.292566
2.260837

2.326543
2.326544
2.303979

2.352658
2.352659
2.339214

0.1

1.948259
1.948261
1.902326

2.115502
2.115503
2.067328

2.184894
2.184895
2.141448

2.222403
2.222405
2.183954

2.245778
2.245780
2.211590

2.261705
2.261706
2.231019

2.294315
2.294316
2.272591

2.319357
2.319358
2.306461
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1.790122
1.790122
1.760861

1.958421
1.958422
1.925386

2.032281
2.032282
2.001207

2.073575
2.073576
2.045329

2.099871
2.099872
2.074290

2.118056
2.118056
2.094787

2.156012
2.156013
2.139047

2.185862
2.185863
2.175538

0.01

OmT Do

1.788705
1.788705
1.759343

1.956604
1.956605
1.923529

2.030237
2.030237
1.999155

2.071388
2.071389
2.043150

2.097586
2.097587
2.072023

2.115700
2.115701
2.094721

2.153503
2.153504
2.136564

2.183224
2.183225
2.172922

0.1

1.776138
1.776139
1.745974

1.940556
1.940557
1.907205

2.012229
2.012230
1.981147

2.052153
2.052154
2.024051

2.077519
2.077520
2.052161

2.095034
2.095035
2.072028

2.131526
2.131527
2.114849

2.160160
2.160161
2.150067

1.670013
1.670014
1.648932

1.832352
1.832352
1.807931

1.905377
1.905377
1.882007

1.946881
1.946882
1.925386

1.973611
1.973612
1.953980

1.992245
1.992246
1.974277

2.031574
2.031575
2.018282

2.062949
2.062950
2.054758

0.01

1.669018
1.669018
1.647839

1.831059
1.831060
1.806574

1.903907
1.903908
1.880497

1.945296
1.945297
1.923775

1.971945
1.971946
1.952297

1.990521
1.990521
1.972541

2.029716
2.029717
2.016425

2.060978
2.060978
2.052791

0.1

1.660155
1.660156
1.638161

1.819590
1.819591
1.794589

1.890895
1.890896
1.867170

1.931283
1.931284
1.909570

1.957236
1.957237
1.937473

1.975302
1.975302
1.957256

2.013352
2.013353
2.000080

2.043632
2.043633
2.035501

2.5

1.581695
1.581695
1.565439

1.738471
1.738471
1.719343

1.810043
1.810043
1.791542

1.851138
1.851138
1.833994

1.877794
1.877794
1.862052

1.896474
1.896474
1.882007

1.936190
1.936190
1.925386

1.968184
1.968185
1.961469

0.01

1.580938
1.580939
1.564595

1.737482
1.737483
1.718287

1.808912
1.808912
1.790361

1.849912
1.849913
1.832731

1.876501
1.876501
1.860729

1.895131
1.895132
1.880640

1.934733
1.934734
1.923918

1.966627
1.966628
1.959909

0.1

OMUOU|UOMUOU| UTNMUoO | UMUOU|UOTMmoO|UMToU| UMD

1.574193
1.574194
1.557106

1.728686
1.728687
1.708930

1.798866
1.798867
1.779904

1.839038
1.839039

1.821547

1.865042
1.865043
1.849032

1.883239
1.883240
1.868559

1.921852
1.921853
1.910950

1.952880
1.952880
1.946144
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Tablo 3.1: Sekil 2.1°deki sistemin boyutsuz B, temel frekans parametreleri (devamr)

(24

k

3

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

1.512662
1.512663
1.499554

1.664519
1.664519
1.648932

1.734528
1.734528
1.719343

1.775003
1.775004
1.760861

1.801387
1.801388
1.788352

1.819945
1.819945
1.807931

1.859604
1.859605
1.850572

1.891777
1.891778
1.886128

0.01

OmmDo | OmTDo

1.512059
1.512059
1.498874

1.663726
1.663727
1.648076

1.733617
1.733618
1.718381

1.774013
1.774014
1.759829

1.800340
1.800341
1.787271

1.818855
1.818856
1.806813

1.858416
1.858417
1.849368

1.890501
1.890502
1.884846

0.1

OmT Do

1.506667
1.506668
1.492819

1.656661
1.656661
1.640464

1.725513
1.725513
1.709845

1.765210
1.765211
1.750679

1.791038
1.791039
1.777685

1.809181
1.809181
1.796900

1.847882
1.847883
1.838698

1.879203
1.879203
1.873493

OmT o

1.333816
1.333816
1.326716

1.471095
1.471095
1.462473

1.535627
1.535628
1.527102

1.573463
1.573464
1.565439

1.598380
1.598380
1.590925

1.616040
1.616041
1.609128

1.654204
1.654204
1.648932

1.685641
1.685642
1.682300

0.01

OmTDo

1.333496
1.333496
1.326347

1.470671
1.470671
1.462002

1.535136
1.535137
1.526570

1.572926
1.572926
1.564865

1.597808
1.597809
1.590322

1.615443
1.615443
1.608503

1.653545
1.653546
1.648255

1.684926
1.684927
1.681575

0.1

OmTDo

1.330628
1.330628
1.323050

1.466876
1.466876
1.457803

1.530745
1.530745
1.521825

1.568122
1.568122
1.559754

1.592704
1.592704
1.584949

1.610110
1.610111
1.602932

1.647673
1.647674
1.642223

1.678558
1.678559
1.675124

10

OmT Do

1.123153
1.123154
1.120111

1.240869
1.240870
1.237115

1.297010
1.297011
1.293256

1.330280
1.330280
1.326716

1.352363
1.352364
1.349033

1.368112
1.368112
1.365009

1.402451
1.402452
1.400057

1.431100
1.431101
1.429566

0.01

OmTDo

1.123018
1.123019
1.119953

1.240689
1.240690
1.236911

1.296801
1.296801
1.293024

1.330049
1.330049
1.326466

1.352117
1.352118
1.348768

1.367853
1.367854
1.364734

1.402164
1.402165
1.399758

1.430786
1.430786
1.429245

0.1

OmT Do

1.121806
1.121806
1.118533

1.239074
1.239075
1.235085

1.294920
1.294920
1.290948

1.327980
1.327980
1.324220

1.349909
1.349910
1.346401

1.365539
1.365539
1.362274

1.399592
1.399592
1.397082

1.427970
1.427970
1.426370

Beklenildigi gibi, her hiicrenin {igiincii sirasinda verilmis Dunkerley esasli yaklasik

degerler ilk siradaki degerlerden kiigiiktiir. Gergekten de Dunkerley metoduyla

bulunan degerlerin, ger¢ek degerlerden her zaman daha ufak oldugu bilinmektedir.

Bu degerler, hiicrelerin ilk siralarinda verilen ve (2.42) denkleminin sayisal

¢ozlimleri i¢in ¢ok uygun baslangic degerleri olustururlar. Dogaldir ki, m,, = 0.01

icin bulunan degerler, m, =0 alinan kiitlesiz yay hali i¢in bulunan degerlerden

daha kiigiiktiir. Bunun nedeni, bu sonuglarin yay kiitlesinin g6z o6niine alindigi

duruma karsilik gelmesidir. Diger yandan m, =0.1

icin bulunan degerler,

m,, =0.01 alinmasi sonucunda bulunan degerlerden daha kiigiiktiir, ¢iinkii helisel

yayin kiitlesi 10 kez artirilmistir.

19




“P” ile gosterilen degerlerin, kiitlesiz yay haline yani, m,, = 0 haline kars1 gelen ilk
satirdaki degerlere gore bagil hatalari, Tablo 3.1°i daha da karmasik bir hale

getirmemek i¢in Tablo 3.2°de ayr1 olarak verilmistir.

Tablo 3.2:m,, =0 haline gore bagil hatalar

Ol

Om 05 1 1.5 2 25 3 5 10
05 0.002251 | 0.002410 | 0.002457 | 0.002476 | 0.002485 | 0.002490 | 0.002498 | 0.002502
) 0.021611 | 0.022995 | 0.023387 | 0.023538 | 0.023609 | 0.023648 | 0.023701 | 0.023719
1 0.001176 | 0.001350 | 0.001440 | 0.001491 | 0.001524 | 0.001547 | 0.001596 | 0.001633
0.011522 | 0.013162 | 0.013991 | 0.014469 | 0.014776 | 0.014987 | 0.015426 | 0.015764
15 0.000792 | 0.000928 | 0.001006 | 0.001055 | 0.001088 | 0.001112 | 0.001164 | 0.001207
) 0.007812 | 0.009122 | 0.009867 | 0.010331 | 0.010644 | 0.010869 | 0.011357 | 0.011758
2 0.000596 | 0.000706 | 0.000772 | 0.000814 | 0.000844 | 0.000865 | 0.000915 | 0.000955
0.005903 | 0.006965 | 0.007601 | 0.008012 | 0.008297 | 0.008504 | 0.008969 | 0.009364
25 0.000479 | 0.000569 | 0.000625 | 0.000662 | 0.000689 | 0.000708 | 0.000753 | 0.000791
0.004743 | 0.005629 | 0.006175 | 0.006537 | 0.006791 | 0.006979 | 0.007405 | 0.007776
3 0.000399 | 0.000476 | 0.000525 | 0.000558 | 0.000581 | 0.000599 | 0.000639 | 0.000674
0.003963 | 0.004721 | 0.005197 | 0.005517 | 0.005745 | 0.005914 | 0.006303 | 0.006647
5 0.000240 | 0.000288 | 0.000320 | 0.000341 | 0.000358 | 0.000369 | 0.000398 | 0.000424
0.002390 | 0.002868 | 0.003179 | 0.003394 | 0.003551 | 0.003669 | 0.003948 | 0.004202
10 0.000120 | 0.000145 | 0.000161 | 0.000174 | 0.000182 | 0.000189 | 0.000205 | 0.000219
0.001199 | 0.001447 | 0.001611 | 0.001729 | 0.001815 | 0.001881 | 0.002039 | 0.002187

Tablo 3.2°nin herhangi bir hiicresinin ilk satirinda yer alan degerler m,, = 0.01
alinmasi durumuna karsi gelirken, ikinci satirdakiler ise m,, = 0.1 haline Kkarsi
gelmektedir. m,, = 0.1 alindig1 zaman olusan hata degerleri m,, = 0.01 oldugunda
bulunan sonuglardan yaklagik olarak 10 kat daha biiyikk oldugu goriilmektedir.
Ayrica Tablo 3.2, ayn1 bir siitun boyunca asagiya inildiginde yani, oy sabit tutulup
o biyiitiildiigiinde, hatalarin kiiglilecegi gergegini agikca ortaya koymaktadir.

Bunun tam tersi olarak oy sabit tutulup oy biiyiitiiliirse, bu kez hatalar biiyiimektedir.

Tablo 3.2°nin incelenmesiyle ozellikle kiigiik oy ve biiyiikk ax bolgelerinde Sekil
2.1°de eksenel titresen ¢ubuk seklinde modellenen helisel yayin, kiitlesinin ihmal
edilmesinin biiyiik hatalara yol agacagi sonucuna ulagilabilir. Sekil 3.1 yukarda szl
edilmis olan bagil hatalar1 gorsel olarak sunarak, o Ve o’ nin bu hatalar tizerindeki
etkisinin daha iyi ortaya konulmasina yardimci olabilir. Bu ¢erceveden olarak Sekil
3.1°de, gesitli kiitle parametresi oy ve yay parametresi oy degerleri igin bagil hata
yiizeyleri ¢izilmistir. Alttaki ylizey m,, =0.01 degeri icin cizilirken {iisteki yilizey

m,, = 0.1 haline kars1 gelmektedir. Bu yilizeyler, m,, ve bagil hata arasinda yaklasik
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olarak lineer bir iliski oldugunu ortaya koymaktadir. Sekil 3.1°den de goriilecegi
tizere, kiigiik oy ve biiylik o bolgelerinde hatalarin ciddi sayilabilecek degerlere

ulagmaktadir.

0.025 —
0.02

0.015

0.01

Badil hatalar

0.005 ~

0 &
10

Sekil 3 1: Cesitli yay ve kiitle parametreleri i¢in bagil hata yiizeyleri

Ikinci bir sayisal uygulama olarak da Sekil 2.4’te gosterilen sistemin temel frekans
parametresi B, degerleri, cesitli yay parametresi ay’lar ve n=0.5 igin Tablo 3.3’de
verilmistir. {lk siradaki degerler m,, = 0 igin (B.27) denkleminden elde edilmistir.
Sonraki iki deger sirasiyla m,, = 0.01 ve 0.1 i¢in (2.48)’de verilen denklemin El e
gore ilk koklerin elde edilmesiyle bulunan sonuglardir. Bu iki degerin iizerinde,
bunlarin m,, =0 durumuna gore hesaplanmis olan bagil hatalari, bir miktar saga
kaydirilmis olarak verilmistir. Geri kalan {i¢ deger sirasiyla m,, =0, 0.01 ve 0.1 i¢in

FINES paketiyle bulunmus sonlu elemanlar yontemi ile bulunan sonuglardir. FINES

sonuglarinin (B.27) denkleminden bulunanlardan bir miktar biiyiikk olmasi akla

yatkindir. Daha oncekilere benzer olarak, m,, = 0.1 i¢in hesaplanmis olan hatalar

m,, = 0.01 i¢in bulunanlardan yaklasik olarak 10 kat daha biiytiktir.

Tablo 3.3’den agikga goriilecegi lizere, helisel yayin kiitlesi, frekans parametrelerinin

sayisal sonuglarini bazi parametre bolgelerinde hayli etkilemektedir. Helisel yayin
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kiitlesinin g6z Oniine alinmasi, beklenildigi gibi daha kiigiik frekans parametresi

degerlerine yol agmaktadir.

Tablo 3.3: Sekil 2.4’deki sistemin boyutsuz B, temel frekans parametreleri ve bagil
hata degerleri

ay
0.5 1 15 2 2.5 3 5 10

3.470452 |3.722474 |3.928871 |4.104587 |4.258048 |4.394514 |4.827545 |5.513735

0.001642| 0.001616| 0.001592| 0.001568| 0.001544| 0.001521| 0.001430| 0.001218
3.464752 |3.716457 |3.922617 |4.098152 |4.251472 |4.387831 |4.820643 |5.507019

0.016407 | 0.015975| 0.015687| 0.015435| 0.015198| 0.014969| 0.014098| 0.012092
3413511 |3.663008 |3.867240 |4.041234 |4.193334 |4.328731 |4.759488 |5.447061
3.470470 |3.722499 |3.928905 |4.104629 |4.258097 |[4.394571 |[4.827636 |5.513912
3.464770 |3.716482 |3.922650 |4.098193 |[4.251520 |[4.387887 |4.820733 |5.507194
3.413553 |3.663049 |3.867284 |4.041284 |4.193391 |[4.328794 |4.759580 |5.447229

Tablo 3.3 su gergegi gostermektedir ki, helisel yaym kiitlesinin ihmalinden
kaynaklanan hatalar oy’ nin biiyiimesi halinde azalmaktadir. Bunun ise, Tablo 3.2°de

goriilen duruma zit bir egilim ortaya koydugu aciktir.

Buraya kadar yapilan tiim sayisal uygulamalarda (2.42) ve (2.48)’de verilen
transandantal denklemlerinin ilk kokleri bulunmustur. Bulunan bu degerler B,
boyutsuz temel frekans parametresinin degerleridir. Tezde metnin biitiinligii
bozmamak agisindan Ek D’de yer alan Tablo D.1 ve Tablo D.2’de sirasiyla Sekil 2.1
ve Sekil 2.4°deki birlesik sistemlerin ilk 5 boyutsuz frekans parametresi g degerleri,
cesitli boyutsuz yay ve kiitle parametresi kombinasyonlari i¢in bir araya toplanmustir.
Bu degerler (2.28)’de verilen ifadede yerine konarak sistemlerin ilk 5 dogal frekans
degerleri kolayca bulunabilir. Bu tablolardaki sayisal degerlerin bu ve benzer

konularda ¢alisan miihendis ve konstriiktorlere yararl olacagi umulmaktadir.

Tablo D.1 ve Tablo D.2°de verilen p degerleri, ait olduklar1 (2.42) ve (2.48)’de
verilen transandantal denklemlerde yerlerine konularak (2.39-2.41)’de ifadeleri
verilen genlik fonksiyonlarinin bilinmeyen C3-C;g katsayilari elde edilebilir. Boylece
konum koordinatlar1 x; Ve X, nin ¢esitli degerleri i¢in genlik fonksiyonlarinin alacagi
degerler bulunabilir. Bu sonuglar kullanilarak sistemlerin mod sekilleri ¢izilebilir.
Sekil 3.2’de n=0.5, ox=0.5, am=0.5 ve m,, = 0.01 boyutsuz parametre degerleri i¢in
Sekil 2.1°de verilen birlesik sistemin ilk 4 mod sekli ¢izilmistir. Sol taraftaki grafikte

yatay eksende xi/L; boyutsuz pozisyon koordinatlarina kars1 dikey eksen de egilme
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titresimleri yapan kirisin W1(X1) ve W3(X3) genlik fonksiyonlarinin alacagi degerler
gosterilmistir. Sagda yer alan grafikte ise dikey eksende x»/L, boyutsuz pozisyon
koordinatlar1 degerleri i¢in yatay eksende de eksenel titresim yapan ¢ubugun Wy(X,)

genlik fonksiyonlarmin degisimi ¢izilmistir.

1 & . e e A . : ;
5 - /s
03F L
T T T — \\ : .‘!/ i
[ - _ . L b, ' ] 4
1 T T 0.8 \ : 4 1
—~ LR N A A \ 4
>? e A ™, f)\ I\ | 07F N ./I.l
= s "~ AN ] A i . f
I B Y v 6 . Py
; 03 ~ e \ T A 0 %, ' o
; . g \ o~ N ! D
o ! ' : — N sl \ i /
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i 1 ! \\\ Y \ . /!
- g e X Vo //
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~= : ; ! A Vo
= Y L - 03 \ by
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O5F [— 2 mod "\ NF R 02r | ; ms: | \ I /
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—- 4 mod AR S | 0AF [Z. 4 med WS 1
N s . | - 4 1
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Sekil 3.2: Birlesik sistemin ilk 4 mod sekli

Yukarida verilen mod sekilleri arasinda en ilgi ¢ekici durum 3. modda meydana
gelmektedir. Mod sekilleri ¢izilirken n=0.5 alindig1 igin x3/L;=0.5 noktasi ¢ubuk-
kiris baglanti noktasinin konumunu vermektedir. Sekil 3.2’de soldaki grafik
incelenecek olursa, egilme titresimi yapan g¢ubugun xi/L;=0.5 konumunda, bir
diiglim noktasi olustugu goriilmektedir. Bu noktaya bagl olan ¢ubuk da, bu noktanin

diigiim noktas1 olmasindan dolay: hareketsiz kalmaktadir.

1. ve 2. modda ¢ubugun yaptigi titresimler de incelemeye degerdir. 1. modda kirisin
yaptig1 harekete uygun olarak, boyuna titresen cubuk, kirisin yaptig1 yer
degistirmelerle ayni yonde yer degistirmeler yapmaktadir. 2. mod seklinde ise kirigin
yaptig1 yer degistirmeler 1. moda benzerken, boyuna titresen cubugun yer
degistirmeleri bu kez kirisin yaptig1 yer degistirmelere gore zit yondedir.Sekil 3.3’de
n=0.5, ax=0.5, ve m,, = 0.01 boyutsuz parametre degerleri i¢cin Sekil 2.4’de verilen
birlesik sistemin ilk 4 mod sekline yer verilmistir. Sekil 3.2’ye benzer sekilde sol
taraftaki grafikte yatay eksende xi/L; boyutsuz pozisyon koordinatlarina karsi dikey
eksen de egilme titresimleri yapan kirisin W1(X;) ve W3(X3) genlik fonksiyonlarinin
alacagi degerler gosterilmistir. Sagda yer alan grafikte ise dikey eksende x,/L,
boyutsuz pozisyon koordinatlar1 degerleri i¢in yatay eksende de eksenel titresim

yapan gubugun Wy(X2) genlik fonksiyonlariin degisimi ¢izilmistir.
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Sekil 3. 3: Birlesik sistemin 6zel halinin ilk 4 mod sekli

Sekil 3.3’lin incelenmesi (2.45)’de verilen gegis sartin1 bir kere daha ortaya
koymaktadir. Her mod i¢in kirisin x;=nL; noktasinda yaptigi yer degistirmeyle
boyuna titresen cubugun x,=L,’de yaptig1 yer degistirmelerin toplami sifir
olmaktadir. Bunun yaninda 2. ve 4. modlarda, kiris lizerinde c¢ubuk ve kirigin
baglandigi konumda bir diigiim noktas1 olusmaktadir. Bu yiizden iki modda boyuna
titresmesi gereken ¢ubuk hareketsiz kalmaktadir. Bu iki mod sekli, boyuna titresen

¢ubugun yer degistirmeleri gosteren sagdaki grafikte birbirleriyle ¢akismustir.

24



4. SONUCLAR

Teknik literatiirde, glinliik hayatta karsilasilan bir¢ok gercek sistemin, tizerinde
helisel yay-kiitle sistemleri olan ve g¢esitli sekillerde desteklenmis olan Bernoulli-
Euler ¢ubugu seklinde modellendigine sahit olunmaktadir. Ancak bu uygulamalarda

genelde, helisel yayin kiitlesinin ihmal edildigi goriilmektedir.

Bu calismada incelenen sistem, basit mesnetlenmis bir egilme ¢ubugu ile bunun
tizerine eklenmis bir helisel yay ve kiitleden olugsmaktadir. Helisel yayin kiitlesinin
hesaba katilmasi amaciyla helisel yay, boyuna titresen elastik bir ¢ubuk olarak
modellenmistir.Calismanin ana amaci, yukarda sozii edilen iki siirekli sistemden
olusan birlesik sistemin frekans denkleminin ¢ikarilmasidir. Buna ek olarak boyuna
titresen g¢ubugun ucundaki kiitlenin sonsuz biiylikliikte alinmasiyla olusan

indirgenmis sistemin frekans denklemi de tiiretilmistir.

Elde edilen frekans denklemleri, fiziksel parametrelerin ¢esitli kombinasyonlar1 i¢in
sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Sayisal sonuclarin kiitlesiz yay hali ile karsilastirilmasi,
kiitlenin ihmal edilmesinin fiziksel parametrelerin bazi kombinasyonlarinda kayda
deger hatalara yol agtigini agikga gostermistir Bunun sonucu olarak, birlesik sistemin
0z frekanslarinin daha gergekei elde edilmesi bakimindan helisel yaymn kiitlesinin

g0z Oniine almasiin gerekliligi ortaya konmustur.
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EKLER

EKA

Sekil 2.3’de gosterilen sistemin kinetik enerjisi

nk L

1 1 1
T="m[wW (x,t)dx + —=m [ W& (x,t)dx + = M& Al
A EACEL R njL L (0 + M (A1)

seklinde yazilabilir. Burada karmasikligi Onlemek amaciyla X3, m; ve L; igin
kullanilan 1 indisine yer verilmemistir. Sistemin potansiyel enerjisi de su sekilde elde
edilir:

1" 1k 1
) ngz(x,t)dx + = El ngz(x,t)dx +=k(z, -2,)". (A.2)
2 2 2

nL

Burada Ejl, i¢in kullanilan 1 indisi ¢ikarilmis olup, ze=wi(nlLi,t) oldugu
unutulmamalidir.

(A.1) ve (A.2) ifadeleri (2.1) esitliginde yerine konulur ve gerekli varyasyonel
hesaplar gerceklestirilirse, egilme titresimleri yapan kirisin iki kismi igin hareket
denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

Elw ;" (x,t) + m& (x,t) =0 (i=1,2). (A.3-4)

Sinir ve gecis sartlar1 da su sekilde olusur:

w,(0,t)=0, (A.5)
w,(L,t)=0, (A.6)
w/(0,t)=0, (A7)
wi(L,t)=0, (A.8)
M& + k[z, -w,(nL,t)]=0, (A.9)
w,(nL,t)=w,(nL,t), (A.10)
wi(nL,t)=wj(nL,t), (A.11)
wi(nL,t)=wj(nL,t), (A.12)
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k[z, —w, (L, )]+ Elfw!(nL,t) - wZ(nL,t)]=0. (A.13)

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler (A.3-4)’in ¢o6ziimlerinde, degiskenlerin
ayrilmasi klasik metodu kullanilarak asagidaki ¢6ziim kabulleri g6z 6niine alinmistir:

W, (x,t) = W, (x)cos ot, (i=12), z,=2,c0s ot. (A.14)
Coziim kabulleri (A.14) ifadesinin (A.3-4)’te yerlerine konulmasiyla
W (x)-B‘W,(x)=0, (i=1,2) (A.15-16)

adi diferansiyel denklemleri elde edilir.

Burada asagidaki kisaltma kullanilmistir:

B = (A.17)

El

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziim kabulleri (A.14) , sinir ve gecis
sartlar1 (A.5-13)4, W, (x) (i =1,2) ve Z, i¢in asagidaki hale getirir:

W, (0) =0, (A.18)
W,(L)=0, (A.19)
W/(0) =0, (A.20)
W/(L)=0, (A.21)
-Mo®Z, +k[Z, -W,(nL)]=0, (A.22)
W, (nL) =W, (nL), (A.23)
W/(nL) = Wi(nL) (A.24)
Wi(nL) = WimL), (A.25)
k[Z, - W, (mL)]+ EI[W,(nL) - W/(nL)]=0. (A.26)

Adi diferansiyel denklemler (A.15) ve (A.16)’nin genel ¢éziimleri olan

W, (x) = C,sin Bx + C, cos Bx + C,sinh Bx + C, cosh Bx, (A.27)
W, (x) = C,sin Bx + C, cos Bx + C, sinh Bx + C, cosh Bx (A.28)
ifadeleri, (A.18-26)’daki sartlarda yerlerine konulursa C;-Cg ve Z; olmak iizere
toplam 9 tane bilinmeyen katsayimin belirlenmesi ig¢in 9 homojen denklemden olusan

bir denklem takimi1 elde edilir. Katsayilar matrisinin determinantinin sifira
esitlenmesiyle asagidaki frekans denklemi elde edilir:
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0 1 0 1 0

0 -1 0 1 0

0 0 0 0 sin B

0 0 0 0 —sin B
sin En Ccos En sinh En cosh En 0

sin En cos En sinh En cosh En —sin En
cos En —sin En cosh En sinh En — C€0S En
—sin En — COS En sinh En cosh En sin En
— C0S En sin En cosh En sinh En cos En

0 0 0 0
0 0 0 0
cos E sinh E cosh E 0
— CO0S E sinh E cosh E 0
Oy =4
0 0 0 -1+ —B |=0 (A.29)
a k
—cos Bn  -—sinh Bn —cosh Bn 0
sin En — cosh En — sinh En 0
cos En — sinh En — cosh ET] 0
—sin En — cosh En — sinh En oy, E

Bu frekans denkleminde kullanilan boyutsuz parametreler asagidaki gibidir:

— _ k M
B=BL, ak:ﬁ’ aM:I. (A.30)
L3

B parametresi boyutsuz 6z frekans degerlerini, @, yaym katsayisimn kirigin yay
katsayisina oranini, o, 1ise de yaymn ucundaki kiitlenin kirisin kiitlesine oranim
temsil etmektedir.

Sekil 2.3°de gosterilen sistemin ® ile gosterilen 6z frekanslari, frekans denklemi
(A.29)’un kokleri olan p boyutsuz frekans parametrelerinin (A.17) ifadesinde
yerlerine konulmasiyla rahatlikla bulunabilir.
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Bu bolimde Sekil 2.7a’da gosterilen sistemin frekans denklemi tiiretilmistir.
Sistemin kinetik enerjisi

nL L
Tzlmj‘v&f(x,t)dx +lmjv&§(x,t)dx (B.1)
2 3 2

nL

seklinde yazilabilir. Burada basitligi saglamak amaciyla X3, m; ve L; i¢in kullanilan 1
indisi kullanilmamustir. Sistemin potansiyel enerjisi de asagidaki gibi ifade edilir:

1" 1 1
V = ~E J'wfz(x,t)dx + = El J'W'Z’z(x,t)dx +=kz,” . (B.2)
2 ) 2 2

nL
Burada ifadenin sadeligi i¢in kirigin rijitligini temsil eden E;l,’de kullanilan 1 indisi
atilmistir. Bunun yaninda, z, yerine wi(nLy,t) yazilabilecegi unutulmamalidir.

Kinetik ve potansiyel enerji ifadeleri (B.1) ve (B.2), (2.1) esitliginde yerlerine
konulur ve gerekli varyasyon hesaplar1 gergeklestirilirse, egilme titresimleri yapan
kirisin iki kismi igin hareket denklemlerini temsil eden kismu tiirevli diferansiyel
denklemler asagidaki gibi elde edilir:

Elw ;" (x,t) + m#& (x,t) =0, (i=1,2) (B.3-B.4)

Sinir ve gecis sartlari ise sOyledir:

w,(0,t)=0, (B.5)
w,(L,t)y=0, (B.6)
w/(0,t)=0, (B.7)
wi(L,t)=0, (B.8)
w,(nL,t)=w,(nL,t), (B.9)
wi(nL,t)=wj(nL,t), (B.10)
wi(nL,t)=wj(nL,t), (B.11)
—kw (ML, t) + El[w/(nL,t) - wy(nL,t)]=0. (B.12)
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Kismu tiirevli diferansiyel denklemler (B.3) ve (B.4)’iin ¢oziimiinde degiskenlerin
ayrilmasi klasik metodu kullanilarak asagidaki ¢6ziim kabulii yapilmistir:

W, (x,t) = W,(x)cos ot (i =12). (B.13)
Coziim kabulii (B.13) ifadesinin (B.3) ve (B.4)’de yerine konulmasiyla
W (x)-B‘W,(x)=0, (i=1,2) (B.14-B.15)

adi diferansiyel denklemleri elde edilir.
Burada kullanilan kisaltma

mo

- B.16
BT = (B.16)
seklindedir.

Coziim kabulii (B.13)’iin sinir ve gegis sartlar1 (B.5-12)’de yerine konulmasiyla
W, (x) (i =1,2) i¢in asagidaki sinir ve gecis sartlarina ulasilir:

W, (0) =0, (B.17)
W,(L)=0, (B.18)
W/(0) =0, (B.19)
WLy =0, (B.20)
W, (nL) =W, (nL), (B.21)
W/(nL) =W, (nL), (B.22)
W/(nL) = W;(nL), (B.23)
— kW, (nL) + EI[W/(nL) - W/(nL)]=0. (B.24)

Adi diferansiyel denklemler (B.14) ve (B.15)’in genel ¢oziimleri ise asagidaki
gibidir:

W, (x) = C,sin Bx + C, cos Bx + C,sinh Bx + C, cosh Bx, (B.25)
W, (x) = C,sin Bx + C, cos Bx + C, sinh Bx + C, cosh Bx (B.26)
Yukaridaki ¢oztiimlerin (B.17-24)’deki sartlarda yerlerine konulmasiyla, C1-Cg 0lmak
lizere toplam 8 tane bilinmeyen katsayinin bulunmasini saglayan 8 homojen

denklemden olusan bir denklem takimi elde edilir. Katsayilar matrisinin
determinantinin sifira esitlenmesiyle frekans denklemi su sekilde elde edilir:
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0 1

0 -1

0 0

0 0
sin En cos En
cos En —sin En
—sin En — C0S En

—cosEn—48ak 480,

—,—sin En sin Bn— =
B p

cos B

0 1

0 1

0 0

0 0
sinh En cosh En
cosh Eﬂ sinh En
sinh En cosh En

48 o 48 o

cosh Bn — —sinh Bn sich Bn- —*cosh Bn
p p

0 0
0 0
sin E oS E
—sin E — CO0S E
—sin En — COoS En
— C0S En sin En
sin En cos En
oS En —sin En

33

sinh

| =

sinh
—sinh Bn
— cosh En
— sinh En
— cosh En

cosh E
cosh E
— cosh En
— sinh En
— cosh En
— sinh En

=0

(B.27)



Bu frekans denkleminde kullanilan boyutsuz parametreler asagidaki gibi ifade
edilebilirler:

B =L, a, = ——. (B.28)

B parametresi boyutsuz 6z frekans degerlerini, o, yaym katsayisinin Kirisin yay
katsayisina oranini temsil etmektedir.

Sekil 2.7a’da gosterilen sistemin o ile ifade edilen 6z frekanslar1 (B.16) ifadesi
yardimiyla, frekans denklemi (B.27)’nin kokleri olan B boyutsuz frekans
parametrelerinden, bulunabilir.

Sekil 2.7b’de yer alan sistemin frekans denklemi [9]’da verilen genel formiilden
yararlanarak asagidaki gibi yazilabilir:

tan B,, +16a,n°(1-1)°B,, = 0. (B.29)
Bu denklemde kullanilan kisaltmalar su sekilde tanimlanmustir:

CEAL,

T asE, /LY (8:30)

Ezz =p,L

Mekanik sistemin boyutsuz frekans parametresi g,, ile ifade edilirken, «, ise
boyuna titresen c¢ubugun yay sabitinin egilme kirisinin yay sabitine oranini
gostermektedir. Bu sistemin o ile gosterilen 6z frekanslari, (B.30)’da verilen
transandantal denklemin kokleri olan ,, degerlerinin (B.31)’de yerine konulmastyla
kolayca elde edilebilir:

Ezzz =—". (le)
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Bu Ek’de, Bolim 2.1.1’de Hamilton Prensibi yardimiyla sistemin hareket
denklemlerine ulagmak {izere yapilan ve o boliimde yer verilmemis olan varyasyonel
ara islemler detayli bir bicimde verilmistir. Bu islemlerin takibini kolaylastirmak
amaciyla Hamilton Prensibinin ifadesinin sol tarafi agagidaki gibi tanimlanmistir:

t

I:=6‘[(T—V)dt =0.
Burada T sistemin toplam kinetik enerjisini ifade ederken V ise sistemin sahip
oldugu toplam potansiyel enerjiyi gostermektedir. Kisaltmak i¢in kullanilmis olan |
ifadesinin 4 tanesi kinetik enerjiden, 3 tanesi potansiyel enerjiden kaynaklanan 7 adet
terimi bulunmaktadir:

I=1,+0,+1,+1, -1, —1,—1,=0.

6

Bu terimler tek tek incelenirse, ilk terim asagidaki gibi yazilabilir:

t 4 nk,;
1 2
I, =8| T,dt =3|| —m, | W&, (x,,t)dx, |dt .
1 J- 1 'I.[Z 1.([ 1 1 1}

t0 tO
Varyasyonun integral i¢ine alinmasiyla

tnk,
o= [ [ mo (x,, )8k (x,, t)dx dt

ty 0

terimine ulasilir.Burada noktalar t zamanina gore kismu tiirevi gostermektedir. Iy,
terimi zamana gore kismi integrasyona tabi tutulursa

nLk, tynk,y

4
= [mo (x,, )w, (x,, 1) toolxl—j [ m o (x,, 8w, (x,, t)dx dt
0

t, 0

elde edilir.

Varyasyon kurallarmma goére 8w, (x,,t;)=0 Vve 8w, (x,,t,)=0o0ldugu i¢in
yukaridaki ifadede soldaki terim sifirlanir ve |; asagidaki hale gelir:

by

o= =] [ mo & (x,, 8w, (x,, t)dx dt .
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Ikinci terim I, su sekildedir:

t t L
1 1 1 1
I, = 8] T,dt =6j£5m1 J'\&g(xl,t)dxldtJ
t0

to nk,

Varyasyonun integral igine alinmasiyla I, soyle ifade edilebilir:

t1 Ll
L= | [mo i, (x,, 8w, (x,, t)dx dt .

tonky

Yukaridaki ifadeye zamana gore kismi1 integrasyon uygulanirsa:

L t, L,

1 .
L= [moe (x,, 8w, (X, 1) todxl—J'J'ml‘&za(xl,t)é‘)ws(xl,t)dxldt

nk, tonky

elde edilir ws fonksiyonun varyasyonu tp ve t;’de sifir oldugu igin I, nin ilk terimi
sifir olur ve |, sdyle yazilabilir:

tLy

== [m & (x, 8w, (x,, t)dx dt

tonk,

Toplam kinetik enerjinin tg¢iincli elemanini igeren I3 terimine, zamana gére kismi
integrasyon uygulanirsa ve fonksiyonlarin varyasyonlarinin t=ty ve t=t; ic¢in sifir
oldugu g6z Oniine alinirsa I3,

t t L
1 1 1 2

1y = & [ Todt =5j5m2j[ug(x2,t)+ W (L, )] dx dt
t ty 0

t1 2

2= [ [mo [, (¢, 1) + v (L, 1)3uk, (x5, 1) + (M, (X, 1) + By (nL,, 1))3u, (L, ) Jix ot

4L,

= [ [l (x, 1) — W& (L 0)3w , (X, 1) +(— &, (X, 1) — & (nL, 1))8w, (nL,, t)]dx ,dt

ty 0

seklinde ifade edilir.

Yukaridaki iglemlerin benzer sekilde 15 igin uygulanmasiyla da asagidaki ifadeler
elde edilir:

tl tll )
I, =8 T,dt =8jEM[\&1(nLl,t)+v&z(L2,t)] dt

to to
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I, = fM[(\&l(nLl,t)+\&Z(Lz,t))é‘)\&l(nLl,t)+(v&l(nLl,t)+\&Z(Lz,t))S\&z(Lz,t)]dt

to

= [M(- & (L, 1) - & (L, 0) 8w, (L, 1) + (- (L, 1) - V& (L, ) 8w, (L, t) i
Is terimi cubugun sol kisminin potansiyel enerjisini igermektedir:

nk,

t, t,
=8V, dt =5[] =E,I, [w”(x,,t)dx, |dt .
5 ;[ 1 l.[ 2 1 1'([ 1 1 1

Varyasyonun, integral i¢ersine alinmasiyla asagidaki ifadeye ulasilir:

tynly
s :_[ IElllwi’(xl,t)ﬁwg(xl,t)dxldt )
ty 0

Yukaridaki ifadeye x;’e gore kismi integrasyon uygulanirsa,

t; ty b,y
4 ’ Ly " ’
Iy = [E Lwi(x,, 08w (x,, 1) |77 dt = [E1L,w](x,, 03w} (x,, )dx dt
t t, 0
seklinde yazilabilir.

Is ifadesinin ikinci terimi, tekrar X;’e gore kismi integrasyona tabi tutulursa

ty b,y ty

" ’ ", Ly
[ JELLWIOG, 08w (x, Ddx,dt = [E 1w (x,, 8w, (x, 1) [ dt

t, 0 t

t;ynly
- J'Elllwllv(xl,t)8wl(x1,t)dx1dt

ty 0

elde edilir.Boylece Is icin

ty 4
I, = jElllw;(nLl,t)5w;(nL1,t)dt —jElllw;(o,t)aw;(o,t)dt

to to

t 4

- [Edlw{(nL,, 3w, (nLy, t)dt + [ E,1,w[(0, )3w, (0, t)dt

t0 t0
tynly

# [ B W, (xg 03w (x,, thdx ot
t, 0

ifadesi bulunur.

Benzer sekilde Is ile ayni yapida olan lg i¢in de asagidaki diizenlemeler yapilabilir:
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L
l 1
Iy =3[ V,dt =5 SEl Jwsiox, tdx, fdt

to to nk,
tl Ll

Ig = [ [ELw3 (x,, 08w (x,, t)dx dt
tonky

t SR
" ! Ly " !
Iy = [E LW (x,, 8w (x,,1) o dt =[ JELWE(x,, 3w (x,, t)dx dt
ty tonk,
[l Ll tl
[ [ELWEx 03w (x,, dxdt = [E 1w (x,, 8w, (X, 1) :i dt
tonl, to '
tl Ll
_J' J'ElIlWS'V (X, 1)dw 4 (x,, t)dx ,dt .
tonky

Bu iglemler sonucunda I asagidaki gibi elde edilebilir:

‘1 ‘1
lg = [ELwi(L, )dw, (L, dt —[E Lwi(nL,, 3w (nL,, t)dt

to to

t1 [1
~ [E L wi(L, 8w, (L, Odt + [ELw(nL,, 3w, (nL,, t)dt

to to

l1 L1
# [ JEL WY (08w (x,, tdx dt .

tonk,

Boyuna titresen ¢ubugun potansiyel enerjisini igeren I7 terimi syle yazilabilir:
1 -
,2
I, =8[V,dt =3 EE2A2£W2 (x,,t)dx , [dt .

Varyasyonun integral icersine alinmasiyla asagidaki ifade elde edilebilir:

tlLZ
L= [ [E.A W, (X, 8w, (X, dx ,dt .

t, 0
Yukaridaki ifade x,’e gbre kism1 integrasyona tabi tutulursa, I7 su hale gelmektedir:

t1 t1L2
! Lo "
L= [ELA W, (X, 08w, (x4, 1) | dt = [ [E,A,w](x,, 18w, (x,, )dx ,dt .

ty ty 0
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Nihayet |7 i¢in asagidaki ifade elde edilir:

t1 tl
o= [E,AW, (L, )8w, (L, t)dt — [E,A,w)(0,1)w, (0, t)dt

to to

tlLZ
— [ [E.AWE(x,, 8w, (x,, t)dx ,dt .

t, 0

Yukaridaki elde edilmis I;-I; ara sonuglarmin &w,(nL,,t)=8w,(nL,,t) Ve
dw)(nL,,t) =3dwj(nL,,t) sartlar1 géz Oniinde tutularak, bir araya toplanmasi ve
diizenlenmesiyle I i¢in agagidaki nihai ifadeye gelinir:

tynLy

I =J' J'[— m & (x,,t) — E lw, " (xl,t)]ﬁwl(xl,t)dxldt

t, 0

4L,

+ j j[- m & (X,,t) — m,&(nL,,t) + E,A,w!(x,,t) bw, (x,,t)dx,dt

toLy

T m e o, 0 - B w, ™ (x,  w (x,, taxdt

tonly

+ 1= (m 8 (x,, 1) + m & (nLy, )dx, — M (& (L, 1) + & (L, 1))

+E I (w/(mL,,t) —wZ(nL,, t))1dw,(nL,, t)dt

+ Ji[_ M‘&l(ﬂLllt)— M&(Lz!t)_ EzAzwlz(Lz!t)]sz(Lz’t)dt

t; ty !
+ IElllwg’(Ll,t)6W3(L1,t)dt —J'Elllwf'(o,t)SWl(O,t)dt —jElllwg(Ll,t)SW;(Ll,t)dt
. - ’
+J.E1I1W;’(O,t)6wi(0,t)dt + j[— E ,w/(mL,, t)+E, l,wi(mL,, t)]dw/(nL,, t)dt
: )
+ IEZAZW;(O,t)SWZ(O,t)dt

to

Hamilton Prensibine gore 1 ifadesinin sifira esit olmasi gerekmektedir.
Fonksiyonlarinin varyasyonlar1 keyfi olarak segilebileceginden burada yer alan ¢ift
katli integrallerin parantez igersindeki ifadelerinin sifira esitlenmesiyle kirigin iki
parcas1 ve boyuna titresen cubugun hareket denklemlerini temsil eden kismi tiirevli
diferansiyel denklemler elde edilebilir. Ifadenin kalanin1 olusturan tek kath
integrallerin tek tek sifira esitlenmesi sonucu sisteme etkiyen sinir ve gegis sartlari
kolayca bulunabilir.
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 icin ilk bes g boyutsuz frekans parametresi

Ay

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

05

2.304807
3.581252
6.283185
9.439237
12.566371

2.464755
3.975135
6.283185
9.453944
12.566371

2.523091
4.289468
6.283185
9.468901
12.566371

2.552557
4.547502
6.283185
9.484105
12.566371

2.570202
4.766234
6.283185
9.499557
12.566371

2.581919
4.956234
6.283185
9.515254
12.566371

2.605164
5.536640
6.283185
9.580459
12.566371

2.622369
6.283185
6.402139
9.759129
12.566371

0.01

2.299621
3.577459
6.283185
9.418735
12.439022

2.458815
3.971616
6.283185
9.436245
12.566371

2.516892
4.285927
6.283185
9.451858
12.566371

2.546237
4.543889
6.283185
9.467321
12.566371

2.563816
4.762547
6.283185
9.482889
12.566371

2.575490
4.952482
6.283185
9.498636
12.566371

2.598657
5.532731
6.283185
9.563797
12.566371

2.615809
6.283185
6.398205
9.742076
12.566371

0.1

2.254998
3.543810
6.283185
7.079231
9.330718

2.408078
3.940385
6.283185
8.324804
9.512482

2.464083
4.254444
6.283185
8.944256
9.814837

2.492474
4511728
6.283185
9.161674
10.308491

2.509521
4.729705
6.283185
9.244353
10.813117

2.520862
4.919050
6.283185
9.290180
11.271544

2.543419
5.497869
6.283185
9.393850
12.566371

2.560169
6.283185
6.363213
9.586785
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devami)

Ay

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

1.970969

3.521554

6.283185

9.439193
12.566371

2.143718
3.843340
6.283185
9.453767
12.566371

2.215896
4.107222
6.283185
9.468499
12.566371

2.255032
4.328840
6.283185
9.483386
12.566371

2.279460
4.519660
6.283185
9.498426
12.566371

2.296119
4.687256
6.283185
9.513615
12.566371

2.330262
5.207551
6.283185
9.575812
12.566371

2.356506
6.002814
6.283185
9.740114
12.566371

0.01

1.968651
3.516970
6.283185
9.418585
12.432863

2.140823
3.839085
6.283185
9.435933
12.566371

2.212707
4103117
6.283185
9.451278
12.566371

2.251670
4.324816
6.283185
9.466379
12.566371

2.275985
4.515690
6.283185
9.481488
12.566371

2.292565
4.683328
6.283185
9.496681
12.566371

2.326544
5.203787
6.283185
9.558645
12.566371

2.352659
5.999591
6.283185
9.722071
12.566371

0.1

1.948260
3.476290
6.283185
7.047005
9.328012

2.115502
3.801674
6.283185
8.288891
9.508594

2.184894
4.067066
6.283185
8.917461
9.797258

2.222404
4.289456
6.283185
9.146056
10.275928

2.245779
4.480762
6.283185
9.232660
10.773271

2.261705
4.648734
6.283185
9.279584
11.227528

2.294315
5.170471
6.283185
9.380962
12.566371

2.319358
5.970769
6.283185
9.556235
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 igin ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devami)

&y

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

15

1.790122
3.503558
6.283185
9.439178
12.566371

1.958422
3.801457
6.283185
9.453708
12.566371

2.032282
4.046663
6.283185
9.468367
12.566371

2.073576

4.253952

6.283185

9.483150
12.566371

2.099872

4.433425

6.283185

9.498056
12.566371

2.118056
4591743
6.283185
9.513082
12.566371

2.156013

5.086664

6.283185

9.574320
12.566371

2.185862
5.851236
6.283185
9.734179
12.566371

0.01

1.788705
3.498625
6.283185
9.418536
12.430806

1.956605

3.796707

6.283185

9.435829
12.566371

2.030237
4.042006
6.283185
9.451086
12.566371

2.071388
4.249349
6.283185
9.466068
12.566371

2.097587
4.428862
6.283185
9.481028
12.566371

2.115701
4.587216
6.283185
9.496041
12.566371

2.153503
5.082296
6.283185
9.556983
12.566371

2.183224
5.847454
6.283185
9.715800
12.566371

0.1

1.776138
3.454715
6.283185
7.036082
9.327092

1.940557
3.754909
6.283185
8.276680
9.507319

2.012230
4.001135
6.283185
8.908159
9.791523

2.052154
4.208983
6.283185
9.140587
10.265074

2.077520
4.388839
6.283185
9.228595
10.759878

2.095035
4.547483
6.283185
9.275930
11.212688

2.131527
5.043825
6.283185
9.376615
12.566371

2.160161
5.813840
6.283185
9.546270
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devami)

&y

le

0.5

1

15

2

2.5

3

5

10

1.670014
3.494922
6.283185
9.439171
12.566371

1.832352
3.781063
6.283185
9.453679
12.566371

1.905377
4.016690
6.283185
9.468301
12.566371

1.946882
4.216418
6.283185
9.483033
12.566371

1.973611

4.389796

6.283185

9.497873
12.566371

1.992246
4.543073
6.283185
9.512817
12.566371

2.031574

5.024015

6.283185

9.573585
12.566371

2.062950
5.771368
6.283185
9.731282
12.566371

0.01

1.669018
3.489805
6.283185
9.418511
12.429777

1.831060

3.776027

6.283185

9.435777
12.566371

1.903908

4.011691

6.283185

9.450991
12.566371

1.945297

4.211440

6.283185

9.465913
12.566371

1.971946
4.384834
6.283185
9.480800
12.566371

1.990521

4.538129

6.283185

9.495724
12.566371

2.029717
5.019190
6.283185
9.556163
12.566371

2.060978
5.767104
6.283185
9.712735
12.566371

0.1

1.660155
3.444155
6.283185
7.030588
9.326629

1.819591
3.731643
6.283185
8.270529
9.506685

1.890896
3.967775
6.283185
8.903439
9.788680

1.931284
4167747
6.283185
9.137801
10.259649

1.957237
4.341292
6.283185
9.226530
10.753163

1.975302
4.494735
6.283185
9.274079
11.205238

2.013353
4.976729
6.283185
9.374432
12.566371

2.043633
5.729269
6.283185
9.541330
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 igin ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devami)

&y

21

0.5

1

15

2

2.5

3

5

10

2.5

1.581695
3.489856
6.283185
9.439166
12.566371

1.738471
3.769023
6.283185
9.453662
12.566371

1.810043
3.998846
6.283185
9.468261
12.566371

1.851138
4.193921
6.283185
9.482963
12.566371

1.877794
4.363507
6.283185
9.497763
12.566371

1.896474
4.513624
6.283185
9.512660
12.566371

1.936190
4.985726
6.283185
9.573147
12.566371

1.968184
5.722057
6.283185
9.729567
12.566371

0.01

1.580939
3.484626
6.283185
9.418496
12.429159

1.737483
3.763804
6.283185
9.435746
12.566371

1.808912
3.993622
6.283185
9.450933
12.566371

1.849912
4.188689
6.283185
9.465821
12.566371

1.876501
4.358271
6.283185
9.480663
12.566371

1.895132
4.508391
6.283185
9.495534
12.566371

1.934734
4.980573
6.283185
9.555674
12.566371

1.966628
5.717431
6.283185
9.710918
12.566371

0.1

1.574193
3.437899
6.283185
7.027280
9.326350

1.728687
3.717754
6.283185
8.266825
9.506306

1.798867
3.947683
6.283185
8.900584
9.786983

1.839038

4.142735

6.283185

9.136113
10.256395

1.865042

4.312295

6.283185

9.225280
10.749127

1.883240
4.462430
6.283185
9.272960
11.200759

1.921852

4.935213

6.283185

9.373119
12.566371

1.952880
5.676383
6.283185
9.538380
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devami)

&y

m21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

1.512663
3.486527
6.283185
9.439163
12.566371

1.664519
3.761081
6.283185
9.453650
12.566371

1.734528
3.987018
6.283185
9.468235
12.566371

1.775004
4.178944
6.283185
9.482916
12.566371

1.801388
4.345947
6.283185
9.497690
12.566371

1.819945
4.493903
6.283185
9.512555
12.566371

1.859605
4.959912
6.283185
9.572856
12.566371

1.891777
5.688585
6.283185
9.728432
12.566371

0.01

1.512059
3.481220
6.283185
9.418486
12.428748

1.663727
3.755737
6.283185
9.435725
12.566371

1.733618
3.981636
6.283185
9.450895
12.566371

1.774014
4.173533
6.283185
9.465759
12.566371

1.800341
4.340515
6.283185
9.480572
12.566371

1.818856
4.488460
6.283185
9.495408
12.566371

1.858417
4.954517
6.283185
9.555349
12.566371

1.890502
5.683684
6.283185
9.709716
12.566371

0.1

1.506668
3.433762
6.283185
7.025071
9.326164

1.656661
3.708531
6.283185
8.264349
9.506054

1.725513
3.934270
6.283185
8.898672
9.785854

1.765210
4.125962
6.283185
0.134981
10.254226

1.791039
4.292781
6.283185
9.224443
10.746435

1.809181
4.440630
6.283185
9.272212
11.197769

1.847883

4.907002

6.283185

9.372243
12.566371

1.879203
5.640187
6.283185
9.536420
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devam)

Ay

21

0.5

1

15

2

2.5

3

5

10

1.333816
3.479983
6.283185
9.439158
12.566371

1.471095
3.745413
6.283185
9.453627
12.566371

1.535628
3.963545
6.283185
9.468183
12.566371

1.573464
4.149075
6.283185
9.482823
12.566371

1.598380
4.310783
6.283185
9.497545
12.566371

1.616041
4.454277
6.283185
9.512345
12.566371

1.654204
4.907609
6.283185
9.572277
12.566371

1.685642
5.620167
6.283185
9.726185
12.566371

0.01

1.333496
3.474521
6.283185
9.418466
12.427924

1.470671
3.739808
6.283185
9.435684
12.566371

1.535137
3.957831
6.283185
9.450819
12.566371

1.572926
4.143279
6.283185
9.465636
12.566371

1.597809
4.304926
6.283185
9.480390
12.566371

1.615443
4.448377
6.283185
9.495156
12.566371

1.653546
4.901671
6.283185
9.554702
12.566371

1.684927
5.614632
6.283185
9.707333
12.566371

0.1

1.330628
3.425573
6.283185
7.020641
9.325790

1.466876
3.690193
6.283185
8.259384
9.505551

1.530745
3.907428
6.283185
8.894825
9.783605

1.568122
4.092215
6.283185
9.132699
10.249890

1.592704
4.253349
6.283185
9.222757
10.741044

1.610111
4.396424
6.283185
9.270707
11.191779

1.647674
4.849289
6.283185
9.370487
12.566371

1.678559
5.565434
6.283185
9.532513
12.566371
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Tablo D.1: (2.42)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi (devam)

Ay

21

0.5

1

1.5

2

2.5

3

5

10

10

1.123154
3.475176
6.283185
9.439153
12.566371

1.240869
3.733857
6.283185
9.453609
12.566371

1.297011
3.946122
6.283185
9.468144
12.566371

1.330280
4.126775
6.283185
9.482753
12.566371

1.352364
4.284402
6.283185
9.497436
12.566371

1.368112
4.424433
6.283185
9.512189
12.566371

1.402452
4.867810
6.283185
9.571846
12.566371

1.431101
5.567531
6.283185
9.724518
12.566371

0.01

1.123019
3.469595
6.283185
9.418451
12.427306

1.240689
3.728048
6.283185
9.435653
12.566371

1.296801
3.940143
6.283185
9.450762
12.566371

1.330049
4.120667
6.283185
9.465544
12.566371

1.352118
4.278198
6.283185
9.480254
12.566371

1.367854
4.418155
6.283185
9.494968
12.566371

1.402165
4.861413
6.283185
9.554220
12.566371

1.430786
5.561442
6.283185
9.705565
12.566371

0.1

1.121806
3.419508
6.283185
7.017309
9.325509

1.239075
3.676547
6.283185
8.255647
9.505175

1.294920
3.887313
6.283185
8.891919
9.781926

1.327981

4.066766

6.283185

9.130973
10.246639

1.349910
4.223458
6.283185
9.221484
10.736996

1.365539

4.362772

6.283185

9.269571
11.187279

1.399592

4.804871

6.283185

9.369167
12.566371

1.427970
5.507215
6.283185
9.529595
12.566371




8y

Tablo D.2 : (2.48)’de verilen transandantal denklemin n=0.5 i¢in ilk bes p boyutsuz frekans parametresi

(00

k

m21

0.5

1

15

2

2.5

3

5

10

3.470453
6.283185
9.439149
12.566371
15.711062

3.722475
6.283185
9.453592
12.566371
15.714167

3.928872
6.283185
9.468104
12.566371
15.717278

4.104588
6.283185
9.482684
12.566371
15.720395

4.258048
6.283185
9.497328
12.566371
15.723518

4.394515
6.283185
9.512033
12.566371
15.726646

4.827545
6.283185
9.571418
12.566371
15.739219

5.513736
6.283185
9.722867
12.566371
15.771056

0.01

3.464752
6.283185
9.418436
12.426688
12.566371

3.716458
6.283185
9.435622
12.566371
14.728932

3.922618
6.283185
9.450705
12.566371
15.613906

4.098152
6.283185
9.465452
12.566371
15.666544

4.251473
6.283185
9.480119
12.566371
15.680461

4.387831
6.283185
9.494780
12.566371
15.688239

4.820643
6.283185
9.553740
12.566371
15.706894

5.507020
6.283185
9.703812
12.566371
15.741251

0.1

3.413511
6.283185
7.013970
9.325226
9.997579

3.663009
6.283185
8.251900
9.504800
11.793522

3.867241
6.283185
8.888997
9.780252
12.566371

4.041235
6.283185
9.129235
10.243389
12.566371

4.193335
6.283185
9.220202
10.732944
12.566371

4.328732
6.283185
9.268429
11.182772
12.566371

4.759488
6.283185
9.367846
12.566371
12.593324

5.447062
6.283185
9.526689
12.566371
14.587057




EKE

Program 1: Sekil 2.1°deki sistemin katsayilar matrisinin determinantini hesaplar.

function F=m220det (B, ak,m21, am)

o°

am => boyutsuz kiitle parametresi M/ml1L1

% ak => boyutsuz yay parametresi (E2*A2/L2)/ (48*E1*I1/L1"3)
% m21 => boyutsuz kiitle parametresi m2L2/mL1l

% n => kiris ile cubudun baglanti noktasi

% B => boyutsuz frekans parametresi

s Y12 =>

% all => yardimci parametreler

% az2 =>

all=am/sqrt (48*ak*m21) ;
a22=1/sqrt (48*ak*m21) ;
YL2=B"2*sqgrt (m21/ (48*ak)) ;

n=0.5;

A(l,1)=0; A(2,1:6)=0;

A(l,2)=1; A(2,7)=sin(B);

A(l,3)=1; A(2,8)=cos(B);

A(1,4:10)=0; A(2,9)=sinh(B); A(2,10)=cosh(B);
A(3,1)=0; A(4,1:0)=0;

A(3,2)=-1; A(4,7)=-sin(B);

A(3,3)=0; A(4,8)=-cos(B);

A(4,4)=1; A(4,9)=sinh (B);

A(5,5:10)=0; A(4,10)=cosh (B);

A(5,1)=-cos (B*n);

A(5,2)=sin(B* ) ;

A(5,3)=cosh (B*n) ;

A(5,4)=sinh (B*n) ;

A(5,5)=1/( a22*B) (1-cos (YL2))+am*B*sin (YL2) ;
A(5,6)=1/(a22*B) *sin (YL2)+am*B*cos (YL2) ;
A(5,7)=cos (B*n);

A(5,8)=-sin (B*n) ;

A(5,9)=-cosh(B*n) ;

A(5,10)=-sinh (B*n) ;

A(6,1)=-sin(B*n); A(7,1:4)=0;

A(6,2)=-cos (B*n ); A(7,5)=all*B"2*sin (YL2)-cos (YL2) ;
A(6,3)=-sinh(B*n); A(7,6)=all*B"2*cos (YL2)+sin(YL2) ;
A(6,4)=-cosh(B*n); A(7,7:10)=0;

A(6,5)=0;

A(6,0)=1;

A(6,7:10)=0;

A(8,1)=sin(B*n); A(9,1)=cos (B*n);
A(8,2)=cos(B*n); A(9,2)=-sin(B*n);
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A(8,3)=sinh (B*n); A(9,3)=cosh(B*n);
A(8,4)=cosh(B*n); A(9,4)=sinh(B*n);
A(8,5:6)=0; A(9,5:06)=0;
A(8,7)=-sin(B*n); A(9,7)=-cos(B*n);
A(8,8)=-cos (B*n); A(9,8)=sin(B*n);
A(8,9)=-sinh(B*n); A(9, 9)=—cosh(B*n);
A(8,10)=-cosh(B*n); A(9,10)=-sinh (B*n);

10,1)=-sin(B*n);
10,2)=-cos (B*n) ;
10, 3)=sinh (B*n) ;
10, 4) (B*n) ;

10,7)=sin (B*n) ;
10, 8)=cos (B*n) ;
10,9)=-sinh (B*n) ;
10,10)=-cosh(B*n) ;

F=det (A) ;

Program 2: Sekil 2.3’teki sistemin katsayilar matrisinin determinantini hesaplar
function F=m230det (B, ak,m21)

o\

ak => boyutsuz yay parametresi (E2*A2/L2)/(48*E1*I1/L1"3)
m21 => boyutsuz kiitle parametresi m2L2/mLl

n => kiris ile cubudun baglanti noktasi

B => boyutsuz frekans parametresi

Y12 => yardimci parametreler

a22 => yardimci parametreler

oC o o o

o\

n=0.5;
a22=1/sqrt (48*ak*m21) ;
YL2=B"2*sqrt (m21/ (48*ak)) ;

,7)=-sin(B) ;
8)=-cos (B) ;
,9)=sinh (B) ;
A(4,10)=cosh (B);

:Slnh( )
=1/ (a22*B) * (1-cos (YL2))+48*ak*YL2/B*3*cos (YL2) ;

A(5,6)=1/(a22*B) *sin (YL2)-48*ak*YL2/B"3*sin (YL2) ;
A(5,7)=cos (B*n) ;

A(5,8)=-sin(B*n);

A(5,9)=-cosh(B*n) ;

A(5,10)=-sinh (B*n) ;
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A(6,1)=-sin(B*n); A(7,1:4)=0;
A(6,2)=-cos (B*n); A(7,5)=sin(YL2);
A(6,3)=-sinh(B*n); A(7,6)=cos (YL2);
A(6,4)=-cosh(B*n); A(7,7:10)=0;
A(6,5)=0;
A(6,0)=1;
A(6,7:10)=0;
,1)=sin (B*n) ; 9,1)=cos (B*n) ;
,2)=cos (B*n) ; 9,2)=-sin(B*n) ;
,3)=sinh (B*n) ; (9,3)=cosh (B*n) ;
,4)=cosh (B*n) ; ( 4) =sinh (B*n) ;

o |l

=-sin(B*n) ; )=—-cos (B*n) ;
y=sin (B*n) ;
,9)=-cosh (B*n) ;
9,10)=-sinh (B*n) ;

A
A(
A
A
y=0; A(9,5:6
A
A

(
=-cos (B*n) ; (
=-sinh(B*n); A
y=—cosh (B*n) ;

g A
O 00 00 GO O O O OO CO
N
oo Ju s WwN

oO—— <.

A(10,1)=-sin(B*n);
A(10,2)=-cos(B*n);
A(10,3)=sinh (B*n) ;
A(10,4)=cosh(B*n);
A(10,5:6)=0;
A(10,7)=sin (B*n);
A(10,8)=cos (B*n);
A(10,9)=-sinh (B*n) ;
A(10,10)=-cosh(B*n) ;

F=det (A);

Program 3: Boyutsuz yay ve kiitle parametrelerinin ¢esitli degerleri i¢in Sekil
2.1°deki sistemin boyutsuz frekans parametresi p degerlerini hesaplar

o°

m21f boyutsuz kiitle parametrelerinin degerleri
akf Dboyutsuz yay parametrelerinin degerleri

amf boyutsuz kiitle parametrelerinin dederleri
%1 aranan boyutsuz frekans parametresi degeri

o° o

o\

m21f=[10e-20;0.01;0.17;
akf=[0.5;1;1.5;2;2.5;3;5;10];

amf=[0.5;1;1.5;2;2.5;3;5;10];
x1=0.1;
x2=5;
dx=0.01;
ndigit=5;
for i am=1l:size (amf)
for i m2l=1l:size(m21f)
for i _ak=l:size (akf)
for i=l:ndigit
T temp=m220det (x1,akf (i ak),m21f (i m21),amf (i am));
s_temp=sign (T temp) ;
for j=x1:dx:x2
T=m220det (j,akf (i_ak),m21f (i m2l),amf (i am));
s=sign (T) ;
if ( s _temp ~= s )
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x1=j-dx;

xX2=7;
dx=dx/10;
break;
end
end
end
sprintf ('m21=%1.2f\n', m21f (i m21))
sprintf ('ak=%1.1f\n',akf (i ak))
sprintf ('am=%1.1f\n',amf (i am))
sprintf ('B=%1.6f\n"',x1)
pause;
x1=0.1;
x2=5.0;
dx=0.01;
end
end
end

Program 4: Boyutsuz yay ve kiitle parametrelerinin ¢esitli degerleri i¢in Sekil
2.4’deki sistemin boyutsuz frekans parametresi p degerlerini hesaplar

o°

m21f boyutsuz kiitle parametrelerinin degerleri
akf Dboyutsuz yay parametrelerinin dederleri
x1 aranan boyutsuz frekans parametresi dederi

o\

o\

m21f=[10e-20;0.01;0.17;
akf=[0.5;1;1.5;2;2.5;3;5;10];

x1=0.1;
x2=4.0;
dx=0.001;
ndigit=5;
for i _ak=l:size(akf)
for i m2l=1l:size(m21f)
for i=l:ndigit
T_temp:m230det(xl,akf(i_ak),m21f(i_m21));
s _temp=sign (T temp);
for j=xl:dx:x2
T=m230det (j,akf (i _ak),m21f(i m21));
s=sign (T) ;

if ( s_temp ~= s )
x1=9-dx;
X2=7;
dx=dx/10;
break;

end

end

end
sprintf('ak=%l.lf\n',akf(iiak))
sprintf ('m21=%1.2f\n', m21f (i m21))
sprintf ('B=%1.6f\n"',x1)
pause;

x1=0.1;

x2=4.0;

dx=0.001;

end
end
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