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DONEN, UCU KUTLELI ViSKO-ELASTIK CUBUKLARIN OZ
KARAKTERISTIiKLERININ INCELENMESI

OZET

Bu tez calismasinda iizerinde ¢alisilan problem, kesit alan1 degismeyen ve soniim
bakimindan Maxwell visko-elastik modeline uyan, sol ucunda gdbege sabitlenmis ve
sag ucunda tekil bir kiitle tasiyan, uzunlugu L olan, donen bir Bernoulli-Euler
cubugunun diizlem dis1 titresimlerinin incelenmesiyle ilgilidir.

Bu problemde bulunmasi hedeflenen 6z degerlerin hesaplanmasi icin iki yontem
kullanilmigtir. Birinci yontem seri ¢dziim yontemidir ve bu yontemde, elde edilen 6z
deger probleminden, Frobenius yontemi kullanilmasiyla frekans denklemine
gecilmistir. Bu frekans denkleminden aranmilan 6z degerler, Matlab programinda
yazilan bir kod yardimiyla elde edilmistir. Ikinci yontem Sonlu Elemanlar
Yontemidir ve bu yontemde Oncelikle zayif form elde edilmistir. Ardindan donen
visko-elastik cubuk, 100 eleman kullanilarak ayriklagtirilmistir. Son adimda ise
ayriklagtirdmig elemanlar birlestirilerek Global denklem elde edilmistir.
Degiskenlerin ayrigmasi metodu yardimiyla, elde edilen bu Global denklemden
kiibik 6z deger problemine gecilmistir. Hesaplanan 6z degerler Mathematica
programinda yazilan bir kod yardimiyla elde edilmistir.

Bir Bernoulli-Euler ¢ubugu i¢in, Maxwell soniim modeli kullanilmasiyla elde edilen
0z degerler, boyutsuz acisal hizin, boyutsuz kiitle parametresinin ve boyutsuz séniim
oraninin  degisimleriyle birlikte cizelgeler halinde verilmistir. Ik adimda, bu
cizelgelerin yardimiyla Frobenius seri ¢oziim yonteminden ve Sonlu Elemanlar
Yonteminden elde edilen sonuclarin birbirleriyle olan tutarhliklar irdelenmistir.

Ikinci adimda, Maxwell soniim modeli igin bir takim gozlemlere yer verilmistir. Bu
gozlemlerin 6z degerlerin gercel kistmlarini ilgilendiren bolimleri su sekildedir;

e sabit agisal hizda kiitle parametresinin artmasiyla, 6z degerlerin gercel
kistmlarinin biiyiikliiklerinin azaldigi,

e kiitle parametresinin sabit tutulmasi durumunda agisal hizin artmasinin, 6z
degerlerin gergel kistmlarinin biiyiikliiklerini azalttigi,

e acisal hiz ve kiitle parametreleri sabit tutularak, soniim oramnin artmasinin
ise, yine 06z degerlerin gercel kisimlarinin biiyiikliiklerini azalttigi
goriilmiistiir.

Bu ii¢ durumda da soniimiin etkisinin azaldig1 gézlenmistir.

Maxwell soniim modelinde 6z degerlerin sanal kisimlar ile ilgili yapilan gbzlemler
ise su sekilde verilebilir;

e sabit agisal hizda kiitle parametresinin artmasi, 6z degerlerin sanal
kistmlarinin biiyiikliiklerini azalttigi, diger bir ifadeyle 6z frekanslar1 azalttig1
goriilmiistiir.
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e kiitle parametresinin sabit tutulmasi durumunda agisal hizin artmasinin, 6z
degerlerin sanal kisimlarinin bityiikliiklerini arttirdigi,

e acisal hiz ve kiitle parametreleri sabit tutularak, soniim oraninin arttirilmasi
durumunda ise, yine 0z degerlerin sanal kisminin biiylikliigiiniin arttig1
goriilmiistiir.

Bu son iki durumda 6z frekanslarin arttig1 goriilmiistiir.

Son adimda ise, Cizelge B.1°de verilen Maxwell soniim modelindeki 6z degerler ile
Cizelge B.2’de verilen Kelvin-Voigt modelindeki 6z degerler karsilastirilmistir ve bu
karsilagtirmalar sonucunda, bu modellerin birbirlerine gore avantaj ve dezavantajlari
irdelenmistir. Bu tezde yapilan biitiin karsilastirmalar ve bunlardan elde edilen
sonuclarin bu soniim modelleriyle calismak isteyen kisiler icin 6nemli bir kaynak
olabilecegi diistiniilmektedir.

Xii



ON THE INVESTIGATION OF THE EIGENCHARACTERISTICS OF
ROTATING VISCO-ELASTIC BEAMS CARRYING A TIP MASS

SUMMARY

The problem studied in this thesis is concerned with the out-of-plane vibrations of a
rotating, internally damped (Maxwell model) uniform Bernoulli-Euler beam, with
length L, which is clamped to a hub at the left end and carrying a tip mass at the
other end.

In order to calculate the objective eigenvalues in this problem, two methods are used.
The first method is called as Series Solution Method, and in this method, the
frequency equation with the use of Frobenius method is transitioned from the
obtained eigenvalue problem. From this frequency equation, the eigenvalues in
demand are obtained by the help of a code written in Matlab programme. The second
method is Finite Element Method, and in this method, firstly the weak form is
obtained. After getting the weak form, the rotating visco-elastic beam is discretized
by the use of 100 elements, and at the last step, the Global equation is obtained by
combining the discretized elements. The cubic eigenvalue problem is transitioned
from the global equation, which is obtained by using Method of Seperation of
Variables. The calculated eigenvalues are obtained with the help of a code written in
Mathematica programme.

The eigenvalues obtained for the Bernoulli-Euler beam using Maxwell damping
model are given in tables with the change of the nondimensional angular velocity,
the nondimensional mass parameter, and the nondimensional damping ratio. At the
first step, the coherences of results both from the Frobenius Series Solution and from
the Finite Element Solution are investigated with the help of these tables.

At the second step, a set of observations are given for the Maxwell damping model.
Parts of observations evolving the real parts of the eigenvalues are as follows;

e if the rate of the mass parameter increases at a fixed value of the angular
velocity, the magnitudes of the real parts of the eigenvalues decrease,

e in case of a fixed value of the mass parameter, if the angular velocity
increases, the magnitudes of the real parts of the eigenvalues decrease,

e at a fixed angular velocity and the mass parameters, if the damping ratio
increases, it is again seen that the magnitudes of the real parts of the
eigenvalues decrease.

In these three cases, it is observed that the damping effect weakens.

Observations concerned with the imaginary parts of the eigenvalues in the Maxwell
damping model can be given as follows;

e at a fixed value of the angular velocity, if the rate of the mass parameter
values increase, the magnitudes of the imaginary parts of the eigenvalues
decrease, in other words, it is seen that the eigenfrequencies decrease,
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® in case of a fixed value of the mass parameter, the increase of the angular
velocity makes the magnitudes of the imaginary parts of the eigenvalues
increase,

® in case of a fixed angular velocity and the mass parameters, if the damping
ratio is increased, it is again seen that the magnitudes of the imaginary parts
of the eigenvalues increase.

In this last two cases, it is seen that the eigenfrequencies increase.

At the last step, eigenvalues both from Maxwell damping model given in the Table
B.1 and from Kelvin-Voigt damping model given in the Table B.2 are compared and
at the end of this comparisons, advantages and disadvantages of these models,
according to each other, are investigated. All comparisons in this thesis and results
obtained from these comparisons are thought to might be an important source for
people who want to study with these damping models.
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1. GIRIS

Makine ve ugak miihendisliginin bir¢cok uygulamalarinda, donen ¢ubuklarin dinamik
davraniglarinin incelenmesi onemli bir yer tutmaktadir. Bu ¢ubuklarin uygulama
alanm1 olarak, buhar ve gaz tiirbinlerinin kanatlari, helikopter palalari, ucak
pervaneleri, riizgar tiirbinlerinin pervaneleri gosterilebilir. S6z konusu dénen
cubuklarin bazilarinin u¢ kismina, ug kiitle eklenerek tasariminda degisikliklere de
gidilir. Bu eklenen ug kiitlenin etkisi, riizgar tiirbininde hava akisim arttirmak,
helikopter palalarinin titresim frekanslarini degistirmek, araglarin sogutma fanlarinin
esnek kanatlarinda, esnekligi arttrmaktir. Literatiirde, donen ¢ubuklarin diizlem ici
ve diizlem dis1 titresim davraniglarinin  incelenmesi {lizerine bir¢ok yayin
bulunmaktadir. Uc kiitleli veya Kkiitlesiz donen cubuklarin dinamik davranislari
bircok arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve bu konuda bir¢cok yayin yapilmistir[1-17,
20]. Bu caligmalarda dikkat ceken ortak ozellik, donen cubuklarin diizlem dis1

titresimlerinin incelenmesidir.

1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasinda incelenmesi diisiiniilen problem, kesit alan1 degismeyen ve
soniim bakimindan Maxwell visko-elastik modeline uyan, sol ucunda gobege
sabitlenmis ve sag ucunda tekil bir kiitle tasiyan, uzunlugu L olan, donen bir

Bernoulli-Euler ¢ubugunun diizlem dis1 titresimlerinin incelenmesiyle ilgilidir.

1.2 Literatiir Ozeti

Bu calismanin yapilmasi sirasinda yararlanilan literatiirdeki bazi arastirmalara,

inceledikleri konularla beraber asagida deginilecektir.

Al-Ansary, 1998 yilinda yayinlanan calismasinda [1], boyuna elastiklikligi de goz
Oniine alinan sabit kesitli, donen bir ¢ubugun dénme ataletinin, eksenel yondeki

cekme kuvvetine ve 6zdegerlerine yaptigi etkileri arastirmistir. Bu sonuclara ulagsmak



icin pertiirbasyon teknigi ve Galerkin metodu kullanilmistir. Elde edilen sonuclardan

donme ataletinin, eksenel yondeki cekme kuvvetini %10 arttirdig1 gdzlenmistir.

Banerjee tarafindan yapilan incelemede [2], Frobenius seri ¢6ziim metodu yardimiyla
hareketin diferansiyel denkleminden baslanarak, donen sabit kesitli bir Bernoulli-

Euler cubugu i¢in dinamik rijitlik matrisi elde edilmistir.

Pescheck, Pierre ve Shaw’in ¢aligmalarinda [3], donen cubugun lineer modlar1
arasinda, lineer olmayan baglar olusturacak bir metot gelistirilerek, sistemin

dinamiklerine daha yakin sonuglarin elde edilmesi hedeflenmistir.

Chung, ve Yoo’nun yaptiklar1 arastirmada [4], donen ankastre cubuk icin yalmzca
boyuna uzama yerine, hem boyuna hem enine uzama goz Oniine alinmasi ve Sonlu
Elemanlar YoOnteminin yardimiyla birlikte cubugun ozdegerleri, acisal hizdaki
degisimle orantil1 olarak elde edilmistir. Ayrica, yine agisal hiz ile orantili olarak

zaman cevabindaki, gerilme ve sekil degistirmedeki degisimler de hesaplanmistir.

Chung, ve Yoo’nun arastirmalarinda [5], geometrik sekli ve malzeme ozellikleri
verilen donen ankastre bir ¢ubuk icin, Mod Metodu ve Sonlu Elemanlar Metodu
kullanarak, ¢ubugun modal karakteristigindeki degisimlere dogru bir sekilde

ulagmayi hedeflemislerdir.

Jones yaptig1 incelemede [6], Singiiler Pertiirbasyon Yonteminde integral denklemi
metodu kullanilmasiyla, ikinci mertebeye indirgenmis problemin ikinci 6z degerinin

bulunmasi i¢in gerekli alt sinirlarin elde edilmesini gerceklestirmistir.

Boyce ve Handelman’in yapmig olduklar1 ¢alisma [7], ucunda kiitle bulunan dénen
cubuklarin dinamiginin incelenmesinde Oncii calismalardan biridir. Bu calismada,
ucunda kiitle bulunan donen bir cubugun diizlem dis1 titresimlerinin kesin

0zdegerlerinin hesaplanmasi i¢in birkac tane metot lizerinde durulmustur.

Hoa’nin yapmis oldugu arastirmada [8], ucunda kiitle bulunan donen bir ¢ubugun
titresimlerini incelemistir. Bu caligmada sonuclara ulasmak icin Sonlu Elemanlar
Yontemi (FEM) kullanilmigtir. Elde edilen sonug, cubuktaki uc kiitlenin diisiik
donme hizindaki titresimlerde, titresim frekanslarini azalttigi ve yiiksek donme

hizindaki titresimlerde, titresim frekansini arttirdig seklinde 6zetlenebilir.

Wright, Smith, Thresher ve Wang’in yapnmus olduklar1 calisma [9], ucunda kiitle

bulunan donen bir cubukla ilgili problemlerde en cok atif yapilan caligmalardan



biridir. Frobenius seri ¢6ziim metodu yardimi ile ¢ubugun kesin 6z degerleri ve mod
sekilleri elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, cubuk kesitinin sabit olup olmamasi,
gobek ve uc kiitlenin bulunup bulunmamast durumlart icin tablolar halinde

gosterilmistir.

Ahn’m yapmis oldugu incelemede [10], sabit kesitli ve bir ucu sabit, diger ucu
serbest donen elastik bir cubugun diizlem dig1 titresimlerine ait birinci ve ikinci dogal
frekanslarinin elde edilmesinde gerekli olan alt sinir sartlarinin, integral denklemi

metoduyla elde edilmesi lizerinde caligmistir.

Bhat’'in yapmis oldugu arastirmada [11], Rayleigh-Ritz metodunda bulunan
karakteristik ortogonal polinomlar1 kullanarak, donen sabit kesitli ve ucunda kiitle
bulunan bir cubugun dogal frekanslarim1 ve mod sekillerini hesaplamistir. Geometrik
sinir sartlarii saglayan ortogonal polinom takimi, Gram-Schmidt metoduyla elde
edilmistir.

Kuo, Wu ve Lee’nin yapmis olduklar1 ¢calismada [12], sabit kesitli olmayan elastik
bir ¢ubugun egilme titresimlerinin incelenmesinde, koniklik oraninin, elastiklik

stnirlarinin, agisal hizin degisimlerinin etkileri incelenmistir.

Yoo, Seo ve Huh’un yapmis olduklar1 incelemede [13], bir ek kiitlenin, ¢ubugun
degisik konumlarina yerlestirilmesiyle donen bir ankastre cubukta elde edilen,

degisik modal karakteristikleri incelenmistir.

Lee, Lin ve Wu'nun yapmis olduklar1 arastirmada [14], Hamilton prensibi
yardimiyla sabit acisal hizla donmekte olan ve ucunda kiitle bulunan degisken kesitli

bir cubugun, titresimlerinin diferansiyel denklemleri elde edilmistir.

Mei’nin yapmis oldugu calismada [15], bir ¢ubugun serbest titresimlerinin
incelenmesi icin, diferansiyel transformasyon tekniginde yeni bir yontemi, adi

diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin uygulamistir.

Yukarida deginilen calismalarda, yapilan hesaplamalar donen cubuklarin herhangi
bir soniime sahip olmadigi kabul edilerek yapilmistir. Arastirmalar sonucunda
literatiirde, gubugun soniime sahip olmasi durumunda, hesaplanan 6z degerlerin nasil
degisecegini gosteren yeterli sayida ¢alisma olmadig1 goriilmiistiir. Bu nedenle bu tez
calismasinda, bir karsilastirma yapilabilmesi amaciyla, donen sabit kesitli ve
sOniimlii bir gubugun diizlem dis1 titresim karakteristiklerinin elde edilmesi yOniine

gidilmistir. Literatiir arastirmalarinda Abolghasemi ve Jalali’nin ¢alismalarinda [16],



donen visko-elastik ¢cubuklarin titresim karakteristiklerinin incelenmesi ile ilgili bir
calisgma bulunmustur. Ancak bu Kkisilere ait olan caligmada, egilme agisinin
degisimine bagh olarak, donen visko-elastik bir ¢ubugun lineer olmayan titresimleri

incelenmistir.

Bu tez calismasinda ise, Abolghasemi ve Jalali’nin calismalarindan [16] farkli
olarak, donen visko-elastik bir cubugun ucunda ug kiitle bulunmaktadir ve sontimlii
titresim karakteristiklerinin hesaplanmasi i¢in kesin karakteristik denkleminin elde
edilmesi hususu vardir. Bu tez calismasinda elde edilmis olan kesin karakteristik
denklem ve bu denklemden yararlanilarak ulasilan sayisal sonuglar, daha 6nce teknik

literatiirde verilmemistir.

Son adimda ise, soniim oram, ug kiitle ve agisal hiz parametrelerinin degistirilmesi
sonucunda elde edilen ve Cizelge B.1’de verilmis olan Maxwell soniim modelinin 6z
degerlerinin sayisal degerleri ile Giirgoze ve Zeren’in [17] Kelvin-Voigt soniim
modeli kullanarak elde etmis olduklari, Cizelge B.2’de verilmis olan 6z degerlerin

sayisal degerleri karsilagtirilmistir.

Sonug¢ olarak, c¢izelgeler halinde verilmis olan 6z degerlerin, donen visko-elastik
cubuklarin titresim karakteristikleri ile ilgili calismay1 hedefleyen kisiler i¢in onemli
bir kaynak niteligi tasiyacagi, donen ¢ubugun soniime sahip olmadigi durumdaki 6z
degerlerle veya Kelvin-Voigt soniim modeli kullanilmasiyla elde edilmis olan 6z
degerlerle bir karsilastirma yapilabilmesi olanag1 saglayacag diisiiniilmekte ve timit

edilmektedir.



2. TEORI

Bu tez calismasinda incelenecek olan problem, Sekil 2.2°de gosterilen, ucunda kiitle
bulunan, bir ucu gbbege ankastre, donen visko-elastik bir ¢ubugun dinamiginin
incelenmesi problemidir. Cubuk malzemesinin ise, soniim bakimindan Maxwell
soniim modeline uydugu kabul edilecektir. Cubuk, x-y diizleminde Q agisal hiz1 ile

donen Bernoulli-Euler ¢ubugundan olusmaktadir. Bu durumda:

a. Q acisal hiz1 ile donerken olusan diizlem dis1 yer degistirmeler esnasinda,
(yani x-y diizlemine dik olan w ekseni dogrultusundaki yer degistirmeler
kastedilmektedir.) Sekil 2.1°de gosterildigi gibi, cubuk elemanlarinin, kagida
dik S merkezcil eksenleri etrafinda donmeler s6z konusu olur. Bilindigi iizere,
Bernoulli-Euler c¢ubugunda, bu donmelerden meydana gelen atalet

kuvvetlerinin veya kisaca donme ataletinin ihmal edilmesi s6z konusudur.

Sekil 2.1 : Bir diferansiyel cubuk elemaninin donme hareketi
b. Ayrica, elemamn iki yliziindeki kayma sekil degistirmelerinin ihmal edilmesi

de s6z konusudur [18].

Donen visko-elastik Bernoulli-Euler cubuk modeli Sekil 2.2°de,

Sekil 2.2 : Donen visko-elastik gubuk modeli



seklinde verilmistir. Yukarida gosterilmis olan modelin fiziksel parametreleri

sunlardir; L, €, m, M. Bunlar sirasiyla elastik cubugun boyu, agisal hizi, cubugun

birim uzunlugunun kiitlesi ve ug kiitledir.

Bu calismada iizerinde caligilan Bernoulli-Euler ¢ubugunun yani sira, donme
ataletinin ihmal edilmemesi durumunda, Rayleigh cubugundan, kayma sekil
degistirmesinin ihmal edilmemesi durumunda, Timoshenko cubugundan ve her
ikisinin ihmal edilmemesi durumunda ise Rayleigh-Timoshenko ¢ubugundan soz

edildigi bilinmektedir [18].

2.1 Maxwell Cubugunun Karakteristik (Frekans) Denkleminin Elde Edilmesi

Maxwell cubugunun karakteristik denklemi elde edilirken oncelikle cubugun
hareketinin diferansiyel denklemi yani, kisaca hareket denklemi elde edilir. Elde
edilen bu denklem ilgili geometrik ve dinamik sinir sartlariyla bir arada, bir simr

deger problemini olusturur.

Sinir deger probleminden, hareketin diferansiyel denklemi ve ilgili geometrik ve
dinamik smnir sartlarindan, tistel bir ¢oziim kabuliiyle problem bir ©6zdeger
problemine doniistiiriilmiis olur. Ozdeger probleminde sz konusu olan diferansiyel
denklemin homojen olmasi sebebiyle, ¢oziimii tek sekilde belirli olarak degil de
ancak form olarak tayin edilebilir. Bunun sebebi, bir ¢dziimiin herhangi bir sabit
saylyla carpilmasi da yine ¢oziimdiir. ikisi geometrik ve ikisi dinamik olmak iizere
dort sinir sart1 yardimiyla, hem ¢oziimiin formu, hem de ¢oziildiiglinde 6zdegerleri

verecek olan karakteristik (frekans) denklemi elde edilir [19].

2.1.1 Maxwell Soniim Modeline iliskin Bilgiler

Bu boliimde, Maxwell soniim modeline, kisaca Maxwell modeline iliskin 6zet
bilgiler verilecektir. Maxwell modeli Sekil 2.3’de gosterildigi gibi elastik yay ve
viskoz soniim elemaninin birbirine seri olarak baglanmasiyla elde edilmektedir. Yay

i¢in s6z konusu olan degerler o,, £, £ yani sirasiyla, yay elemaninda meydana gelen

gerilme, yay elemaninda olusan birim sekil degistirme ve Elastisite modiilidiir.

Soniim eleman1 igin ise, o.,£;.1 sirasiyla, sonim elemaninda meydana gelen

gerilme, soniim elemaninda olusan birim sekil degistirme ve visko-elastiklik

katsayisim gostermektedir.



Elastik yay ve soniim elemaninin birbirine paralel baglanmasi ile elde edilen modele
de Kelvin-Voigt modeli denildigi, bilinmektedir. Yay ve sOniim elemaninin
birbirlerine degisik sekillerde baglanmalariyla {ic parametreli model ve dort

parametreli model diye adlandirilan modeller de elde edilmektedir [20].

Burada,

o E
+— ’M\—O—{E

Sekil 2.3 : Maxwell modeli

seklindeki inceleyecegimiz modele tek yonlii eksenel gerilme & uygulandiginda,

yay ve viskoz damperin seri bagli olmasi sebebiyle, olusan toplam gerilme,

g:c;.'a:"'.

= ﬂ'._r_ = Gﬂ (2'1)

seklindedir. Bu ifade toplam gerilmenin, soniim elemanindaki gerilmeye, onun da
yay elemanindaki gerilmeye esit oldugunu ifade etmektedir. Tek yonlii eksenel

gerilme & uygulanmasi sonucunda olusan toplam birim sekil degistirme,

=z, +2, @2

Lro plam
seklindedir. Bu ifade toplam birim sekil degistirmenin, soniim elemanindaki birim
sekil degistirme ile yay elemanindaki birim sekil degistirmenin toplamina egit

oldugunu ifade etmektedir.

2.1.2 Gerilme(o)-Toplam Birim Sekil Degistirme( = )-Zaman(t) Bagintisi

Bu boliimde, soniim bakimindan Maxwell visko-elastik modeline uyan kisaca,
Maxwell ¢ubugu diye isimlendirilen, Bernoulli-Euler cubugu i¢in gerilme(«)-toplam
birim sekil degistirme(s)-zaman(t) bagintis1 elde edilecektir. Burada visko-elastik
davranis1 ifade ederken, yay elemam icin eksenel o gerilmesi altinda elastik kati
davranmisim agiklayan Hooke kanunu ve viskoz damper icin eksenel & gerilmesi
altinda viskoz siv1 davramisimi agiklayan Newton akis kanunu g6z Oniine alinmastir.

Hooke kanunu sembolik olarak,

o =g, = Ee, (2.3)



seklinde gosterilir. Bu ifadede gerilme-sekil degisimi sabit bir katsayr olan Elastisite

modiilii ile orantili olarak degismektedir. Newton akis kanunu sembolik olarak,

O = 0, = A&, 24

seklinde gosterilir. Yukarida gosterilen gerilme, sabit bir katsayr olan visko-elastiklik
katsayisi ile orantili olarak degismektedir.

Gerilme(o)-toplam  birim  sekil degistirme(s)-zaman(t) bagmtisinin  elde
edilmesinde kolaylik saglamasi bakimindan oncelikle (2.2)’deki toplam birim sekil
degistirmeyi gosteren denklemin zamana gore tiirevi,

é:‘o;:::."i = E T én‘ (2.5)
seklinde alinr.

Ikinci adim olarak, (2.1) ifadesindeki soniim ve yay elemanlarindaki gerilme ile
toplam gerilmenin esit oldugu gz Oniine alinarak, yay elemaninin birim sekil
degistirmesi, (2.3)’deki Hooke kanunu denkleminden ¢ekilerek ve soniim
elemanindaki birim sekil degistirme hizi, (2.4) Newton akis kanunu denkleminden

cekilerek, (2.5) nolu denklemde yerlerine yerlestirilmeleri suretiyle,

m o

Eto =

plam

Ao

(2.6)

ifadesi elde edilir. Burada,

2.7)

r=

LU -]

seklinde yeni bir notasyon kullanilacak olursa, (2.2)’deki toplam birim sekil
degistirme denklemi i¢in (2.6)’dan,

T + 0 = @&, p10m 2.8)

seklinde, gerilme (o)-toplam birim sekil degistirme (s)-zaman(t) bagintis1 elde
edilmis olur. Bu bagintida gecen parametreler,

rr: Visko-elastiklik katsayisini,
E: Elastisite modiiliinii,
r: Visko-elastiklik katsayisinin Elastisite modiiliine oramini,

£: Birim sekil degistirmeyi ifade etmektedir.



Yukarida deginilen birim sekil degistirme (£ ) ifadesi matematiksel olarak,

£=zK + 2, (2.9)
seklinde gosterilir. Bu ifadede,

£5: Cubugun merkezindeki birim sekil degistirmeyi,

z: Merkezle elyaf arasindaki mesafeyi,

8% wix.t)

K=—= Kirigin tarafsiz eksenin egriligini gostermektedirler [20].

2.1.3 Egilme momenti(M)-Diizlem Disi Yer Degistirme(w(x,t))-Zaman(t)
Bagintis1

Bu boliimde, sonugta ulasilmasi hedeflenen diizlem disi1 yer degistirme-zaman
bagintisina gegilebilmesi i¢in, (2.8) denklemindeki her bir terim zdA ile carpilip A

alaninda integrali alininca,
JI; rozdA + J:; ozdA = L. aszdA (2.10)

denklemi elde edilir.

Burada egilme momenti i¢in,
M(x,t) = L ozdA (2.11)

oldugu Stevens’dan [20] gbz Oniine alinarak ve denklemin sag tarafindaki birim sekil

degistirme i¢in, (2.9) denkleminden de yararlanilirsa,

[, 70zdA + [ ozdA= [ aézdA (2.12)

T T

M(x,t)  M(xt) dﬁfﬁﬁ+ﬁjzmj

A A

elde edilir. Burada,

[ zdd =0, (2.13)

dir. Bunun sebebi, cubuk kesiti simetrik oldugundan dolayr ¢ubuk ekseninin,

cubugun kiitle merkezinden gecmesidir. Dolayisiyla, eksenin altindaki alan ile

istiindeki alanin esittir. Diger bir ifadeyle ¢ubuk kesiti i¢in, herhangi bir z mesafesi



ile dA diferansiyel alanin ¢arpilip tiim alan boyunca integre edilmesi neticesinde sifir
sonucu elde edilir. Ikinci olarak, alan elemaninin kesit atalet momenti diye

isimlendirilen,

1= z%dA (2.14)

ifadesi, (2.12) denkleminde yerlerine konup diizenlenirse,
tM(x,t) + M(x,t) = alK = alw” (2.15)
elde edilir.

Yukarida elde edilmis olan (2.15) numarali denklem, bir diizenleme yapilmasi

amaciyla t’ya boliiniirse,

M(x,6) + 120 = 2K _av (2.16)

elde edilir.

Yukaridaki denklem, (2.7) numaral bagintidaki t icindeki parametreler géz Oniine
alinarak tekrar diizenlenirse,

Mixzt)

M(x,t) + = EIw" (2.17)

elde edilmis olur.

Elde edilmis olan bu ifade, egilme momenti(M)-diizlem dis1 yer degistirme(w {x, t})-

zaman(t) bagintisidir. Bu baginti, Karl Kent Stevens’daki [20] Maxwell eleman1 i¢in

(7) numarayla ifade edilmis olan bagntiyla aynidir.

2.1.4 Diizlem Dis1 Yer Degistirme (w(x, t))-Zaman(t) Bagintisi

Bu béliimde, hareket denkleminin elde edilmesi i¢in, (2.17)’deki bagintidan egilme
momentinin yok edilmesi gerekmektedir. Bunun icin birinci adimda, ¢ubugun bir x
kesitindeki egilme momenti elde edilecektir. Ikinci adimda, elde edilen bu egilme

momenti ifadesi (2.17) denkleminde yerine konulacaktir.

Doénen Bernoulli-Euler ¢ubugunun herhangi bir x kesitindeki egilme momenti
ifadesini elde edebilmek icin, cubuk boyu dogrultusu (x) ve diizlem dis1 yer
degistirme (w) yonlerindeki atalet kuvvetleri ve bir eleman iizerinde, pozitif kabul

edilen yonler,

10



w M M+

L —| T

Sekil 2.4 : Donen visko-elastik ¢ubuktaki atalet kuvvetleri

seklinde gosterilmistir.

Yukaridaki ¢ubugun bir x kesitindeki egilme momenti, atalet kuvvetlerinin

yonlerinin dikkate alinmasiyla,

M(x,t) =

— _l':(cf — x)mw(E, t) dE — fj [w(&t) — w(x, )]mEQ dé — ML O [w(L,t) —
w(x,t)] — (L —x)Mw(L,1) (2.18)
seklinde elde edilir.

Buradaki egilme momenti ifadesini elde etmek i¢in kabul edilen ¢ubuk modeli,
Bernoulli-Euler ¢ubuk modelidir. Diger bir ifadeyle, donme ataleti ve kayma sekil
degistirmesi ihmal edilmistir. U¢ kisminda bulunan M kiitlesi ise maddesel nokta
olarak diisiiniildiigiinden, bu kiitleden meydana gelecek olan donme ataleti de ihmal

edilmistir.

Burada,

m: Birim uzunlugun kiitlesini,

t: zamani,

&1 x ve L arasindaki herhangi bir noktayi,

d¢: x ve L arasindaki herhangi bir noktadaki diferansiyel elemanin genligini,

w(x, t): Diizlem dis1 yer degistirmenin miktarini,

wlx, t): Diizlem dis1 yer degistirmenin zamana gore ikinci mertebeden tiirevini, yani

ivmeyi simgelemektedir.

11



Yukarida elde edilen egilme momenti ifadesi daha sonra, (2.17) numarasi ile
gosterilen bagintisindaki egilme momenti ifadesinde yerine konularak bu ifade yok
edilecektir. Fakat ileride hesaplanacak sinir sartlarinin, burada elde edilecek olan
diizlem dist yer degistirme(w(x,t))-zaman(t) bagntisiyla uyumlu olabilmesi
durumu goz Oniine alininca, dncelikle (2.17)’deki bagintinin, ardindan elde edilen
(2.18)’deki egilme momentinin 0 ve L arasindaki herhangi bir yeri ifade eden x’e

gore iki kere tiirevi alinacaktir.

Son adimda ise, iki kere x’e gore tiirevi alinmis olan, ¢ubugun bir x kesitindeki
egilme momenti denklemi, yine iki kere x’e gore tiirevi alinmis egilme momenti(M)-

diizlem dig1 yer degistirme(w(x,t))-zaman(t) bagintisinda, yerine konulmasiyla,
hedeflenen diizlem dis1 yer degistirme-zaman bagintisi, yani hareket denklemi elde
edilecektir.

Simdi, yukarida sayilan adimlar sirayla gerceklestirilecektir.

Egilme momenti(M)-diizlem dis1 yer degistirme(w(x,t))-zaman(t) bagintis1 olan

(2.17y’nin x’e gore iki kere tiirevi alinirsa,

T

M (x8) + =5 = Elw 2.19)

ifadesi elde edilir.

Egilme momenti ifadesinin tiirevi alinirken yardimci olmasi icin, Fliigge 8-12’den

[21] yararlanilacaktir.

Burada bir F(y) fonksiyonu,

hly

()
)= [ f(x (2:20)
)

g\y
seklinde hem x’in hem de y’nin fonksiyonu olarak tanimlanmastir.

Bu ifadenin y’ ye gore tiirevi elde edilmek istendiginde,

dF " d dh
el Fle )22+ £ y) =

(2.21)
g(y) dy dy

islemlerinin yapilmasi1 gerekmektedir. Bilindigi lizere bu ifadeye Leibnitz kurali

denmektedir.

12



Egilme momentinin ifadesi olan (2.18) nolu ifadenin x’e gore birinci tiirevi, (2.21)

formiilii yardimiyla alinirsa,

M =D [ (—1)i(E, ) df — 0 = 1]

—[[fmE @ ~wi(xDlds — 0= 1 |+MLO WI( ) + M (L) (2.22)

- v
;W

5 5 1L A
—m0?w!(x, 1) f £dé = —mO*w!(x 1) E[L‘ —x%) — e

x

elde edilir.

Elde edilen yukaridaki ifadenin Onceki sayfada agiklandigi gibi, tekrar x’e gore

turevi alinirsa,

MY = —[(—Dm(—1)(x,1)] + [“ (L? —xH)w'(xt) 4 MLO*w (1) (2.23)

-

elde edilir. Elde edilen yukaridaki (2.23) numaral ifade egilme momentinin x’e gore

ikinci mertebeden tiirevidir.

Bu ifade diizenlenirse,

MY = —mi(x,t) + “TO_ [(L? — x)wi(xt)]) +MLO W (x,t) (2.24)
ifadesi elde edilir.

Simdi de elde edilen bu denklemin zamana gore birinci tiirevi alinirsa,

MT = —miw(x,t) + i [(L2 — xD)wi(x, )] +MLO W (x,t) (2.25)

elde edilmis olur.

Burada, (2.24) numaral ifade ve (2.25) numaral ifade, (2.19) numaral iki kere x’e

gore tiirevi alinmig olan Egilme momenti(M)-Diizlem dis1 yer degistirme(w(x, £))-

Zaman(t) bagintisinda yerine konunca,
—miw(x, £) + 25 [(1F — x)w! ()] +MLO W (x,t) + : (—mﬁ'fx,r} -

"2 — x?)w G, O] 4 ML WI(,8) ) — ElwY (x,8) = 0 (226)

elde edilir.

13



Burada bir ka¢ diizenleme yapilacaktir. Oncelikle ikinci terimin parantez icindeki
ifadesi icin,
a=[(L* — x )wl(x0)]" = [-2xw!(xt) + (L2 — x))wi(x1)] =

= —2xwh(xt) + (L — xH)w(x1) (2.27)

seklinde bir a notasyonu tanimlanip, bir diizenleme yapilmistir ve ardindan iigiincii
terimin ikinci kismi i¢in de,

b= [ — x*)w'(x1)]" = —2xw!(x1) + (L7 —x)w' (x,1) (2.28)
seklinde bir b notasyonu tanimlanarak diizenlenmistir.

Diizenlenmis a ve b ifadeleri, (2.26) bagintisinda yerlerine yazilinca,

—mit(x, £) — T [2xw! (x,8) — (L2 — x2)wi (x, O]+ MLO W (x,1) +
%(—mﬁr'(x. t) — an_ [2xw1 (x,t) — (L2 —x)w" (x,t) —MLO W (‘{ﬂ]) —

Elw™V (xt) =0 (2.29)
bagintisina gelinir.

Elde edilen (2.29) nolu bagmti, oncelikle mertebe sirasina gore tekrar diizenlenip,

ardindan -1 ile ¢arpilip, agilarak diizenlendiginde,

m0F

-

Elw'™ (x,t) + mw(x,t) — [ (L* —x:jv.-'-d’Lﬂ:] wi(x,t) + i 2xw’ (x,t) +

w(xt) + T 2aw(x1) — 2 (L - x)wh (50— X2 wi(x,0) = 0
(2.30)
bagintisi elde edilmis olur.

Son olarak, mertebe sirasma gore diizenlenmis olan bu baginti, O parantezine de

alinca, Diizlem dis1 yer degistirme(w(x, t))-Zaman(t) bagintisi,

Elw™ (x,t) + mié(x, t) — Q7 |Z (L2 —x?) + ML] wi(x,t) + S (x,t) +
s 1 [m ) s 5. ML . mflzl‘: (2.31)
mO xw! (x,t) — O [;(L' —x7) TT] wi (x,t) *fw]{_\:,r) =L

seklinde elde edilmis olur.

Diger bir ifade ile tanimlamak gerekirse, elde edilmis olan bu kismi tiirevli
diferansiyel denklem, Sekil 2.4’de gosterilmis olan c¢ubuk sisteminin hareket

denklemidir.
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2.1.5 Simir Sartlar:

Bu béliimde ¢ubugun sinir sartlarina yer verilecektir. Uzerinde ¢alisilan donen visko-
elastik ¢ubuk modelinin yer degistirme ve egime iliskin olarak, geometrik
sartlarindan kaynaklanan iki tane geometrik sinir sarti vardir. Bilindigi lizere,
geometrik sinir sartlarinin problemin gerektirdigi sinir sart1 sayisini saglayamadigi
hallerde eksik kalan smir sartlarinin, moment ve diizlem dis1 yondeki kuvvetin
dengesine, yani kesme kuvvetine iliskin sartlarla saglanmasi sz konusudur. Bu sinir

sartlarina, dinamik sinir sartlar1 denmektedir [19].

x=0 noktasindaki geometrik sinir sartlar1 yer degistirme ve egim sirasiyla,

w(0,t) =0, (2.32)
wi(0,t) =0 2.33)
seklindedir.

x=L noktasindaki dinamik sinir sartlari, egilme momenti ve diizlem dis1 yer

degistirme yoniindeki kuvveti yani, kesme kuvveti sirasiyla,

Eiw'-(L,t) =0, (2.34)
M [ﬁ!’(L.t} +%ﬁ~f1,r}] — EIw"(L,t) + MLQ® |w! (L, t) + %wf{L.r} =0 (2.35)

dir. Egilme momentini temsil eden sinir sartinda, diizlem dis1 yer degistirmenin iki
defa x’e gore ve bir defa da zamana gore tiirevi vardir. Bu denklemdeki zamana gore

tiirev visko-elastiklikten kaynaklanmaktadir.

Yukarida verilen (2.34) ve (2.35) numarali denklemlerdeki dinamik sinir sartlarinin
elde edilmesi EK A.1’de gosterilmistir.

2.1.6 Simir Deger Problemi ve Coziimii

Sistemin hareket denklemi olan (2.31), geometrik sinir sartlarini ifade eden (2.32),
(2.33) ifadeleri ve dinamik sinir sartlarini ifade eden (2.34), (2.35) ifadeleri ile

birlikte, bir sinir deger problemini olusturur.

Bu sinir deger problemini ¢ozebilmek iizere, problemi bir 6z deger problemine

doniistirmek gerekmektedir. Bunun i¢in de,

w(x, t) = W(x)e™ (2.36)
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seklinde biri yalmizca konumun, digeri de yalmizca zamanin fonksiyonu olan iki
fonksiyonun carpimi seklinde bir ¢oziim kabulii yapilacaktir. Bilindigi lizere buna

degiskenlerin ayrigmasi metodu denmektedir.

Yukaridaki (2.36) numaral ¢6ziim kabulii ifadesini asagidaki,

Elw™ (x,t) + miv(x,t) — Q° [mT(L: —-x3)+ ML] wi(x,t) + S (x,t) +
’ : (2.31)

m ¥

mO* xw! (x,t) — ©° [% (L* —x%) + t—i] wh (x,1) +- 'r':x wi(x,t) =0

dizlem digt yer degistirme(w(x,t))-zaman(t) bagntisinda, yani hareket

denkleminde yerine konulup, gerekli diizenlemeler yapilinca,

EDW™Y (x) + miW(x) — Q% [— (L2 —x) + ML] W (x) + 212w (x) + 03
mow! (x) - Q° [%{L: —x%) + %] WE(x)+mQ2awi(z) =0

ifadesi elde edilir.

Elde edilen (2.37) denklemindeki birinci terimin Oniindeki katsayr kaldirmak
maksadiyla denklem, EIX’ ya boliindiigii takdirde,

W () - 27 {[22 - x2) + e + 22 2 - ) + 2wt ()

m&x
EI

1 o mi* .
h*ﬂwﬁy-gﬁ+ﬂwm=n (2.38)
elde edilmis olur. Elde edilen bu denklem, ulasilmak istenen 6z deger probleminin
diferansiyel denklemidir.

Coziim kabulii olan (2.36) ifadesi, (2.32), (2.33) geometrik sinir sartlarinda yerine
konuldugu takdirde,

w(0) = 0, (2.39)
wi(o)=ao (2.40)
ifadeleri elde edilir.

Yapilan ¢6ziim kabulii (2.34) , (2.35) dinamik sartlarinda da yerine konuldugu
takdirde,

ERAwWi(L)=0 (2.41)

ifadesi elde edilir.
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Elde edilen bu (241) nolu ifade El#’ya  boliindiigii  takdirde,
WL} =0 2.42)
ifadesi egilme momenti i¢in elde edilir.

Ayn1 sekilde son sinir sart1 olan kesme kuvveti icin, yapilan ¢dziim kabulii yerine

kondugu takdirde,
M [13w (L) ——%}.:H’(L]] _ AEIWT (L) + MLQ? [mf"{:.) + %wf(m] =0 (2.43)
elde edilir.

Elde edilen bu (2.43) ifadesi, EI+’ya boliiniip diizenlenirse,

ML

W (L) - =

[1vﬁ]w-’m—%[1vﬁ]wm=o (2.44)

bulunur.

Yukarida (2.38) nolu zamandan bagimsiz oldugundan dolayr hareket denklemi degil
diferansiyel denklem olarak isimlendirilmektedir. Iste bu diferansiyel denklem,
(2.39), (2.40) geometrik ve (2.42) ve (2.44) dinamik sinir sartlar1 homojen olup 4

parametresine baglidir. Bunlar birlikte, bir 6zdeger problemini teskil eder. Burada A

degerleri, aranan soniimlii titresim karakteristikleri, yani 6z degerlerdir.

2.1.7 Oz Deger Probleminin Diferansiyel Denklemi ve Smir Sartlarmin

Boyutsuzlastirilmasi

Problemin bu asamasinda ilerideki ¢6ziim islemlerinde kolaylik saglamasi igin
boyutsuzlagtirma islemine gidilmistir. Bunun icin, konum koordinat1 X, cubuk

boyuna, yani L’ ye oranlanmasi suretiyle,

x=-

L (2.45)
elde edilir.

Yer degistirme genlik fonksiyonu W(x), cubuk boyuna, yani L’ye oranlanmasi

suretiyle,

p— W

W= ? (2.46)

elde edilmis olur.
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Boyutsuzlagtirma ¢dziim kabulii olan ifade diizenlenirse,

w=wL (2.47)
ifadesine gelinir.

Yukarida elde edilen ifadenin x’e gore tiirevi boyutsuz olarak,

dWw dw
—_— = (2.48)
dx dx

seklinde elde edilir.

Oz Deger Probleminin diferansiyel denkleminde bulunan yer degistirme genlik
fonksiyonunun ikinci, {i¢iincii ve dordiincii dereceden mertebeden tiirevleri

yukaridaki boyutsuzlastirma iglemleri goz 6niine alindig1 takdirde,

dw 1 d>w

daZ - L d_fz’ (2.49)
d*w 14w
dx?® 17 d@® (2.50)
d*w 1 4*W

=— (2.51)

dx* L2 dx*
seklinde elde edilir.
Yukarida tanimlanan (2.45), (2.48), (2.49), (2.50), (2.51) boyutsuz parametreleri,

(2.38) numarali diferansiyel denkleminde yerine konulmasi neticesinde,

boyutsuzlastirilmis olarak ifade edilecek olan hareketin diferansiyel denklemi,

L—lzu W (ﬂ—— {|£{1—x )+ w,]+}[£f —x° %% }%ﬁ'ﬂ (%)

,:ﬂ‘-"-'x

[1+—]m {x}+—[1+—]ﬁ,n () =0 (2.52)

seklinde elde edilir. Burada diizenleme yapmak igin, (2.52) denklemi L' ile

carpilirsa,

oo QLY ([m1E 1fml® o ML])
W {_!{:}—E 5 (1—%)+ ML "': ?{_l—.\}TT W (%)

+ 2w

—] W(E) =0 (2.53)
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ifadesi elde edilir. Konum kordinati ve genlik fonksiyonuna gore boyutsuzlastirilmis
olan bu (2.53) ifadesi, (2.38) numaras: ile gosterilen denklemin katsayilar haric

boyutsuzlagtirilmig halinin ifadesidir.

Bundan sonra geriye (2.53) denkleminin ilgili katsayilarinin boyutsuzlastirilmasi
kalmaktadir.

Ikinci terimin birinci katsayis,

0°L’ml*  0°ml* 0 107 @
El 2 2El  2El/mL* 2w, 2

2.59)
seklinde boyutsuzlastirilmis olur.
Ikinci terimin ikinci kismindan gelen katsayz,

0312 mL . M mL? . .
—ML—=0"— = 0oy, — = Dlay,
E]. mL mL E] ) U'JE_ ) (2 55)

olarak boyutsuzlagtirilir.
Ugiincu terimin birinci kisminda bulunan katsayz,

L mL*  0°mL* 0’ I
El 2tA 2EIltA  (2EI/mL*)(Aa/E) 2ali/mL*w,’

ﬁ:
2d2 (2.56)

seklinde boyutsuzlastirilmis olur.

Burada d ve 1,

al /L?

mLew,

d= 2.57)

Wao (2.58)
seklindedir.
Uciincii terimin ikinci katsayisi,

OPLPMLmL  0°ml* M 1 Dlay

El tAmL  El mLA«/E  di (2.59)

seklinde boyutsuzlagtirilir.
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Dordiincii terimin birinci kisminda bulunan katsayz,

0%mL* n? .
— — n-—

El El/mL* (2.60)

olarak boyutsuzlastirilmis olur.
Dordiincii terimin ikinci kismindan gelen katsayi,

0 mL* 1 B 0 1 0
El tA EI/mL*ia/E dJ (2.61)

seklinde boyutsuzlagtirilir.
Besinci terimin birinci kisminda yer alan katsayi,

mAL* mL*3? Az .
l — —

= = = A
El El El/mL* (2.62)

seklinde boyutsuzlagtirilmis olur.
Besinci terimin ikinci kisminda bulunan katsayi,

mAL* 1 _ mAiL® 1 B mAL* 12 B l:_.f"mc_:

El t El o/E 1 ai ai/mlfaw,”

B
¥
[| =i

j=H
S
=M
=

(2.63)
seklinde boyutsuzlastirilir.
Bu boyutsuz biiyiikliikler, (2.53) diferansiyel denkleminde yerlerine konunca, 6z

deger probleminin nihai diferansiyel denklemi,

W (%) — [’1— (1-%7)+ 070y + _% (1-%%)+ %:_'13{] W (%) +

=7_ 02|~y . T2 1] —
[ﬂ.-+—]W’ )+ [1+=|WE=0
- 1+ (2.64)
seklini alir.
Son bir diizenleme daha yapilirsa bu denklem,
WY R -0 [(a-)+ ) (1+5) |7 @+ 05 (14 £) W ®
e [1 + Eé] W(E) =0 (2.65)

seklinde elde edilir. Elde edilen bu ifade, (2.38) numarali 6z deger probleminin

diferansiyel denkleminin boyutsuzlastirilmig ifadesidir.
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Simdi ise probleme ait olan sinir sartlari, boyutsuz biiyiikliikler cinsinden

yazilacaktir.

[k olarak yer degistirmeden kaynaklanan ve geometrik simr sart1 olan, birinci smir

sart1 boyutsuzlastirilirsa,
wio)=0 (2.66)
seklinde boyutsuzlastirilmig sinir sart1 elde edilir.

Aym sekilde, ikinci geometrik sinir sarti olan, eg§imden kaynaklanan sinir sarti

boyutsuzlastirilirsa,
wi0)=0 (2.67)
olarak elde edilir.

Dinamik sinir sarti olan ve egilme momentinden kaynaklanan smir sarti

boyutsuzlastirilirsa,

W1 =0 (2.68)
seklinde elde edilir.

Son olarak, dinamik sinir sart1 olan ve kesme kuvvetinden kaynaklanan doérdiincii

sinir sartt boyutsuzlastirilirsa,

MLO? MLO MA

wi1) —

2 L L_
W) ——— W)~ ~W(1) =0

1 _
—..i‘l””{lj —
L- AEIT 1 Elr (2.69)

ifadesi elde edilir.

Bu smir sartinda bir diizenleme yapilacaktir. Bunun igin, (2.69) denklemi L’ ile
carpilarak,

_ o MIP0F _ MLA0? _ MARL3 _ MAL? _
W (1) = —— W(1) = ——W'(1) - W(1)———W(1) =0
W) -— (1) = =5~ WD) (1) =W

2.70)
sekline getirilmistir.

Yukaridaki (2.70) denkleminin katsayilar1 icin boyutsuzlastirma islemine gidilirse,
ikinci katsayz,

MIBQ? MPQImL_mBM o,
El Bl mL El mL 7 @2.71)

seklinde boyutsuzlastirilmis olur.
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Uciincii katsayz,

MLPQ?  MLQEmL _mL*0* M 0°

AElt ~ AElt mL_ Eliz mL_ ‘™3 2.72)

olarak boyutsuzlagtirilmig olarak elde edilir.
Dordiincii katsay1 boyutsuzlastirildigr takdirde,

MALE  MA*LPmL mL*2* M

El B mi= B mL> Ot (2.73)
elde edilmis olur.
Besinci katsayi ise,
MALS _MALmL _mL*AM _ . 2
Elt Elt mL Elt mlL ™d 2.749)

seklinde boyutsuzlastirilmis olur.

Yukaridaki (2.71), (2.72), (2.73) ve (2.74) boyutsuz katsayilar1 (2.70)’de yerlerine

konunca,

)

S — = o _ S A
WH(1) — @, 02Wi1) — aﬂﬁW' (1) —a,A2W(l)—a,,==0
d

(2.75)

ifadesi elde edilir.
Burada da son bir diizenleme daha yapilmasiyla, dordiincii sinir sart1 nihayet,
WH(1) — @, 02 (1 + i) Wi(1) — a, 22 (1 + é) W(1) =0

dA voodA (2.76)
seklinde elde edilir.
Boylece, boyutsuz hale getirilmis olan 6z deger problemi,
WV (®) - 0° [(3(1 —%) +ay) (14 %)] W+ 0E(1+2) W
+3 [1 + né] W(E) =0 (2.65)
diferansiyel denkleminden ve
wi(0) =0, (2.66)
wi(n) =0, 2.67)
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wi1) = o, (2.68)

Y 1iidd = 1 — Ffa™ —a 1 —_—
WH(1) — 002 [ 1+ = | WI(1) — @ d? (1+=|W(1) = 0
7Y T (2.76)

seklindeki sinir sartlarindan olugsmaktadir.

Elde edilmis olan (2.65) diferansiyel denkleminin katsayilarinin, bagimsiz degisken
X nin fonksiyonlar1 oldugu goriilmektedir. Bu denklem, degisken W(}) degerleri
icin sabit katsayill olmayip degisken katsayilidir.Iste bu degisken katsayili bir

diferansiyel denklem ve ilgili sinir sartlarindan olusan bu 6z deger probleminin

¢Oziimii i¢in, bundan sonra Frobenius Seri Coziimii yonteminden yararlanilacaktir.

2.1.8 Frobenius Seri Coziimii

Donen visko-elastik Bernoulli-Euler ¢ubugunun Maxwell modeli kullanilarak
boyutsuzlagtirilmis diferansiyel denklem ve boyutsuzlastirilmis sinir sartlari elde
edildi. Burada boyutsuzlastirilmis hareket denklemine dikkat edilirse katsayilarinin,

boyutsuz konum parametreleri ' nin fonksiyonu oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

Frobenius seri ¢oziimil uygulanarak ¢oziime gidilir.
Bilindigi iizere Frobenius seri ¢oziimil yontemi i¢in ¢dziim kabulii,
W(x) = Z C,x"

n=0 2.77)
seklindedir.

Burada C,’ler bilinmeyen katsayillar ve i ise boyutsuz konum parametresidir.

Yukarida elde edilmis olan (2.65) boyutsuzlastirilmis denkleminde kullanilmak
izere, (2.77) ¢oziim kabulii ifadelerinin degisik mertebelerden tiirevleri teskil

edilecektir.
Bu tiirev ifadelerinin sirasiyla,
wWi(z) = Z nC,x""1

=t (2.78)

oo

WH(E) = Z n(n — 1)C, 72 (2.79)

n=2
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WHI(E) = Z nln — 1)(n — 2)C,x""3 (2.80)
n=3

==

WV (@) = Z nln — 1)(n — 2) (n — 3)C, &4 2.81)

n=4
seklinde oldugu gosterilebilir.

Simdi ilerideki ¢oziim safhalarinda kolaylik saglamast i¢in son bir boyutsuzlastirma

islemi daha yapilacaktir.

Bu islem icin Frobenius seri ¢oziimiiyle ¢oziilecek olan diferansiyel denklem (2.65),

asagida,
WY@ -8 [Fa-) o) (1+5)| W @+ 07 (1+ ) W @
+77 [1 + %] W@ =0 (2.65)

seklinde tekrar edilmistir.

Yukaridaki denklemde,
n- 1
=T+
2 di 2.82)
. 1
b=A (1 T ;)
di 2.83)

seklinde a ve b diye, , aranilan 6z degerleri iclerinde barindiran, iki yeni notasyon
tanimlamasi yapilmistir, bunlar (2.65) denkleminde yerlerine yazilirsa, bu denklemin

diizenlenmis hali,

WY (%) —al(1— 7)) + 2a, WY (%) + 2axW'(2) + PW(X) =0 (2.84)
seklini alir.

Frobenius seri ¢oziimiine gidilirken, oncelikle (2.77) ¢6ziim kabulii ve (2.78), (2.79),

(2.80) ve (2.81)’de elde edilmis olan bu ¢6ziim kabuliiniin tiirevleri, (2.84) numarali

bagimsiz x parametresine bagli olan degisken katsayili denklemde yerine

konulacaktir.

Bu yapildig: takdirde ¢6ziim isleminin ilk adiminda,
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(==} (==

Y nn= D= Da-DGE —a ) aln- D6,

n=4 n=2

{= =}

—Zarwan[n— 1)C, %" 2 + ax?® Zﬂ,[ﬂ,— 1)e, x™ 2
=z (2.85)

—rZaxZ'an —'—bZC_”—

ifadesi elde edilir.

Ikinci adimda ise (2.85) ifadesindeki biitiin terimlerdeki X carpanmn iislerini, x"

seklinde,

Z(n +4)(n +3)(n+ D(n+1)C,, B — az (e 2 ),
n=>0o B n=0 N (2_86)
— 2aay, Z(n +2)(n+1)C, X" + a‘,z n(n—1)C,x"

n=0 n=12

—'—erZan —l—bZC xTEi—

yukaridaki gibi esit hale getirilmeye ¢aligilir.
Sonraki adimda ise €, ve C; bilinmeyen katsayilarmi ve bilinmeyen C,

katsayilarin1 bulmak i¢in gerekli genel formu, yukaridaki (2.86) ifadesinin biitiin
terimlerindeki toplam isaretlerinin baslangic terimleri n=2"den baglayarak a¢gmak

suretiyle,

24C, + 120C.% +Z ke B 1 S e IR A By 8 B — B
n=2

- az (n+ 2)(n+ 1)C,  F" — 4aa,C, — 12aa,,C.X

(2.87)
— Zaawi(n +2)(n+ 1)C, 2" + a‘,z n{n —1)}C, x" + 2aC,x
-I-EaZnC X —rbC,}—LbCix—rsz X" =

n=2

ifadesine gelinir.
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Yukaridaki (2.87) numaral denklemdeki terimler x’in mertebesine gore parantezlere

almarak diizenleme yapilirsa C, ve C: i¢in,

C.= 20(1 + Qe )Cs — b,
) . J (2.88)
_ Eﬂ{_l + jﬂll'f}C3 - {_2& + bjfi

° 120 (2.89)

C

ifadeleri elde edilir.
Yine (2.87)’den C, katsayilar1igin genel form ise,

- all + 2ay)in+2)(n+1)C, 7 — (an(n + 1) + B)C,, ) )
mEs m+4)n+3Nn+2Dn+1) ' ' T (2.90)

seklinde elde edilir.

Yukaridaki genel form ifadesinde C,’ler bilinmeyen ve bulunmak istenen katsayilari
gostermektedirler ve bu katsayillar elde edilmis olan genel form ifadesinden

yararlanilarak bulunurlar.

Sinir sartlar1 i¢in (2.77)’deki Frobenius seri ¢6ziim kabuliiniin ifadesinden acilmis

bir sekilde yazilmis ifadesi,

W(x) = Z CoX=Cp+ CiE+ X2+ Cx3 4+ O3+ Cox5+ C5% 4 -

E=l (2.91)
seklindedir.
Burada ilk olarak, bu ¢oziim kabulii sirasiyla yer degistirme ve egimi ifade eden
birinci ve ikinci geometrik sinir sartlarinda yerine yazilirsa,
W) =Cy=0, 2.92)
wio)=c, =0 (2.93)
elde edilmis olur.
Yukarida elde edilen C,ve C;katsayilari, ikinci adimda ¢oziim kabuliiniin agik

formunda yerine yazilinca,

I"F{.'E] = lf_-:i': + Cg.'EE + C‘-iﬂ; + cs.fi + C‘E_{-E + e (2.94)

ifadesine gelinir.
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Bilinmeyen katsayilarin (C,,), genel formunun verildigi (2.90) denklemine bakilirsa,
biitlin C,, katsayilarmin C,ve C; ‘e bagh oldugu goriiliir. O halde, (2.94) denklemi

C, ve C5‘e gore diizenlenirse,
W(%) = Cou; + Cauz (2.95)

formu elde edilir. Elde edilen bu formun i¢indeki u- ve 13 ifadeleri,

u.(%) =%+ Ea:_l + ey )X + ﬁ{—én +a (14 2ay)* — B)EC + - (2.96)

, .1 s, 1 . 2 2 _p)x7
us(%) = B3+ Zoe+ 2a,)%5 + a0 (~12a+ a*(1+ 2apy)* —b)x7 + - (2.97)

seklindedir.

Simdi bu ¢oziim kabulii dinamik smir sartlar1 olarak isimlendirilen iiglincii ve
dordiincii sinir sartlarindaki boyutsuz yer degistirmenin, genlik fonksiyonunun degeri
olan W(1) parametresine uygulanirsa,

we HT} = C;H 'r'r: + (5 1!”3 =0 (2.98)
elde edilir. Yukaridaki denklem egilme momentine iliskin sinir sartlarindan elde
edilmis olur.

Ayni1 iglem dordiincii sinir sart1 i¢in uygulanirsa,

C:L[!”: + Ea llu'rs - zﬂﬂ'”’ I.’E: lJ.'r: + CE u'lsj - ﬂ"l_f:'l.l‘l‘:czu: + EE usj =0 (2 99)
elde edilir. Elde edilen (2.99) denklemi, kesme kuvvetine iligskin sinir sartindan elde
edilmis olur.

Uciincii ve dordiincii sinir sartlarinin (2.98) ve (2.99)’deki degerlerine bakilirsa, C - ve

C, bilinmeyen parametrelerinin u, ve u, tiirevlerine bagh olduklar: goriiliir.

Bilinmeyen C; ve C3 katsayilarinin bulunmasi i¢in (2.98) ve (2.99)’da elde edilmis

olan iki homojen denklemden,

o "
w4 2aayu’; —aybu; w4 2aayu’s —aybugllCs) (2.100)

elde edilir. Burada esitligin saginda kalin olarak gosterilen sifir, 2x1 boyutunda bir
siitun vektordiir. Bu matris ifadesinin bayagi olmayan ¢oziimler verebilmesi icin

katsayilar determinantinin sifir olmasi gerekmektedir.
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O halde, elde edilen bu matris formunun katsayilar determinant1 alininca nihayet,

ull « (Wl - 2aa,0f — a,bu)—ull « (W - 2aa,4) — a,bu,) =0 (2.101)
elde edilir. Elde edilen bu denkleme Maxwell cubugunun karakteristik (frekans)
denklemi denir.

Birinci adimda, elde edilen karakteristik denklemin ¢6ziilmesi neticesinde,

kisaltilmis a ve b parametrelerinin icinde bulunan 4 soniimli 6z titresim
karakteristikleri, diger deyimle 6z degerleri, boyutsuz acisal hiz (£), boyutsuz soniim

orami (d), boyutsuz kiitle (&,,) parametrelerinin degerlerine bagli olarak elde edilir.

Ikinci adimda ise,

1. boyutsuz agisal hiz (£2),
2. boyutsuz soniim orani (d),
3. boyutsuz kiitle parametresi (&,,) in

degisik degerleri icin (2.101) denklemi sayisal olarak ¢oziilmek suretiyle, 4 6z

degerleri elde edilir. Elde edilen bu 6z degerler cizelgelerde verilmistir. Burada 6z
degerlerin bulunmas1 i¢in kullanilan program kodu, MATLAB programinda

yazilmistir ve bu kod EK A.2’de birinci sirada verilmistir.
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3. SONLU ELEMANLAR YONTEMIi (FEM) COZUMU

Doénen ve ucunda kiitle bulunan visko-elastik bir Bernoulli-Euler ¢ubugunun, diizlem
dis1 titresimlerinin incelenmesi temeline dayanan bu ¢aligmanin ikinci kisminda,
Sonlu FElemanlar Yontemi kullanilarak, Frobenius seri ¢oziimiinde elde edilen
degerlerin tekrar hesaplanmasi ve elde edilen bu 6z degerlerin, ilk 6z degerlerle olan

tutarliliklarinin incelenmesi s6z konusudur.

Burada ¢6ziim adimlarina baglamadan evvel, Sonlu Elemanlar Y6ntemi igin yapilmig
olan kabuller belirtilecektir. Sonlu Elemanlar Yontemiyle c¢oziime gidilirken
Maxwell soniim modeline uyan Bernoulli-Euler cubugu, tek boyutlu hareket edebilen
ve iki diigiim noktasindan olusan 100 tane eleman kullanilarak ayriklastirilacaktir.
Bu sonlu elemanlar, her bir diigiim noktalarinda iki serbestlik derecesine sahiptirler,

diger bir ifadeyle diizlem dis1 yer degistirme ve egim yapmaktadirlar.

Sonlu Elemanlar Yontemiyle coziime gidilirken ii¢ adim izlenecektir. Bunlar

sirastyla,
1. “Zayit” (Weak) Formun elde edilmesi,
2. Donen ankastre cubugun ayriklastirilmasi,

3. Global denklemin elde edilmesidir.

3.1 “Zayif”’ (Weak) Formun Elde Edilmesi

Kat1 cisim mekanigi problemlerinde zayif form, Virtiiel Isler Prensibiyle veya
hareketin diferansiyel denklemiyle olmak iizere iki sekilde elde edilir. Coziimiin bu
asamasinda, (2.31)’de

Elw™ (x,t) + mw(x,t) — Q° [2[1.3 —x)+ M’L]“-” (xt) + Zw(x,t) +
: ; (2.31)

mQ*xw’ (x,1) — Q° [; (L2 —x%) + ﬁ]w: (x,1) +— wi(x,t)=0

T

seklinde elde edilmis olan hareketin diferansiyel denklemi kullanilarak, zayif form

elde edilecektir.
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Zayif form, (2.31) denkleminin her bir teriminin agirlik fonksiyonu (weight function,
(W)) ile carpilarak, baslangi¢c noktasindan itibaren cubuk boyuna integre edilmesiyle
yani, 0’dan L’ ye integre edilmesiyle, elde edilir.

Yukaridaki (2.31) numarali hareketin diferansiyel denklemine gerekli islemler

uygulandigi takdirde zayif form,

S,y
[
=
m

E1w dx + [Lwmivdx — QF [[F@ T (12 — x)w” dx + [} ®MLw dx| +

L _m .. L_ , b=z oy b =ML g
ju wl—wdx + ju wmx wdx — Q [fn w;(L — x)widx + fc w—w ?d.‘f] +
L

j.::. W%w'rd.t = 3.1)

seklinde elde edilir. Bu zayif form ifadesi goriildiigi iizere yedi tane terimden

olusmaktadir. Birinci terim,
Jy WEITw™ dx (3.2)

seklinde elde edilmistir. Bu integral ifadesinin degerlendirilmesi i¢in, kismi integral

islemi uygulanacaktir. Bu igleme ait kural bir hatirlatma olmas1 bakimindan,

J udy = ur — J vdu
(3.2a)

seklinde integral icindeki ifade u ve dw diye iki ifadenin ¢arpimi seklinde ayrilirsa,
bu ifadeler esitligin sagindaki gibi yazilabilir. Simdi birinci terime geri doniiliirse,

yukaridaki (3.2) nolu ifadeden,
U= w 3.3)
dv = EIw™"dx (3.4)

seklinde u ve dv ifadeleri segilerek, kismi integral islemine gore sirasiyla tiirev ve

integralleri alinirsa,

du = w'dx 3.5
o = Elwi™ (3.6)
elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.2) ifadesinde yerlerine konuldugu takdirde,

[ wEIwW™ dx = WEIW™ |& — [ % Ew™ dx 3.7)

ifadesi elde edilir.
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Simdi isleme devam edilecektir. Bunun i¢in yukaridaki (3.7) ifadesinin sag kisimdaki
integral ifadesine tekrar bir kismi integral islemi uygulanacaktir. Bu islemin
yapilabilmesi i¢in (3.7)’den ,

u=w (3.8)

dv = Elw™dx (3.9)
seklinde u ve dv diye iki ifade segilerek, kismi integral islemi uygulandiginda,

du = w'dx 3.10)
v = Elw" 3.11)
ifadeleri bulunur.

Bu ifadeler (3.7)’de yerlerine kondugu takdirde,

k, = [ WEIW" dx = WEIW™ |5 — W EIw™ | + [T W EIw"dx (3.12)

elde edilir.

Yukarida verilen, (3.2) numarali ifadede, terimleri integraldan kurtarmak i¢in iki defa
kismi integral islemi uygulanmistir. Bu islemlerin uygulanmasi neticesinde, birinci
terimdeki yer degistirmenin dordiincli mertebeden x’e gore tiirevi, yer degistirme ve
agirlik fonksiyonu iizerinde esit bir bigimde yayilmistir, diger bir ifadeyle ikisi de

x’e gore, iki defa kismi tiireve sahip hale gelmistir.

Yukaridaki (3.12) numarah ifadeye bakildig: takdirde, iki defa kismi integral islemi
uygulandigindan dolayi, x=0 ve x=L smir noktalarinda ikiser tane sinir sartinin isin
icine girdigi goriilmektedir.

x=0 sifir sinir noktasinda egilme momenti ve kesme kuvveti sifir oldugundan dolayi,

yukaridaki (3.12) numarah denklemde, EIw® (0,t) ve EIw'™ (0,t) ifadeleri sifir

olacaktir.

x=L smir noktasindaki EIw® (L,t) ve Elw™ (L,t) ifadeleri ise, sirasiyla dinamik
sinir sartlarindan egilme momentini ve kesme kuvvetinden dogan ve (2.35)’de

verilmis olan dordiincii sinir sartinin ikinci terimini géstermektedirler.

Zayif formun ikinci terimi,

m; = ‘Ir; Fmibdy =m [~ Wibdx 3.13)
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seklindedir. Bu ifadede yer degistirmenin x’e gore tiirev bulunmamaktadir. Bu
sebepten dolay1, bu ifadeye kismi integral islemi uygulanmamis olup, sadece
diizenlenmistir.

Yukarida (3.1)’de verilen zayif form ifadesinin {igiincli teriminin birinci kismu,

m, = l’:’ W= (L7 — x)w dx (3.14)

seklinde elde edilmistir. Bu integral ifadesinin degerlendirilmesi i¢in, kismi integral

islemine bagvurulmustur.

Bu islemin uygulanmasi i¢in yukaridaki ifadeden,

— m .L: L2 —
U= 5 ( x)n (3.15)

IL

dv = w dx (3.16)
seklinde u ve dv olmak iizere iki tane degisken se¢ilip, kismi integral islemine gore

sirayla,

du = (E{.—Z.E]W—E['L: —.t':}LT"r}dr
2 2 (3.17)

v=w (3.18)

seklinde tiirev ve integralleri alinmistir. Elde edilen (3.17) ve (3.18) ifadeleri,

(3.14)’da verilen ifadede yerlerine konursa,
m, == (L — x)ww’ |5 — f: (7 (—2x)® + = (L7 — _1"‘_}1?") w' dx 3.19)
ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

my == (L —x)wwh[§ + ST mawwhodx — [F2 (17 — 2w wldx (3.20)

elde edilmis olur.

Yukaridaki ifadenin integralsiz kisminda, x=0 kondugu takdirde elde edilen deger,
egimi vermektedir. Bu sinir sartinda egim sifir oldugundan dolay1 elde edilecek olan

deger sifir olacaktir.

x=L smir noktasinda, L degeri yerine kondugu takdirde, (3.20) ifadesindeki
integralsiz terimin parantez i¢indeki degeri sifir olmasindan dolayi, sifir sonucu elde

edilecektir.
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Zayif formun iigiincii teriminin ikinci kisma,

M. = [T wMLw™ dx (3.21)
olarak elde edilmistir.

Yukarida c¢ubugun sag ucundaki ug¢ Kkiitle ile ilgili olan integral ifadesinin

degerlendirilmesi i¢in, kismi integral islemi uygulanacaktir.

Bu islemin uygulanmasi i¢in yukaridaki ifadeden,

u = MLw (3.22)
dv = w' dx (3.23)
seklinde u ve dv ifadeleri segilerek, kismi integral islemine tabi tutuldugunda,

du = MLw'dx (3.24)
v = w! (3.25)
ifadeleri elde edilir.

Elde edilen (3.24) ve (3.25) ifadeleri (3.21)’deki ifadede yerine konuldugu takdirde,
M, = MLEw' |5 = [F ML w' dx (3.26)
elde edilmis olur.

Boylece elde edilen ifadede, integral ifadesinin solundaki terime sifir degeri

konulmasiyla,
MLw(0)w’ (0) 3.27)

ifadesi elde edilmistir. x=0 noktasindaki sinir sartinda egim olmadigindan dolayi,

yukarida bulunan deger sifira esit olmustur.

x=L degeri konuldugunda ise, kesme kuvvetinden dogan ve (2.35)’de verilen

dordiincii sinir sartinin {iciincii teriminin birinci kismi elde edilmistir.

Zayif form ifadesinin dordiincii terimi,
my = [ WSdx = = [ wibdx (3.28)

seklinde elde edilmistir.
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Elde edilen bu ifade, (3.13) ifadesi gibi x’e gore tiireve sahip degildir. Dolayisiyla
kismi integral isleminin uygulanmasina gerek olmadigindan, sadece diizenleme

yapilmistir.
Yukarida (3.1)’de verilmis olan zayif formun besinci terimi,

my = f: wmx w! dx 3.29)

seklindedir. Bu integral ifadesinin degerlendirilmesi amaciyla, x’e gore tiireve sahip
diger terimlere uygulandigi gibi bu integral ifadesine de kismi integral islemi
uygulanmistir. Bunun i¢in,

U= mxw (3.30)
dv = whdx (3.31)
seklinde u ve dv ifadeleri se¢ilerek, kismi integral islemi gz Ontine alindiginda,

du = (mw +mxw’)dx (3.32)

v=w (3.33)
elde edilmis olur.

Secilen bu ifadeler yerlerine konursa,
m, = mxwwl|g — _]':',' (mw + mxw’ wdx (3.34)
ifadesi elde edilir.

Bu ifadede diizenleme yapilirsa,
m, = m.t'i‘ﬁ'ﬁ - j': mwwdx — j'; mxw wdx 3.35)
elde edilmis olur.

Yukarida elde edilmis olan ifadenin integralsiz kisminda, x=0 degeri yerine
konuldugu takdirde, x’in c¢arpan olarak bulunmasi sebebiyle, sifir degeri elde

edilecektir.

Yine yukarida bulunan (3.35) nolu ifadenin integrale sahip olmayan terimine, x=L
konmasiyla elde edilen ifade ne geometrik ne de dinamik smir sartindan
kaynaklanmaktadir. Elde edilen bu ifade, Sonlu Elemanlar Yontemi ¢Oziimiiniin

ticlincii agamasinda, Global matrisler elde edildikten sonra ilgili yere eklenecektir.
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Zayif formun altinci teriminin birinci kismi,

ms = [ ® (1 — x%)widx (3.36)

seklinde elde edilmistir.

Bu ifadede integral ifadesinin degerlendirilmesi i¢in, kismi integral islemi

uygulanmistir. Bu islemin uygulanmasi i¢in yukaridaki ifadeden,

u=—(L"—x)w
- ( )

3.37)

k §

dr = w'dx 3.38)

seklinde u ve dv ifadeleri secilerek, kismi integral isleminde gz Oniinde

bulundurulursa,

m mo N
! = — [ —Pv Y + — & artYond .
au (Zr( 2x)w ZT{L a7 )w )d’.t

3.39)
v=w (3.40)
elde edilir.
Elde edilen (3.39) ve (3.40) ifadeleri (3.36)’deki ifadede yerine konulmasiyla
m; = ;—T (L* — x%)ww!]] — f: {% (—2x)w+ :1_ (L* — x%)w } w!dx (3.41)
ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifade diizenlenirse,
mg =2 (L7 —x¥)@w'[§ + [; Tww'dx — [ T (L7 - x?) @ w'dx (3.42)
elde edilmis olur.
Yukaridaki ifadede, birinci terime x=0 degeri kondugunda,
; (L? — x*)w(0)w'(0) 3.43)

ifadesi elde edilir.

Burada x=0 geometrik sinir sart1 olan egimi gostermektedir ve modelin x=0 sinir

noktasinda egim olmadigindan dolayi, elde edilen bu ifade sifira esittir.

x=L sinir noktasinda, L. degeri yerine kondugu takdirde, (3.43) ifadesinin parantez

icindeki kismi sifir oldugundan dolayi, sifir sonucu elde edilmistir.
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Zayif formun altinci terimin ikinci kismi,

My, = [ % = w'dx (3.44)

T

olarak elde edilmistir. Bu ifade (3.21) ifadesi gibi, cubugun sag ucundaki ug kiitle ile

ilgilidir. Burada kismi integral kurali uygulanmasi icin,

ML
u=—w
T (3.45)
dv = wdx (3.46)

seklinde u ve dv ifadeleri secilmistir. Bu ifadelerin sirasiyla tiirev ve integralleri

alinirsa,

ML
du = —w'dx

T 3.47)

v=w' (3.48)

M, .=—ww| — f: 'Tw"w‘dx (3.49)

ifadesi bulunmus olur.

Burada x=0 degeri geometrik sinir sarti olan egimi gostermektedir ve problemde

tanimlanan modelin x=0 sinir noktasinda egime sahip olmamasindan dolay1 sifirdir.

x=L degeri konuldugunda elde edilen ifade, kesme kuvvetinden dogan ve (2.35)’de

verilen dordiincii sinir sartinin iigiincii teriminin ikinci kisminm gostermektedir.

Nihayet, zayif formun son terimi olan yedinci terimi,

mg = ,'r' w gwld.t (3.50)

seklinde elde edilmistir.

Burada integral ifadesinin degerlendirilmesi i¢in, kismi integral islemi uygulanmistir.

Bu islemin uygulanmasi i¢in yukaridaki ifadeden,

mx _
U=—w
T

3.51)
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dv = w'dx 3.52)

seklinde u ve dv diye iki tane ifade secilmistir. Bu ifadelere kismi integral islemi

uygulaninca,

m mx _,
du=|—w+—w J dx

T T 3.53)
re=w 3.54)
elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.50)’deki bagintida yerlerine konuldugu
takdirde,
mg = wwlf — [ (2% + =W ) wdx (3.55)
ifadesi elde edilir. Elde edilen ifade diizenlenirse,
m, = TT wwlg — j;T wwdx — [; TT W wdx (3.56)

bulunmus olur.

Yukaridaki bagintinin birinci terimine x=0 degeri konuldugu takdirde, x’in carpan

olarak bulunmasi sebebiyle sifir degeri elde edilmistir.
Yine yukarida elde edilen bagintinin integralsiz kismi olan birinci terimine x=L

degeri konuldugu takdirde,

nl
- w(L)w(L)
T 3.57)

ifadesi elde edilir. Bu ifade, ne problemin geometrik ve ne de dinamik sartlarindan

kaynaklanmaktadir. Global matrisler elde edildikten sonra ilgili yere eklenecektir.
3.2 Donen Visko-elastik Ankastre Cubugun Ayriklastirilmasi
O ()

e~ o~ o~ et et :3'
- - — — —
2 M

z+1 atl

1 2 3

|—> o
Sekil 3.1 : Cubugun ayriklastirilmis gdsterimi

Sonlu Elemanlar Yontemiyle ¢6ziim isleminin ikinci asamasinda, donen visko-elastik

ankastre ¢ubuk, n=100 tane tek boyutlu hareket yapan, saginda ve solunda birer
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diigim noktast bulunan elemanlara, ayriklagtirilmigtir. Sekil 3.1°de verilen
ayriklagtirdmis ¢ubugun {ist kisminda bulunan daire icinde gosterilen rakamlar
eleman sayisini, alt kismindaki rakamlar ise diiglim noktas1 sayisim gostermektedir.
Bir ¢ elemani i¢in, e birinci diigiim noktasini, e + 1 ise ikinci diigiim noktasim

gostermektedir.

Sekil 3.2 : Bir e elemaninin diizlem dis1 yer degistirme ve egiminin gdsterimi

Yukaridaki sekilde bir e sonlu elemani i¢in, diigiim noktalarindaki yer degistirme ve

egimler gosterilmistir.

Bu ifadeler sembol olarak,

wlxg) = wy, (3.58)
w(xe +1) =wy, (3.59)
Yxe) = ¢y, (3.60)
Y(xe +1) =¥ (3.61)

seklinde gosterilmistir. Yukarida bulunan bu ifadeler, herhangi bir e eleman icin 4

tane sinir sarti oldugunu gostermektedir.
Bu dort siir sartin1 saglamak amaciyla, diizlem dis1 yer degistirme (w),
w=oc; +x +egx’ +ogx’t (3.62)

seklinde 4 terimli veyahut kiibik olarak secilmistir [22]. Yukaridaki se¢imin
yapilmasi, zayif form ifadesinde bulunan yer degistirmenin x’e gore ikinci tiirevinin

sifir olmamasini saglamaktadir.
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Bir e elemani i¢in, secilen yer degistirme (w) fonksiyonu, J. Chung’un makalesinde
(4],

w=NTd, 3.63)
seklinde, sekil fonksiyonu vektorii N’in transpozesi ile eleman sekil degistirme

vektorii d’nin ¢arpimi seklinde ifade edilmistir. Yukaridaki ifadede, eleman sekil

degistirme vektori,
d, = {w,, ¥, w, 1, ¥er ] 3.64)

seklinde gosterildigi gibi elemanin iki diigiim noktasindaki yer degistirme ve

egimden olusmaktadir.

Sekil fonksiyonu vektorii, yine J. Chung’un makalesinde [4],

((x—x,4,)"(2x—3x, + x,4,)/ ) !
/2
(I'_-rej(l-_'xe*i}:f
! ht"
N=1{ N . ,
—(x—x.)"(2x+3x, —x,4,)/ (3.65)
{3 3
[ h

L

(= 2,2 (x —%ua1) /
."ll.lhaz

|
seklinde verilmistir.

Yukarida verilmis olan sekil fonksiyonu vektorii i¢inde bulunan ve bir elemanin

uzunlugunu ifade eden k. ise,

h, = x4, —x, (3.66)
seklindedir.

Yer degistirme icin agirlik fonksiyonu,

w=n"N (3.67)

olarak sekil fonksiyonu vektorii N ile keyfi siitun vektorii olan #,‘nin carpimi

seklinde secilmistir [4].

Problemin hareket denklemi, (3.63) nolu yer degistirme fonksiyonunun, (3.67) nolu
agirlik fonksiyonunun, (3.1) nolu zayif formdan elde edilen (3.12), (3.13), (3.20),
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(3.26), (3.28), (3.35), (3.42), (3.49) ve (3.56) nolu ifadelerin iglerinde gdz Oniinde

bulundurulmasi suretiyle,

I () [kd+myd— 0 (m, + M, Jd+ myd+ 0'm,d—0°(m; + M, )d
+"mgd]= 0

seklinde elde edilmis olur. (3.68)

Bu denklem, terimlerinin mertebelerine gore diizenlenecek olursa,

i) [myd + myd + {k, — 0% (m, + Miips — my)}d — 0% (mg + Miip2 —
mﬁjd] =0 3.69)

ifadesi elde edilmis olur.

Elde edilmis olan yukaridaki denklemde bastaki toplam isaretinin {izerindeki iist
limit N eleman sayisim gostermektedir. Eleman sayisi, FEM ¢6ziimiinde 100 olarak

secilmistir.

Hareketin diferansiyel denklemindeki terimler diizenlenmis bir sekilde sirayla

asagida gosterilecektir.

Birinci terimin diizenlenmis hali,

m; =m _Ir[;r' NNTdx (3.70)
seklindedir.

Ikinci terimin diizenlenince,

my == [ NNTdx (3.71)
seklini almigtir.

Uciincii terimin birinci kisminin diizenlenmis hali,

e - Ld*Nd*NT

k, = wEIw™ |3— w' ElTw® |3— El — ——dx
o dx® dx 3.72)

olarak elde edilmistir.
Uciincii terimin ikinci kismu,

™ )t f Ndﬂrd m L“, ,Jd’H awfd
m,z - — T X7 )IWW | XN ——ax —— T =X o T X

2 . o dx 2 J, dx dx (3.73)

seklinde diizenlenmistir.
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Ugiincii terimin {iclincli kisminin diizenlenmesi sonucunda,

R “dN dNT
M,y = MLww' |5 —ML | ———dx
o dx dx 3.74)

ifadesi elde edilmistir.

Ugiincii terimin dordiincii kismi diizenlenince,

m, = mxwwl|; —m J’; NNTdx —m jl: t% NTdx 3.75)
seklini almagtir.

Doérdiincii terimin birinci kisminin diizenlenmis hali,

mo. o ., m(Y dNT m [t . dNdNT
mg = — (L° — x~)ww’[; +—J N —dx ——J (L —=x
2t T/, dx 2t ),

olarak elde edilir.

Doérdiincii terimin ikinci kisminin diizenlenmis hali,

ML _ ) ML [*dNdNT P
. = —Www e - —— dx
tp2 T o T J, dx dx (3.77)
olarak gosterilmistir.

Dordiincii terimin tigiincii kisminin diizenlenmis hali ise,

mx_ . m* r,. m (L dN T
m, = Tww|E _T NN dx —?J .TE;‘\' dx
o o - 3.78)

olarak elde edilmistir.

3.3 Global Denklemin Elde Edilmesi

Sonlu Elemanlar Yonteminin iiclincli ve son asamasinda, Global denklem elde
edilecektir. Bunun icin (3.69)’de elde edilmis olan hareket denkleminin 100 tane

sonlu eleman i¢in birlestirilmesi gerekmektedir.
Burada n=100 tane elemandan olustugu kabul edilen dénen ¢ubugun modeli,
O Oy

e~ o~ o~ et et o
- - — — —
z M

a+1 ntl

1 2 3

Sekil 3.3 : 100 elemandan olusan ¢ubugun gosterimi
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seklinde gosterilmistir. Bu model 101 tane diigiim noktasina sahiptir ve her bir
diigim noktasinda yer degistirme ve egim olmak lizere iki serbestlik derecesi

mevcuttur. Bu durumda ¢ubuk modeli, 202 serbestlik derecesine sahip olmaktadir.

Yukarida elde edilmis olan (3.69) denklemine bakildiginda, sonlu elemanlarin
birlestirilmesi durumunda 9 tane ayr1 Global matris elde edilecegi goriilmektedir. Bu
Global matrisler olusturulurken, bir elemanin ikinci diigiim noktasindaki yer
degistirme ve egimle, onun hemen sagindaki diger elemanin birinci diigiim

noktasindaki yer degistirme ve egim toplanacaktir.

Bu Global matrislerin tamaminin yer sorunu nedeniyle gosterilemeyeceginden
dolay1, 100 eleman i¢in olusturulan ve K diye isimlendirilen bir matris kisaltilmis

olarak,

K, K, K/ K, 0 o0 0 0 0
K, K, K), K), 0 0 0 0 0
K311 Kéz K313+K121 K314+K122 K123 K124 0

Ky Ky, Ku+K; Kiu+K;, Ky K 0

0 0 K3 K} .
0 0 K; K; 0 0
0 0 0 0 oo e KR+K KL AKY KLY OKY
K +KY K, +K)3 KY K
0 0 0 0 . 0 K, Ky’ Ky Ky
|0 0 0 0 . 0 K,) Ky K K

Sekil 3.4 : K matrisinin gosterimi

seklinde gosterilmistir.

Buradaki, ¢ubuk modelinde x=0 noktasindaki sinir sarti gz Oniine alindiginda, 1
numarali sonlu elamanin ilk diigiim noktasinda yer degistirme (w;) ve egim ()
sifir oldugundan, 202x202 boyutunda olan bu Global matrislerin ilk iki satir ve
siitunlar1  kaldirilmasi suretiyle bu matrisler 200x200 boyutunda matrislere

indirgenmiglerdir.

Simdi yukarida elde edilmis olan hareket denkleminin ifadesi,

E‘:—:i{ﬂejr[mla* myd + {ke — 07 (m, + Mips — mﬂ}if — 0%(mg +M
mé:]d] =0

tHpZ
3.69)
seklinde idi.
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Bu ifadede, Sonlu Eleman sayis1 N=100 icin elde edilen matrislerin birlestirilmesi ve
1. keyfi bir vektor oldugundan, yukaridaki denklemden yok edilmesi sonucu Global
denklemin ifadesi,

M1H"' Msﬂl +{K. - ﬂ:(Mz + Myipy — M&)}&_ ﬂ:(Ms + Myp, —Mg)d =0

3.79)
seklinde elde edilir.

Global denklem elde edildikten sonra asagidaki,

m

Elww™ 3 — Elw'w™ |5 — 0F (7(L3 — xN)ww’|§ + MLww’ |§ — nu-mmé)
.om . e e ML F omx
—0°(—(L" — x7)ww'|; + — ww'| ——wwl;) (3.80)
2t T 0 T

seklindeki ifadeler fazla olarak Global matrislere yerlestirilmemis durumda
kalmiglardir. Bu ifadeler oncelikle sinir sartlariyla eslestirilecektir. Bunun icin,
model x=0 smir noktasinda gobege sabitlenmis oldugundan dolayi, bu noktaya
karsilik gelen sinir sartlar1 sifir degerini alacaktir. O halde yukaridaki (3.80) ifadesi,

sadece x=L"deki sinir sartlar1 goz Oniine alinarak acilirsa,

Elw(L)w™ (L t) — EIw (L)w™ (L,t) — 07 (— (L7 —x3)w(L)w' (L,t) +
MLw(L)w' (L, t) — mxw(L)w(L, r}] - ﬂﬂ(gif —x)w(L)w (L t) +
ML _

—w(L)w!(L,t) - —w(L)w(L,1)) (3.81)

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifadede, cubugun x=L noktasindaki dinamik sinir

sartlar1 olan egilme momenti
Elw'(Lt) =0 (2.34)

ve kesme kuvveti,
M [ﬁ'-(L,r} + }-;H_L,r)] — EIw™(L,t) + MLO? [wf-(L. 0 +2wi(L0)] =0 235

ile eslestirme yapildig: takdirde,

L

mxw(L)w(L, t) + 0° (T »T'{L]w{l.rj) + M(w(L,t) + _%ﬁ.r(L.tj}j} (3.82)

ifadesindeki terimler fazla olarak kalmaktadir. Bu ifadedeki terimler, (3.79)’de 100
tane sonlu elemanin birlestirilmesiyle elde edilen Global matrislerde x=L sinir sartini
ifade eden uygun yere eklenecektir. Bunun yapilmasi durumunda ¢o6ziilmesi

diistiniilen matris formu dogru bir sekilde elde edilmis olur.
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Global sekil degistirme vektoril icin, birinci sonlu elemandaki yer degistirme ve

egimin sifir olmas1 goz oniine alindig takdirde,
d, = {wy, ¥, wa, Ps, e Wago, W00 Wion: Wi01 )T (3.83)
seklinde elde edilir.

Sonlu elemanlarin birlestirilmesinden elde edilen Global matrisler ise,

N

M1:“_11m1’ M3:“_11m3’ K,=Ak, ,M2=f_11m2 oMy, = IMTipl
. - . ‘ (3.84)

n

seklindedir.

Yukaridaki ifadelerde, alt ve iist indise sahip A simgeleri 200x200 boyutunda Global
matrisleri gostermektedirler, {ist indislerde bulunan n’ler ise, Sonlu Elemanlar

Yontemi i¢in secilen 100 tane eleman sayisim gostermektedirler.

Yukarida (3.79)’da verilen Global denklemin ¢oziimii i¢in Global sekil degistirme
vektorii icin,

d = Xe** (3.85)
seklinde biri yalmizca konumun vektorii, digeri de yalnizca zamanin fonksiyonu olan
iki ifadenin carpmu seklinde bir ¢oziim kabulii yapilacaktir. Bilindigi iizere buna
degiskenlerin ayrigmas1 metodu denmektedir. Bu c¢oziim kabuliinde zamanin

fonksiyonu olan A c¢Ozimii aranan sOoniimlii 6z titresim karakteristiklerini

gostermektedir.

Bu ¢dziim kabulii, (3.79) nolu denkleme yerlestirildiginde asagidaki,

[A*M, + A°M; + (K, — 07 (M, + Myjp, — M )}A— Q7 (Mg + Myp, — M)]X=0
(3.86)

seklinde bir kiibik 6zdeger problemi elde edilir.

Yukarida elde edilen bu kiibik 6zdeger probleminin ¢oziimii icin Swensson [23] deki

diizenli form yazilacaktir.
Swensson tarafindan yayinlanan calismada,
(Ag + wA; + w'A, + wA;)X =0 3.87)

seklinde bir tiglincii dereceden kiibik 6z deger problemi tanimlanmistir.
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Bu 6z deger problemindeki parametreler, A, A,, A, ve Aj; kare matrisleri
gostermektedir. X 06z vektorii ve U ise, genisletilmis 0z vektdr olarak

tanimlanmaktadir. Bu tammlanan genellestirilmis 6z vektor,

U=

X
wX } (3.88)
w X

seklindedir. Swensson’un makalesinde yer verilen ve yukarida (3.87) nolu ifadede

gosterilen kiibik 6z deger probleminden aranan @ 6z degerlerin bulunmas1 igin

gerekli matris formu,

A, 0 0 —A, —A, -A,
0 I 0|-0| I 0 0 |=0 (3.89)
0 0 1 0 I 0

seklinde diizenlenmistir.

Simdi yukarida verilen matrisler nxn boyutuna sahiptirler ve matrislerin i¢lerindeki
I'lar ve 0’lar sirayla, birim matrisleri ve biitiin elemanlar1 sifir olan sifir matrislerini
gostermektedirler. Esitligin saginda bulunan ve kalin olarak gosterilen sifir ise, nx1

boyutuna sahip stitun vektorii gdstermektedir.

Simdi yukarida verilen (3.86) kiibik 6z deger problemi, (3.89)’de verilen diizenli

matris formuna gore diizenlendigi takdirde,

_QZ(MS+MTIP2_M6) 0 0
0 I 0
0 0 1
) 3.90)
_(K -Q (M2+MTIP1_M4)) _Ms _M1
-4 1 0 [=0
0 0
elde edilir.

Yukaridaki (3.90) nolu ifadede bulunan matrisler 600x600 boyutundadirlar.
Matrislerin i¢indeki I birim matrislerinin boyutlar1 ve 0 matrislerinin boyutlar1

200x200 boyutundadir.

Esitligin hemen sagindaki kalin olarak gosterilen 0, 600x1 boyutunda bir siitun

vektoriinii gostermektedir. 4 ise, aranilan 6z degerleri gostermektedir.
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Burada ilk adimda, 4 6z degerleri boyutsuz acisal hiz (£2), boyutsuz soniim orani

(d), boyutsuz kiitle parametresi (&,,)’e bagl olarak elde edilmistir.
Ikinci adimda ise,

4. boyutsuz agisal hiz (i%),

5. boyutsuz soniim orani (d),

6. boyutsuz kiitle parametresi (,,)’in

degisik degerleri i¢in (3.90) diizenli matris formu sayisal olarak ¢oziilmek suretiyle,

A 0z degerleri elde edilir. Elde edilen bu 6z degerler eklerde verilen cizelgelerde

kalin gosterimle verilmistir. Burada 6z degerlerin bulunmasi i¢in kullanilan program
kodu MATHEMATICA programinda yazilmistir ve bu kod EK A.2’de ikinci sirada

verilmistir.
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4. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliim, ikinci boliimde cikarilmis olan ve daha once literatiirde yer almayan
frekans (karakteristik) denkleminin sayisal olarak c¢o6ziilmesi neticesinde, 0z
degerlerinin bulunmasina ve iiglincii boliimdeki Sonlu Elemanlar Yonteminde elde
edilen kiibik o6zdeger probleminin c¢oziimlerinin elde edilmesine ve

degerlendirilmesine ayrilmistir.

Sekil 2.2°de gosterilen, ucunda kiitle bulunan donen visko-elastik bir Bernoulli-Euler
cubugu icin Cizelge 4.1 ve 4.2°’de verilen boyutsuzlastirilmig birinci 6zdegerler,
boyutsuzlagtirilmig soniimiin 0.5 ve 1 olmalar1 durumlart i¢in, boyutsuzlastirilmis ug
kiitlenin olmamasinin, diger bir ifadeyle sifir olmasinin ve 1, 2, 5 olmasi durumlari
icin ve boyutsuzlastirilmis agisal hizinin ise, 0’dan 10’a kadar olmas1 durumlari i¢in

hesaplanmistir.

Cizelgelerde, elde edilen her bir Ozdegerlerin biri normal, digeri kalin olarak
gosterilmek iizere ikiser degerleri vardir. Bu cizelgelerdeki ilk satirdaki degerler,
Frobenius seri ¢Oziimiiyle cikarilmis olan karakteristik denklemden elde edilen
degerleri gostermektedirler, kalin olarak gosterilen ikinci degerler ise, Sonlu
Elemanlar YoOntemiyle elde edilmis olan sayisal degerleri gostermektedirler.
Frobenius seri ¢oziimii i¢in 100 terim ve Sonlu Elemanlar Yontemi ¢6ziimii iginse,

100 tane eleman kullanilmigtir

Frobenius seri ¢oziimiiyle elde edilen 6z degerler ile Sonlu Elemanlar Yontemiyle
(FEM) hesaplanan 6z degerler karsilastirildiginda, hesaplanan sayisal degerlerin

tutarli oldugu verilen cizelgelerde agik¢a goriilmektedir.

Frobenius seri ¢0ziim yonteminden 6z degerlerin hesaplanmasi i¢in Matlab
programinda yazilan bir kod, Sonlu Elemanlar Yonteminden 6z degerlerin
hesaplanmasi icin Mathematica programimda yazilan bir kod kullamilmistir. Bu

programlarin kodlar1 EK A.2’de verilmistir.
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Cizelge 4.1: Soniim oranminin 0.5 oldugu durumdaki titresim karakteristikleri

UM=0

UM=1

UM=2

UM=5

-1.000000+3.3708101

-1.000000+£1.193808i

-1.000000+0.584312i

-1.000000+£15.5702661

0 -1.000000+3.370807i -1.000000+1.193810i -1.000000+0.584305i -1.000000+15.570266i
-0.909934+3.521232i -0.548476+1.5277501 -0.305774+1.2685451 -0.133741+1.146310i
1 -0.909933+3.521231i -0.548475+1.527750i -0.305773+1.268544i -0.133740+1.146309i
-0.709125+3.974126i1 -0.272965+2.509451i -0.171284+2.3346701 -0.093405+2.1981551
2 -0.709125+3.974125i -0.272964+2.509451i -0.171284+2.334670i -0.093405+2.198154i
-0.519905+4.6646411 -0.175935+3.5042841 -0.117220+3.349063i1 -0.06898943 213654
3 -0.519904+4.664640i -0.175934+3.504284i -0.117220+3.349063i -0.0689883.213653i
-0.385294+5.488426i1 -0.128336+4.4985661 -0.088519+4.3525401 -0.053892:44.219441;
4 -0.385294+5.488426i -0.128335+4.498565i -0.088518+4.352539i -0.053892+4.219441i
-0.295319+6.3808951 -0.100700+5.493578i1 -0.070871+5.352988i -0.043926+5.221884i
5 -0.295319+6.380894i -0.100699+5.493577i -0.070871+5.352987i -0.043926+5.221883i
-0.234649+7.3109901 -0.082780+6.4895071 -0.058979+6.3525001 -0.036946+6.222968i
6 -0.234648+7.310990i -0.082779+6.489506i -0.058978+6.352499i -0.0369466.222967i
-0.192572+8.263223i1 -0.070246+7.486216i1 -0.050447+7.351733i1 -0.031820+7.223438i
7 -0.192571+8.263222i -0.070246+7.486216i -0.050446+7.351733i -0.031820+7.223437i
-0.162414+9.229226i1 -0.060996+8.4835331 -0.044040+8.3509171 -0.027913+8.2236031
8 -0.162414+9.229226i -0.060995+8.483533i -0.044039+8.350916i -0.027912+8.223609i
-0.140086+10.2041771 -0.053890+9.481318i -0.039058+9.350133i -0.024840+9.2236201
9 -0.140086+10.204176i -0.053889+9.481317i -0.039058+9.350132i -0.024841+9.223629i
-0.123047+11.185158i | -0.048262+10.4794631 | -0.035078+10.3494091 | -0.022360+10.2235701
(1) -0.123047+11.185158i -0.048262+10.479462i | -0.035077+10.349409i -0.022368+10.223572i
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Cizelge 4.2: Soniim oraninin 1 oldugu durumdaki titresim karakteristikleri

(lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
-0.500000+3.4802821 -0.500000+£1.474848i -0.500000+£1.0447111 -0.500000+0.5682911
-0.500000+3.480278i -0.500000+1.474850i -0.500000+1.044710i -0.500000+0.568291i

-0.455801+3.6422891

-0.325076+1.812451i1

-0.241880+£1.4915301

-0.130650+1.244423i1

-0.455801+3.642288i -0.325076+1.812450i -0.241879+1.491529i -0.130649+1.244422i
-0.359958+4.0972201 -0.165212+2.6243641 -0.110408+2.412723i -0.062097+2.2408701
-0.359957+4.097219i -0.165212+2.624364i -0.110408+2.412722i -0.062096+2.240870i
-0.267847+4.7641071 -0.099991+3.5604971 -0.067692+3.3875031 -0.040189+3.2364441
-0.267846+4.764107i -0.099991+3.560496i -0.067691+3.387502i -0.040188+3.236444i
-0.199555+5.5604891 -0.069838+4.530866i1 -0.048429+4.375112i1 -0.029611+4.2333291
-0.199554+5.560488i -0.069837+4.530866i -0.048428+4.375112i -0.029611+4.233329i

-0.152729+6.432006i1

-0.053386+5.5143451

-0.037669+5.3677591

-0.023407+5.2311451

-0.152729+6.432006i -0.100049+0.073747i -0.037669+5.367759i -0.023407+5.231144i
-0.120855+7.3477421 -0.043189+6.503944i -0.030819+6.362891i1 -0.019338+6.229551i1
-0.120855+7.347742i -0.043188+6.503943i -0.030819+6.362890i -0.019338+6.229550i
-0.098734+8.290336i1 -0.036274+7.4968251 -0.026077+7.359428i -0.016467+7.228343i1
-0.098734+8.290335i -0.036273+7.496825i -0.026077+7.359427i -0.016467+7.228343i
-0.082931+9.249801i -0.031277+8.491656i1 -0.022600+8.356838i -0.014338+8.2274001
-0.082930+9.249800i -0.031277+8.491656i -0.022599+8.356837i -0.014335+8.227400i
-0.071284+10.2202171 -0.027497+9.4877351 -0.019941+9.3548271 -0.012687+9.2266451
-0.071284+10.220217i -0.0274969.487735i -0.019940+9.354827i -0.012689+9.226644i
-0.062439+11.1979711 -0.024536+10.4846601 -0.017841+10.353222i | -0.011381+10.2260001
-0.062439+11.197971i -0.024536+10.484660i -0.017840+10.353221i | -0.011381+10.226024i

Yukarida verilen Maxwell soniim modeli i¢in hazirlanmis olan cizelgelerde, birer
kompleks say1 olan boyutsuzlastirilmis 6z degerler, gercel (real) ve sanal (imaginary)
kisimlar olmak {iizere iki kisimdan olusmaktadirlar. Gergel kisimlar soniimii temsil
etmektedirler ve sistem, kararli bir sistem oldugu icin, negatif isarete sahiptirler. Sanal

kisimlar ise 6z frekanslara karsilik gelmektedir.
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Asagida “boyutsuzlastirtlmis” ekinin sik tekrarindan kacmilmasi amaciyla,

“boyutsuzlastirilmis parametreler” yerine kisaca “parametrelerden” soz edilecektir.

Séniim oram (d)’nin 0.5 ve 1 olarak alinmis oldugu durumlar igin verilmis olan

cizelgelere bakildiginda,

soniim oram (d)'nin artmasiyla, 6z degerlerin gercel kisimlarinin

biiyiikliiklerinin azaldig:,

acisal hiz (0))’nin artmasi durumuna bakildiginda, 6z degerlerin gercel

kisimlarmin biiytikliiklerinin diistiigii,

sabit acisal hizda, kiitle parametresi (@)’ in artmasiyla, 6z degerlerin gercel

kisimlarmin biiytikliiklerinin azaldig1 goriilmektedir.

Diger bir ifadeyle yukarida sayillan iic durumda da, soniimiin etkisinin azaldig

goriillmiistiir.

Yukarida kisaca deginildigi lizere, 6z degerlerin sanal kisimlari, 6z frekanslarla

ilgilidir. Maxwell soniim modelinde,

sabit acisal (1) hizinda, kiitle parametresi (&, in artmasiyla, 0z degerlerin
sanal kisimlarimin biiyiikliiklerinin azaldigi goriilmektedir. Bu durum 6z
frekanslarin azaldigin1 gostermektedir,

diger taraftan, kiitle parametresi (@5 )in sabit tutulmasi durumunda, acisal hiz

(0)’nin artmasiyla, 6z degerlerin sanal kisimlarinin biiyiikliiklerinin arttig,

soniim oram (d)'nin 0.5°den 1’e ¢ikmasi durumunda, 6z degerlerin sanal

kisimlarmin biiytikliiklerinin arttig1 goriilmektedir.

Bu verilen son iki durum 6z frekanslarin arttigini ortaya koymaktadir.

Soniim oram (d)’nin degisik degerler almas1 durumunda, elde edilen soniimlii 6z

titresim karakteristiklerini gosteren cizelgeler eklerde verilmistir.

Verilen cizelgelere bakildiginda, soz edilen acisal hiz (1), kiitle (e, ), soniim (d)

parametrelerinin degismesi durumunda, 6z degerlerde ortaya cikan egilimlerin,

yukarida gozlenen egilimlerde benzer oldugu goriilmiistiir.
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5. SONUCLAR

Teknik literatiirde, giinliik hayatta karsilagilan donen cubuklarin diizlem ici ve
diizlem dis1 titresim davraniglarinin incelenmesi {izerine bircok yayin bulunmaktadir.
Bu caligmalarin bazilarinda, ¢ubugun serbest ucunda ug kiitlenin bulunmasi durumu
icin de aragtirmalar yapilmistir. Bu yapilan caligmalarin ¢ogunda soniim, ¢oziilmesi

istenen modele dahil edilmemistir.

Bu tez calismasinda incelenen problem, donen visko-elastik bir Bernoulli-Euler
cubugunun diizlem dis1 titresimleriyle ilgilidir. Diger ¢alismalardan farkli olarak bu
calismada, donen cubuga Maxwell visko-elastik soniim modeli eklenmistir ve
cubugun ucunda, bir ug kiitle vardir. Sonuglara ulagsmak icin elde edilmis olan kesin

karakteristik denklemin, daha once literatiirde yer almadig1 goriilmiistiir.

Maxwell visko-elastik soniim modeli kullanilan, donen visko-elastik bir Bernoulli-
Euler ¢ubugunun diizlem dis1 titresimlerinin karakteristikleri, Cizelge 4.1, 4.2 ve
eklerde verilmistir. Bu ¢izelgeler yardimiyla, Frobenius seri ¢6ziim yonteminden ve
Sonlu Elemanlar Yonteminden elde edilen sayisal sonuclarin, diger bir deyimle 6z

degerlerin birbirleriyle olan tutarliliklar1 irdelenmistir.

Asagida “boyutsuzlastirilmig” ekinin sik tekrarindan kaginmak amaciyla,

“boyutsuzlastirilmis parametreler” yerine kisaca “parametrelerden” sz edilecektir.

Cizelge B.1’de verilmis olan, Maxwell soniim modelinden elde edilen 6z
degerlerinin gercel kisimlarinin biiyiikliikleri ile Giirgéze ve Zeren’in [17], eklerdeki
Cizelge B.2’de verilen, Kelvin-Voigt modelinden bulmus olduklar1 sayisal sonuglar
karsilastirilmistir ve bu ¢alismalarla ilgili olarak asagida bir takim gozlemlere yer

verilmistir.
Maxwell modelinde,

e sabit (1) acisal hizinda, kiitle parametresi (@;)in artmasinin, 6z degerlerin

gercel kisimlariin biiyiikliiklerini azalttig: tespit edilmistir.
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Verilen bu durum Kelvin-Voigt modeli i¢in de gecerlidir, yani bu modelde de soniim

etkisi azalmaktadir.
Maxwell modelinde,

e acisal hiz () ve kiitle parametresi (@, )in sabit tutularak, soniim oram
arttirlldiginda, yine 6z degerlerin gercel kistmlarinin biiyiikliiklerinin azaldig:

goriillmiistiir.

Incelenen bu durum Kelvin-Voigt modelinde kiitlenin olmadigi durum dahil

edilmemek sartiyla tam tersidir, yani bu modelde soniim etkisi artmaktadir.
Maxwell modelinde,

e kiitle parametresi (@y)in sabit tutulmasi durumunda, acisal hiz (f1)’nin
artmasinin, 0z degerlerin gercel kisimlarinin biiylikliiklerini  azalttig
anlagilmstir.

Incelenen bu durum, Kelvin-Voigt modelinde tam tersidir, yani agisal hiz (f1)’nin

artmasiyla, Maxwell modelinde soniim etkisinin azalmasina karsin Kelvin-Voigt

modelinde soniim etkisi artmaktadir.

Maxwell soniim modelinden elde edilen 6z degerlerinin sanal kisimlarinin
biiyiikliikleri ile Kelvin-Voigt modelinden bulunan sayisal sonuclar karsilastiriimasi

neticesinde,
Maxwell modelinde,

e sabit (f1) acisal hizinda, kiitle parametresi (a@;;)’in artmasinmn, 6z degerlerin
sanal kistmlarinin biiyiikliiklerini azalttig: tespit edilmistir, diger bir ifadeyle

0z frekanslarin azaldig goriilmiistiir,

Kelvin-Voigt modelinde ise, soniim oraninin 0.1, 0.5 ve 1 (kiitle parametresinin goz
Oniinde bulundurulmamas1 kosuluyla) almmast durumlarinda ayn1 egilim
gozlenmektedir, fakat soniim oraninin 2 oldugu durum incelendiginde Kelvin-Voigt

sOniim modeli i¢in genel bir egilimden s6z edilememektedir.
Maxwell modelinde,

e kiitle parametresi (a@y)in sabit tutulmasi durumunda, agisal hiz (f1)’nin

artmasi, 0Oz degerlerin sanal kisimlarinin  biiyiikligliniin  arttirdig

gbzlenmistir.
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Bu durum, Kelvin-Voigt modeli icin de gegerlidir, yani bu modelin de 6z frekanslar1

artmaktadir.
Maxwell modelinde,

e acisal hiz (1) ve kiitle parametresi (@, )in sabit tutularak, soniim orani
(d)’nin arttirildiginda, bu modelde 6z degerlerin sanal kisimlarimn

biiyiikliiklerinin arttig1 anlasilmigtir.

Gozlenilen bu durum, Kelvin-Voigt modelinde ise diizenli bir egilime sahip degildir,
sadece genel olarak bu modelde, soniim oraninin artmasiyla, kiiciik acisal hizlar i¢in

0z frekanslar azalirken, yiiksek acisal hizlarda 6z frekanslar artmaktadir denilebilir.

Yapilan bu tez ¢caligmasinda, ¢izelgeler halinde verilmis olan 6z degerlerin, Maxwell
ve Kelvin-Voigt soniim modellerinin kullanildigi, dénen visko-elastik ¢ubuklarin
titresim karakteristikleri ile ilgili calismay1 hedefleyen kisiler i¢in dnemli bir kaynak
niteligi tasiyacagi ve ayrica, donen cubugun soniime sahip olmadigr durumdaki
sayisal sonuglarla bir karsilagtirma yapilabilmesi olanagin saglayacagi diisiiniilmekte

ve umit edilmektedir.
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EK A.1

Sabit kesitli bir gubugun, w(x,t) diizlem dist yer degistirmesine kars1 gelen harekete
ait diferansiyel denklem, 6ncelikle kiitle merkezi hareketi teoremi,

pAw =@’ (§))
ve sonra da hareket miktar1 moment teoremi,
plwt =M+ 2)

vasitasiyla bulunur. Burada,

o2 : Yogunlugu,

A : Kesit alanini,

I : Tarafs1z eksene gore kesit atalet momentini,
7 : Kesme kuvvetini,

M: Egilme momentini

gostermektedir.

Bu problemde g¢ubuk tipi olarak Bernoulli-Euler ¢ubugu kullanilmasi sebebiyle,
cubugun sinir momentinin (donme ataletinin) ve kayma sekil degistirmesinin ihmal
edilmesi s6z konusudur, fakat 6ncelikle burada, normal bir ¢cubuk icin genel ifadeler
elde edildikten sonra, bu degerler ihmal edilecektir.

Cubugun x=L ucuna zamanla degisen bir F; (t) kuvveti ve zamanla degisen bir
M,(t) momenti etki ederse ve bu etkiler, pozitif kabul edilen yonlerde olursa,
cubugun ucundaki dinamik sinir sartlari,

QiL,t) = F (1), (3a)
M(L,t) = My(t) (3b)
seklinde olur.

Burada (1), (2) hareket denklemleri ve (3a), (3b) smr sartlar1 temel mekanik
denklemlerden elde edilmistir, fakat bunlar problemdeki ¢cubugun hareketini ifade
etmekte yetersiz kalmaktadirlar.

Bu sebeple, M egilme momentini, diizlem dis1 yer degistirmeyle, daha dogrusu onun
tiireviyle iligkilendiren bagint1 gereklidir.

Elastik Bernoulli-Euler ¢cubugu i¢in bu baginti,
M = EIw" (3¢)

seklindedir.
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Bu bagint1 gbz oniinde bulundurularak Maxwell cubugunun kii¢iik yer degistirmeler
yapmasi halinde,

M+>M = Elw" )

seklindeki ifade, (2.17)’de elde edilmistir. Elde edilmis olan bu ifade, egilme
momenti(M)-diizlem dis1 yer degistirme(w (x,t))-zaman(t) bagintisidir. Bu bagnti,

Karl Kent Stevens’daki [20], Maxwell eleman1 i¢in (7) numarayla ifade edilmis olan
bagintiyla aynidir. Burada,

E': Elastisite modiiliinii,
T: Zaman sabitini

gostermektedir.

Simdi yukaridaki (2) nolu denklemde kesme kuvveti yok edilecektir. Bunun i¢in
oncelikle (2) nolu denklemin x’e gore tiirevi alimp, (1) nolu denklemdeki @ ifadesi,

(2)’de yerine yazilmas1 gerekmektedir. Bu yapildig: takdirde,

plAvw — wi-) = — MY 5
elde edilir. Elde edilen bu denklemin zamana gore tiirevi alinirsa,

p(Aw — Iw-) = —M" (6)

elde edilir. Burada bulunan (5) ve(6) degerleri hareketin diferansiyel denkleminin
cikarilmasinda kullanilacaktir. Yukarida verilmis olan (4) nolu ifadenin iki kere x’e
gore tlirevi alinirsa,

Ew"Y =M" + lM” 7
T

elde edilmis olur.

Simdi (6) + %{:5} + (7) lineer kombinasyonu teskil edilirse,

(11} 1 L1
pA[w+—wJ —pl +EIW" =0 8)
T
elde edilir. Elde edilen bu denklem diizlem dis1 yer degistirmenin tiirevini iceren bir
diferansiyel denklemdir.
Benzer sekilde, x=L noktasindaki (3b) sinir sart1, (3¢) bagintist ile birlikte,
Elw'(L,£) = My(£) + = M, (¢) )

sinir sart1 ifadesini verir. Bu sinir sart1 diizlem dis1 yer degistirme ve verilmis olan
M, siir momentini igerir.

Burada smir momenti,
My (t) = —Jyw"™(L,t) (10)
seklindedir.

Bu (10) nolu simir momenti ifadesi, (9) nolu simir sartinda yerine kondugu ve
diizenleme yapildig: takdirde,
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[Erw™ + pwt-+2wh)| =0 an

x=L

elde edilir. Elde edilen bu smr sart1 normal bir cubuk i¢in elde edilmis olan sinir
sartidir.

Bernoulli-Euler ¢ubugu i¢inse sinir momentinin ihmali s6z konusudur. Bu durumda,
x=L noktasinda egilmeden kaynaklanan sinir sarti,

[Elw )=y =0 (12)
seklinde elde edilir.

Elde edilen bu ifade egilme momentinden kaynaklanan iiglincli simur sartini
gostermektedir.

Elde edilmesi diisiiniilen son sinir sarti ifadesi cubukta meydana gelen kesme
kuvvetiyle ilgili olup, hareket miktar1 moment teoremi yardimiyla bulunmaya
calisilacaktir.

Bu durumda, (2) nolu ifadenin zamana gore tiirevi alinirsa,
,:I!'H'{'“ =M+ '::' 13)
elde edilir.

Elde edilen bu ifade, (10) + % (2) seklinde teskil edilirse,
g 1, 1 .1
pf('lr'.'*r” +:H'*r }=.'1l'f*r +:.'1l'f*r+'|? +:Q 14)

ifadesine ulasilmis olur.

Yukaridaki ifadede esitligin saginda bulunan egilme momentleri, (4) ifadesine gore
diizenlenirse,

el ﬁ:u"r"+%u"r')=fa’w”'r +0Q +%Q 15)
elde edilmis olur. Elde edilen bu ifade tiim ¢ubuk icin gecerlidir.

Burada x=L."deki kesme kuvveti goz Oniine alinirsa,

pl [wh(L,6) + 2 wh (L, 6)] - Ew(L,t) = £ (6) + 2 R(D) (16)
ifadesine gelinir.

Yukaridaki ifadede soz edilen kesme kuvveti Maxwell cubugu i¢in,

F () = —Mw(L, t) — MLOPwWY(L,1) a7
seklindedir.

Bu (17) ifadesi, yukaridaki (16) sinir sartinda yerine kondugu takdirde,

pI (whe + 2 wh) = Ewi™ = —MiF(L,6) — MLOAWH (L 1) — Zw(L, 0 - 5w L, n(s)
elde edilir.

Bu ifade diizenlenirse,

pl (wh=+2wh ) — Elw™ + Miw(L, ) + MLO?w(L,1) + = (Myw(Lt) + MLO?w!(L 1))

19
gelinir.
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Bu problemde Bernoulli-Euler ¢ubugu kullanilmasindan dolayr donme ataleti,
pl=0 (20)
degerini almaktadir.

Ayrica ¢ubugun x=L ucuna sabitlenmis olan M kiitlesi maddesel nokta olarak kabul
edilmistir. O halde (20) nolu deger, (19) nolu sinir sartinda yerine kondugu takdirde,

MWL, £) + = (L, 0| — Elw™ + MLO? [wi{(Lt) +-wl(Lt)| = 0 (21)

ifadesi elde edilir.

Elde edilen bu ifade, kesme kuvvetinden kaynaklanan dordiincii smir sartini
olusturmaktadir.
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EK A.2

Program 1: Frobenius Seri Coziimiinde Ozdegerlerin Bulunmas i¢cin Matlab Kodu

Bu program 2.101°de verilen katsayilar determinantini sayisal olarak elde ederek, a
ve b parametrelerinin i¢inde bulunan A 6z degerlerini, boyutsuz acisal hiz (£),
boyutsuz s6éniim orant (d), boyutsuz kiitle (@,,) parametrelerinin degerlerine bagl
olarak hesaplamaktadir.

function f=maxwell_matlab (x, omegac) ;

N=100; %N serideki terim sayist;
omegac=10;  %Boyutsuz acisal hiz
alfam=5; %Boyutsuz ug kiitle oran
dc=0.5; %Boyutsuz soniim orani
i=sqrt(-1);

lamdac=x(1)+x(2)* 1 ;

a= omegac”2*(1+(1/(dc*lamdac)))/2 ;
b= lamdac”2*(1+(1/(dc*lamdac))) ;

w=zeros(1,N);
w(1,1)=0; w(1,2)=0;

Genel Form
for n=1:1:N

w(l,n+3)=( (a*( 1 + 2*alfam )*(n+2)*(n+1)*w(1,n+1)) —
(w(1,n)*(a*n*(n)+b)))/(n+4)*(n+3)*(n+2)*(n+1) );

end
w2=zeros(1,N); w3=zeros(1,N);
for k=1:2:N
w2(1,k) = w(1,k);
end
for k=2:2:N
w3(1,k) = w(1,k);
end

w2d=polyder(w2);
w2dd=polyder(w2d);
w2ddd=polyder(w2dd);

w3d=polyder(w3);
w3dd=polyder(w3d);
w3ddd=polyder(w3dd);

w2x1=polyval(w2,1);
w2dx1=polyval(w2d,1);
w2ddx1=polyval(w2dd,1);
w2dddx1=polyval(w2ddd,1);
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w3x1=polyval(w3,1);
w3dx1=polyval(w3d,1);
w3ddx1=polyval(w3dd,1);
w3dddx1=polyval(w3ddd,1);

el1=w2ddxl1; el2=w3ddxl1;
e21=w2dddx1-2*alfam*a*w2dx1-alfam*b*w2x1
e22=w3dddx1-2*alfam*a*w3dx1-alfam*b*w3x1

A=[ell el2;e21 e22];

F=abs(det(A));

x0=[-0.02 10.22];

options= optimset ( ‘Display’, *off’, "NonlEqnAlgorithm’, *gn’ );

x=fsolve (@ (x) Maxwell(x), x0, options); fprintf('%1.6f + %1.6fi\n’, x(1), x(2));

Program 2: Sonlu Elemanlar Yontemi Coziimiinde Ozdegerlerin Bulunmas! icin
Mathematica Kodu

Bu program 3.90’da verilen matrisin ¢oziilmesiyle, 4 6z degerlerini, boyutsuz acisal
hiz (1), boyutsuz s6niim orani (d), boyutsuz kiitle (,,) parametrelerinin degerlerine
bagli olarak hesaplamaktadir.

El=100; % Cubugun ayriklastirildigr Sonlu Eleman sayisi
L=1; % Boyutsuz olarak uzunluk

I=L/El, % Bir tane elemamn uzunlugu

b=l; % Cubugun genisligi

h=I; % Cubugun yiiksekligi
Ik=1/12*b*h"3; % Cubugun kesit atalet momenti
alfamms=5; % Boyutsuz ug kiitle orani
omegac=10; % Boyutsuz agisal hiz

dc=0.5; % Boyutsuz soniim orani
En=108*10"9 % Elastisite modiilui

m=0.76 % Cubugun birim uzunlugunun kiitlesi

wO=sqrt(En*Ik/m*L"4) % Dogal frekans

Mtip=alfamm*m*L; % Ug kiitle

{l=omegac*wO0; % Acisal hiz

alfa=dc*m*L"*w0/1k; % Visko-elastiklik katsayisi

r=alfa/En; % Visko-elastiklik katsayisinin Elastisite modiiliine oranini,

Ko=Table[a[i,j].{i.EL}.{j.2}];

For [t=1,t=El,
Ko[[t,1]]=(t-1)*1;
Ko[[t,2]]=t*];

t++]

Ns=Table[a[i,j].{i,4}.{j,El}];
For [i=1,i<El,

Ns[[1,i]]=(x-Ko[[i,2])"2*(2*x-3*Kol[[i,1]]+Ko[[i,2]])/1"3;
Ns[[2,i]]=(x-Kol[[i,1]])*(x-Ko[[i,2]])"2/1"2;
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Ns[[3,i]]=-(x-Ko[[i,1])"2*(2*x+Ko[[i,1]]-3*Ko[[i,2]])/1"3;
Ns[[4,i]]=(x-Ko[[i,1]1)"2*(x-Ko[[i,2]])/1"2; i++]

ml={{(13% 1 m)/35, (11* 12 m)/210, (9*1 m)/70, -((13 *1"2 m)/420)}, {(11¥1"2 m)/210, ("3
m)/105, (13% 1/2 m)/420, ("3 m)/140)}, {(9*1 m)/70, (13#1"2 m)/420, (13*] m)/35, -
((11¥172 m)/210)}, {-((13*172 m)/420), -((1"3 m)/140), -((11¥1°2 m)/210), (13 m)/105} };

ke={{(12 En IK)/13, (6 En IK)/1"2, -((12 En 1k)/1"3), (6 En 1k)/1*2}, {(6 En Ik)/1"2, (4 En
TK)/1,-((6 En TK)/1°2), (2 En Ik)/1}, {-((12 En Ik)/1"3), -((6 En Ik)/1"2), (12 En Ik)/1"3, -((6 En
1K)/172)}, {(6 En IK)/1"2, (2 En Ik)/1, -((6 En 1k)/1"2), (4 En Ik)/1} };

m3=1/T{ {(13*] m)/35, (11*172 m)/210, (9*1 m)/70, -((13*1°2 m)/420)}, {(11*1"2 m)/210,
(1*3 m)/105, (13*1°2 m)/420, -(1"3 m)/140)}, {(9*1 m)/70, (13*1"2 m)/420, (13*] m)/35, -
(11¥172 m)/210)}, {-((13*172 m)/420), -((1"3 m)/140), -((11¥1°2 m)/210), (13 m)/105} };

m2=Array[a,{ELl,4,4}]; md=Array[a,{El,4,4}]; m5=Array[a,{El,4,4}];
moé6=Array[a,{El,4,4}]; Mtl=Array[a,{El,4,4}]; Mt2=Array[a,{El,4,4}];

For[i=1,i=Fl,
Nt={{Ns[[1L,i]]},{Ns[[2,i]]},{Ns[[3.i]]},{Ns[[4,i]]} };

m2[[i, AlLAll]}=
m = _Ji'?[l[l;]]] x * Nt.d, Transpose[Nt]dx — = »
I:;[LL{]:?L’L- — x7 )= 3,Nt.d, Transpose[Nt]dx

. B ~Ke|li.2]] ., e
MI[[LAILAN]J=—Mtip = L= [, rr, 1770, Nt. 3, Transpose[Nt]dx;
md4{[i,All, All]]= .
—m * ::[l‘_“i']]]J Nt.Transpose[Nt]dx —m = _,If:[lﬂ:aj x =3, Nt.d, Transpose[Nt]dx;
m5([i,AlLAll]]=
—=x J::[l:;]]]J x = Nt.d, Transpose[Nt)dx — = =
Keo|l2]1, . 5 . 1414
| E:JEL. 1]]12 (I — x?) % 8_Nt.d, Transpose[Nt]dx
Ml AILAI =2 (5 e o, Ty [¥tldx;

t2[[i,All,All]]= - * Jxofra] 9 t.d,. Transpose|Nt]dx;

m6[[i,All,All]]=

~Ka|lL2]]

fe] . aﬁ.'ﬁ-l:.'.Z]J

- ? * Jgoften)] Nt Transpose[Ntldx — —
Clear[Nt]; i++]

Jigoffe11] X * 0 NE. d,Transpose[Nt]dx;

MI=Array[a,{(2*(El+1)),2*(El+1))}]; M2=Array[a,{(2*(El+1)),2*El+1))}];
M3=Array[a,{(2*(El+1)),(2*(El+1))}]; M4=Array[a,{(2*(El+1)),(2*El+1))};
M5=Array[a,{(2*(El+1)),(2*(El+1))}]; M6=Array[a,{(2*(El+1)),(2*El+1))};
MT 1=Array[a, {(2*(El+1)),(2*(El+1))}]; MT2=Array[a, { (2*(El+1)),(2*(El+1))};
K=Array[a,{ 2*(El+1)),2*(El+1))}];

For [i=1,i= 2*(El+1)),

For[j=1,j<=(2*(El+1)),
MI[[1,j]]=0; M2[[ij1]=0; M3[[i,j]]=0; M4[[ij]]=0; MS5[[i,j]]=0; M6[[i,j]]=0;
MTI1[[i,j11=0; MT2[[1,jl]=0; KI[i,jl]=0; j++] i++]
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For[i=1,i=El,
MI1[[Range[2*i-1,2*(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M1[[Range[2*i-1,2*(i+1)],Range[2 *i-
1,2*@G+1)]]]+ml;

K[[Range[2*i-1,2%(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=K[[Range[2*i-1,2*(i+1)],Range[ 2 *i-
1,2%(i+1)]]]+ke;

M3[[Range[2#i-1,2%(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M3[[Range[2*i-1,2*%(i+1)], Range[ 2*i-
1,2%(i+1)]]]+m3;

M2[[Range[2#i-1,2%(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M2[[Range[2*i-1,2*%(i+1)], Range[ 2*i-
1,2%(i+1)]]]+m2[[i, AlL AL

M4[[Range[2#i-1,2%(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M4[[Range[2*i-1,2*%(i+1)], Range[ 2*i-
1,2%(i+1)]]]+m4[[i, AlL AL

MS5[[Range[2#i-1,2*(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M5[[Range[2*i-1,2*%(i+1)],Range[ 2*i-
1,2%(i+1)]]]+m5[[i, AlL AI]];

M6[[Range[2#i-1,2*(i+1)],Range[2*i-1,2*(i+1)]]]=M6[[Range[2*i-1,2*%(i+1)], Range[ 2*i-
1,2%(i+1)]]]+m6[[i, AL ALl]];

MT 1[[Range[2*i-1,2%(i+1)],Range[2#i-1,2%(i+1)]]]=MT1[[Range[2*i-
1,2%@+1)],Range[2*i-1,2*(i+ )]+ Mt1[[i, ALL AL

MT2[[Range[2*i-1,2%(i+1)],Range[2#i-1,2%(i+1)]]]=MT2[[Range[2*i-
1,2%G+1)],Range[2%i-1,2*(i+ D ]T+ME2[[i, AILALL; i++]

MI[[2*El+1,2*El+1]]= M1[[2*El+1,2*El+1]]+Mtip:
M3[[2*El+1,2*El+1]]= M3[[2*El+1,2*El+1]]+Mtip/=;
MA4[[2#El+1,2*El+1]]= M4[[2*El+1,2*El+1]]+m;
M6[[2*El+1,2*El+1]]= M6[[2*El+1,2*El+1]]+m/;

KTesas=-{1"2*%(M5-M6+MT?2);
CTesas=K-[1"2%(M2-M4+MT1);
Mesas2nokta=M3;

Mesas3nokta=M1;
reducedMesas2nokta=Array[a,{(2*(El)),(2*(ED))}];
reducedMesas3nokta=Array[a,{(2*(El)),(2*(ED))}];
reducedKTesas=Array[a,{(2*(El)),(2*(El))}];
reducedCTesas=Array[a,{(2*(El)),2*(ED)}1;

For [i=1,i= (2*(El)),
For[j=1,j<=(2*(El)),

reducedMesas2nokta[[i,j]]=0;

reducedMesas3noktal[i,j]]=0;

reducedKTesas|[[i,j]]=0;

reducedCTesas| [i,j ]]1=0; j++] i++]
reducedKTesas=KTesas[[Range[3,2*(El+1)],Range[3,2*(El+1)]]];
reducedCTesas=CTesas[[Range[3,2*(El+1)],Range[3,2*(El+1)]]];
reducedMesas2nokta=Mesas2nokta[[Range[3,2*(El+1)],Range[3,2*(El+1)]]];
reducedMesas3nokta=Mesas3nokta[[Range[3,2*(El+1)],Range[3,2*(El+1)]]];
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Id=IdentityMatrix[2*El];
Aa=Array[a,{(3*2*(El)),(3*2*(ED) }1;
Bb=Array[a,{(3*2*(El)),(3*2*(E]) }]I;

For [i=1,i= (3*2*(El)),
For[j=1,j<=(3*2*(El)),
Aa[ [i,j11=0; Bb[[i,j1]=0; j++] i++]

Aa[[Range[1,2*El],Range[1,2*El]]]=-reducedCTesas;
Aa[[Range[1,2*El],Range[2*El+1,2*2*El]]]=-reducedMesas2nokta;
Aa[[Range[1,2*El],Range[2*2*El+1,3*2*El]]]=-reducedMesas3nokta;
Aa[[Range[2*El+1,2*2*El],Range[ 1,2 *El]]]=Id;
Aa[[Range[2*2*El+1,3*2*El],Range[2*El+1,2*2*El]]]=Id,;

Bb[[Range[1,2*El],Range[1,2*El]]]=reducedKTesas;
Bb[[Range[2*El+1,2*2*El],Range[2*El+1,2*2*El]]]=Id;
Bb[[Range[2*2*El+1,3*2*El],Range[2*2*El+1,3*2*El]]]=1d,;

Kk=Inverse[Aa].Bb;
sonuc=FEigenvalues[Kk]/w0;

InputForm[N{[sonuc,6]]
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Cizelge B.1:

Maxwell soniim modeli i¢in titresim karakteristikleri

STZ (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -5.000000+21.4597021 -5.000000+15.461736i1 -5.000000+15.052170i -5.000000+14.7794861
-5.000000+21.459699i -5.000000+15.461735i -5.000000+15.052170i -5.000000+14.779485i
1 -0.714051+0.9453051 -0.145978+1.0912091 -0.096719+1.075842i -0.056970+1.0512831
-0.714051+0.945305i -0.145977+1.091208i -0.096719+1.075841i -0.056969+1.051282i
) -0.690982+2.2490141 -0.172445+2.1576631 -0.118515+2.1183691 -0.071445+2.0769081
-0.690981+2.249014i -0.172444+2.157662i -0.118515+2.118368i -0.071445+2.076907i
3 -0.658454+3.431960i1 -0.186396+3.2057471 -0.129705+3.1514491 -0.079273+3.097380i
-0.658453+3.431959i -0.186395+3.205746i -0.129705+3.151448i -0.079273+3.097379i
4 -0.621314+4.5662761 -0.191848+4.2449651 -0.13477444.1790511 -0.083154+4.114650i1
-0.621314+4.566276i -0.191848+4.244965i -0.134774+4.179051i -0.083153+4.114650i
7=0115 -0.58291945.667490i1 -0.191898+5.2776171 -0.135835+5.2023441 -0.084423+5.1293611
-0.582919+5.667490i -0.191897+5.277616i -0.135835+5.202344i -0.084422+5.129362i
6 -0.545311+6.7444911 -0.188510+6.3048471 -0.134266+6.2219931 -0.083940+6.1418851
-0.545310+6.744490i -0.188509+6.304847i -0.134265+6.221992i -0.083942+6.141881i
7 -0.509642+7.8036531 -0.183024+7.327532i -0.131027+7.2385251 -0.082310+7.152500i1
-0.509641+7.803653i -0.183023+7.327532i -0.131026+7.238524i -0.082319+7.152502i
8 -0.476483+8.8496331 -0.176359+8.346422i1 -0.12679148.2524111 -0.079980+8.161490i1
-0.476483+8.849632i -0.176358+8.346422i -0.126790+8.252410i -0.079984+8.161490i
9 -0.446035+9.8857981 -0.169128+9.362168i1 -0.122020+9.2640721 -0.077230+9.169080i1
-0.446034+9.885797i -0.169128+9.362168i -0.122019+9.264072i -0.077237+9.169089i
10 -0.418275+10.914580i -0.161734+10.375322i -0.117025+10.2738791 -0.074280+10.1755101
-0.418275+10.914580i -0.161732+10.375323i -0.117024+10.273878i -0.074288+10.175517i
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Cizelge B.1:

(devam) Maxwell soniim modeli icin titresim karakteristikleri

f_Z (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5

0 -1.000000+3.370810i1 -1.000000+1.1938081 -1.000000+0.584312i -1.000000+15.5702661
-1.000000+3.370807i -1.000000+1.193810i -1.000000+0.584305i -1.000000+15.570266i

1 -0.909934+3.521232i -0.548476+1.5277501 -0.305774+1.2685451 -0.133741+1.146310i1
-0.909933+3.521231i -0.548475+1.527750i -0.305773+1.268544i -0.133740+1.146309i

) -0.709125+3.9741261 -0.272965+2.5094511 -0.171284+2.334670i1 -0.093405+2.1981551
-0.709125+3.974125i -0.272964+2.509451i -0.171284+2.334670i -0.093405+2.198154i

3 -0.519905+4.6646411 -0.175935+3.5042841 -0.11722043.3490631 -0.068989+3.2136541
-0.519904+4.664640i -0.175934+3.504284i -0.117220+3.349063i -0.068988+3.213653i

4 -0.385294+5.4884261 -0.128336+4.4985661 -0.088519+4.3525401 -0.053892+4.2194411
-0.385294+5.488426i -0.128335+4.498565i -0.088518+4.352539i -0.053892+4.219441i
7=0515 -0.295319+6.3808951 -0.10070045.493578i1 -0.070871+5.352988i -0.043926+5.2218841
-0.295319+6.380894i -0.100699+5.493577i -0.070871+5.352987i -0.043926+5.221883i

6 -0.234649+7.310990i1 -0.082780+6.4895071 -0.058979+6.3525001 -0.036946+6.2229681
-0.234648+7.310990i -0.082779+6.489506i -0.058978+6.352499i -0.036946+6.222967i

7 -0.192572+8.263223i -0.070246+7.4862161 -0.050447+7.3517331 -0.031820+7.223438i
-0.192571+8.263222i -0.070246+7.486216i -0.050446+7.351733i -0.031820+7.223437i

8 -0.16241449.229226i1 -0.060996+8.4835331 -0.044040+8.3509171 -0.027913+8.2236031
-0.162414+9.229226i -0.060995+8.483533i -0.044039+8.350916i -0.027912+8.223609i

9 -0.140086+10.2041771 -0.053890+9.481318i -0.039058+9.3501331 -0.024840+9.223620i1
-0.140086+10.204176i -0.053889+9.481317i -0.039058+9.350132i -0.024841+9.223629i
10 -0.123047+11.185158i -0.048262+10.479463i -0.035078+10.349409i1 -0.022360+10.223570i1
-0.123047+11.185158i -0.048262+10.479462i -0.035077+10.349409i -0.022368+10.223572i
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Cizelge B.1: (devam) Maxwell soniim modeli icin titresim karakteristikleri

f_Z (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -0.500000+3.4802821 -0.500000+1.474848i -0.500000+1.0447111 -0.500000+0.5682911
-0.500000+3.480278i -0.500000+1.474850i -0.500000+1.044710i -0.500000+0.568291i
1 -0.455801+3.6422891 -0.325076+1.8124511 -0.241880+1.4915301 -0.130650+1.2444231
-0.455801+3.642288i -0.325076+1.812450i -0.241879+1.491529i -0.130649+1.244422i
) -0.359958+4.097220i1 -0.165212+2.6243641 -0.110408+2.4127231 -0.062097+2.240870i1
-0.359957+4.097219i -0.165212+2.624364i -0.110408+2.412722i -0.062096+2.240870i
3 -0.267847+4.7641071 -0.099991+3.5604971 -0.067692+3.3875031 -0.040189+3.2364441
-0.267846+4.764107i -0.099991+3.560496i -0.067691+3.387502i -0.040188+3.236444i
4 -0.199555+5.5604891 -0.069838+4.5308661 -0.048429+4.375112i -0.029611+4.233329i1
-0.199554+5.560488i -0.069837+4.530866i -0.048428+4.375112i -0.029611+4.233329i
_ 5 -0.152729+6.4320061 -0.053386+5.5143451 -0.037669+5.3677591 -0.023407+5.2311451
-0.152729+6.432006i -0.100049+0.073747i -0.037669+5.367759i -0.023407+5.231144i
6 -0.120855+7.347742i1 -0.043189+6.5039441 -0.030819+6.3628911 -0.019338+6.2295511
-0.120855+7.347742i -0.043188+6.503943i -0.030819+6.362890i -0.019338+6.229550i
7 -0.098734+8.2903361 -0.036274+7.4968251 -0.026077+7.359428i -0.016467+7.2283431
-0.098734+8.290335i -0.036273+7.496825i -0.026077+7.359427i -0.016467+7.228343i
8 -0.082931+9.2498011 -0.03127748.4916561 -0.022600+8.3568381 -0.014338+8.227400i1
-0.082930+9.249800i -0.031277+8.491656i -0.022599+8.356837i -0.014335+8.227400i
9 -0.071284+10.2202171 -0.027497+9.4877351 -0.019941+9.3548271 -0.012687+9.2266451
-0.071284+10.220217i -0.027496+9.487735i -0.019940+9.354827i -0.012689+9.226644i
10 -0.062439+11.197971i -0.024536+10.484660i -0.017841+10.353222i -0.011381+10.2260001i
-0.062439+11.197971i -0.024536+10.484660i -0.017840+10.353221i -0.011381+10.226024i
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Cizelge B.1:

(devam) Maxwell soniim modeli icin titresim karakteristikleri

f_Z (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -0.250000+3.5071161 -0.250000+1.5371001 -0.250000+1.1308941 -0.250000+0.7144611
-0.250000+3.507116i -0.250000+1.537097i -0.250000+1.130894i -0.250000+0.714459i
1 -0.228000+3.6718521 -0.166783+1.8797531 -0.130698+1.565320i1 -0.079640+1.3000221
-0.228000+3.671852i -0.166783+1.879752i -0.130698+1.565320i -0.079639+1.300022i
) -0.180605+4.1273371 -0.086385+2.6580301 -0.059018+2.438623i1 -0.033807+2.256512i
-0.180604+4.127337i -0.086384+2.658030i -0.059018+2.438622i -0.033806+2.256512i
3 -0.134867+4.7889871 -0.051671+3.5767001 -0.035186+3.3990341 -0.02097243.2434691
-0.134866+4.788987i -0.051671+3.576699i -0.035186+3.399033i -0.020971+3.243469i
4 -0.100632+5.5788521 -0.035697+4.5398311 -0.024800+4.3814691 -0.015187+4.2372861
-0.100631+5.578851i -0.035697+4.539831i -0.024799+4.381469i -0.015186+4.237286i
7= 5 -0.077004+6.4451371 -0.02710145.5199471 -0.019138+5.371771i1 -0.011902+5.2336751
-0.077003+6.445136i -0.027100+5.519946i -0.019137+5.371770i -0.011901+5.233675i
6 -0.077004+6.4451371 -0.021832+6.5077631 -0.015586+6.365650i1 -0.009785+6.2313071
-0.060876+7.357197i -0.021832+6.507763i -0.015586+6.365650i -0.009784+6.231306i
7 -0.049679+8.2972991 -0.018287+7.4995951 -0.013150+7.361442i1 -0.008307+7.229632i
-0.049679+8.297298i -0.018286+7.499595i -0.013150+7.361442i -0.008306+7.229631i
3 -0.041685+9.2550701 -0.01573948.493758i -0.011375+8.3583731 -0.007218+8.2283851
-0.041685+9.255070i -0.015739+8.493757i -0.011375+8.358372i -0.007216+8.228385i
9 -0.035800+10.224313i -0.013819+9.4893851 -0.010024+9.3560361 -0.006379+9.227420i1
-0.035800+10.224313i -0.013819+9.489385i -0.010023+9.356035i -0.006379+9.227420i
10 -0.031336+11.201234i -0.012320+10.4859901 -0.008959+10.3541971 -0.005716+10.2266521
-0.031335+11.201234i -0.012319+10.485989i -0.008959+10.354197i -0.005716+10.226652i

72




Cizelge B.2 : Kelvin-Voigt soniim modeli i¢in titresim karakteristikleri

Q am=0 au=1 oM=2 am=>5
0 -0.618118+3.461256i -0.121259+1.552570i -0.067071+1.156253i -0.028648+0.756395i
-0.618118+3.4612561 -0.121259+1.5525671 -0.067071+1.1562531 -0.028648 +0.7563951
1 -0.618176+3.629399i -0.121558+1.897849i -0.067582+1.588833i -0.029625+1.322000i
-0.618176+3.6293971 -0.121557+1.8978481 -0.067582+1.5888351 -0.029625 +1.3220001
2 -0.618965+4.091099i -0.124827+2.667511i -0.072209+2.447759i -0.035550+2.262983i
-0.618965+4.0910991 -0.124827+2.6675111 -0.072209+2.4477591 -0.035550 +2.2629831
3 -0.621887+4.758479i -0.133527+3.582911i -0.082083+3.405110i -0.044502+3.247988i
-0.621887+4.7584791 -0.133527+3.5829111 -0.082083+3.4051101 -0.044502 +3.2479881
4 -0.628263+5.554515i -0.146906+4.547485i -0.094877+4.388640i -0.054237+4.242517i
-0.628263+5.5545151 -0.146905+4.5474851 -0.094877+4.38864 11 -0.054237 +4.2425171
J=0115 -0.63881216.428757? -0.16305515.531372? -0.10878215.381657? -0.06406315.240628?
-0.638811+6.4287571 -0.163055+5.5313711 -0.108782+5.3816571 -0.064062 +5.2406281
6 -0.653597+7.351173i -0.180499+6.524226i -0.122954+6.379146i -0.073753+6.240563i
-0.653597+7.3511721 -0.180499+6.5242261 -0.122954+6.3791481 -0.073751 +6.2405651
7 -0.672233+8.304062i -0.198379+7.521917i -0.137024+7.379161i -0.083215+7.241599i
-0.672233+8.3040621 -0.198378+7.5219171 -0.137024+7.3791621 -0.083212 +7.2416011
3 -0.694105+9.276766i -0.216237+8.522534i -0.150822+8.380772i -0.092405+8.243366i
-0.694105+9.2767661 -0.216236+8.5225341 -0.150821+8.3807731 -0.092401 +8.2433691
9 -0.718533+10.262669i -0.233837+9.525071i -0.164268+9.383467i -0.101308+9.245648i
-0.718533+10.2626691 -0.233836+9.5250721 -0.164266+9.3834681 -0.101300 +9.2456521
10 -0.744871+11.257545i -0.251057+10.528939i -0.177327+10.386933i -0.109918+10.248311i
-0.744871+11.2575451 -0.251056+10.5289401 -0.177324+10.3869341 -0.109908 +10.2483111
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Cizelge B.2 : (devam) Kelvin-Voigt soniim modeli i¢in titresim karakteristikleri

STZ (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -3.090591+1.676488i -0.606294+1.434428i -0.335355+1.108584i -0.143239+0.743261i
-3.090591+1.6764651 -0.606294+1.4344521 -0.335355+1.1085791 -0.143239+0.743262i
1 -3.090821+2.001110i -0.607512+1.803196i -0.337466+1.555545i -0.147424+1.316270i
-3.090821+2.0010931 -0.607512+1.8031971 -0.337466+1.5555501 -0.147424+1.316269i1
> -3.092796+2.754712i -0.616920+2.609536i -0.352152+2.437775i -0.169366+2.272893i
-3.092796+2.754720i1 -0.616919+2.6095331 -0.352152+2.4377751 -0.169366+2.272893i1
3 -3.097266+3.682796i -0.636262+3.563510i -0.379096+3.424886i -0.199539+3.277523i
-3.097266+3.6828071 -0.636262+3.5635051 -0.379095+3.424888i -0.199539+3.2775241
4 -3.104071+4.682468i -0.663147+4.569629i -0.412381+4.440597i -0.229353+4.291108i
-3.10407144.6824621 -0.663147+4.5696311 -0.412381+4.4405971 -0.229353+4.2911071
7-=0515 -3.11303415.715991i -0.69520215.59610& -0.44765915.464437i -0.25677115.306945i
-3.11303445.7159911 -0.695202+5.5961071 -0.447659+5.464438i1 -0.256771+5.3069451
6 -3.124047+6.767568i -0.730442+6.630408i -0.482515+6.490101i -0.281841+6.323331i
-3.124048+6.7675651 -0.730443+6.6304071 -0.482515+6.4901011 -0.281840+6.323331i
7 -3.137036+7.829620i -0.767287+7.667066i -0.515891+7.515663i -0.304941+7.339655i
-3.137034+7.829618i -0.767286+7.6670681 -0.515891+7.5156631 -0.304940+7.3396551
3 -3.151939+8.898085i -0.804561+8.703662i -0.547491+8.540599i -0.326416+8.355664i
-3.151939+8.898083i -0.804561+8.7036611 -0.547492+8.540598i -0.326415+8.3556641
9 -3.168695+9.970586i -0.841471+9.739197i -0.577364+9.564809i -0.346535+9.371260i
-3.168693+9.9705861 -0.841471+9.739200i1 -0.577364+9.564808i1 -0.346534+9.371259i1
10 -3.187243+11.045635i -0.877532+10.773347i -0.605680+10.588301i -0.365507+10.386412i
-3.187242+11.045637i -0.877532+10.773347i -0.605679+10.588301i -0.365505+10.386411i
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Cizelge B.2 : (devam) Kelvin-Voigt soniim modeli icin titresim karakteristikleri

f_Z (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -1.097419+0.000000i -1.212588+0.977142i -0.670710+0.944229i -0.286477+0.700632i
-1.097414+0.0000001 -1.212588+0.977139i1 -0.67071040.944220i1 -0.286477+0.7006311
1 -1.015126+0.000000i -1.214125+1.467271i -0.673440+1.444941i -0.292242+1.295959i
-1.015126+0.0000001 -1.214125+1.4672741 -0.673440+1.444940i1 -0.292242+1.295958i
2 -1.594563+0.000000i -1.221905+2.396951i -0.686772+2.379844i -0.316863+2.278905i
-1.594572+0.0000001 -1.221905+2.396958i1 -0.686772+2.3798461 -0.316863+2.2789061
3 -2.304904+0.000000i -1.235566+3.423791i -0.709276+3.404534i -0.351847+3.308667i
-2.304913+0.0000001 -1.235566+3.423783i -0.709276+3.4045361 -0.351847+3.3086661
4 -3.606860+0.000000i -1.254422+4.479720i -0.738776+4.452948i -0.389426+4.343342i
-3.606860+0.000000i1 -1.254423+4.479713i -0.738776+4.4529461 -0.389426+4.343342i
7=10 5 -6.19415712.029126? -1.27793915.54629@ -0.77329115.507357i -0.42567215.375954?
-6.194157+2.0291051 -1.277939+5.546302i -0.773291+5.507358i -0.425672+5.3759541
6 -6.200050+4.159173i -1.305559+6.616543i -0.810963+6.561445i -0.459335+6.405965i
-6.200051+4.159162i1 -1.305559+6.6165451 -0.810963+6.561445i1 -0.459335+6.405966i1
7 -6.207005+5.733549i -1.336684+7.687208i -0.850199+7.612806i -0.490418+7.433894i
-6.207006+5.7335541 -1.336683+7.687209i1 -0.850199+7.6128051 -0.490418+7.433893i
3 -6.215015+7.130244i -1.370696+8.756583i -0.889771+8.660696i -0.519296+8.460210i
-6.215015+7.1302441 -1.370696+8.7565841 -0.889771+8.6606971 -0.519296+8.460209i1
9 -6.224072+8.437850i -1.406985+9.823721i -0.928825+9.705136i -0.546362+9.485213i
-6.224072+8.4378501 -1.406986+9.823719i1 -0.928825+9.7051371 -0.546361+9.485213i
10 -6.234166+9.692391i -1.444968+10.888118i -0.966839+10.746467i -0.571930+10.509094i
-6.234166+9.6923911 -1.444968+10.888119i1 -0.966839+10.7464661 -0.571930+10.5090941i
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Cizelge B.2 :

(devam) Kelvin-Voigt soniim modeli icin titresim karakteristikleri

f_Z (lM=0 (lM=1 (lM=2 (lM=5
0 -0.510542+0.000000i -0.566063+0.000000i -0.664672+0.000000i -0.572954+0.494649i
0.510537+0.000000i1 -0.566058+0.0000001 -0.664640+0.000000i1 -0.572954+0.4946441
1 -0.561439+0.000000i -0.925071+0.000000i -1.343671+0.862663i -0.578056+1.201541i
-0.561441+0.000000i1 -0.925075+0.0000001 -1.343670+0.8626861 -0.578056+1.201537i
2 -0.715739+0.000000i -2.430898+1.164010i -1.351780+2.085683i -0.595757+2.241891i
-0.715739+0.000000i1 -2.430898+1.1640361 -1.351780+2.0856861 -0.595757+2.2418911
3 -0.977523+0.000000i -2.438403+2.714220i -1.365206+3.217154i -0.623314+3.309118i
-0.977521+0.0000001 -2.438404+2.7142041 -1.365207+3.217149i1 -0.623314+3.309118i
4 -1.354354+0.000000i -2.448850+3.972090i -1.383611+4.327784i -0.657935+4.377211i
-1.354349+0.0000001 -2.448851+3.9720891 -1.383611+4.327789i -0.657935+4.377212i
d=20 5 -1.858468+0.000000i -2.462165+5.155594i -1.406602+5.428621i -0.696781+5.440342i
-1.858481+0.0000001 -2.462165+5.155592i1 -1.406602+5.4286171 -0.696781+5.440342i1
6 -2.509169+0.000000i -2.478259+6.306109i -1.433714+6.522888i -0.737405+6.497154i
-2.509177+0.0000001 -2.478258+6.3061201 -1.433713+6.5228851 -0.737405+6.4971531
7 -3.337783+0.000000i -2.497027+7.438327i -1.464428+7.611767i -0.778013+7.547920i
-3.337781+0.0000001 -2.497028+7.4383251 -1.464428+7.6117651 -0.778013+7.5479191
3 -4.399106+0.000000i -2.518351+8.558887i -1.498196+8.695764i -0.817496+8.593516i
-4.399092+0.0000001 -2.518351+8.5588911 -1.49819648.6957631 -0.817496+8.5935151
9 -5.804074+0.000000i -2.542096+9.671227i -1.534458+9.775146i -0.855300+9.634941i
-5.804069+0.0000001 -2.542097+9.671220i1 -1.534458+9.775148i -0.85530049.6349411
10 -7.860430+0.000019i -2.568120+10.777298i -1.572668+10.850108i -0.891248+10.673090i
-7.860446+0.0000001 -2.568120+10.777299i -1.572667+10.8501071 -0.891248+10.6730891
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