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OZET

ISARETLER IN SEYREK GOSTERILIMI ICIN SOZLUK TASARIMI

Gunumuze kadar ses, metin, gorinti ya da vidacetierinin iletimi icin ceitli
teknikler gelgtirilmistir. Tum bu yOontemlerin Uzerinde cglgl konulardan biri,
haberleme icin kisith bir kaynak olan band geginginin verimli bir sekilde
kullaniimasi olmgtur. Mevcut band gesli ginin verimli bir sekilde kullaniimasi igin
bir yaklsggim isaretlerin c¢eitli sikistirma algoritmalart ile  boyutlarinin
kigultulmesidir. Son yillardasaretlerin seyrek gosterilimlerinin bulunarak ifade
edilmesi bu algoritmalar arasinda onemli bir yetmtaya balamistir. Ozellikle
gectigimiz son on yil icinde, saretlerin seyrek gdsteriliminin bulunmasi ve
kullaniimasina kar gelisen bir ilgi mevcuttur.

Asiri-tam bir s6zIlik yardimiyla bir saretin seyrek gdsteriliminin  bulunmasi
kullanilan en yaygin yontemlerden biridir. Sozli#@om olarak da adlandirilan ve
isaret boyutuna gore daha fazla sayida olan teyamdtierin bir kiimesidir. Sikiirma
problemleri dginda karetlerin seyrek gosterilimi, ters problemlerin didlenmesi,
gurultd azaltma ve Oznitelik ¢ikarma gibi alanladdekullaniimaktadir.

Isaretlerin seyrek gosterilimi icin kullanilan sozltgnilama algoritmalarinigimdiye
kadar sunulan turlerinde, s6glin bulunmasi sozffiin bir grup gitim vektorinun
tumu kullanilarak gincellenmegeklinde gerceklgirilmi stir. Bunun yaninda @tim
seti uyarlamali bigekilde kullanilarakta sozltk ofturulabilir.

Bu yuksek lisans tez camasinda, ginimuzde guncel bir siirana konusu olan
sozluk tanilama yontemleri ile sinyallerin seyrekstgrilimi konusu Uzerinde
calsilmistir. Bu amacla, sozlik gdgenme yodntemleri incelengi ve caitli
algoritmalar  sinyallerin ~ seyrek gosterilimi icin MAAB ortaminda
gerceklatirilmi stir. Farkli algoritmalar icin elde edilen sonuckrasindaki bgarim
farkhliklar1 raporlanmgtir.
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SUMMARY

DICTIONARY DESIGN FOR SPARSE SIGNAL REPRESENTATION

Until now, a variety of techniques have been dgwedbfor the transmission of audio,
text, images or video signals. The efficient use¢hef bandwidth, which is a limited
resource for communication is one of the main issme&ny communication context.
An approach for the effective employment of exgtandwidth is downsizing the
signal dimensionality via different compression acalthms. In recent years,
expression of signals with sparse representationedaimportance among these
compression algorithms. Especially in the pastyesrs, there is a growing research
interest for sparse representation of signals.

Sparse representation of a signal by adopting &n-cvmplete dictionary is one of

the common methods used. A dictionary can be defisea set of basic signals, and
the dictionary size or the number of these bagjnass is bigger than the dimension
of the signal to represent. Other than compresgiooblems, sparse signal

representation is also used in areas such as rizgtilan of inverse problems, noise
reduction and feature extraction.

Dictionary leaning algorithms for sparse represwmagenerally update the learned
dictionary utilizing a whole group of training vecs in each iteration. However,
there are recent dictionary leaning algorithms psags, which update the dictionary
estimate in an adaptive fashion rather than usiogteh approach.

In this master thesis, a current research topictiahary learning algorithms for
sparse representation of signals is studied. Fsr ghrpose, dictionary learning
algorithms are investigated and various algorittamesimplemented with MATLAB
for the representation of the signals. Differeniceperformance between the results
obtained for different algorithms are reported.

XV



1. dRIS

Isaret sleme alaninda yapilan cghalarin bir bélimi, bir saretin uygun bir
donim yontemi kullanilarak gosterilimine odaklanmaktad\yrik ya da strekli
zamanli saretlerin “Fourier DOnglim0” ya da “Dalgacik (Wavelet) Dogiimu” gibi

dongim kurallarn ile farkh bolgelere gaarak ifade edilmesi gosterilim
kurallari dginda bir s6zluk yardimiyla seyrek gosterimlerinimlumarak ifade

edilmelerine yonelmtir. Sikistirma, gurultd azaltma, habegiee ve daha birgok

Isaretlerin seyrekfii dik bir gosterilimde katsayilarin sinirlandirilmayardimiyla
sglanabilir. Bu gerceklemeye verilebilecek iyi orneklayrik kosinls doésimu
(“Discrete Cosine Transform”) ve “Dalgacik D&inU” seklindedir [1, 2]. Bunun
yaninda garetlerin seyrek gosterilimi icingau-tam (over-complete) veya ghr bir
deysle gereksizlik (redundancy) iceren sozluklerin &allmasi olduk¢a uygundur.
Sozligin {d®},-, x atomlarinin birlgiminden olgtugu géz ©niine alinirsa,
asaglda verilen denklemde birsareti temsil eden seyrek gosterilimin ifadesi

sunulmaktadir.

K
=) w(k)d® (1.1)

(1.1) denkleminde yer alaf, seyrek gosterilimi ifade edilmeye gallan isareti
belirtmektedir.w (k) ise sadece belirli gerleri sifirdan fakli olan seyrek katsayi
vektorinu gostermektedit.isaretinin seyrek olmasi bu nedenden ileri gelmektedi
% isareti icin seyrek gosterilim probleminde amat{®) atomlari bilindginde seyrek
w katsay! vektorinin bulunmasidir. Daha zorlu bobpem ise, seyrek gdsterilime
imkan verecek bir sozfiiin hesaplanmasidir. Bu problem “sozlikenme” veya
“sozluk tasarimi” olarak adlandirilabilir. Sozluksgrénme probleminin ¢6zumd,
seyrek katsayl matrisinin bulunmasi ve katsayl islatr kullanilarak sodzlik

matrisinin guncellenmesgeklinde iki gamali bir yaklaimla sglanabilir. Birinci

1



asamada seyrek katsayl matrisi; bir 6ncejaraada gincellenen soézlik matrisi ve
seyrek goOsterilimi  bulunmaya cglan isaret yardimiyla vektor segim
algoritmalarindan biri kullanilarak hesaplanir. Yaksecim algoritmalarindan bir
kaci Dik Elesme Takip Algoritmasi (“Orthogonal Matching Pursu©MP”) [4,5],
Temel Takip Algoritmasi (“Basis Pursuit - BP”) [6k Odaksal Az-kararli Sistem
Cozumu (“Focal Under-determined System Solver — BOE”) [7] seklindedir. Bu
yontemlerden her hangi biri kullanilarak belirliysda deeri sifirdan farkli olan

katsayl matrisi olgturulabilir.

ikinci asamada birden fazla sayida elemana sahipsaiei kiimesi icin uygun olan
sozluk matrisi ise birgok yolla tasarlanabilir. Bamdan bazilari temel fonksiyonlar,
ornesin “Gabor” ve “Dalgacik” fonksiyonlari kullanilarakglanabilir [1]. Bu tip
sozlukler literatirde analitik sozlUkler olarak aaltiiriimaktadir [8]. Bunun yaninda
belirli bir sinif isaret icin kullanilacak sozlikler yine byaretler kullanilarak
ogrenme yontemi ile 6zel olarak hesaplanabiligrénme genellikle bir @tim
kimesi temel alinarak sogjiin esitim sureci sonunda ofturulmasi seklindedir.
Buna kagilik bu tasarim sozfiin boyutu, yapisi ve gercekleryatlarina gore bazi
kisitlara sahiptir. Gunimuze kadar bircok sozliklgama algoritmasi sunulngtur.
Bu algoritmalardan bazilari En Buyidk Olasilik Mato@d'Maximum Likelihood
Methods — MAP”) [9, 10, 11], Optimal Yonler Metod{iMethod of Optimal
Directions — MOD”) [12, 13, 14] ve K adet Tekil par Ayristirmasi (“K-Singular
Value Decomposition - K-SVD”) [2, 3, 11jeklindedir. Bu yuksek lisans tez
calismasinda ise bu yontemlere ilave olarak ¢ok dah#eeazsyon sonucunda sozlik
matrisinin elde edilmesini glyan Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (“Recursive
Least Squares Method of Optimal Directions - RLSADL [1] tanitilacak ve

gerceklenecektir.

Yuksek lisans tez ¢amasinda, sozlik tanilama yontemleri kullanilargdeatlerin
seyrek gosterilimi konusu Uzerinde edinistir. Bu amagla, sozlik tanilama
yontemleri ve vektor secim algoritmalari incelestmi Isaretlerin seyrek gosterilimi
icin ginimuizde kullanilan ve so6zlik tasarimina claka hizli yakinsamak icin
Onerilen yontemler MATLAB ortaminda gerceklentii Elde edilen sonuclar
yontemlerin bgarimi ve dgiskenlerin etkisi gbz Onune alinip kdastirilarak

sunulmutur.



Tez calgmasi altt ana boélimden ghaaktadir. Cabmanin bu gig boliminde
isaretlerin seyrek gdsterimi genel bilgiler ¢ercemdsi tanitilmgtir. Bolum iginde
seyrek gosterim icin kullanilan s6zlik tanilamareaw ve yontemleri hakkinda kisa
bilgiler verilmistir. ikinci bolumde, seyrek saret kleme, karetlerin  seyrek
gosterimleri i¢in kullanilan vektor secim algorittaa ve sozlik tanilama kavramlari
hakkinda daha detayl bilgiler sunulgtwr.

Calismanin Ggunci ve dérdunci boliminde seyrek gosteriinkan verecek s6zlik
tanilama algoritmalari agiklangar. Uclincti bolimde bu algoritmalarin geleneksel
olarak tanimlayabileg@miz ve veri Uzerinde bloklageklinde glem gerceklgtirilen
¢esitleri agciklanmgtir. DOrdinct bolimde ise sonuca yani sozlik magigok daha

az iterasyonda yakinsayan uyarlamall yontemletmgstir.

Besinci bolimde bahsedilen tim sodzlik tanilama algwalari MATLAB ortaminda

gerceklatirilmi s ve sonuclar karlastirilarak raporlanngtir. Bu sonuclar problemde
degisken olarak yer bulan sozlik matrisinin stitun vet@msayisi, veri kimesinin
boyutu, saretin uzunlgu, seyreklik dgeri gibi faktorler dgistirilerek incelenmgtir.

Calismanin son bélimde ¢ikan sonuclar taldrak tez cahmasi tamamlanrgiir.






2. SEYREKISARET ISLEME

Tez calgmasinin bu boliumundaaretlerin seyrek gosterilimi icin kullanilan vektor
secim algoritmalari ile birlikte seyrek gdosterilikavrami hakkinda detayh bilgiler

verilecektir.

2.1 Seyrek Gosterilim Kavrami

Son zamanlardgaretlerin seyrek gosterimine karyapilan argtirmalarda artan bir
ilgi oldugu gorulmektedir [1, 2, 11, 15, 16}.€ RM, isareti, giri-tam bir s6zluk
matrisinin atomlarinin seyrek, lineer @@asal) birlgimi seklinde gosterilebilir. Kisa
bir ifade ile seyrek gosterilim, bix isaretinin,D s6zl{Ei ve w seyrek gosterim
katsayilari kullanilarak lineer bir bigden ile ifade edilmesidir. Bu ifadede yer alan
sozlik matrisiD € RM*X seklinde bir matrisle gosteriimekte V¢ adet atomdan
olusmaktadir. Bu durumda isareti; D s6zI(gu yardimiyla,||x — Dw||, < € sartin
sglanmak Uzerex = Dw kesin sekilde ya dax =~ Dw yaklasik sekilde ifade
edilebilir. w € RX, agirlik vektori olarak isimlendiriimekte ve isaretine ait
katsayilar gostermektedir. gilik vektdrinin sadece belirli sayida elemaninin
sifirdan farkli dger almasix isaretinin seyrek gdsterilimini geamaktadir.
Varsayilan seyrek gosterilim metotlarinda, seygekélcmek icin c¢agitli sayilar
kullaniimaktadir [3]. Sayilar sifir alinarak bigaretin seyrek gdsterilimin ifadesi

denklem (2.1)’de verilngtir.

(Py) min||W|| x = Dw 2.1)
w 0

w katsay! vektorine ya da en genekli ile bir isarete aitlP sayisi;||lwl, =
(CK_ (wi|P)P seklinde ifade edilebilir. Bu durumddi-||0arg[]man vektorin sifir

sayisint (I° - count) ifade etmektedir. Sifir sayisi vektorurfirdan farkli
elemanlarinin sayisini vermektedir. O halde, denk{.1) ile birx vektorini,D
matrisinin atomlari cinsinden ifade eden en seymngk agirlik vektorinun
hesaplanmasi tanimlanmaktadiygulamada denklem (2.1) ile ifade edilen seyrek

gosterilimi sglamak Uzere ¢gtli takip algoritmalari mevcuttur [4, 5, 11]. Bu



algoritmalar garetlerin seyrekfiini tam ya da yakkak olarak sglamaktadir.
Bolimin alt baliklarinda bu algoritmalarin bir kagi agiklanaca& garimlari
deserlendirilecektir. Seyrek gosterilim veya gdr bir deysle seyrek kodlama,
isaretlerin seyrek goésterimi icin kullanillacak so#éiln tasariminda gerekli bir
adimdir. Bu tezde s0zlUk tasarimi incelegauden, seyrek gosterilim problemine de
deginilmektedir.

Seyrek gosterilimde kullanilan algoritmalardan taziEslesme Takip Algoritmasi
(“Matching Pursuit - MP”) [4], Dik Elesme Takip Algoritmasi (“Orthogonal
Matching Pursuit - OMP”) [4, 5] ve Sirall Yinelemdéslesme Takip Algoritmasi
(“Order Recursive Matching Pursuit - ORMP”) [4, Bl] seklindedir. Gercekleme
yontemleri basit olan bu algoritmalarin seyrek gibmi oldukca baarili bir sekilde
sagiladigl séylenebilir. Tum bu algoritmalagdretler ile sdzlik elemanlari arasindaki

icler carpimi ve en az kareler yontemi gigdemleri icermektedir.

Diger bir iyi bilinen seyrek gosterilim yaklami, Temel Takip (“Basis Pursuit - BP")
[6] algoritmasidir. Bu yontemde kestirim hatasitgniek icin 1° sayisi yering!
kullaniimasi 6Onerilmektedir. Benzegekilde Odaksal Az-kararli Sistem Coziumdi
(“Focal Under-determined System Solver — FOCUSS3]) @lgoritmasind&® sayisi
yerine,p < 1 olmak Uzerd? sayisinin kullanmasi 6nerilmektedir. Alt bolunder

bu algoritmalar aciklanrgtr.

2.2 Dik Eslesme Takip algoritmasi (“Orthogonal Matching Pursuit - OMP”)

Dik eslesme takip algoritmasi (“Orthogonal Matching PursuDMP”), adim adim
guncelleme ile gercekldarilen bir seyrek gosterilim algoritmasi turidi, [5]. Bu
algoritmanin her bir adiminda s6zlik elemanlark fgarete (kestirim hatasina) kar
en blyuk gosterimi ggayacaksekilde segmektedir. Bu durum sozlik elemanlarinin
ya da so0zluk matrisinin normalize edidivarsayimi altinda gercekkerilmektedir.
Her bir sozlik elemani seciminden sonra, katsay@grmrlik) vektori en kugik
kareler yontemi kullanilarak hesaplanre RM veri kiimesiniD K adet normalize
edilmis sutuna sahip s6zluk matrisini gostermek Uzere rdiganin  adimlari
asagidaki sekilde tanimlanabilir [3, 4, 5, 11]. Bangi¢ kaullarindar, = x ve

k = 1 olmak Uizere kabul edilirse:



1. Yeni secilecek soOzluk atomunun indeks getein belirlenmesi,
iy = argmaxy|(ri_1, dy)|
2. Mevcut kestirimin guncellenmesi, x; =argminxk||x—xk||§ ,
X € span{d;;,d;, ..., dix }

3. Fark dgerin (hatanin) glncellenmesj, = x — x;

Algoritma dnceden belirlenen bir iterasyongde sonucu durdurulabilir. @er bir
yontem olarak iterasyon sonlarinda farlgeienin (hatanin) alaga belirli bir degere
kadar devam ettirilebilir [11]. Her iki yontemdegilamada kullanilan yontemlerdir.
Ancak bu ¢cakmada iterasyonun belirli bir adimda durdurulmadiakulmistir. Dik
eslesme takip algoritmasi (OMP) gerceklemesi oldukcaitbais algoritmadir. BP
benzeri yontemlerin aksine, bu yontemde belirli $yreklik dgeri igin istenilen
katsay! vektdrlerinin hesaplanmasi sozlgkim kiimesi (s6zlik matrisi) yardimiyla
kolayca programlanabilir [4, 5]. Bu algoritmaninrdmk ceidi bulunmaktadir.
Bunlardan bazilari; (i) en az kareler yonteminitamhasi ve i¢sel carpimlarin
katsay! olarak kullaniimasi, (i) s6giin her bir aday atomu igin en az kareler
yonteminin uygulanmasi ve sadece secimanmasinda i¢sel carpimlarin
deserlendirilmesi, (iii) her bir yeni atom secimi orstesecilen atomlar yardimiyla
secilmeyenleri kapsayacagkilde tasarlanmasi, (iv) algoritmayi hizlandirniedere,

en buyuk i¢csel carpimi bulmak yerine en yakin eyiiiolanin secilmesieklindedir

3].

2.3 Temel Takip Algoritmasi (“Basis Pursuit - BP”)

Temel takip algoritmasi (“Basis Pursuit - BP”), dilesme takip algoritmasindan
farkh olarak, kestirimde[° sayilarinin [* sayilarl ile yer dgistirmesine
dayanmaktadir [3, 6]. Bu durumda seyrek kodlamzigderi denklem (2.2) ve
denklem (2.3)'de verilg@i sekli ile yazilabilir. Denklem (2.2) kesin ¢6zimiadfe
ederken denklem (2.3) seyrek gosterilimde kataayilhesaplanmasi icin yakik
¢6zim sonucunu vermektedir. Denklem (2.3) ve denk(2.4)'de yer alan seyrek
gosterilimi bulunmaya calilan isareti, D ise sozlik matrisini gostermektediv.,

seyrek girlik vektorinu belirtmektedir.

(Py) min||W|| x = Dw (2.2)
w 1

(Pl,g) mMi/n||W||1 ||x—DW|| <¢ (2.3)
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Yukaridaki denklemlerde yer aleih||1 ifadesi bir garetin ya da vektorin birinci
dereceden sayisini ifade etmektedir. Acik bir ifael¢lw|| sayisi; |Iwl], =
YK _,lwk| seklinde yazilabilir.ifadeden de goriilegegibi ||-||1 sayIs! bir vektorin
degerleri toplaminin mutlak derini vermektedir.

Seyreklik problemi icin kesin ya da yakil gosterimlerin (2.2, 2.3) her ikisinde de
lineer programlama verimli ¢ozumler ganmaktadir. Dier yandani® sayisil®
sayisinin konveks bir yaldéli g1 olarak gorulebilir [11]. Bu durumda, denklem (R.2
ifadesi birlgtiriimis formda denklem (2.4)'de verilgii sekli ile yazilabilir.
Denklemde yer alan terimi regilasyon faktéru olarak adlandiriimakéaseyreklik
degerinin belirlenmesini etkilemektedir [6]. Bu gker 1 den buylk deerlere sahip
olmakla birlikte seyreklik dgerini direkt etkilemesi terimin derini secilmesini

zorlsstirmaktadir.
1 )
mm}n§||DW—x||z+T||W||1 (2.4)

Temel Takip algoritmasy, € RM bir isareti, D € RM*X sgzlik matrisini gostermek
Uzere gamalisekilde de ifade edilebilir [3]. Bu gbsterimde reggyon terimit > 1
ve bglangi¢ katsayi vektoriv, olarak alinmgtir. Elde edilmek istenen ¢iktl katsayi

(agirlik) matrisinin bulunmasidir.

1. Balangic dgeri olarak k=1 ile iterasyona {a.

2. a; = 0 secilmesi ve denklem (2.5) yardimiylg hesaplanmasi.

3. yx € (0,1] seklinde secilmesi ve denklem (2.6) yardimiyla,, ifadesinin
sglanmasi.

4. Algoritmanin durma ol¢utindn kontrollger sart sglanmaz ise k teriminin 1

arttirllarak iterasyona devam edilmesi
+ . * Tk 1 2
wyp = argmin,(z —wy)*D*(Dwy — x) + EakHZ —will5 + T||Z||1 (2.5)

Wit1 = Wi + Vie(Wi — wy) (2.6)

Denklemlerdez terimi—z < w < z seklinde ifade edilen bir terimdir.



2.4 Odaksal Az-kararl Sistem Cozumi (“Focal Underdetermined System
Solver - FOCUSS”)

Odaksal Az-kararh Sistem C6zUmuU algoritmasi, (‘®ddnder-determined System
Solver — FOCUSS”) denklem (2.2) ve denklem (2.Xidgdzimleri bulmak icin
kullanilan vep < 1 olmak Uzerd® sayisil? sayisi ile dgistiren bir algoritmadir
[3, 7]. Bu durumda kesin ¢6zim icin yazilan denkléhR) gagida ifade edilen
denklem (2.7) durumuna gelecektir. Denklemde yeanal seyrek gosterilimi
bulunmaya cajtlan isareti, D s6zlik matrisini belirtmektediw ise seyrek @rhk

vektorinu gostermektedir.

(B) min lwl|p x = Dw (2.7)

Katsayl vektérinin bulunmasi icin kullanilan FOCUS&Igoritmasinin adimlari
bolumiin geri kalan kisminda agiklagtm. Lagranj c@ullama vektorid € RM

kullaniimak tzere, Lagranj fonksiyonu denklem (2:8jilensekli ile yazilabilir.
Lw, ) = |lw]|y + A" (x — Dw) (2.8)
Bir katsayi vektoriw icin gerekli kgullar salamak tzered ¢ogullama vektori
¢6zUmU denklem (2.9)'da verikgligibi olmalidir.

V,L(w,2) = p n(w)w _DTA=0 wve ViL(w,A)=Dw—-x=0 (2.9)

Denklemde yer alaf](w) carpimi bir diyagonal matristir ve elemanlfw;|P~2
olmak Uzerg(i,i) boyutundadir. Bir ¢ok cebirsejlém sonucunda denklem (2.9),

asagida ifade edilen denklem (2.10)’'da yer alan ¢cOzieri@cektir.

W= n(w)‘lDT(D n(w)-lpT)-l % (2.10)

ifade edilen denklemden goriilgedizerew katsayilarinin bulunmasi icin kapali
¢b6zim mumkin g6zikmemektedir. Bu nedenle yinelerb&li ¢coziime ihtiyac
duyulmaktadir. Bu gincellemeli ¢6ziim denklem (Zdd yerilensekli ile yazilabilir
[5]. Denklemin sg tarafinda katsayi vektorinun bir onceki bilinemwsou yer
almaktadir. Denklem (2.11)'de verilen yinelemelresgiile katsayi vektoruniumg,

(agirlik vektorinin) elemanlarina glaak mamkunddr.
e B (0] [ [ D (2.11)
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Temel takip algoritmast (“BP”) [4,5] ve Odaksal Aararli Sistem CO6zUmu
(“FOCUSS”) [6] sozluk tanilama yontemlerinde bifaon En Blyuk Olasilik Metodu
(“Maximum Likelihood Methods - MAP”) [9, 10] yonteande siklikla
kullaniimaktadir. Ancak bu tez csinasinda gerceklenen sozlikgrénme
algoritmalarinin timunde, seyrek gosterilim adinik Elesme Takip algoritmasi
(“Orthogonal Matching Pursuit - OMP”) vektor seciatgoritmasi olarak tercih

edilmigtir.
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3. SOZLUK TASARIMINDA KULLANILAN YONTEMLER

Tez calsmasinin bu boliminde so6zlik tanilama kavrami halekipilgi verilerek
isaretlerin seyrek gdosteriliminde kullanilan blok géhemeli geleneksel s6zlik

tanilama yontemleri tanitilacaktir.

3.1 Sozlik Tanillama

Isaretlerin seyrek gosterilimi icin kullanilan bir Aok, atom adi verilen situn
vektorlerinin birlgmesinden meydana gektir [17, 18]. S6zluk icindeki atomlarin
bir kisminin lineer birlgmi, orijinal isareti tam ya da yakde bir gosterilimini ifade
etmede kullanilabilir. Bu ifade daha 6nce tanimfanva denklem (2.1) ile ifade
edilen seyrek gosterime @eser bir ifadedir. Genellikle birsareti ifade etmek igin
bir s6zluk ve bir cergceve ayni kavram olarak gdilile ancak iki kavram arasinda
kicuk bir farklihk mevcuttur. Bir cercevearet uzayini kapsamaktadir, ancak sozluk

icin ayni durumu soéylemek mamkungidir [1, 19].

Seyrek gosterilimi bulunacak orijinadaret reel elemanli ve uzu@uM olan birx

vektorl ile gosterilebilir. Sozlik ise bir vektérivzunligu M olmak lzerel adet

sutun vektorinden ger bir ifadeyle atomdal{ld(")}klf olusmaktadir. Her bir

1
atomM adet elemana sahiptir. Bu durumlaozligti D € RM*K seklinde bir matris

biciminde gosterilebilir ve bu sézttin her bir situn vektora; bir atogeklinde ifade
edilir. Tam bu bilgiler ile birliktex isaretininD so6zligu ile kesin ya da yak$sk
seyrek gosterilimi ve bu gosterilimden ortaya cikastirim hatase;, (3.1) ve (3.2)

numaral denklemlerinde verilglisekilde olacaktir.

K
= ) wk)d® =Dw (3.1)

r=x—X=x—Dw (3.2)
Denklemlerde yer alaw(k), k atomu ic¢in yanik. s6zlik sutunu icin kullanilan

katsay! dgerini ifade etmektedir. Denklemde de ifade e@ildizere{w(k)}ki 1
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katsayilarinin birlgmesi sonuclK uzunlukluw katsayi vektort elde edilmektedir.
Bu vektdriin en genel hali denklem (2.1)'de veriggyreklik sartini sgladigi ve

sadece sonlu sayida elemaninin sifirdan farigeidaldgi sdylenebilir.

Seyrek gosterilimde sadece az sayidakiede (s tane), sifirdan farkli bir der
almasina izin verilmektedir. Orpi| s degerinin 4 oldgu bir durumdaw vektorunin
4 elemani dindaki tum dgerler sifira gittir. Sifir digindaki deerler vektdrin
herhangi bir indisli elemanina ait olabilir. Buradg/M terimini seyreklik faktort

seklinde tanimlamak mumkandar [1].

Bu boélime kadar aciklanan denklem (3.1) ve denkig®) sadeceM veri
uzunlyguna sahip bir vektorin seyrek ifadesi veritmi Bunun yanindaM
uzunluklu N adetx vektorunin birlemesi ile olgan X = {x;}, matrisinin, D
sozligu yardimiyla seyrek gosterilimini gercegiemekte mumkundir. Bu durumda
kullanilmasi gerekei’ katsayr matrisi dé&/ € R¥*Nseklinde olacaktir. En genel
sekli ile cozulmesi gereken seyrek gosterilim ifad&s= DW seklinde ifade

edilebilir.

Sozlik @renme algoritmalarinda gerceklenecek temédvi sozIigun bir esitim
kimesinden yola cikilarak belirlengnbir iterasyon ya da hata gkyine kadar
egitiimesi ya da dier bir ifadeyle gincellenmesidir. Seyrek gosteripnobleminde
egitim kiimesi olarak seyrek gdsterilimi bulunacalret matrisiX kullaniimaktadir.
Guncelleme sirasinda gerceklenen genel yonggtmekimesinin seyrek gosterilimi
yardimiyla toplam hatanin, karesel hatanin, mumélgugunca kuguk dgerlere
cekilmesidir. X matrisinin sutunlari @tim vektorlerini ve W matrisinin sutunlari
seyrek katsayi vektorlerinin gostermek Uzere karésganin kicultilmesf(.)
fonksiyonu yardimiyla denklem (3.3)'de verilgekilde olacaktir. Bunun yaninda
seyrekliksartini goz 6nuinde bulundurmak tzere denklem (3e4dlenklem (3.5)'de

hesaplanmalidir. Denklemlerde yer alans6zIik matrisini belirtmektedir.
argminp wf (D, W)

, 2 ,
= argmmD,WZHrin = argmmD,WZ ||IX — DW||? (3.3)
i i

min(lIX ~DWI[Z}, Vi llwllo < Ty 3.4)
min " lIwillo X —DW|) <& (3.5)

i=1
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Denklem (3.3)'de yer alaki € RM*N uzunluklu bir matris olup daha acik bir ifade
ile X = {x;})_, seklinde yazilabilir. Benzegekilde W katsayi matrisi d& € RK*VN
uzunlysuna sahiptir veW = {w,}}*, seklinde ifade edilebilir. Ayni zamanda
denklem (3.3), denklem (3.4) ve denklem (3.5)'dadé edilen||A||% notasyonu

Frobenius norm olarak adlandiriimakta V@A||r = fEl-jAl?j seklinde ifade
edilmektedir.

Denklem (3.3)'densiaret icin kestirilen matri& = DW seklinde ve kestirim hatasi
R=X-X=X-DW seklinde ifade edilebilir.R hata terimi ayni zamanda

R = {r;}}., birlesimden olytugu soylenebilir.

(3.3), (3.4) ve (3.5)'in ifade efii ve sozluk @renme icin tanimlanan optimizasyon
problemleri, iki tane matris geken (D ve W) lzerinden optimizasyon
gerektirmektedir. Bu slemi gerceklgtirmenin zorlgundan dolayr problem

guncellemeli iki bolume ayrilarak ifade edilebilBu iki parca,

1) D matrisinin sabit tutularal/ katsayilarinin bulunmasi

2) W katsayilarini sabit tutulardk matrisinin bulunmasi

seklinde iki bolume ayrilabilir [1]. Bu iki parcaniitk bolimindeD s6zlik matrisi
sabit tutulmakta ve katsayilar ya dagsef bir ifadeyle giliklar vektort seyreklik
faktort kullanilarak bazi kurallar cercevesinde k(e secim algoritmalari ile)
hesaplanmaktadir. Vektoérlerin secilmesi problendienklem (3.6) yardimiyla ifade
edebiliriz. w,,, , deeri hesaplanan optimum seyrek katsayl vektGrinu

gOstermektedir.
Wopt = argmin,,||x — Dwl||, [lwllp <s (3.6)

Yukaridaki denklemde mevcut ol#in||, semboli, yani® sayisi, bir katsayi vektoru
icinde ka¢ adet elemanin sifirdan farkli olabifgceyani seyreklgi gostermektedir.
Bir katsay! vektoriw = {w,}N., matrisinin bir stitunu olarak gérulmektedir. Pratik
uygulamalardaw, agirlik vektorlerinin, katsayilarinin bulunmasi igin sonug veren
birka¢ vektdr secim algoritmasi mevcuttur, bu alkgaardan bir kagi bolim 2’de
sunulmytur. Bu algoritmalara Dik fesme Takip Algoritmasi (“Orthogonal
Matching Pursuit - OMP”) [4, 5, 11], Sirah Yinelem Eslesme Takip Algoritmasi
(“Order Recursive Matching Pursuit - ORMP”) [11]erel Takip Algoritmasi
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(“Basis Pursuit - BP”) [6] ve Odaksal Az-kararlis&m C6zumu (“Focal Under-
determined System Solver — FOCUSS”) [7] 6rnek dararilebilir. Sadece belirli

degerleri sifirdan farkli olan katsayi vektorlerinimlbnmasi icin bahsedilen vektor
secim algoritmalarindan biri kullanilabilir. Bu ted@apsaminda OMP algoritmasi

kullaniimistir.

Guncellemenin ikinci ve daha basit olan kismintla, katsayr matrisi sabit
tutulurken,D s6zlik matrisinin gtincellenmektedir. Bideim Optimal Yonler Metodu
(“Method of Optimal Directions — MOD”) [12, 13, 14je K adet — Tekil Dger
Ayristirma (K-Singular Value Decomposition - K-SVD) [2, 11] gibi algoritmalar
kullanilarak farkli sekillerde gercekligirilebilir. Bu tez kapsaminda ayrica
Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (“Recursive Le&juares Method of Optimal
Directions - RLS-DLA”) [1] yontemi tanitilacaktir.

MOD algoritmasi en az kareler ¢ozimunu kullanmaldas6zIik s6zlik matrisinin
elde edildgi ikinci asamadaf (D) = ||X — DW||% fonksiyonunu azaltacakekilde
hesaplamasiemi yapiimaktadir. Hesaplamanin ikinci bélimundg&\HD algoritmasi
ise fakh bir yaklaim ile D s6zlik matrisine ukmaktadir [3]. Bu yontemde so6zlik
atomlarinin sifirdan farkli gigieri sabit tutularak s6zlik matrisi giincellenmelted
MOD ve K-SVD yontemleri ikinci adimda s6zluk mainis bulunmasi samasinda
uyguladiklari yontemler acisindan farklilhk gostekiedir.

Denklem (3.3) seyrek gosterilimde karesel hatarantdolini sglarken, denklem
(3.6) seyreklik keulu ile ilgili kisiti gostermektedir. Bu denklemlele verilen
kisittamalar, bircok sozlik gienme yaklgmlarindan sadece birkaginin ortaya
ctkmasini sglamaktadir. Literatirde mevcutggir denklem, fonksiyon ve yontemler
baska sozluk grenme algoritmalarinin ortaya cikmasinglasmaktadir [1]. Bunun
yaninda 1. dereceden sayilarin kullaniimasi veg&@iminde seyreklik dlcimunin

daha verimli yapiimasinin @anmasi agisindan énemlidir.

3.2 En Buyuk Olasilik Metodu (“Maximum Likelihood Methods —MAP”)

Isaretlerin seyrek gosterimlerinde kullanilab s6zligiinin  olgturulmasinda
gerceklgtirilebilecek yontemlerden biri olan En Blyuk OldsiMetodu (“Maximum
Likelihood Methods —MAP”) olasiliksal sonuclar kanarakD matrisini meydana

getirmektedir [9, 10, 11]. Denklem (3.7) seyrek tgaimin genel ifadesini
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vermektedir. Denklemde yer alanseyrek gosterilimi gercekigrilen isareti, v
vektort ises? varyansl beyaz, normal gmli glrlltiyl gostermektedin ise

seyrek katsayi vektdrlerini belirtmektedir.
x=Dw+v (3.7)

Ornekler kiimesinin birlgirilmesi ile X = {x;}*, matrisi olymakta ve olasilik
fonksiyonunuP (X|D), en buyuk yapacak s6zlik aranmaktadir. ggem icin iki adet
varsayim kabul edilmek durumundadir. Birincisi denk (3.8)'de kolaylikla ifade

edildigi Gzere dlcimler hamsiz olarak gosterilebilmelidir.

N
Pixip) = | [ Peuln) (3.8)
i=1

ikinci varsayim ise kritiktir ve “sakli dgsken” x'i gostermektedir. Olasilik

fonksiyonunun maddeleri, parcalari denklem (3.9%yaiyla hesaplanabilir [10].
P(x;|D) = fP(xi,WlD)dW = fP(xl-lw,D)P(w)dW 3.9

Denklem (3.7) ile verilen ilk varsayima donersgkgadaki denklem (3.10) olasilik

fonksiyonunu ifade etmek Uzere yazilabilir.
1 2
P(x;|lw,D) =sbt.exp{m|IDW—in| } (3.10)

w, vektérinun oncelikli dahmlarindan bir kaci sifir ortalamali Cauchy veplace
dagilimlari olarak verilebilir. Bu dalimin Laplace dalimi oldugsu varsayimi
altinda olasilik fonksiyonu denklem (3.11)'de ifastfildigi sekle donigecektir.

P(x;|D) = fP(xl-lw,D)P(w)dw

1 2
= sbt.jexp{FHDw—xlﬂ }.exp {Allw]|1}dw (3.11)

Katsayilar vektori Gzerinde yapilan lemin gerceklgtirmesi oldukga zordur ve,
[10]'da bu glemin katsayi vektorleri ile?(x;, w|D) olasilik fonksiyonunun ug¢
degerini yer deistirerek gerceklenngtir. Bu durumda problem denklem (3.12)’'da
ifade edildgi sekle dongmustar.
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N
D = argmaxp 1_[ max{P (x;,w;|D)}
wi
=

l

N
= argminp Z rrvlviin{HDWl- — xl-||2 + w1} (3.12)
i=1
Denklem (3.12)'nin ¢6zUmu icin guncellemeli bir wtebnerilebilir. Bu durumda
her bir iterasyonda ikisiem gerceklgtirilecektir. Birinci islemde basit bir vektor
secim yontemi kullanilaraly; katsayilari hesaplanacak, ikinglemde ise s6zluk

matrisi denklem (3.13)’de verildii sekli ile glincellenecektir.

N

D™D = pMm Z(D(")Wl- — x)wl (3.13)
i=1

Bunun vyaninda Lewicki ve Sejnowski tarafindan denkl (3.11)in

gerceklgtiriimesi icin farkh yaklgimlar da dnerilmitir [9].

3.3 Optimal Yonler Metodu (“Method of Optimal Directions — MOD”)

SozIluk tanilama algoritmalarindan birgdri (“Method of Optimal Directions —
MOD?”) olarak adlandirilan ve Engan ve arkglda [12, 13, 14, 19] tarafindan
gerceklgtirilen yontemdir. Bu yontem bir sonraki bélimdelkdgnacak olan K-SVD
algoritmasi ile 0Ozellikle katsayr vektorlerinin lapdanmasi gmasinda yakin
benzerlik gostermektedir. Ancak iki yontemin sozlidiincelleme kisimlar
birbirinden farkhdir. Bunun yaninda yiksek lisaiezinin konusu olan uyarlamall

guncellemeli sireclere gegiOD algoritmasi temel alinarak gercedtiglmi stir.

MOD algoritmasinin en dnemli 6zelliklerinden bidzik gtiincelleme kisminin yani

D matrisinin gincellenmesinin, olduk¢ca basit ve wmdiri bir yontem ile
gerceklgtiriimesidir. Her bir 6rnek icin seyrek gosterilimibilindigi varsayimi
altinda, her bir iterasyondaki kestirim hatgs+ x; — Dw; seklinde ifade edilebilir.

Bu ifade de yer alam kaginci iterasyonun yapiigni gostermektedirx, M x 1
uzunluklu veri vektérini vey, K x 1 uzunluklu katsayi vektérini gostermektedir.
i. iterasyon icin hesaplanapteriminden yola c¢ikarak, genel gosterimde ortalama
karesel hata denklem (3.14)'de verdlidiekilde ifade edilebilir [12].

IIRIIE = lllry, 5, . ,wlllE = 11X — DWI|Z (3.14)
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Denklem (3.14)'de tlnx; veri isaretleriX = {x;}), matrisinin sttunlarini, benzer
sekilde w; katsayl vektorlerinin birkgmi W = {w, }}L, agirhik matrisini (seyrek
katsayl matrisini) olgturmaktadir. Bunun yaninda matris boyutlarigig R¥*N ve
W € RK*N seklinde olacgl gorilmektedir. Ayni zamanda denklem (3.14) dedéfa

edilen||A]|2 notasyonu Frobenius norm olarak adlandiriimaktf A8y = /ZUA?]-

seklinde ifade edilmektedir.

W, agirhk matrisinin sabit oldgu durumda,D sozlik matrisinin gincellenmesi
denklem (3.14)'de verilen hata ifadesi minimize ledik gerceklgirilir. Hatanin

kicultilmesi icin denklem (3.14)'de verilen hatankleminin D matrisine gore
tirevi alinarak(X — DW)WT = 0 baslantisi sglanir ve sozlik gincellemesi igin
gerekli ifade denklem (3.15)'da verifi sekilde bulunur. Denklemde yer alan

degiskeni iterasyon indisini gostermektedir.
DD = xw O (WOW O -1 (3.15)

Denklem (3.15)'de yer alaw @wW®" ifadesinin her zaman bir tersi bulungca
aciktir. WO = wOT (wOWwO"-1 WO matrisinin sézde tersi (pseudoinverse)
olarak adlandirilir. (3.15) denklerdi+D = Xw®" olarak da yazilabilir. Baangic
kosullarinda sozlik matrisi olarak veri matrisinin ilkK sttunu segilebilir. Denklem
(3.15) ile verilen guncelleme denklemi sabit bitdegy1 matrisi icin hesaplanabilecek
en iyi ve en hizli s6zlik matrisinin bulunmasinglasaktadir. Onceki bélimde

aciklanan MAP yontemi ile s6ztiin bulunmasi ¢ok daha yavalmaktadir [3, 11].

D, balangic sozlguni gostermek tzere Optimal Yonler Metodu (MODBRaraali
sekilde gagidaki sekilde de ifade edilebilir [1]D, baslangi¢c s6zlgu olarak gitim
kimesinin, yani veri kimesinin, il vektort alinabilir.j iterasyon indisini
gostermektedir.i ise veri kimesindeki sdtunlarin indisini ifade ekte ve

i =1....N arasinda dger almaktadir.

1.j. iterasyonday;, i. veri vektoriinin alinmasx veri matrisi,.X = {x;}},
seklindeN adet sttundan ojmaktadir ve her bir sttur} veri vektori olarak
gorulebilir.

2. Dj_, sbzluk matrisini, ,x;, i. veri vektorini ve bir vektor segim

algoritmasini (bu cama icin OMP kullanilmgtir) kullanarakw; katsayi
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vektoérlerinin bulunmasi. Elde edilem; vektori W katsayr matrisinin.
sttununu gostermektedir. Bu adimdadtein j. iterasyonda, tim; deserleri
alinarak w; ’lerin  hesaplanmasini icerirw; vektorlerinin birlemesi ile
W = {w,}¥, agirlik matrisi olsacaktir.
3. j. iterasyonda denklem (3.15) kullanilarBksozluk matrisiX veri veW
agirhk matrisleri yardimiyla hesaplanir.

pU+D = xw " (whHw -1
4. Hesaplanan s6&tin normalize edilmesi.

5. iterasyon dgerinin arttirilarak 1. adima geri donulmesi.

3.4 K adet — Tekil D&er Ayristirma (K-Singular Value Decomposition — K-

SVD)

Bu bdlimde so6zluk @tim yontemlerinden bir gieri K adet — Tekil Dger
Ayristirma (K-Singular Value Decomposition — K-SVD) [2, 11, 20] algoritmasi
tanitilacaktir. Bu algoritmada da, MOD algoritmanoldigu gibi katsayilarin
bulunmasi gamasinda bolim (2.1)'de aciklanan herhangi bir &reksecim
algoritmasinin  kullanilmasina izin verilmektedir. ezl calymasinda; KSVD
algoritmasinda da MOD algoritmasinda aidugibi girlik matrisinin olgturulmasi
surecinde OMP yoénteminden yararlangtm So6zIUk tanilamada kullanilan vektor
secim algoritmasi, K-ortalamalar yonteminin gersgliémis tasarimi seklinde

distindlebilir [2].

K-SVD algoritmasini detaylari ile agiklamak tzetenklem (3.16)'da verilgi sekli
ile bir nesnel fonksiyon tanimlayabiliriz. Bu fonysn 6nceki bolimlerde seyrek
gosterilim kavramini aciklamak tzere verilen denkl@.2)'de gdeser bir ifadeye
sahiptir [3].

min{|lX - DWIZ} Vi llwllo < Ty (3.16)

Algoritmay!r tanimlarken oOncelikle seyrek kodlama rwdaunu argtirmak
gerekmektedir, yanW olarak gosterilen katsayilar matrisi ile seyrekstgdlim
aranmaktadir. Bu durumda s6zlik matrisi sabit tutulmaktadir. Denklem (3.16)
yardimiyla bu gamada katsayr vektorlerini bulmak Uzere denklem17).

tanimlanabilir.

18



N

[1X = DWIIE = > |lx; = Dwill3 (3.17)
i=1

Denklem (3.16) ile tanimlanan ifadeye iterasyon sayisinin ilave edilmesi ile

problem denklem (3.18) ile tanimlangakle donigecektir.

. . 2

i=12,..,N, m1n{||xi — le-||2} [lwillo < Ty (3.18)
wi

ifadelerden de arydacas lizere problemin busamasi bolim (2.1)'de agiklanan bir
Takip Algoritmasi (“Pursuit Algorithm - PA”) kullatarak ¢oziime kawturulabilir.
Ayrica denklemde yer alah, yeterince kuguk oldtu muiddetce bu ¢ozim ideal

olana oldukcga yakin bir ¢coztim olacaktir [3].

Problemin ikinci @amasi sifirdan farkl olan katsayi elemanlari deligk matrisinin
guncellenmesi ve hesaplanmasidir. Banaada// ve D matrislerinin sabit oldgu ve
sozluk matrisinin sadece bir sutudy ile ilgilenildigi sbylenebilir. Benzegekilde
bu sutuna karlik gelecek, katsayl matrisindénSatirindakiv: hesaba katilacaktir.
Denklem (3.16) ile tanimlanan nesnel fonksiyonai giinulirse sonug terim
denklem (3.19)'de yazilgh sekilde ifade edilebilir.

2
K
llx —pw||” = X—Zdjw; - X—Zdjw; — dywk
j=1 J#k
F
= ||Ex — diwrl|F (3.19)

Bu ifade ileDW carpimi,K matrisin toplamisekline dongtiralmistir. Terimde
K —1 adet terimin s6zlik guncellemesi gercektdmis ve k. terimin sonucu
aranmaktadir [3]ifade de yer alaf, matrisi,N 6rnek icink. terime ulaildigindaki

hatayl gostermektedir.

Problemin bu gamasindal,ve w¥ terimlerinin bulunmasina alternatif olarak Tekil
Deger Ayristirma (Singular Value Decomposition —SVD) yonetimikullaniimasi
Onerilebilir. SVD yontemE), terimine yakinsayan rank-1 matrisini bulmakta@u.
durum denklem (3.19)'de tanimlanan hatayr en kidukuma getirmektedir [2].

Bunun yaninda bu adim rasgele bulundtu icin bazi hatalar icerebilir.

Yukaridaki problemin bir ¢6zimi olaraky;} 6rneklerini gosteren vé, sozlik

atomlarini icererv,, vektorleri tanimlanabilir. Bu tanimlamanin yapgdyerlerde
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wk(i) katsayl dgerleri sifirdan farklidir.ifade denklem (3.20) verilegekli ile

gosterilebilir.
v ={i| 1 <i < K,wk(@) # 0} (3.20)

Simdi (v, (i),i) girisleri bir olan geri kalan elemanlari ise sifir olanx |vy|
boyutunda bir matris?,, tanimlansin. Bu matris ile katsayr matrisininpgbmasi,
wg = w0y, |ve| uzunlgunda bir satir vektériinin agimasini sglayacaktir [3].
Benzer sekilde ayni matrisin veri kiimesi ile carpilma¥f = X0, , d, sozlik
atomlarini kullanan ve boyutw X |v,| olan bir alt drnek kiimesinin almasini
sglayacaktir. Ayni durumi, sozlik atomlarini kullanan hata vektorinin secimi

icinde uygulanabilir.

Gergeklgtirilen tanimlamalardan sontg, vewX saslamak lizere denklem (3.19) ile
verilen kicultme ifadesine geri donulebilir. Yerantmlama denklem (3.21) ile
verilmistir. Bu sefer, orijinal ¢ozim ile ayni sonucu veskecXk , cozimii

aranmaktadir.
[|Ex 2y — deITS-Qk”l%‘ = ||E/I<2 - dkx11§||12r (3.21)

Denklemde verilen ¢6zim direkt olarak SVD yonterai yapilabilir. Gercekte, bu
ifade denklem (3.19)'de g6ziken hatay! bagitimekte ve iki uyarlamali bélimden
olusmaktadir.ilk bolimdek adet atom kullanilarak ¢rnekler sturulmakta ikinci

bolimde geri kalani kullaniimaktadir.

SVD algoritmasi ile siktirnimis matris EX , EX = UAVT olacak sekilde
ayristirilabilir. ifadedelU matrisinin birinci stitunu,, sézlik situnun ¢dzimi Ve
matrisinin birinci siitunu katsay! vektoriyy , seklinde tanimlanmaktadir. Bu
¢6zUmun gerceklenmesi icin s6zlik matrisinin noieeaédildgi varsayiminin kabul

edilmesi gerekir.

SVD ¢6zimuine alternatif olarak, denklem (3.22)vitzilen ifade birkag iterasyon
takip edilerek sonuca udabilir. Bu ifade de d, s6zlik vektorinin

normallatirilmesi igin iki vektor dlceklenmektedir [3].

. ERwK' dTER
dp = ——%—, wk ==~ (3.22)
wE wg dj dy

20



Yukarida verilen denklem ile sozlik ve katsayr msérinin gincellenmesi
sglanmstir. Bu yontem k-ortalamalar yontemine pareler akaK-SVD ismi ile

anilmaktadir.

K-SVD algoritmasinda her zaman SVD adimlarindatiasean en gtincel katsayilar
kullaniimaktadir [2, 11]. Bu algoritmaya paragekilde elde edilen s6zlik ¢ozimleri
yeni adimda katsayl matrisinin gincellemesi icitidulabilir.

MOD algoritmasina benzeaekilde K-SVD algoritmasi dasamalisekilde yazilmak
istenirse algoritma adimlarsagidaki sekilde tanimlanacaktir [1]. Benzeekilde D,
baslangic sozlgu olarak @itim kimesinin, yani veri kimesinin, il vektori
alinabilir, ancak bu vektorlerin normalize edilmegerekmektedir.j iterasyon
indisini gostermektedit.ise veri kimesindeki sutunlarin indisini ifade ekte ve

i =1...N arasinda desr almaktadir.

1. j. iterasyonday;, i. veri vektoriinin alinmasx veri matrisi,.X = {x;}},
seklindeN adet sutundan odmaktadir ve her bir sttury veri vektori olarak
gorulebilir.

2. Dj_, sozluk matrisini, ,x;, i. veri vektorini ve bir vektor segim
algoritmasini (bu cama icin OMP kullanilmgtir) kullanarakw; katsayi
vektorlerinin bulunmasi. Elde edilem; vektori W katsayr matrisinin.
sutununu gostermektedir. Bu adimdagtem j. iterasyonda, tim; deserleri
alinarak w; ’lerin hesaplanmasini icerirw; vektorlerinin birleamesi ile
W = {w, I, agirlik matrisi olusacaktir.

3. j. iterasyonda denklem (3.19) kullanilaraR; sozluk matrisinin
hesaplanmasi.

4. j iterasyon dgerinin arttirilarak 1. adima geri donulmesi.
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4. SOZLUK EGIiTiIMINDE UYARLAMALI YONTEMLER

Tez calgmasinin bu bdliuminde geleneksel olarak niteleyedsilmiz blok
guncellemeli s6zluk grenme yodntemlerine [KSVD, MOD] ilave olarak yakin
zamanda sunulmu olan uyarlamali bir so6zlik géenme algoritmasi [1]

aciklanacaktir.

4.1 Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (“RecursiveLeast Squares Method of
Optimal Directions - RLS-DLA”")

Bu boélimde guncel bir algoritma olarak Uyarlamalpti@al Ydnler Metodu
(“Recursive Least Squares Method of Optimal Dimtdi - RLS-DLA”) [1]
aciklanacak ve gercekleme yollari sunulacaktir. &@goritmanin en 6nemli
avantajlarindan biri her bir ggim vektori icin s6zlik c¢oézumindn tekrar
hesaplanmasidir. Bu nedenle, uyarlamali yontendgrkéimesinin timuni ayni anda
kullanan geleneksel blok yodntemlere gére sonuca daeka hizli yakinsama
sglamaktadir. Uyarlamali Optimal Yonler Metodunun @&RDLA), bolim (3.2)'de
actklanan Optimal Y6nler Metodu (MOD) lizerine géteaecgi sdylenebilir.

Algoritmanin temel noktasi, ilk egitim vektorinden cikan so6zlik matrisinin
bilinmesi durumunda, gelecek yeni bigitan vektori icin s6zlgun gincellenmesi
ya da tekrar hesaplanmaseklindedir. Algoritmada matrisler zaman adiminitgéesn
alt indisleri ile birlikte ifade edilmektedir. Buudumda veri matrisi vektorler
yardimiylaX; = [x4, x5, ..., x;] seklinde g0sterilebilir. Bu durumda matrisin boyutu
M X i seklinde olacaktir. Verilen gosterimde her hjrveri kiimesindeki bir 6rrg
belirtmektedir ve toplanM adet elemani vardir. Benzegekilde katsayilar matrisi
boyutuK x i olmak UzerdV; = [w;, w,, ..., w;] ifadesi yardimiyla gosterilebilir. Bu
durumda bdlim (3.2)'de ifade edifdilzere, Optimal Yonler Metodu (MOD)
egitim vektorunun indisini gostermek Uzergagidaki denklemler yardimiyla ifade
edilebilir. Denklemde yer alab;, i. vektore gelindiinde hesaplanan sozlik matrisi

kestirimini gostermektedir ve matrisin boyutd x K seklindedir. RLS-DLA
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yontemi bu denklem temel alinarak ya dgedibir ifadeyle MOD algoritmasi temel
alinarak gerceklenecektir [1].

D; = X;WwHw,w)t = BiC; (4.1)

Denklem (4.1)'de yer alaB; ve C; terimleri gagida yer alan denklem (4.2) ve

denklem (4.3) yardimiyla daha agekilde ifade edilebilir.

i

B, = X;wh) = Z xjij (4.2)
j=1
i
crt = (WWT) = Z ww! (4.3)
j=1

Hesaplamanigimdiki asamasinda yeni birggim vektori,x = x;,,, geldigini g6z
onune alinabilir. Notasyonda meydana gelebilecelsikaigl onlemek igin vektorler
icin zaman gdostergesi yani zaman alt indisi bu indlé g6z ardi edilngiir. Bu
durumdai. adimdaki vektore karik gelebilecek katsay garlik) vektoriw = w; 4
seklinde gosterilebilir ved; s6zl{gu yardimiyla uygun bir vektér secim algoritmasi
kullanilarak hesaplanir. Bu ¢ginada calmanin dger bolumlerinde de belirtildi
Uzere vektor secim algoritmasi olarak dik secimoaigasi (OMP) [9, 10]
kullaniimistir. Belirtilen varsayimlar altinda adimda hesaplanan veri vektori ve

ortaya ¢ikacak hata denklem (4.4) ve denklem (a&dimiyla belirtilebilir.
X = DiW = BiCiW (44)
r=x-—2X (4.5)

Sirada yer alangitim vektori hesaba katilarak yeni sozlik vektdfil; = B;;1Ciy1

seklinde ifade edilir ve hesaplanir. Bu ifadede g/nB,; .., ve C;,, terimleri;

Bi.1 =B; +xwT (4.6)
Cii=Cit+ww’ 4.7)
denklemlerinde verilgj gibi bulunur.C;, terimi, matris tersi lemmasi kullanilarak
denklem (4.8) de verilen ifade yardimiyla hesagbding1].

Cl'WWTCl'

Con =G LT 1

(4.8)
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Benzersekilde tim bu terimler yardimiylg; ., s6zligl denklem (4.9)'da verildi
sekli ile bulunabilir. Bu denklem yeni eklenegiiem kiimesindeki terim yardimiyla

hesaplanan s6zltk matrisini gostermektedir.

CowwT(;
Diyy = (B +xw’) <Ci —m>
—B.C B CiWWTCi n TC T CiWWTCi 4.9
Ot T wTow + 1 XW Ly T AW wlCw + 1 49

Tum bu denklemlerde yer ald@h matrisi simetrik bir matristir. Bu durumda = ¢/
seklinde yazmak mumkindir. Benzeekilde denklem (4.7)de yer verile@j*

matrisi de simetrik bir matristir.

Algoritmanin daha basiekilde ifade edilmesini gdamak lizere denklem (4.10) ve

denklem (4.11)’de yer alan vektori ve skales tanimlanabilir.
u= Cl'W, uT = WTCi (4 10)

_ 1 _ 1
a_1+WTCl-W_1+WTu

(4.11)

wlu wlC;w
1+wlu 1+wlCw

l—a=

Yeni tanimlardan yaralanarak sozlik matrisinin gillenmesi gagida ifade edilen
denklem (4.12) ve denklem (4.13)’'deki gibi yapilabDenklem (4.13), RLS-DLA

yontemi kullanilarak s6zlik matrisinin gtincellenmmesait ifadeyi vermektedir.
Ciy1 = C; — auuT (4.12)
Diyy =D; —axu” + xu” — (1 — a)xu” = D; + aru” (4.13)

Verilen bu denklemler yardimiyla en basikilde Uyarlamali Optimal Yoénler
Metodu (RLS-DLA) tanimlanmstir [1]. Algoritmanin tim bu samalarinda
matrislerin toplanmasi ve matris vektér carpimlgeklinde basit matematiksel
islemler yapilmaktadir. Hatta gerceilielen carpma glemlerinden bazilarinin
seyrek matrisler ile yapiimasiemlerin daha da kolay olmasinigtamaktadir. Dger
algoritmalarda oldgu sekilde matris carpimlarinin ve matris tersinin alasi

islemlerinin bu algoritmada olmamasiemsel karmskli g1 azaltmaktadir.

Katsay (&irhk) vektoruntnw; , seyrek bir vektor oldiu yani sadece belirli sayida

elemaninin sifirdan farklh olgu daha o©nce soOylengtii. Agirlik vektort icin
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seyreklgin en ug dgeri bir eleman dinda tim dgerlerin sifir olmasidir. Geri kalan
bu tek elemanin geri ise 1 olarak verilebilir. Bu anlamda Uyarlam&ptimal

Yonler Metodu (RLS-DLA), surekli k-ortalama yontemibenzerlik gostermektedir.

Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (RLS-DLA) yontenlie so6zlik matrisinin
guncellenmesi ger bir sekilde gagida yer alan denklem (4.14) ile yapilabilir. Bu
denklem daha 6nce verilen sozlik giincelleme ifadlessdeseridir.

rwh)C;

Di+1 = Di + TWT(CZCl') = Di + m

(4.14)

Bu denklem 6zellikle seyreklik @erinin u¢ noktalarda oldiw, érnein bir eleman
disinda tum dgerlerin sifir olmasi, durumlarda kullaniimasi dalnagun olabilir.

Denklemlerde verilel®; matrisi ayni zamanda diyagonal bir matristir.

Calsmanin bu bdlimune kadar aciklanan RLS-DLA algorgmda, uyarlamal
yontemlerde genellikle mevcut olan unutma faktorya yer verilmemitir. Tim bu
ifadelerin Uzerine RLS-DLA algoritmasinin tlrevi sdiatilerek dger uyarlamall
algoritmalarda oldgu gibi unutma faktoru ilave edilebilir [1, 21]. Blurumda ilki

egitim vektort icin sozlik; bir bedel fonksiyonunu minize edeceksekilde
hesaplanir. Bedel fonksiyonunun en genel hali dankl(4.15)'de verildii

sekildedir.

. 3 2
argming wf(D,W) = arganD,WZHrin
i

= argminD,Wz ||X — DW||% (4.15)
i

Unutma faktorunur. oldugu gbéz onune alinirsa bedel fonksiyonu, en az karele
hatasinin toplamini kullanarak denklem (4.16)'dalaesi sekli ile ifade edilebilir.
Denklemde yer alan unutma faktoflic A < 1, arasinda dger almakta ve ¢#li
fonksiyonlar yardimiyla ifade edilebilmektedir. Uma faktori ile ilgili daha detayli
aciklamalar bu bélimde bir alt $haseklinde aciklanacaktir.

i

f(D) = Zli‘jllrjllé (4.16)

j=1
Bo6limin bu samasinda unutma faktéri géz 6ntne alinarak soZlakedleme igin

gerekli olan tim denklemler tekrar cikartilarak RDSA algoritmasi
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olusturulacaktir. Daha 6nce tanimlapdiizere, yeni bir @tim kiimesi vektérinir,
ve buna ait katsayl vektortnim, vektorinin mevcut olgunu dgdnelim. Bu
durumda guncellenen so6zluk matrisi denklem (4.¥7)itede edildii sekilde
olacaktir.

Di1q = argminy f(D)

i+1

. , 2
= argminy z Att1= ||r]||
2
j=1

= argminp </1||)’(\1—D/Vl7l||i+ ||x—DW||2) (4.17)

Denklemlerde yer alaX, ve W, matrisleri 6nceki samada aciklanan matrislerin
Olceklenmg versiyonlaridir. Bu matrisler denklem (4.18) venklem (4.19)'da

verildigi sekilde yinelemeli olarak ifade edilebilir.
X =VX_1x] Xi=x (4.18)
W, = VAW, w], Wy =w (4.19)

Onceki algoritmalara benzeekilde unutma faktérleri gbz 6niine alipohda da
sozluk matrisB;,, ve ;. yardimiyla yazilabilir. Ancak farkh olarak algtmanin
bu kismindaX, ve W, matrisleri kullanilacaktirB;,, ve C;,, matrisleri yinelemeli
sekilde denklem (4.20) ve denklem (4.21)'de vergekilde gdsterilebilir [1].

Biv1 = XiaWiy = [VAX,, 1] [\/IWL-,W]T = AX,WT + xwT

= AB; + xwT (4.20)
. . —~ . T o~
CHy = Wi W, = [Vaw, w][Vaw, w] = AW, W + wwT
=AC;7t + wwT (4.21)

C;i+1 terimi, 6nceki algoritmalarda ol@u gibi matris tersi lemmasi kullanilarak
denklem (4.22)'de verilen ifade yardimiyla hesaplatr.

A_lciWWTA_lcl'

Cira = A70C = wIil 1Cw + 1

(4.22)

Tdm bu denklemlerden s6zlik guncelleme ifadesi enk4.23)’'de oldgu sekilde
clkacaktir.
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wiA 1w + 1
A_lciWWTA_lcl'
wIil 1w + 1
l_lciWWTll_lci
wil 1w + 1

T 1 A_lciWWTl_lci
Dit1 = Biy1Cip1 = (AB;+xw’).( A177C; —

= BiCi - ABl + XWTA_lci

T

~ xw (4.23)

Problemin bu gamasinda: vektori ve skaleww degerini tanimlamak mumkandar.
Gerekli denklemler @agida denklem (4.24), denklem (4.25a) ve denklem5@).2e

verilmistir.

u= (/1_1Cl-)w, ul = WT(A_lci) (424)
= ! = ! 4.25
“T1+ wl(A"1CHw 1 +wTu (4-25a)

wlu wl (A7 1C)Hw
l—a= - (4.25b)

1+wlu  1+wlT(A"1C)w

So6zIuk matrisinin guncellemesi vektori ve skalew deseri yardimiyla denklem
(4.26) ve denklem (4.27) yardimiyla ifade edilebili

Civi = (A71C) — auu” (4.26)
Diyy = D; + aru” (4.27)

Son gamada elde edilen s6zluk gincelleme ifadesi, undiakiéri ilave edilmedi
durumdaki denklemlere, denklem (4.12) ve denkleni3y% oldukca benzerdir.
Aradaki tek fark denklemlerden de gorilgicéizereC; yerine (A71¢;) ifadesinin

kullaniimasidir.

D, bir balangic sozlgunu ve C, bir balangic € matrisini gostermek Uzere
Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (RLS-DLAjamalisekilde gagidaki sekilde de
ifade edilebilir [1]. C, balangic matrisi genellikle bir birim matris olarak
diUstnulebilir. Algoritma adimlarinda yer alan unutmektbri0 « A; < 1 arasinda

dezer almaktadiriterasyon alt indis ile gosterilmektedir.
RLS-DLA sozluk @renme algoritmasi:

1. Yeni bir gitim kiimesi vektorinin alinmas,
2. D;_4 s6zluk matrisini ve bir vektor se¢im algoritmas(bu calsma icin

OMP kullaniimstir) kullanarakw; katsayi vektorlerinin bulunmasi
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3. Gosterim hatasinin (kestirim hatasinin) bulunmas x; — D;_;w;
4. Unutma faktoruniin uygulanmasy, ; = A;71C;_,

5. u vektorunlin hesaplanmasi= C;_;w;

6. Skalerae degerinin hesaplanmast, = 1/(1 + w/ )

7. Sozluk matrisinin guincellemesl; = D;_; + aru’

8. Gelecek iterasyon icifi matrisinin guincellenmest; = ¢, — auuT”

9. Hesaplanan s6ziiin normalize edilmesi.

D, balangic sozlglu olarak gitim kimesinin ilk K vektort alinabilir, ancak bu
vektorlerin normalize edilmesi gerekmektedir. Demkl (4.7)'den de angdacas

uzereC, matrisi bir diyagonal matristir.

4.1.1 RLS-DLA algoritmasinda unutma faktéri

Uyarlamali Optimal Yonler Metodu (RLS-DLA) gercekiegken bir unutma faktoru
iterasyon buyunca kullanilabilir [1, 21]. Unutmakt@tnin gerceklenmesi icin
cesitli fonksiyonlar mevcuttur. Ancak hepsinde belibir 1, baslangic dgerinden
iterasyon boyunca 1 derine bir yakinsama gercekieildi gi sOylenebilir [21].
Kullanilabilecek fonksiyonlardan biri denklem (4)d& verilen lineer, karesel ya da
kibik fonksiyondur. Fonksiyonda yer alagnparametresi fonksiyonun derecesini
gostermektedir. gerp 1 ise lineer bir fonksiyon, 2 ise karesel bir feiylon, 3 ise
kubik bir fonksiyondura ise hangi iterasyon @erinden sonra unutma faktérinin 1
degerini alacgini gostermektedir.

Aiz{l_(l_lo)(l_i/a)p egeriga}

1 egeri>a (4.28)

Bunun yaninda bu cama kapsaminda unutma faktori icin denklem (4.29)da
verilen eksponansiyel fonksiyon kullaniknr. a yine hangi iterasyon @erinden
sonra unutma faktoriinin 1 geini alacgini gostermektediri, iterasyon sayisini

ifade etmektedir.

i

A=1—(1—-1) (%)a (4.29)
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Yuksek lisans tez ¢aimasinda kullanilan unutma faktoériniiterasyon dgeri ile
degisimi Sekil 4.1'de verildgi gibidir. Belirli bir iterasyon sonunda unutma taki
degerinin 1 oldgu sekilden gortulmektedir.

0.998

0.996

0.994

Unutma faktort

0.992

0.99+ .
Unutma Faktori

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

lterasyon sayisi

Sekil 4.1 : i iterasyon dgerine gbre unutma faktorl glerinin degisimi.
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5. DENEYSEL SONUCLAR VE UYGULAMALAR

Tez calgmasinin bu bolimde seyrefaretlerin gosterilimi icin 6nceki bolimlerde
tanimlanan MOD, K-SVD ve RLS-DLA sozlukgtenme algoritmalari gerceklenerek
basarimlar c¢aitli sartlar altinda kaulastirilacaktir. Tum gerceklemelerde normal
dagihmli rasgele sureclerden oOncelikle so6zliuk matreidindan veri matrisi

olusturularak sentetik veriler kullanilgtir.

Karsilastirma klemi sirasinda rasgele glamh sdreclerden elde edilen s6zluk
matrisleri ile belirtilen algoritmalar catirildiktan sonra olgan sozlik matrisleri
atom atom (sutun bazinda) kdastiriimistir. Karsilastirma sonucundasebulunan
atomlar (sutunlar)saretlenerek algoritma sonucunda geri elde edilemadayisinin
olusmasini sglamistir. S6zlik matrisinin boyutunun gigtigi durumlarda ise atom
sayisi yerine geri elde edilen atom orani kavramkullanildgl séylenebilir. Geri
elde edilen atom orani, gl sekilde geri elde edilmgiatom sayisi ile toplam atom

sayisinin birbirine oranidir.

Yapilacak ilk gozlem farkhsaret gurulti oranlari (SNR) icin MOD, K-SVD ve RLS-
DLA algoritmalarinin bgarimlarinin kagilastiriimasidir. Burada ifade edilegaret
gurultd orani sentetik veriye ilave edilen gurlgi veri arasinda ogmaktadir. Bu
gozlemde seyreklik deri 3, sozlik matrisinin sutun sayisi 50, iterasgagisi 50,
veri uzunlgu 20 ve veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500 olamhkmstir. ilk 6rnek
isaret gurdltt oraninin 20 dB olgu durum icin verilmgtir. Verilen sartlar altinda
algoritmalarin bgarimlari yani iterasyon geimine gore elde edilen sozlik atom
sayllanSekil 5.1’de verilmgtir. Sekil 5.1’dende goruldgii izere RLS-DLA yontemi
diger algoritmalara kiyasla sonuca ¢ok hizli bir yakma sglamaktadir.ilk 5
iterasyon sonucundaaretin seyrek gosterilimini glyacak sozlik matrisinin biyik
bolumu elde edilnstir. Sekil 5.1’de de goéraldgil gibi ilk 5 iterasyon sonucunda 50
adet atomdan ~43 adet atomun geri elde egligdiylenebilir. Bu durum 50 iterasyon
sonucunda yakak %86 atomun geri elde elde edfuti gostermektedir.
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Sekil 5.1 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 150Qaiet gurulti orani 20 dB, seyreklik
degeri 3, soOzlik matrisinin situn sayisi 50, iterasyayisi 50 ve veri
uzunlysu 20sartlarinda algoritmalarin karimlarinin kagilastirilmasi.

So6zIuk ve veri matrisi icin der desiskenler bir dnceki gozlem ile ayni kafl
disinuldigiinde saret gurdltt oraninin 10 dB olarak ayarlandideney icin elde
edilecek bgarimSekil 5.2 ile verilmgtir. Basarimlar agisindan ¢ikan sonuglar 20 dB
isaret gurdltt orani deri ile benzerdir. Benzeekilde bu garet gurtlti orani deri
icinde RLS-DLA algoritmasi s6zlik matrisinin gturulmasinda gjer yontemlere
gore oldukca bgarilidir. Sekilden de gorulege gibi; RLS-DLA algoritmasi dier iki
yonteme gore hem daha hizli bir yakinsamglasaakta hem de daha daauli
sonugclarini ¢gikmasini gamaktadir.

Benzersekilde saret gurultd oraninin 0 dB, 30 dB ve 60 dB @dulurumlar icinde
sonuclar gagidaki sekillerde sirali durumda verilgtir. Sekil 5.3, Sekil 5.4 veSekil
5.5'de yer alan sonuglar da incelegidde RLS-DLA algoritmasinin der
algoritmalar ile kaglastirildiginda daha barili sonuclar vergi gorulecektir.
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Sekil 5.2 : Veri matrisindeki drnek sayisi 150Qaiet gurulti orani 10 dB, seyreklik
degeri 3, soOzlik matrisinin situn sayisi 50, iterasyayisi 50 ve veri
uzunlysu 20sartlarinda algoritmalarin karimlarinin kagilastirilmasi.

50

40 -

35}

30

25}

Geri elde edilen atom sayisi

10+

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
lterasyon sayisi

Sekil 5.3 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 150Qaret gurulti orani 0 dB, seyreklik
degeri 3, soOzlik matrisinin situn sayisi 50, iterasyayisi 50 ve veri
uzunlysu 20sartlarinda algoritmalarin karimlarinin kagilastirilmasi.
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Sekil 5.4 : Veri matrisindeki drnek sayisi 150Qaiet gurulti orani 30 dB, seyreklik
degeri 3, soOzlik matrisinin situn sayisi 50, iterasyayisi 50 ve veri
uzunlysu 20sartlarinda algoritmalarin karimlarinin kagilastirilmasi.
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lterasyon sayisi

Sekil 5.5 : Veri matrisindeki drnek sayisi 150Qaiet gurulti orani 60 dB, seyreklik
degeri 3, soOzlik matrisinin situn sayisi 50, iterasyayisi 50 ve veri
uzunlysu 20sartlarinda algoritmalarin karimlarinin kagilastirilmasi.
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Cesitli i saret gurdlta oranlari igin yapilan tim deneylesd&illerden de gorulege
Uzere RLS-DLA algoritmasi kullanilan blok yontendegére ¢ok daha hizli sonuca
yaklasiimasini s@lamaktadir. Ayrica iterasyon sonlarinda elde edgéalik atom

sayllarl da daha yuksekgirlerde olmaktadir.

Calismanin bu boluminde gdi isaret gurdltd oranlari (SNR) igin algoritmalarin
basarimini gozlemlemek Uzere @@k bir gozleme bgvuralim. Bu gézlemde her bir
isaret gurultd oraninda toplam 50 adet 6rnek seti &goritmalar cagtirilismis ve
sonu¢ durumunda geri elde ettikleri atom sayila@’lilgruplara ayrilarak
ortalamalari alinmtir. Elde edilen grafik gagida Sekil 5.6’da verilmstir. Sekilden
de goruldigu tzere RLS-DLA algoritmasi gier yontemlere gore daha iyi birdaam

sgilamaktadir.

SNR degisimine gore basarimlar
55 T T T
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-10 0 10 20 30 40 50

Isaret gurultu orani (SNR)

Sekil 5.6 : Cssitli i saret gurulti oranlari igin algoritmalaringagaimi.

Bu gozlemde elde edilen sonuglar bir cizelge yargdandesersel olarak da ifade
edilebilir. (Cizelge 5.1) Elde edilen bu gler 50 situnlu bir s6zlik matrisinin 50

iterasyon sonunda ka¢ atomunun geri elde egildgdstermektedir.

Cizelgede ifade edilen her bir grup icinde 10 diteek vardir. Yani Grup 1 icinde

10 adet 6rngin ortalamasi alinmgtir.
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Cizelge 5.1 Cssitli i saret gurtlti oranlar gerlerinde algoritmalarin karimi.

SNR deeri

Algoritma (dB) Grupl| Grup2 Grup3 Grupid Grupb5
0 40.90 43.60| 44.60 46.00 47.40

MOD 10 38.50 4180 43.80 4540 46.90
20 40.30 4240 43.80 4550 47.70

30 41.20 43.50| 4440 4570  48.10

0 43.90 46.10f 47.00 47.80 49.80

KSVD 10 39.90 42701 4390 4510 46.50
20 43.60 45.201 46.00 46.90 48.00

30 42.50 4480 46.30 47.70  49.40

0 43.80 45701 47.00 47.70 49.80

RLS- 10 46.50 47.40| 48.30 49.00 49.70
DLA 20 4510 | 46.50| 47.10 48.00  49.4
30 42.70 45.50 46.70 47.70 48.70

Calismanin bu boéliminde ger bir gozlem N veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500
sabit olmak Uzere deik seyreklik dgerleri icin bgarimlarin incelenmesine yer
verilmistir. Bu incelemegaret gurtlti orani 20 dB ve s6zlik matrisinin stbayutu

50 alinip gercekkgirilmistir. Burada seyreklik deeri ayni zamandagalik (katsayt)
matrisinde ka¢ elemanin sifirdan farkli gidau gostermektedir. Cok glik
seyreklik dgeri, 6rngin s=1 icin, KSVD performansi daha iyi olabilmekied
Ancak 2 ve Uzerindeki tum s glerleri icin RLS-DLA performansi der yontemler
daha bearihdir. 7 ve Uzerindeki seyreklik gerlerinin hi¢ birinde 50 iterasyon
sonunda s6zluk matrisinin elemanlargdobir sekilde elde edilememektedir. Bunun
nedeni veri kiimesinin uzurgunun 20 olmasidir. 20 elemanl bir veri kiimesi igin
ancak 7 seyreklik derine kadarslem yapmak mimkin olmaktad§ekil 5.7, 5.8,
5.9, 5.10, 5.11 ve 5.12'de seyreklik géei desisimine gobre algoritmalarin
performanslari gosterilrtir.
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Sekil 5.7 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500, seyreklikzele 1, saret gurulti
orani 20 dB, s6zluk matrisinin situn sayisi ¥rasyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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lterasyon sayisi

Sekil 5.8 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500, seyreklikzele 2, saret gurulti
orani 20 dB, s6zluk matrisinin situn sayisi ¥rasyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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Geri elde edilen atom sayisi

Sekil 5.9 :
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lterasyon sayisi

Veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500, seyreklikzele 3, saret gurulti
orani 20 dB, s6zluk matrisinin situn sayisi ¥rasyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
kargilastirilmasi.

Seyreklik dgeri 4 icin elde edilen sonucl&ekil 5.10 ile verilmstir.

Geri elde edilen atom sayisi
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lterasyon sayisi

Sekil 5.10 : Veri matrisindeki drnek sayisi 1500, seyreklikzele 4, saret gurulti

orani 20 dB, so6zluk matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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Sekil 5.11 : Veri matrisindeki drnek sayisi 1500, seyreklikzele 5, saret gurulti
orani 20 dB, so6zlik matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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Iterasyon sayisi

Sekil 5.12 : Veri matrisindeki drnek sayisi 1500, seyreklikzele 6, saret gurulti
orani 20 dB, so6zluk matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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7 ve Uzerindeki seyreklik gerlerinde geri elde edilen atom sayisi sifir gldicin
bundan sonraki grafikleri sadece s=7 ve 20 icirigimistir. Sekil 5.13 veSekil
5.14 yardimiyla 20 veri uzuntuna sahip bir veri kiimesi icin 7 ve Uzerindeki

seyreklgin mimkin olmayaga gorilecektir.
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Sekil 5.13 : Veri matrisindeki drnek sayisi 1500, seyreklikzele 7, saret gurulti
orani 20 dB, so6zluk matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.

Sekillerden de goruldgl Gzere, 7 ve Uzerindeki hicbir seyreklikgdende orijinal
sozlige uygun bir sozluk elde edilemegtii. Ayrica sekillerden de gorilebilege

gibi tum seyreklik dgerlerinde RLS-DLA algoritmasi, ger yontemlere gére daha
basarili sonuglar elde edilmesini @amistir. Ornesin seyreklik dgerinin 5 ve 6
oldugu durumda, dier algoritmalarda hemen hemen hicbir atom geri elde
edilememgken RLS-DLA algoritmasi sonucunda belirli sayidanat geri elde
edilebilmektedir. Seyreklik deri 5 olan durum icin RLS-DLA algoritmasinin 50

iterasyon sonucunda atomlarin ~%90 kadari geri edilebilmitir.

Bunun yaninda durum sadece veri kiimesindeki 6ragkss 1500 iken dgl daha
kiguk veri setlerinde de aynidiSekil 5.15, Sekil 5.16 ve Sekil 5.17; N=500
degerindeyken cizdirilmi ve burada da seyreklik glexi 8 gibi bir dgerde sozlikteki

hicbir atomun geri elde edilemegdgdrilmstdr.
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Sekil 5.14 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 1500, seyreklilgele 20, saret gurulti
orani 20 dB, so6zlik matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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Sekil 5.15 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 500, seyreklikgee 4, saret gurulti
orani 20 dB, so6zlik matrisinin situn sayisi ¥xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.
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Geri elde edilen atom sayisi

Sekil 5.16

Geri elde edilen atom sayisi
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veri  uzunlgu sartlarinda  algoritmalarin
karsilastiriimasi.
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: Veri matrisindeki drnek sayisi 500, seyreklikgee 5, saret gurulti
s6zIluk matrisinin sttun sayisi ¥xasyon sayisi 50 ve
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Sekil 5.17 : Veri matrisindeki 6rnek sayisi 500, seyreklikgee 8, saret gurulti

orani 20 dB,
veri

uzunlgu

karsilastiriimasi.

sartlarinda
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Benzer durum veri kiimesinin boyutu N=1000 @dudurum iginde gegcerlidir.
Seyreklik dgeri s > 2 oldgu muddetge tim veri uzunluklar igin RLS-DLA
algoritmasinin performansi daha yiksektir. Ornekral Sekil 5.18'de seyreklik
degeri 5 icin sonuglar cizdirilmstir. Elde edilen grafikten de gorilegeizere RLS-
DLA algoritmasi K-SVD ve MOD algoritmalarina goérealth baarili sonuclar
ctkmasini sglamaktadir. MOD ve K-SVD algoritmalarinda higbiroat geri elde
edilemezken; RLS-DLA yontemi ile 50 iterasyon samuata; s6zlik atomlarinin

yaklasik yarisi geri elde edilrgiir.
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Sekil 5.18 : Veri matrisindeki drnek sayisi 1000, seyreklikzele 5, saret gurulti
orani 20 dB, s0Ozluk matrisinin situn sayisi 5xaisyon sayisi 50 ve
veri uzunlgu 20 sartlarinda algoritmalarin  karimlarinin
karsilastiriimasi.

Detayll sekilde cizdirilen bu grafiklerden sonra, sgdenin deisimine gore 50
iterasyon sonucunda geri elde edilen atom saydaait grafik Sekil 5.19'da
verilmistir. Grafik tum algoritmalarin bir arada performbrsin cizdirilmesi ile
olusturulmustur.  Sekil 5.19'da  gorilebilegé gibi; tim  algoritmalarin

performanslarinin daha yiuksek ofdubir seyreklik dgeri mevcuttur.

43



50 ‘
45|

40 -

30+

25+

15+

Geri elde edilen atom sayisi

10

—<— K-SVD
S MOD E
RLS-DLA

8 10 12 14 16 18
Seyreklik degeri

Ny
oN

Sekil 5.19 : Veri uzunlgu 20, seyreklik dgeri desisimine gore algoritmalarin
bagarimlarinin kagilastirilmasi.

Benzersekilde veri uzunlgu 30 iken de belirli bir seyreklik gerinden sonra sozlik
matrisinin hicbir atomunun geri elde edilemey@cgorilecektir. Sekil 5.20 bu

durumu gostermektedir.

Geri elde edilen atom sayisi

—<5— K-SVD
©&— MOD _
RLS-DLA

Seyreklik degeri

Sekil 5.20 : Veri kimesinin uzunlgu 30, seyreklik dgeri desisimine gore
algoritmalarin bgarimlarinin kagilastiriimasi.
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Grafikler incelendiinde KSVD algoritmasi dindaki algoritmalar i¢cin yani MOD ve
RLS-DLA icin seyreklik dgerinin bu veri kiimesi igin alabilege optimum bir
seyreklik dgeri oldysu sdylenebilir. 20 uzunluktaki bir veri kimesi igh seyreklik
degeri 3 seklinde olmytur. Ancak veri uzunlgunun, veri kiimesindeki 6rnek sayisi
ya da sozluk boyutu gibi faktorlerin gigmesi ile ideal seyreklik deri desisiklik
gosterecektir. Bu dgsim Sekil 5.20'de veri uzunlgu 30 olarak dgstirilerek

gozlenmitir.

Calismanin bu boélimunde, veri matrisinin sttun boyut5@d, N:1000 ve N:1500
icin algoritmalar gerceklenmive Sekil 5.21,Sekil 5.22 veSekil 5.23 ¢izdirilmitir.
Bu deney sirasinda gir dgiskenler; SNR dgeri 20 dB, veri uzunlgu 20, s6zluk
sttun boyutu 50, seyreklik geri 3 ve iterasyon sayisi 5@klindedir. islemler 100
defa tekrarlanarak ortalamasi alignm Ozellikle digiik N deserleri icin RLS-DLA

algoritmasinin ¢ok daha faili sonuclar vergii gbzlenmitir.
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Sekil 5.21 : Veri matrisinin sttun sayisi 500, SNRgde 20 dB, veri uzunigu 20,
sozluk sdtun boyutu 50, seyreklik gbei 3 ve iterasyon sayisi 50
sartlarinda algoritmalarin arimlari.
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Sekil 5.22 : Veri matrisinin sttun sayisi 1000, SNRgdd 20 dB, veri uzunlgu 20,
sozluk situn boyutu 50, seyreklik @i 3 ve iterasyon sayisi 50
sartlarinda algoritmalarin karimlari.
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Sekil 5.23 : Veri matrisinin sttun sayisi 1500, SNRgda 20 dB, veri uzunlgu 20,
sozluk situn boyutu 50, seyreklik @i 3 ve iterasyon sayisi 50
sartlarinda algoritmalarin karimlari.
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Calismanin bundan sonraki bolimiinde seyrek gdsteriliablpminde geriye kalan
iki degisken olarak K sozluk sidtun boyutunun ve veri uzgohun baarim
sonugclarina etkisi gozlenecektir. Onceliklgati desiskenlerin sabit oldgu durumda
(N:1500, SNR: 20 dB, M:20, iterasyon sayisl: 58) & sozlik sutun boyutu 30, 50,
70, 90 olarak dastirilmi stir. Elde edilen sonuclegekil 5.24,Sekil 5.25,Sekil 5.26
ve Sekil 5.27'de yuzde oran cinsinden veritm. Degisik sozlik sutun boyutlari igin
de RLS-DLA algoritmasinin der algoritmalara gére dahagaali sonuclar verdgi

gozlenmitir.
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Sekil 5.24 : S6zluk matrisinin situn sayisi (atom sayisi) 301%00, SNR: 20 dB,
M:20, iterasyon sayisi: 50, s:3) iken algoritmaddragarimlari.
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Sekil 5.25 : S6zIuk matrisinin sttun sayisi (atom sayisi) 501880, SNR: 20 dB,
M:20, iterasyon sayisli: 50, s:3) iken algoritmaddrgarimlari.
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Sekil 5.26: S6zIluk matrisinin sttun sayisi (atom sayisi) 700800, SNR: 20 dB,
M:20, iterasyon sayisi: 50, s:3) iken algoritmaddragarimlari.
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Sekil 5.27: S6zlik matrisinin sttun sayisi (atom sayisi) 901980, SNR: 20 dB,
M:20, iterasyon sayisi: 50, s:3) iken algoritmaddrgarimlari.

Bir diger gbzlemdeM veri uzunlgu 7, 15, 30, 60 olarak dstirilerek algoritmalar
calistinimistir. Oncelikle M=7 icin gagidaki Sekil 5.32 cizdirilmitir. Ancak bu
deger icen cikan sonuclar oldukca koétudir. Bunun nedegrekli dgeri 3 sabit
birakilarak veri kimesinin boyutunun kuigultilmesidDiger deiskenler sabit
kaldigi muddetce kicgulv dezserleri icin ¢ikan sonuglar tim algoritmalarda tatmi

edici degildir.
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Sekil 5.28 : Veri uzunligu 7 (N:1500, SNR: 20 dB, K: 50, iterasyon sayi§l, §3)
iken algoritmalarin bgarimlari.

49



Benzersekilde dger veri uzunluklari icinde (M: 15, 30 ve 60 icipraclar Sekil
5.29,Sekil 5.30 veSekil 5.31'de ifade edilmstir. Seyreklik dgeri ile veri kiimesinin

uzunlysu arasindaki iki bu gozlemlerde de ortaya cikgtr.
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Sekil 5.29 :Veri uzunligu 15 (N:1500, SNR: 20 dB, K: 50, iterasyon saysfl:s:3)
iken algoritmalarin bgarimlari.
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Sekil 5.30 : Veri uzunlggu 30 (N:1500, SNR: 20 dB, K: 50, iterasyon saysfl;: s:3)
iken algoritmalarin bgarimlari.
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Sekil 5.31 : Veri uzunligu 60 (N:1500, SNR: 20 dB, K: 50, iterasyon saysfl;: s:3)
iken algoritmalarin bgarimlari.
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6. SONUCLAR

Yuksek lisans tez camasinda, sozlik tanilama yontemleri kullanilargdeatlerin
seyrek gosterilimi konusu Uzerinde edimistir. Bu amagla, sozlik tanilama
yontemleri ve garetlerin seyrek gosteriliminde kullanilan vektécisn algoritmalari
incelenmitir. Isaretlerin seyrek gdsteriliminde kullanilabilecekzlgilerin verinin
kendisinden elde edilmesine imkan veren MOD ve KBSY¥ibi sozlik @renme
algoritmalari ile birlikte, so6zlik tasariminda daheli yakinsama gtayan RLS-
DLA yontemi de MATLAB ortaminda gerceklengtir. Gergceklemeler ile birlikte
ortaya clkan sonuclar algoritmalarins@amlarinin tespiti icin kullaniingtir. Bu
sonuclara gore RLS-DLA algoritmasi tim veri uzutduinda dger yontemlere gére

cok daha az iterasyon sonucunda sozlik matrisesdmabsini sglamaktadir.

Bunun vyaninda saretlerin seyrek gosterimlerini #arken kullandgimiz
degiskenlerin tumu algoritmalarin  karimlart  tzerine etkisi bulunmaktadir.
Bunlardan 0zellikle seyreklik g@erinin mevcut veri uzunfgunu bgli olarak
basarimi etkiledgi sdylenebilir. Gerceklenen 20 veri uzugluna sahip bir érnek icin
7 seyreklik dgerinden sonra saretin seyrek gosterimini bulmak muamkin
olmamaktadir. Bunun yaninda veri uzuhlu arttikca esilebilecek seyreklik

deserinde arty olacai aciktir.

So6zIuk matrisinin sttun sayisi ve veri uzyiuuibi faktérlerin hepsi algoritmalarin
basarimlarini birsekilde etkilemektedir. Ancak duk seyreklik dgerleri dsindaki
tum durumlarda RLS-DLA algoritmasigr algoritmalardan daha gaaili sonuglar
elde edilmesini gdamaktadir. Bu bgarim sozlik matrisi icin elde edilen atom

sayisindan kolaylikla gortlmektedir.

Yuksek lisans tez camasinda gerceklenen bu yodntemler ile birliksaretlerin
seyrek gosterilimlerine kar olusan ilginin giderek artaga ve yeni soOzluk
algoritmalarinin bulunmasina yonelik gatialarin devam edegestylenebilir.
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