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HOMOGEN OLMAYAN ELASTĠK ZEMĠNE OTURAN KĠRĠġĠN 

ZORLANMIġ TĠTREġĠMLERĠ 

ÖZET 

Bu çalıĢmada homogen olmayan elastik zemin üzerine oturan sonlu uzunluktaki bir 

kiriĢin zorlanmıĢ titreĢimleri incelenmiĢtir. 

Birinci bölümde problemin analizi, kullanıldığı alanlar ve çözüm yöntemlerinden söz 

edilerek genel tanımlar ve açıklamalar yapılmıĢtır. Daha önceden konu ile ilgili 

çalıĢmalarla birlikte , yapılan çalıĢmanın amaç ve kapsamı verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde, ilk olarak homogen zemin hali için kiriĢ elastik eğrisinin yönetici 

denklemi verilmiĢ ve sınır Ģartlarına bağlı olarak problemin çözümleri yapılmıĢtır. 

Zeminin homogen olmamamsı durumunda zemin yatak katsayısının ani olarak 

değiĢimi halinde çözüm homogen zemin halindekine benzer Ģekilde yapılmıĢtır. Bu 

durum için sistem zemin yatak katsayısının ani olarak değiĢtiği noktadan bölünerek 

iki ayrı bölgede çözüme gidilmiĢtir. Sınır ve süreklilik Ģartları kullanılarak kiriĢin 

düĢey yer değiĢtirme genlikleri incelenmiĢtir. Zemin yatak katsayısının sürekli olarak 

değiĢimi halinde öncelikle problemin tanımı yapılmıĢ, temel denklemleri 

oluĢturulmuĢ, kuvvet serisi yardımıyla da sınır koĢullarına bağlı olarak problemin 

çözümü yapılmıĢtır. Çözümlerde doğal frekanslarda elde edilmiĢtir. Bu bölümde son 

olarak kiriĢin rasgele zorlama hali incelenmiĢtir. Önce genel elastik eğri denklemi 

verilmiĢ, bundan yola çıkarak kiriĢin tekil kuvvetle yüklenmesi hali ele alınmıĢ ve 

mod fonksiyonları yardımı ile çözümleri yapılmıĢtır. Yükün sabit olmaması halinde 

Runge-Kutta tekniği kullanılarak zaman göre sayısal çözüm yapılmıĢtır. 

Sonuçlar bölümünde, ikinci bölümde incelenen durumlar için sayısal örnekler 

verilmiĢ, Excel programı yardımı ile elde edilen sonuçlar Ģekillerle gösterilmiĢtir. 
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FORCED VIBRATIONS OF A BEAM ON NON HOMOGENEOUS ELASTIC 

FOUNDATION 

SUMMARY 

 

In this study, the forced vibrations of a finite beam resting on a non homogeneous 

elastic foundation is studied. 

In the first chapter, the problems mostly used areas, analysis and general statements 

are explained. Also previous studies related to the subject and main purpose of the 

study is given. 

In the second chapter, firstly governing equation and solution  for homogeneous case 

are given. Using the boundary conditions, solutions of the problem are obtained. In 

non-homogeneous case,the foundation modulus suddenly changes. In this case 

system is divided into two parts and by using boundary and continuity conditions 

problem is solved in the same way as in homogeneous case. In the state of 

continuous change in foundation modulus, first governing equation of the problem is 

given, then by using power series method solutions of the problem are obtained. In 

these solutions natural frequencies are  also obtained. At the end of this chapter 

random vibrations case is studied. In this case for unstationary force firstly, Eigen 

functions of a free beam are obtained. Then using this eigen functions, governing 

equation is reduced a system of ordinary differantial equation. The RungeKutta 

scheme is used. Then various random forcing, the elastic curve of the beam are 

obtained related to time.  

In the third chapter, numerical and graphical results of the problems are given. The 

Excel program is used in the numerical process. 
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1. GĠRĠġ 

1.1 Problemin Tanımı 

Elastik zemin üzerine oturan kiriĢler uygulamada çok kullanılan yapı elemanlarıdır. 

GeçmiĢ yıllarda havaalanı yapılarında yumuĢak filamentlerin kullanımının artması, 

soğuk bölgelerde yapılan bina çalıĢmaları ile elastik veya viskoelastik zemine oturan 

kiriĢ, plak, veya kabuk problemlerinin çözümüne olan ihtiyaç artmıĢ, uygulama 

alanının geniĢliği nedeniyle de bu konuda birçok araĢtırma yapılmıĢtır.    

Elastik zemin üzerine oturan kiriĢlerin analizi üç aĢamadan oluĢmaktadır. Bunlardan 

birincisi ve en önemlisi yapının davranıĢı ve zemin tipi ile ilgili temel kabullerin 

yapılmasıdır. Ġkinci aĢama zemin katsayısı, kiriĢ boyutu ve malzemesi gibi gerekli 

büyüklüklerin seçilmesidir. Üçüncü ve son aĢama da birinci ve ikinci aĢamalardan 

elde edilen bilgiler kullanılarak problemin matematiksel olarak çözülmesini içerir. 

Matematiksel metotlar kesin veya yaklaĢık olabilir. YaklaĢık metotlar ile günümüze 

kadar grafik veya sayısal olarak çeĢitli çalıĢmalar yapılmıĢtır. 

Elastik zemine oturan sonlu kiriĢ problemlerinin genel matematiksel yolla çözümü 

yorucu ve güçtür. Sonsuz, yarı sonsuz ve sonlu uzunlukta kiriĢlerin davranıĢını etki 

çizgileri yardımıyla inceleyen dolaylı çözümler geliĢtirilmiĢtir. Ancak bu metotlarla 

çözüm dolaylı, oldukça yorucu ve zaman alıcı olduğundan ,geniĢ bir uygulama alanı 

bulamamıĢlardır. 

Elastik zemine oturan kiriĢler ve plaklar problemini ilk Winkler  [1] incelemiĢ, 

teorinin esaslarını belirlemiĢ, daha sonra Zimmermann [2] elastik zemine oturan 

kiriĢler teorisini demiryolu üst yapılarının hesabına uygulamıĢtır. Yollarla hava 

meydanları iniĢ pistlerinin beton plaklarla inĢa edilmeğe baĢlanması problemin 

önemini arttırmıĢ ve bu konuda birçok araĢtırma yapılmıĢtır. Bunun yanında birçok 

araĢtırmacı da elastik zemine oturan kiriĢ teorisini zemin üstündeki kısımlarına yatay 

yükler etkiyen kazık ve palplanĢların hesabında kullanmıĢlardır [3]. 

Elastik zemine oturan kiriĢ problemini matematiksel bağıntılarla belirlemek için bazı 

idealleĢtirmeler yapmak gerekir. Matematiksel çözümler de daima zeminin karıĢık ve 
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belirsiz elastik özellikleri, plastik deformasyon yapma olasılıkları ile sınırlanmıĢtır. 

Bu yüzden zeminin elastikliği için bazı kabuller yapmak gerekliliği doğmuĢtur. 

Elastik zemine oturan kiriĢlere ait çalıĢmalarda esas hipotez, genellikle zemin 

tepkileri hakkında yapılan hipotez olmuĢtur. Yani zeminin üzerindeki yapının bünye 

bağıntılarını yanında zeminin de bünye bağıntılarını ve aralarındaki etkileĢimi bilmek 

gerekmektedir. Zeminin fiziksel ve mekanik özellikleri çeĢitli araĢtırmacılar 

tarafından değiĢik Ģekillerde düĢünülmüĢ ve tanımlanmıĢtır. Bu çalıĢmalar içinde en 

çok kullanılan hipotez Winkler hipotezidir. Bu hipotez, P zemin tepkilerinin y kiriĢ 

çökmeleri ile orantılı olduğu kabulüne dayanan P=K0y bağıntısı ile verilmiĢtir. K0, 

yatak katsayısı olarak adlandırılır. Bu hipotez yatak ortamının birbirine sonsuz yakın 

tekil yaylardan ibaret olduğunu belirtir. Zemin basınç deneyleri, yük belli bir değeri 

aĢmadıkça, deformasyonların yükle orantılı olduğunu göstermiĢtir. Winkler 

hipotezinde problemin çözümünü oldukça basitleĢtiren, yatak katsayısının taban 

basıncı değerinden bağımsız olduğu varsayımıdır. Bunun yanında zeminin homogen 

olmamasından ötürü yatak katsayısı noktadan noktaya da değiĢebilir. Bu nedenle bir 

yatay düzlemin çeĢitli noktalarında birbirinden farklı değerler alabileceği gibi, 

derinliğin artması ile de değiĢebilir. 

Diğer taraftan zemine etkiyen kuvvetler yalnız etkidiği noktada Ģekil değiĢtirme 

oluĢturur. Bu durumda zemin birbirinden bağımsız ve birbirine sonsuz yakın 

yaylardan bileĢik olarak göz önüne alınarak bunların yalnız doğrudan doğruya 

yüklendiklerinde çöküp tepki gösterdikleri ancak her yayın komĢu yayların yüklenme 

ve çökmesinden etkilenmediği öngörülmektedir. Bunun sonucu olarak, zemin 

tamamen ayrık bir ortam olarak göz önüne alınmıĢ olur. Aslında zeminin fiziksel 

özellikleri böyle matematiksel bağıntı ile ifade edilmekten daha karıĢık bir durum 

gösterir. 

Mühendislikte Winkler hipotezine dayanarak iyi sonuçlar veren bazı önemli 

problemler vardır. Bina döĢemeleri ve köprü tabliyelerinin karakteristik 

konstrüksiyonu olan ızgara sistemler, bir veya iki doğrultuda sürekli temeller, gemi 

kaburgaları, dönel kabuklar, yatay yük etkisindeki düĢey kazıklar ve palplanĢlar 

bunlara bazı önemli örneklerdir. Özellikle temel sisteminde Winkler hipotezini 

doğrulayan bazı önemli hususlar görülmüĢtür. Bu düĢüncelerden hareketle, 

basitliğine rağmen Winkler hipotezinin, gerçek temel zemin durumunu bazı karmaĢık 
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bağıntılarla veren hipotezlere göre daha yakın bir Ģekilde ifade ettiği sonucuna 

varılabilir [4].  

1.2 Konu ile Ġlgili ÇalıĢmalar 

Uygulamalı mekaniğe ilk Winkler tarafından getirilen ve Zimmermann tarafından 

bütün uzunlukları boyunca balast üzerine oturan demiryolu traverslerinin hesabı 

amacıyla kullanılan yatak katsayısının değeri birçok etkene, özellikle zeminin elastik 

özelliklerine ve yüklü alanın boyutlarına bağlıdır. Bu konuda çeĢitli çalıĢmalar 

yapılmıĢtır. Biot [5] tam elastik ortama oturan yüklü kiriĢler için yatak katsayısının 

yalnız kiriĢ geniĢliğine değil, bir dereceye kadar kiriĢ eğilme rijitliğine bağlı 

olduğunu gösteren bağıntılar sunmuĢtur. 

Terzaghi ve Peck [6], deneysel araĢtırmalar yaparak, aynı taban basıncı değeri için 

çökmelerin kiriĢ geniĢliğine bağlı olarak değiĢtiğini saptamıĢlar, buna dayanarak 

yatak katsayısının kiriĢ geniĢliği ile değiĢimini gösteren bir bağıntı vermiĢlerdir. 

Sonlu kiriĢler hesabı en basit etki çizgileri yardımı ile yapılabilir. ÇeĢitli 

araĢtırmacılar bu amaçla ayrıntılı çizelgeler düzenlemiĢlerdir. En geliĢmiĢ olanları 

Müllersdorf, Mölfer ve Grasshoff [7] tarafından yayınlananlardır. 

Durelli ve Parks [8] tarafından, elastik zemin üzerine oturan sonsuz ve sonlu 

uzunlukta kiriĢlerin fotoelastik incelemesi yapılmıĢtır. KiriĢler bir ve iki noktadan 

yüklenerek davranıĢları incelenmiĢ, bulunan sonuçlar kuramsal çözümle 

karĢılaĢtırılmıĢtır. 

Iyengar ve Anantharamu [9], elastik zemine oturan kiriĢlerin davranıĢlarını seriler 

yardımıyla incelemiĢtir. 

Orta noktadan tekil yüklü kiriĢlerle ilgili baĢka bir çalıĢmayı da Rao ve 

Anandokrishan [10] baĢlangıç değerleri yöntemini kullanarak yapmıĢ, bu kiriĢlerle 

ilgili çizelge ve eğriler vermiĢlerdir. 

Mühendislik problemlerinin çözümü için gerekli K0 yatak katsayılarının sayısal 

değerleri, yayınlanmıĢ gözlemler veya yapının inĢa edileceği zeminde yapılacak arazi 

deneyleri sonuçları yardımıyla elde edilebilir. ÇeĢitli zemin türleri için K0 yatak 

katsayılarının ortalama değerleri aĢağıdaki tabloda derlenmiĢtir. (Tablo1.1)    
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Tablo 1.1 ÇeĢitli zemin türleri için ortalama K0 değerleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Miranda ve Nair [11], sonlu uzunlukta kiriĢlerin diferansiyel denkleminin çözümünü 

özel fonksiyonlarla yaparak buna ait sayısal örnekler vermiĢlerdir. 

Dodge [12], yayınladığı çalıĢmasında elastik zemine oturan yarı sonsuz ve sonlu 

uzunlukta kiriĢlerin davranıĢlarıyla ilgili etki fonksiyonları ve buna ait eğrileri 

oluĢturmuĢtur. 

Elastik zemine oturan kiriĢlerin statik/dinamik davranıĢı konusunda çok sayıda 

çalıĢma bulunmaktadır [13-14]. Elastik zemine oturan Euler-Bernoulli kiriĢlerinin 

dinamik analizinde analitik çözüm yöntemine ilave olarak sonlu elemanlar yöntemi 

de kullanılmaktadır. Bu çalıĢmalarda, Pawlowic ve Vylie [15] zemin modülünün 

kiriĢ boyunca doğrusal değiĢmesi halinde kiriĢin doğal frekanslarını kuvvet serileri 

yardımıyla, Karamanlidis ve Prakash [16], iki parametreli zemine oturan kiriĢlerde 

eksenel yükü de gözönüne alarak doğal frekansları analitik ve sonlu elemanlar 

yöntemleri yardımıyla elde etmiĢlerdir. Bundan baĢka Williams ve Kennedy [17], 

Winkler zeminine oturan kiriĢlerin dinamik davranıĢını sonlu elemanlar yöntemiyle 

incelemiĢ, Rosa [18] ise Winkler zeminine oturan kiriĢlerin çeĢitli mesnetlenme 

koĢulları altında, eksenel kuvvetlerin etkisini de dikkate alarak Hamilton ilkesi 

yardımıyla titreĢimini ve stabilitesini incelemiĢtir. 

Engin, Özdoğan, CoĢkun, [19] yalnız basınca calıĢan iki parametreli Pasternak 

zeminine oturan 2L boyunda homogen bir kiriĢin orta noktasından harmonik tekil 

kuvvet etkisi altında titreĢimlerini inclemiĢlerdir. 

ZEMĠN TÜRÜ K0(t/m
3
) 

BALÇIK, TURBA <200 

KĠL, PLASTĠK 500-1000 

KĠL, YARI SERT 1000-1500 

KĠL, SERT 1500-3000 

DOLMA TOPRAK 1000-2000 

KUM, GEVġEK 1000-2000 

KUM, ORTA SIKI 2000-5000 

KUM, SIKI  5000-10000 

KUM-ÇAKIL, SIKI 10000-15000 

SAĞLAM ġĠST <50000 

KAYA <200000 
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Zemin reaksiyonu için Winkler zemin modelinden baĢka zemin modelleri de 

bulunmaktadır. Filonenko-Borodich modelinde Winkler yayları yerine zemin 

yüzeyinin elastik bir zar gibi olduğu göz önüne alınmıĢtır. Bu modelde sisteme 

yükleme yapıldığında yüzeyde gerilme meydana gelir. Vlasov modelinde, diğer 

zemin modellerinden farklı olarak, elastik zemin parametrelerinin hesabı için 

yaklaĢım metodu temel alınmıĢtır. Hetenyi modelinde, Winkler yaylarının üzerinde, 

iki boyutlu problemler için bir plak, tek boyutlu problemler için elastik bir Ģerit 

olduğu kabul edilir. Pasternak modelinde yay elemanları üzerinde sadece düĢey 

deplasman yapabilen ve sıkıĢmayan elemanlardan oluĢan bir kayma tabakası da göz 

önüne alınmıĢtır. Bu farklı zemin modelleri üzerinde birçok araĢtırmacı kiriĢ ve 

plakların davranıĢları hakkında çeĢitli çalıĢmalar yapmıĢlardır. 

1.3 ÇalıĢmanın Amaç ve Kapsamı 

Elastik zemin üzerine oturan kiriĢ veya plakların davranıĢları konusunda yapılan 

çalıĢmaların çoğunda Winkler hipotezi kullanılmıĢtır. Bu hipotez bilindiği gibi, 

basitliği nedeni ile hesap kolaylığı sağlamaktadır. 

Bu çalıĢmada ilk olarak homogen zemin hali incelenmiĢ, problemin tanımı yapılmıĢ 

ve temel denklemler oluĢturulmuĢtur. 

Daha sonra zemin yatak katsayısının ani olarak değiĢimi halinde iç bölgedeki 

zeminin kuvvetli – dıĢ bölgedeki zeminin zayıf ve iç bölgedeki zeminin zayıf – dıĢ 

bölgedeki zeminin kuvvetli  olması durumları incelenmiĢtir. Zemin yatak 

katsayısının değiĢim oranına bağlı olarak  sürekli değiĢmesi halinde kiriĢin düĢey yer 

değiĢtirme genlikleri incelenmiĢtir. Çözümlerde rezonans durumu da incelenmiĢtir. 

Son olarak rasgele zorlama halinde kiriĢin 1)(0 tP  ve 
2

)(0

tetP  tekil kuvvetleri 

ile yüklenmesi hallerinde problemin çözümü yapılmıĢtır. Yükün sabit olmaması hali 

için Runge – Kutta sayısal çözüm yöntemi kullanılmıĢtır. 

Sayısal hesaplarda Excel programı kullanılmıĢtır. 
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2. PROBLEMĠN TANIMI, TEMEL DENKLEMLER VE ÇÖZÜMLERĠ 

2.1 Problemin Tanımı 

Bu çalıĢmada, elastik bir zemin üzerine oturan sonlu uzunluktaki bir kiriĢin 

zorlanmıĢ titreĢimleri incelenmiĢtir. KiriĢin boyu 2L, eğilme rijitliği EI, zorlama 

kuvveti de P0cosΩt dir. P0 zorlama kuvvetinin genliği, Ω da zorlama frekansıdır. 

Diferansiyel denklemler zemin hakkında yapılan çeĢitli kabullere göre kurulmuĢ, 

sınır ve süreklilik koĢulları yardımıyla bu diferansiyel denklemlerin çözümleri 

incelenmiĢtir. 

 

    

ġekil 2.1  Elastik zemine oturan kiriĢ durumu 

 

Problemin çözümünde kullandığımız zemin Winkler zeminidir. Dolayısıyla elastik 

sonlu uzunlukta bir kiriĢin, elastik bir yatak üzerinde olduğu ve herhangi bir 

noktasındaki taban basıncının, yük belirli bir değeri aĢmadıkça, aynı noktadaki 

çökme ile orantılı olduğu kabul edilmiĢtir. 
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2.2 Homogen Zemin Hali 

 

 

 ġekil 2.2  Homogen hal için elastik zemine oturan kiriĢ durumu 

ġekildeki 2L boyundaki kiriĢin ortasından  P0cosΩt kuvveti ile zorlanması halinde 

herhangi bir t anındaki elastik eğri ġekil 2.2 deki gibi olacaktır. x noktasındaki düĢey 

yer değiĢtirme w = w(x,t) olsun. Bu konumda kiriĢ zeminden kw tepkisini alacaktır. 

Buradaki k katsayısı Tablo 1.1 deki katsayının kiriĢ geniĢliği ile çarpımı sonucu elde 

edilen katsayıdır. KiriĢin elastik eğrisinin yönetici denklemi; 

tCosxP
t

w
mwk

x

w
EI k 









 )(02

2

4

4

  (2.1) 

olarak yazılabilir. 

Burada EI kiriĢin eğilme rijitliğini, mk kiriĢin birim boyunun kütlesini, P0 zorlama 

genliğini, δ dirac deltasını, Ω da zorlama frekansını göstermektedir. 

Birinci mertebe teorisi ile çalıĢtığımız için harmonik zorlama altında kiriĢin davranıĢı 

da harmonik olacaktır. Buna göre; 

 

 w (x , t) = W (x) CosΩ t  olarak yazılabilir.  



 17 

Bu ayırma iĢlemini (2.1) hareket denkleminde uygularsak 

 

)(0

2

4

4

xPWmkW
dx

Wd
EI k                                                                        (2.2) 

 

bağıntısını elde ederiz. Bu 4. mertebeden bir adi diferansiyel denklemdir. 

Çözüme geçmeden önce aĢağıdaki boyutsuzlaĢtırmaları yapalım. 

L

x
                                                  

EI

Lk 4

  

                     (2.3) 

Lk

P
P

0
0                                               .0

k

mk               

Buna göre yönetici denklem; 

)()1( 0

2
0

4

4




PW
d

Wd
           0 ≤   ξ   ≤ 1               (2.4) 

olur. 

Simetri nedeni ile kiriĢin yarısının incelenmesi yeterli olacaktır. ġimdi probleme 

aĢağıdaki gibi bir çözüm alalım. 

 

mAeW                       (2.5) 

(2.5) no lu çözümün (2.4) denkleminde yerine konulması ile  

 m
4
+λ(1-

2
0 ) = 0                     (2.6) 

denklemi elde edilir. 

α = -λ ( )1
2

0                      (2.7) 

olarak  alınırsa denklemin kökleri 
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m1,2,3,4 =  ±     

 

elde edilir. Bu durumda yönetici denklemin genel çözümü: 

 

 4321

4321

mmmm
eAeAeAeAW                  (2.8) 

Ģeklinde olacaktır. 

Problemin sınır ve süreklilik koĢulları aĢağıdaki gibidir. 

i )    0)0(
'

W  

ii )   
2

)0(
''' 0P

W   

iii)   0)1(
''

W  

iv)    0)1(
'''

W  

(2.8) diferansiyel çözüm tipi 
2

01    nin iĢareti ile sıkı sıkıya bağlıdır. AĢağıda bu 

tipler ile ilgili çözümler verilmiĢtir. 

2.2.1 Birinci Hal 

1
2

0   olması  hali  

Bu durumda α negatiftir. α nın negatif olduğu durum için α = -c tanımı ile 

 

m1,2 =  ±   = 4 ci  

 

m3,4 = 4 cii      olarak elde edilir. 

 

)1(
2

2
ii    ifadesi yerine yazılır ve  d = 4

2

2
c  alınırsa 

 

m1,2 =  ±d ( 1+i )                

      

m3,4 =  ±d ( 1-i )  karmaĢık kökleri elde edilir. 
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Bu köklere bağlı olarak diferansiyel denklemimizin genel çözümü aĢağıdaki gibi 

olur.  

 

W(ξ)=ACosh(dξ)Cos(dξ)+BCosh(dξ)Sin(dξ)+CSinh(dξ)Cos(dξ) 

+DSinh(dξ)Sin(dξ)                              (2.9) 

 

Bu durum için sınır Ģartlarını uygularsak  

 

i)      0)0(
'

W  → Bd + Cd = 0 

 

ii)     
2

)0(
''' 0P

W   → 2Bd
3 

– 2Cd
3  

= 
2

0P
 

 

iii)    0)1(
''

W  → -2Ad
2
Sinh(d).Sin(d)+2Bd

2
Sinh(d).Cos(d)-

2Cd
2
Cosh(d).Sin(d)+ 2Dd

2
Cosh(d).Cos(d)=0 

iv)   0)1(
'''

W     →   -2Ad
3
[Cosh(d).Sin(d)+Sinh(d).Cos(d)]+2Bd

3
[Cosh(d).Cos(d)- 

Sinh(d).Sin(d)]-2Cd
3
[(Sinh(d).Sin(d)+Cosh(d).Cos(d)]+2Dd

3
[Sinh(d).Cos(d)-

Cosh(d).Sin(d)]=0 

 

Bu eĢitliklerden A,B,C,D katsayıları bulunur. 

Katsayıların tayin edilmesinden sonra (2.9) bağıntısından çökme, 
''

W  den moment 

ve 
'''

W  den de istenilen herhangi bir noktadaki kesme kuvveti hesaplanabilir. 

2.2.2 Ġkinci Hal 

1
2

0    olması  hali  

Bu durumda α pozitiftir. α nın pozitif olduğu durum için  

 

 m1,2 =  ±    → Ġki kök gerçel  

 

m3,4 =  ±     → Ġki kök  sanal 
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olarak elde edilir. 

 

4 b  olarak tanımlanması halinde diferansiyel denklemin çözümü 

 

W(ξ)=ACosh(bξ)+BSinh(bξ)+CCos(bξ)+DSin(bξ)              (2.10) 

 

olur. A, B, C, D bilinmeyen katsayılar olup sınır koĢullarından tayin edileceklerdir.  

Bu durum için sınır Ģartlarını uygularsak  

 

i)      0)0(
'

W         →     Bb + Db = 0 

 

ii)     
2

)0(
''' 0P

W       →     Bb
3 

- Db
3  

= 
2

0P
 

 

iii)   0)1(
''

W      →     Ab
2
Cosh(b)+Bb

2
Sinh(b)-Cb

2
Cos(b)-Db

2
Sin(b) = 0 

 

iv)    0)1(
'''

W      →     Ab
3
Sinh(b)+Bb

3
Cosh(b)+Cb

3
Sin(b)-Db

3
Cos(b) = 0 

 

Katsayıların tayin edilmesinden sonra (2.10) bağıntısından çökme, 
''

W  den moment 

ve 
'''

W  den de istenilen herhangi bir noktadaki kesme kuvveti hesaplanabilir. 

2.3 Yatak Katsayısının Ani DeğiĢim Hali 

ġekil 2.3’de görüldüğü gibi Winkler zeminine oturan , orta noktasından düĢey 

doğrultuda PoCosΩt tekil kuvveti ile yüklü 2L boyunda homojen bir kiriĢ göz önüne 

alalım. Herhangi t anında kiriĢin elastik eğrisi Ģekildeki gibi olacaktır. Zeminin yatak 

katsayısı  x = a gibi bir noktada ani olarak değiĢmektedir. 
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  ġekil 2.3 Zemin yatak katsayısının ani olarak değiĢmesi dali 

 

-a  ≤  x  ≤  a                               için     k = k1     

                     

 -L  ≤  x  ≤ -a   ,     a  ≤  x  ≤  L  için   k = k2  ≠  k1               

 

Simetri nedeniyle bundan sonra yalnız 0 ≤  x  ≤  L bölgesi incelenecektir. 

Yatak katsayısındaki bu ani değiĢim nedeni ile kiriĢ elastik eğrisi aĢağıdaki gibi olur. 

 

a)        w1 = w1(x1 , t)                       0 ≤  x1  ≤  a 

 

b)        w2 = w2(x2 , t)                        a  ≤  x2  ≤  L 

 

1.Bölgedeki yönetici denklem 

tCosxP
t

w
mwk

x

w
EI k 









 )( 102

1

2

114

1

1

4

           0  ≤  x1  ≤  a           (2.11) 

2.Bölgedeki yönetici denklem 

2

2

2

224

2

2

4

t

w
mwk

x

w
EI k









                       a  ≤  x2  ≤  L            (2.12) 
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Burada EI kiriĢin eğilme rijitliğini, mk kiriĢin birim boyunun kütlesini, P0 zorlama 

genliğini, δ dirac deltasını, Ω zorlama frekansını göstermektedir. 

Zorlama harmonik olduğuna göre, kiriĢ ve zeminin davranıĢı da harmonik olacaktır. 

Buna göre; 

 wi (xi , t) = Wi (xi) CosΩ t              i = 1,2 

ayrıĢtırmasını yapabiliriz. 

Çözüme geçmeden önce aĢağıdaki boyutsuzlaĢtırmaları yapalım. 

 

L

x1

1                                                   
EI

Lk 4

1
1   

 

L

x2

2                                                  
EI

Lk 4

2
2               (2.13) 

 

Lk

P
P

1

10
0


                                              

L

a
a   

 

 .
1

0
k

mk  

 

Buna göre yönetici denklemler: 

 

0)1( 1

2
014

1

1

4

 W
d

Wd



                         0  ≤   ξ1   ≤ a             (2.14) 

 

0)( 2

2
0

1

2
14

2

2

4

 W
d

Wd







                      a  ≤   ξ2   ≤ 1                       (2.15) 

 

olurlar. 
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Problemin sınır ve süreklilik koĢulları aĢağıdaki gibidir. 

 

 i )    0)0(
'

1 W  

ii ) 
2

)0(
''' 0

1

P
W   

iii)    )()( 21 aWaW   

iv)    )(
'

)(
'

21 aWaW   

 v)  )(
''

)(
''

21 aWaW    

vi)    )(
'''

)(
'''

21 aWaW   

vii)   0)1(
''

2 W  

viii)  0)1(
'''

2 W  

simetri nedeni ile kiriĢin yarısının incelenmesi yeterli olacaktır. 

Birinci bölgedeki yönetici denklemi çözelim 

 

0)1( 1

2
014

1

4

 W
d

Wd



             0 ≤   ξ1   ≤ a              (2.16) 

 

probleme aĢağıdaki gibi bir çözüm alırsak 

 

W1= 1m
Ae  

 

m
4
+λ1(1-

2
0 ) = 0           

 

denklemini elde ederiz. 
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M
2
+λ1(1-

2
0 ) = 0 

 

M1,2 = ± )1(
2

01   

 

α = λ1 ( )1
2

0        alınırsa denklemin kökleri  

 

m1,2,3,4 =  ±    olur. 

 

Burada ;  

 

2
0 > 1  ve  

2
0 < 1    olması halleri için iki ayrı çözüm söz konusudur. 

 

2
0 > 1  olması hali ; 

 

m1,2 =  ±    →  Kökler gerçel 

m3,4 =  ±    →  Kökler sanal 

 

4 b  olarak tanımlanması halinde diferansiyel denklemin çözümü 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(bξ1)+B1Sinh(bξ1)+C1Cos(bξ1)+D1Sin(bξ1)           (2.17) 

 

olur. 

 

2
0 < 1    olması hali; 

 

Bu durumda α negatiftir. α nın negatif olduğu durum için α = -c tanımı ile ; 

 

m1,2 =  ±   = 4 ci  

 

m3,4 = 4 cii      olarak elde edilir. 
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)1(
2

2
ii    ifadesi yerine yazılır ve  d = 4

2

2
c  alınırsa; 

 

m1,2 =  ±d ( 1+i )                

      

m3,4 =  ±d ( 1-i ) 

 

karmaĢık kökleri elde edilir. 

Bu köklere bağlı olarak diferansiyel denklemimizin çözümü Ģu halde olur.  

W1(ξ1)=A1Cosh(dξ1)Cos(dξ1)+B1Cosh(dξ1).Sin(dξ1)+C1Sinh(dξ1)Cos(dξ1)+ 

D1Sinh(dξ1)Sin(dξ1)                 (2.18) 

 

Ġkinci bölgedeki yönetici denklemi çözelim; 

 

0)( 2

2
0

1

2
14

2

2

4

 W
d

Wd







                      a  ≤   ξ2   ≤ 1            (2.19)    

 

probleme aĢağıdaki gibi bir çözüm alırsak; 

 

W2= 2rAe  

0)(
2

0

1

2
1

4 



r        

denklemini elde ederiz. 

)(
1

22
01




        olarak tanımlanması durumunda denklemin kökleri 

r1,2,3,4 =  ±    olur. 

 

Burada ; 

2
0 >

1

2




 ve 

2
0 < 

1

2




 olması halleri için iki ayrı çözüm söz konusudur. 
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2
0 >

1

2




  olması hali ; 

 

r1,2 =  ±    →  Kökler gerçel 

r3,4 =  ±    →  Kökler sanal 

 

4 e  olarak tanımlanması halinde diferansiyel denklemin çözümü: 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(eξ2)+B2Sinh(eξ2)+C2Cos(eξ2)+D2Sin(eξ2)            (2.20) 

 

olur. 

 

2
0 < 

1

2




    olması durumu; 

Bu durumda β negatiftir. β nın negatif olduğu durum için β = -f  tanımı ile 

 

r1,2 =  ±   = 4 fi  

 

r3,4 = 4 fii      olarak elde edilir. 

 

)1(
2

2
ii    ifadesi yerine yazılır ve  g = 4

2

2
f  alınırsa 

 

r1,2 =  ±g ( 1+i )                

      

r3,4 =  ±g ( 1-i ) 

 

karmaĢık kökleri elde edilir. 
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Bu köklere bağlı olarak diferansiyel denklemimizin çözümü 

W2(ξ2)=A2Cosh(gξ2)Cos(gξ2)+B2Cosh(gξ2).Sin(gξ2)+C2Sinh(gξ2)Cos(gξ2)+ 

D2Sinh(gξ2). Sin(gξ2)                 (2.21) 

olur. 

2.3.1 
1

2




  > 1 olması hali 

Bu durumda iç bölgedeki zemin zayıf ve dıĢ bölgedeki zemin ise daha kuvvetlidir. 

 

)1(
2

01         ve  )(
1

22
01




   

 

olmak üzere denklem çözümü için aĢağıdaki üç hal söz konusudur. 

 

1.hal   
2

0 < 1   ,     α < 0      ,  β < 0  

 

mi ler ve rj lerin hepsi karmaĢıktır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(dξ1)Cos(dξ1)+B1Cosh(dξ1).Sin(dξ1)+C1Sinh(dξ1)Cos(dξ1)+ 

D1Sinh(dξ1). Sin(dξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(gξ2)Cos(gξ2)+B2Cosh(gξ2).Sin(gξ2)+C2Sinh(gξ2)Cos(gξ2)+ 

D2Sinh(gξ2). Sin(gξ2) 

 

2.hal   1
2

0    ,    
1

22
0




 ,    α > 0 ,    β < 0      

mi lerin ikisi gerçel ikisi sanal, rj ler karmaĢıktır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(bξ1)+B1Sinh(bξ1)+C1Cos(bξ1)+D1Sin(bξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(gξ2)Cos(gξ2)+B2Cosh(gξ2).Sin(gξ2)+C2Sinh(gξ2)Cos(gξ2)+ 

D2Sinh(gξ2). Sin(gξ2) 
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3.hal   
1

2
2

0




 ,     α > 0   ,  β > 0      

mi lerin ve rj lerin ikisi gerçel ikisi sanaldır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(bξ1)+B1Sinh(bξ1)+C1Cos(bξ1)+D1Sin(bξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(eξ2)+B2Sinh(eξ2)+C2Cos(eξ2)+D2Sin(eξ2) 

 

2.3.2  1
1

2 



  olması hali 

Bu durumda iç bölgedeki zemin kuvvetli ve dıĢ bölgedeki zemin ise zayıftır. 

Burada aĢağıdaki üç hal söz konusudur. 

 

1.hal  
1

22
0




      ,     α < 0      ,  β < 0   

mi ler ve rj lerin hepsi karmaĢıktır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(dξ1)Cos(dξ1)+B1Cosh(dξ1).Sin(dξ1)+C1Sinh(dξ1)Cos(dξ1)+ 

D1Sinh(dξ1). Sin(dξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(gξ2)Cos(gξ2)+B2Cosh(gξ2).Sin(gξ2)+C2Sinh(gξ2)Cos(gξ2)+ 

D2Sinh(gξ2). Sin(gξ2) 

 

2.hal   1
2

0

1

2 



 ,     α < 0      ,  β > 0   

mi ler karmaĢık rj lerin ikisi gerçel ikisi sanaldır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(dξ1)Cos(dξ1)+B1Cosh(dξ1).Sin(dξ1)+C1Sinh(dξ1)Cos(dξ1)+  

D1Sinh(dξ1). Sin(dξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(eξ2)+B2Sinh(eξ2)+C2Cos(eξ2)+D2Sin(eξ2) 
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3.hal   1
2

0        ,     α > 0      ,  β > 0   

 

mi lerin ve rj lerin ikisi gerçel ikisi sanaldır. 

 

W1(ξ1)=A1Cosh(bξ1)+B1Sinh(bξ1)+C1Cos(bξ1)+D1Sin(bξ1) 

 

W2(ξ2)=A2Cosh(eξ2)+B2Sinh(eξ2)+C2Cos(eξ2)+D2Sin(eξ2) 

2.4 Yatak Katsayısının Sürekli DeğiĢimi Hali 

Bu kısımda yatak katsayısının kiriĢ boyunca k(x)=k0(1+ax) Ģeklinde sürekli olarak 

değiĢmesi hali ele alınmıĢtır. 

Yukarıdaki ifadede k0 baĢlangıçtaki yatak katsayısını ve a’da değiĢim oranını 

göstermektedir. Simetri nedeni ile x ≥ 0 bölgesi incelenecektir.Yönetici denklem 

aĢağıdaki gibidir. 

tCosxP
t

w
mwaxk

x

w
EI k 









 )()1( 02

2

04

4

             (2.22) 

w( x , t )=W( x ).CosΩt 

Çözüme geçmeden önce Ģu boyutsuzlaĢtırmaları yapalım 

 

L

x
                                 

0

0

k

mk  

Lk

P
P

0

0

0


                               aL                       

EI

Lk 4

0            (2.23) 

 

Buna göre yönetici denklem; 

 

W
(4)

+λ[(1+  ξ)- 
2

0 ]W = 0                (2.24)         

 

olur. 
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Kuvvet Serisi Yardımıyla Çözüm: 

 







0n

n

nAw    dersek;                            (2.25) 

 

ve yukarıdaki ifadenin türevlerini alıp yönetici denklemde uygun yerlerine koyarsak; 

 







4

).3)(2)(1.(.
n

n nnnnA ξ
n-4

+λ 0
0

2

0

1

00

 











 n

n

n

n

n

n

n

n

n AAA  (2.26)

  

(2.26) ifadesinde ilk terimde n→n+5, ikinci terimde n→n+1, üçüncü terimde n→n ve 

dördüncü terimde n→n+1 konulup düzenleme yapılırsa; 

 

0])2()3)(4)(5([
0

1

1

2
015 









n

n

nnnn AAAnnnnA           (2.27) 

ifadesi elde edilir. 

 

A0,A1,A2,A3...serbest değiĢkenler olmak üzere 

 

Rekürans Formülü; 

 

nnn A
nnnn

A
nnnn

A
)2)(3)(4)(5()2)(3)(4)(5(

)1(
1

2
0

5






 


          (2.28) 

 

olarak elde edilir. 

 

Çökme ifadesi (2.25) ifadesinde Ģu Ģekilde tanımlanmıĢtı 

 

w = 


0n

n

nA    = A0+A1ξ+A2ξ
2
+...+Anξ

n
+... 

 

Sistemin sınır koĢulları Ģu Ģekildedir. 
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0)0(
'

W  

2
)0(

''' 0P
W   

0)1(
''

W  

0)1(''' W  

 

Birinci sınır koĢulundan  

 

0)0(
'

W    →     A1 = 0                (2.29) 

 

Ġkinci sınır koĢulundan  

 

2
)0(

''' 0P
W    →   A3

12

0P
                 (2.30)

  

(2.26) ifadesinde n=4 için ξ
0
 ın katsayısı sıfıra eĢitlenirse A4 katsayısı Ģu Ģekilde 

bulunur. 

 

A4= 0

2

0

1.2.3.4

)1(
A


                 (2.31) 

 

Rekürans formülünde n=0,1,2,3,... alınarak katsayılar ”A0 , A2, A3” cinsinden 

bulunabilir.  

Rekürans bağıntısındaki her An, n>3 katsayısını A0, A2 ve A3 katsayılarına bağlı 

olarak aĢağıdaki gibi parçalayalım. 

 2

2

020

2

00 ),,,(),,,( AnhAnhA nnn  3

2

0 ),,,( Angn              (2.32) 

hn0 ve hn2 ifadeleri rekürans bağıntısı yardımıyla kolaylıkla bulunabilir.  

ġimdi çözüm ; 



 32 

 

n

n

n nhAw  ),,,()(
0

2

000




  




n

n

n nhA  ),,,(
0

2

022

n

n

n ngA  ),,,(
0

2

03




   olur.                          (2.33) 

 

denkleme sınır koĢullarını uygularsak; 

0)1('' W   

)],,,()1([
2

2

000 





n

n nhnnA + )],,,()1([
2

2

022 





n

n nhnnA +

)],,,()1([
2

2

03 





n

n ngnnA = 0               (2.34) 

0)1(''' W   

)],,,()2)(1([
3

2

000 





n

n nhnnnA + )],,,()2)(1([
3

2

022 





n

n nhnnnA +

)],,,()2)(1([
3

2

03 





n

n ngnnnA = 0              (2.35) 

 

     Görüldüğü üzere sınır koĢulları A0, A2 ve A3 cinsinden çıkmaktadır. A3 değeri 

direk 0P ye bağlı olduğu için bilinen bir sayıdır. A3 sayı olarak yerine koyulduğunda 

sistem ; 

                                                      

































2

0

3

2

02

3

2

00

2

2

02

2

2

00

),,,()2)(1(),,,()2)(1(

),,,()1(),,,()1(

A

A

nhnnnnhnnn

nhnnnhnn

n

n

n

n

n

n

n

n





                                      

 3

3

2

0

2

2

0

),,,()2)(1(

),,,()1(

A

ngnnn

ngnn

n

n

n

n





















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yukarıdaki gibi bir denklem takımı haline gelmektedir. Buradan A0 ve A2 katsayıları 

bulunarak çökme ifadesi elde edilmiĢ olunur. 

2.5 Rasgele Zorlama Hali 

2.5.1 Serbest KiriĢ Denklemi 

Önce yük taĢımayan serbest kiriĢe ait hareket denklemini ele alalım; 

 

0
2

2

4

4











t

w
m

x

w
EI k                 (2.36) 

 

Burada aĢağıdaki ayırma yapılırsa: 

 

)().( tTxw   

 

Bu eĢitliği (2.36) denkleminde yerine koyarsak; 

 

0
2

2

4

4


dt

Td
mT

dx

d
EI k


                (2.37) 

 

ve (2.37) eĢitliğini T  ye bölersek; 

 

Tdt

Td
m

dx

d
EI k

11
2

2

4

4





                (2.38) 

 

buluruz. (2.38) ifadesinde sol taraf yalnız x ’in sağ taraf ise yalnız t zamanının 

fonksiyonu olduğundan    

  

4

2

2

4

4 11







Tdt

Td
m

dx

d
EI k  

alınabilir. Buradan  

 

04

4

4

 


dx

d
EI  
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olur ve 
L

x
  boyutsuz koordinatı kullanılarak 

 

04

4

4

4
 





d

d

L

EI
 → 0

44

4

4

 






EI

L

d

d
 

 

4
44





EI

L
 alınarak; 

 

04

4

4

 




d

d
                 (2.39) 

 

denklemi elde edilir.    

 

 e  tipinde bir çözüm alıp bu çözümün (2.39) deki diferansiyel denkleme 

konulması ile  

 

 CoshCSinhCCosCSinC 4321)(              (2.40) 

 

çözümü elde edilir. Buradaki C1,C2,C3,C4 integrasyon sabitleridir. 

KiriĢ uçlarında moment ve kesme kuvveti olmadığından,   fonksiyonu aĢağıdaki 

sınır koĢullarını sağlamalıdır. 

 

0)0(   0)1(   

 

0)0(   0)1(   

 

C1,C2,C3,C4 bilinmeyenleri için sınır koĢulları yazılacak olursa; 

 

0)0(   → C2=C4                 (2.41) 

 

0)1(   →  04321   CoshCSinhCCosCSinC            (2.42) 
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0)0(   → C1=C3                   (2.43) 

 

0)1(   → 04321   SinhCCoshCSinCCosC            (2.44) 

 

(2.41) ve (2.43) denklemleri (2.42) denkleminde yerlerine koyulursa 

 

0)()( 21   CosCoshCSinSinhC               (2.45) 

 

denklemi elde edilir. 

 

(2.41) ve (2.43) denklemleri (2.44) denkleminde yerlerine koyulursa 

 

0)()( 21   SinSinhCCosCoshC               (2.46) 

 

denklemi elde edilir. 

 

(2.45) ve (2.46) denklemleri 

 

0
)()(

)()(

2

1






C

C

SinSinhCosCosh

CosCoshSinSinh




              (2.47) 

 

biçimine dönüĢtürülüp çözüme gidilirse (2.47) den  

 

0)( 222   CosCoshSinSinh  

 

veya 

 

1.  CoshCos                  (2.48) 

 

bulunur. Bu denklemin kökleri bize serbest kiriĢe ait doğal frekansları verecektir. 

(2.48) denklemini sağlayan  n  ler aĢağıdaki tabloda verilmiĢtir. 
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Tablo 2.1 Serbest kiriĢe ait doğal frekanslar 

β1 4,73004 

β2 7,85320 

β3 10,99561 

β4 14,12717 

β5 17,27876 

β6 20,42035 

β7 23,56194 

β8 26,70354 

β9 29,84513 

β10 32,98672 

 

(2.46) denkleminden  

 





CosCosh

SinSinh
CC




 21  elde edilir. 

 






CosCosh

SinSinh




   olarak tanımlanırsa 

 

21 CC    ve   23 CC    

 

olur. 

Elde edilen frekanslara göre (2.40) de tanımlanan mod fonksiyonu aĢağıdaki gibi 

olur. 

 

 )()()( 2  nnnnnn SinhSinCoshCosC              (2.49) 

 

1

1

0

2

1   d  → C2=1 olarak bulunur. 

Bu durumda (2.49) denklemi aĢağıdaki gibi olur; 

 )()()(  nnnnnn SinhSinCoshCos              (2.50) 
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Mod fonksiyonları birbiri ile ortogonal olup 

 

0

1

0

  dmn        m ≠ n 

 

ortogonallik koĢulunu sağlarlar. (2.48) denkleminin sonsuz sayıda kökü olması 

nedeniyle 

 

)().( tTw   çözümü; 







1

)()(),(
n

nn tTtw                  (2.51) 

Ģeklinde yazılacaktır. 

2.5.2 Orta Noktadan P(t) Kuvveti  ile Yüklü KiriĢ 

L uzunluğunda orta noktasından P(t) tekil kuvvetini taĢıyan kiriĢe ait yönetici 

denklem;   

 

)
2

()(
2

2

4

4 L
xtP

t

w
mkw

x

w
EI k 









               (2.52) 

 

Ģeklindedir. 

(2.52) denkleminde (2.51) ifadesi kullanılıp  

 

L

x
  ve 

0

0

)(
)(

P

tP
tP   boyutsuzlaĢtırmaları yapılırsa kiriĢin hareket denklemi; 















1

0

11

4

4
)

2

1
()()()()()()(

n

nnk

n

nn

n

nn PtTmtTktT
L

EI
            (2.53) 

olur.  
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Burada  nnn  44    ifadesi (2.53) denkleminde yerine konur, denklemin her iki 

tarafı  m  fonksiyonu ile çarpılırsa aĢağıdaki denklem elde edilir: 

 




1

01

4

4
)()()( tTd

L

EI
nmn

n

n  




1

01

)()()( tTdk nmn

n

  









 





 dPtTdm mnmn

n

k

1

0

0

1

01

))
2

1
()(()()()(                         (2.54) 

 

Ortogonallik koĢulu kullanılarak düzenleme yapılırsa 

 

)2/1(04

4 m

k

mm

k

m

k
m

P
TT

m

k

Lm

EI
 













                (2.55) 

elde edilir. 

 

24

4 m

k

m

k
m

k

Lm

EI














    olarak tanımlanırsa (2.55) denklemi 

)2/1(02

m

k

mmm
m

P
TT                  (2.56) 

olur. 

 

i) 1)(0 tP olması hali; 

BaĢlangıç koĢulları : 

i) 0)0( T  

ii) 0)0( T  

 

(2.56) denkleminin çözümü 

221

)2/1(
)()()(

mk

m

mmm
m

tCosCtSinCtT





             (2.57) 
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elde edilir. 

Birinci sınır koĢulundan 
22

)2/1(

mk

m

m
C





 

 

Ġkinci sınır koĢulundan 01 C   bulunur. 

 

1C  ve 2C katsayıları (2.57) denkleminde yerlerine koyulduğunda (2.57) denklemi 

aĢağıdaki gibi olur; 

 

))(1(
)2/1(

)(
2

tCos
m

tT m

mk

m

m 





               (2.58) 

 

ii) 
2

)(0

tetP  olması hali; 

Bu durumun çözümü için Runge-Kutta sayısal çözüm yöntemi kullanılmıĢtır. 

 

)2/1(

2

2

m

k

t

mmm
m

e
TT 



                 (2.59) 

BaĢlangıç koĢulları : 

 

i) 0)0( T  

ii) 0)0( T  

 

(2.59) denklemini öncelikle birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemine 

dönüĢtürmemiz gerekir. 

 

Tz   dersek; 

 

Tz   ve 0)0()0( Tz  olur. 

 

Bu durumda (2.59) diferansiyel denklemi aĢağıdaki gibi olur. 
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                 (2.60) 
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  
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),,( 334 lzkThthfk nnn   

 

),,( 334 lzkThthgl nnn   dır. 

 

Denklemimizin çözümünde h tanım aralığını h=0,0008 olarak aldığımızda yeterli 

yaklaĢımın sağlandığı görülmüĢtür. 

2.5.3 KiriĢin X = L/3 de Yüklenmesi Hali  

Bu bölümde çözümün kiriĢin orta noktadan yüklenmesi haline benzer Ģekilde 

yapılmasıyla (2.56) denklemi 
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halini alır. 
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3. SAYISAL SONUÇLAR 

Bu bölümde, ikinci bölümde elde edilen denklem takımlarının çözümü yapılarak 

sonuçlar grafikler yardımıyla verilmiĢtir.Bu denklem takımlarının sayısal çözümleri 

ve grafiksel gösterimleri Excel programı kullanılarak yapılmıĢtır. 

3.1 Yatak Katsayısının Ani DeğiĢim Hali 

1

2




 > 1 olması hali 

Bu duruma ait yer değiĢtirme grafikleri aĢağıdaki gibidir. AĢağıdaki hallerde zemin 

yatak katsayısının ani değiĢimi 4,0 olarak alınmıĢtır. 

Wh(ξ)= homogen zemin üzerindeki yer değiĢtirme 

(a) 

(b) 

ġekil 3.1  2
1

2 



 olması halinde   (a) 5,00   (b) 25,10   (c) 5,20   kiriĢ elastik eğrisi 
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(c) 

ġekil 3.1  (Devam) 2
1

2 



olması halinde (a) 5,00   (b) 25,10   (c) 5,20   

                iken kiriĢ elastik eğrisi 

1

2




 < 1 olması hali 

(a) 

(b) 

ġekil 3.2   5,0
1

2 



 olması halinde (a) 5,00   (b) 75,00      (c) 5,20   

                  iken kiriĢ elastik eğrisi 
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(c)  

 

ġekil 3.2  (Devam) 5,0
1

2 



 olması halinde (a) 5,00   (b) 75,00                                                         

     5,20  iken kiriĢ elastik eğrisi 

(a) 

(b) 

 

ġekil 3.3    (a) 5,00    2
1

2 



 (b)  5,10   5,0

1

2 



 iken moment ve kesme                                    

  kuvvetinin değiĢimi 
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                                                            (a) 

                                                          (b) 

 

ġekil 3.4 125  için homojen zeminde(a)kiriĢ orta noktasının (b)kiriĢ uç noktasının 

               0  değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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                                                        (a) 

         (b) 

 

ġekil 3.5   2
1

2 



 olması durumunda (iç zemin zayıf, dıĢ zemin kuvvetli) 

                 (a)kiriĢ orta noktasının   (b)kiriĢ uç noktasının 

                 0 değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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(a) 

   (b) 

 

ġekil 3.6   5,0
1

2 



 olması durumunda (iç zemin kuvvetli, dıĢ zemin zayıf) 

                 (a) kiriĢ orta noktasının  (b) kiriĢ uç noktasının 

                 0  değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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3.2 Yatak Katsayısının Sürekli DeğiĢim Hali 

Bu kısımda (2.22) de tanımlanan yönetici denklemde yatak katsayısının kiriĢ 

boyunca a değiĢim oranına bağlı olarak sürekli  değiĢmesi halinde kiriĢin düĢey yer 

değiĢtirme genlikleri incelenmiĢtir. 
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     (c)  

ġekil 3.7  5,0
2

0   olması halinde 

                 (a) a = -0,5   (b) a = -0,25  (c) a = 0  (d) a = 0,25  (e) a = 0,5   (f) a = 5 

                 iken kiriĢ elastik eğrisi 
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(f) 

 

ġekil 3.7  (Devam) 5,0
2

0   olması halinde 

                (a) a = -0,5 (b) a = -0,25   (c) a = 0   (d) a = 0,25   (e) a = 0,5   (f) a = 5 

                iken kiriĢ elastik eğrisi  
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ġekil 3.8  3
2

0   olması halinde 

                 (a) a = -0,5   (b) a = -0,25  (c) a = 0    (d) a = 0,25    (e) a = 0,5  (f) a = 5 

                 iken kiriĢ elastik eğrisi 
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ġekil 3.8  (Devam) 3
2

0   olması halinde 

                (a) a = -0,5  (b) a = -0,25 (c) a = 0   (d) a = 0,25    (e) a = 0,5  (f) a = 5 

                iken kiriĢ elastik eğrisi 
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(a) 

 (b) 

 

ġekil 3.9   a = -0,5 için  (a)kiriĢ orta noktasının  (b) kiriĢ uç noktasının 

                 0 değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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(a) 

                                    (b) 

 

ġekil 3.10   a = 0,5 için  (a)kiriĢ orta noktasının  (b) kiriĢ uç noktasının 

                  0 değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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(a) 

(b) 

 

ġekil 3.11  a = 5 için  (a) kiriĢ orta noktasının  (b) kiriĢ uç noktasının 

                  0 değerlerine karĢılık gelen düĢey yer değiĢtirme genliklerinin değiĢimi 
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3.3 Rasgele Zorlama Hali 

Bu bölümde kiriĢin orta noktasından )(0 tP  kuvveti ile zorlanması halinde çeĢitli t 

değerlerine bağlı olarak düĢey yer değiĢtirme genlikleri incelenmiĢtir. KiriĢ boyu L 

olarak alınmıĢtır. 

 

(a) 

(b) 

(c)   

ġekil 3.12  Serbest kiriĢin mod Ģekilleri 

      (a) 1.mod (b) 2.mod   (c) 3.mod   
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Burada 

EI = 8.10
5
 kNm

2
 mk = 0,125 t/m

3
 k = 2500 t/m

2
 L = 10m  

olarak alınmıĢtır.  

i) 1)(0 tP  olması hali 

 

 
(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

ġekil 3.13      (a) t = 1s   (b) t = 2s   (c) t = 3s için kiriĢ elastik eğrisi 
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                                                                       (a) 

 

 
                                                                       (b) 

 

ġekil 3.14 (a) KiriĢ orta noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 

           (b) KiriĢ uç noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 

           

 

ii) 
2

)(0

tetP   olması hali 

 

Bu durum için Runge-Kutta sayısal çözüm yöntemi kullanılmıĢtır. 

 

a)Kirişin X = L/2 de yüklenmesi hali 

 

 
(a) 

ġekil 3.15      (a) t = 1s   (b) t = 2s   (c) t = 3s için kiriĢ elastik eğrisi 
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(b) 

 
(c) 

 

ġekil 3.15    (Devam)  (a) t = 1s   (b) t = 2s   (c) t = 3s için kiriĢ elastik eğrisi 

 

 
(a) 

 
(b) 

 

ġekil 3.16 (a) KiriĢ orta noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 

                 (b) KiriĢ uç noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 
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b)Kirişin X = L/3 de yüklenmesi hali 

 

 
(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

  

ġekil 3.17 (a) t = 1s   (b) t = 2s   (c) t = 3s için kiriĢ elastik eğrisi    
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(a) 

 

 
(b) 

 

ġekil 3.18 (a) KiriĢ orta noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 

                 (b) KiriĢ uç noktasının düĢey yer değiĢtirme genliğinin zamanla değiĢimi 
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3.4 SONUÇLAR 

Bu çalıĢmada ilk olarak yatak katsayısının ani olarak değiĢmesi halinde harmonik 

zorlama etkisi altında 2L boyundaki kiriĢin davranıĢı incelenmiĢtir. Zorlama 

genliğinin çeĢitli değerleri için birinci ve ikinci bölgedeki zemin katsayılarının çeĢitli 

oranları için elastik eğriler homogen hal ile karĢılaĢtırıldı. Birinci bölgedeki 

katsayının küçük olması halinde çökmeler homogen hale göre daha büyük 

olmaktadır. ġekil 3.1, 3.2 Spektrum eğrileri homogen hal ile katsayıların değiĢmesi 

hallerindeki öz frekanslar ġekil 3.4, 3.5, 3.6 Eğrilerde katsayılar ile spektrum 

eğrilerinin değiĢimi açık olarak görülmektedir. 

Bölüm 3.2 de yatak katsayısının kiriĢ ortasından itibaren sürekli olarak lineer Ģekilde 

değiĢmesi halinde kiriĢ davranıĢı incelenmiĢtir. ġekil 3.7 de a katsayısının   -0,5 ile 5 

arasında değiĢmesi halinde elastik eğriler verilmiĢtir. a’nın büyümesi (zeminin 

sertleĢmesi) halinde çökmelerin azaldığı görülmüĢtür. ġekil 3.9, 3.10 ve 3.11 de a nın 

çeĢitli değerleri için spektrum eğrileri verilmiĢtir. Bu eğrilerde zeminin sertleĢmesi 

ile öz frekansların arttığı görülmüĢtür. 

Bölüm 3.3 de L boyundaki kiriĢin rasgele zorlanması incelenmiĢtir. Önce kiriĢin öz 

fonksiyonları elde edilmiĢ, bunların ortogonal olmaları koĢulundan da zamana bağlı 

davranıĢ bir adi diferansiyel denklem sistemi olarak elde edilmiĢtir. Bu denklem 

takımının çözümünde Runge-Kutta yöntemi kullanılmıĢtır. Seride ilk üç terim 

kullanılmıĢtır. Sayısal sonuçlar ġekil 3.12 – 3.18 de verilmiĢtir.            
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