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IKiZ BOSLUK iICEREN YARIM UZAYIN HARMONIK TiTRESIMLERI

OZET

Bosluk veya farkli tipten bir malzeme igeren elastik bir ortamin dinamik etkiler
altindaki davranis1 ge¢cmiste pek ¢ok arasgtirmanin konusu olmustur. Tiineller, isale
hatlari, yeralt1 santralleri, su alt1 boru hatlar1 bu tip arastirmalarin temel problemleri
olmustur. Bu tiir problemler akustik ve optikte de genis bir uygulama alam
bulmustur.

Literatiirde, bosluk iceren sonsuz ortamlarin dinamik etkiler altindaki davranisi,
matematik modellemesinin kolay olmasi dolayisiyla genis olarak incelenmistir.
Halbuki yar1 sonsuz ortam modeli sonsuz ortam modeline gore uygulamaya daha
elverigli olmasma kargin smir kosullarinin saglatilmasinda bazi giigliikler ortaya
cikmaktadir. Giiniimiiz bilgisayar teknolojisinin gelismesine paralel olarak
gelistirilen yazilimlarla karmagik matematik problemleri ¢oziilebilir hale gelmis bu
da ilginin yar1 sonsuz ortam modeli iizerinde artmasini saglamistir.

Bu ¢alismada, harmonik i¢ basingla zorlanan homogen, izotrop ve lineer elastik, ikiz
dairesel bosluk iceren yarim uzayin davranisi incelendi.

Birinci boliimde, problem tanitilarak literatiirde bulunan bu konuyla ilgili dnceki
calismalardan ve bu ¢alismada kullanilan yontemden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, ¢oziim icin kullanilan temel denklemlerin ¢ikarilisi gosterilmistir.
Newton’un ikinci yasasindan faydalanarak hareket denklemleri yazilmis, homogen,
izotrop ve lineer elastik ortamlar i¢in gegerli blinye bagintilar1 kullanilarak Navier
denklemleri elde edilmistir.

Ucgiincii boliimde, ¢oziim ydntemi anlatilmistir. Kuple hareket denklem takimu,
Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri kullanilarak kutupsal koordinatlarda iki adet
dalga denklemine indirgenmistir. Indirgenmis dalga denklemleri iki ayr1 yerel eksen
takiminda Bessel — Trigonometrik carpim serileri yardimiyla analitik olarak
¢coziilmiistiir. Coziim sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyen sabitler oyuk yiizeyleri ve
serbest yiizey ilizerinde yazilan simir kosullar1 yardimiyla hesaplanmistir. Her iki
oyugun yerel eksenleri arasindaki doniisiimde Graff Ekleme Teoremi bagintilarindan
yararlanilmistir. Boylece oyuk ylizeylerinde sinir kosullar1 kesin olarak saglatilmistir.
Serbest ylizey iizerinde gerilme bilesenleri her noktada sifir olmalidir. Ancak serbest
ylizeyde sonsuz sayida nokta olmasi, ¢6ziim serilerinin sonlu bir sayida kesilmesi
nedeniyle birden fazla ¢oziim elde edilecektir. En uygun ¢6ziimii bulmak amaci ile
cesitli denemeler yapilmistir. Bu calismalar sonucunda serbest yiizeyde incelenen
bolgenin u¢ ve orta kesimlerinde yogunlasmis nokta se¢imiyle, ylizey boyunca
gerilme bilesenleriyle ilgili kosullar yaklasik olarak saglatilmistir.
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Dordiincti  bolimde, Mathematica 4.2 paket programi kullanilarak sayisal
hesaplamalar yapilmis, oyuk yiizeyindeki ve serbest ylizey boyunca yerdegistirme ve
gerilme  bilesenlerinin  ¢esitli  parametrelere  gore  grafiksel degisimleri
degerlendirilmistir.

Besinci boliimde, ¢oziim tekniginin ve sonuglarin kisa bir yorumu yapilmustir.



HARMONIC VIBRATIONS OF A HALF - SPACE WHICH INCLUDE TWIN
CAVITIES

SUMMARY

Behavior of an elastic medium, which consists of a cavity or a material, under the
dynamic effects has been subject of recent studies. Investigations dealing with
tunneling, underground pipelining, underwater pipelining and constructing
underground power plants are namely the basics of this topic. Also, there are many
applications of these problems in acoustics and optics.

In the literature, the response of an infinite medium under the dynamic effects is easy
for researchers because mathematical modeling is easy and therefore one may find
widely. On the other hand mathematical modeling of semi-infinite medium is not that
easy even it is more applicable in practice. Satisfying the boundary conditions is
complex in semi-infinite medium and that makes the subject more complicated.
Recent improvements in processors technology and which in parallel in software
makes it easy to solve the complex mathematical problems and that makes the semi-
infinite medium modeling is more interesting for the researchers.

In this study, the response of a homogeneous, isotropic and linear elastic semi-
infinite medium, which includes twin circular cylindrical cavities, is investigated
when subjected to harmonic inner pressure.

In the first part of the study, problem is presented simply and investigations on the
same topic found in literature including the methods used before is given.

In the second part, derivation of basic equations is given. Equations of motion that is
written based on Newton’s second law and then Navier’s equations are derived using
constitutive equations for homogeneous, isotropic and linear elastic medium.

In the third part, method for solving the equation is explained. Coupled equation of
motions is reduced into two wave equations by use of Helmholtz potentials in polar
coordinates. These reduced wave equations are solved in two local coordinates by
using the Bessel — Trigonometric multiplication series. Unknown coefficients are
calculated by applying boundary conditions on the cavity and free surface conditions.
Transformations of the local coordinate systems of between the cavities is benefited
Graff® Addition Theorem. Thus, Boundary conditions on the cavity surface are
satisfied exactly. On each point of the free surface, components of stresses must be
equal to zero. There is infinite number of conditions on free surface. We have to cut
these series in a finite number. In this case there are obviously many solutions. Many
combinations have been tried to find best point selections. As a result of these
researches conditions related to the components of stress on the surface are
approximately provided by concentrated point selection in the middle and the tip of
the investigated part on the free surface.

xi



In the fourth part, “Mathematica (ver 4.2)” is used to reach the numerical solutions.
Graphical variation of displacement and stress components on cavity and free surface
are evaluated with respect to various parameters.

In the fifth part, the technique of solution and results are discussed briefly.
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1. GIRIS

Bosluk veya farkli tipten bir malzeme igeren elastik bir ortamin dinamik etkiler
altindaki davranis1 ge¢cmiste pek ¢ok aragtirmanin konusu olmustur. Tiineller, isale
hatlar1, yeralt1 santralleri, su alt1 boru hatlar1 bu tip aragtirmalarin temel problemleri
olmustur. Bu tiir problemler akustik ve optikte de genis bir uygulama alani

bulmustur.

Literatiirde, bosluk iceren sonsuz ortamlarin dinamik etkiler altindaki davranisi,
matematik modellemesinin kolay olmasi nedeniyle genis olarak incelenmistir.
(Eringen ve Suhubi [1], Graff [2]). Sonsuz ortamla ilgili bircok ¢alisma olmasina
ragmen yar1 sonsuz ortamdaki yapilarin dinamik etkiler altindaki davranisiyla ilgili
caligmalar yakin zamana kadar yapilmamaktaydi. Sinir kosullarinin saglatilmasinda
ortaya ¢ikan giicliik nedeniyle yar1 sonsuz ortam modeli sonsuz ortam modeline gore
uygulamaya daha elverisli olmasina karsin gecmiste daha az ele alinmistir. Hizla
gelisen bilgisayar teknolojisine paralel olarak bilgisayar programlar1 da geligmistir.
Boylelikle karmasik matematik problemler ¢oziilebilir hale gelmis bu da ilginin yar1

sonsuz ortam modeli iizerinde artmasini saglamistir.

Datta ve arkadaslari [3] pek ¢ok calismalarinda elastik yarim uzayda bulunan
silindirik kabuk gibi yapilarin diizlem veya Rayleigh dalgalar1 altindaki davranigim
incelemislerdir. Bu ¢alismalarda yarim uzayda bulunan silindirik kabugun harmonik
dalga altindaki davranisi, asimptotik acilimlarin birbiri ile uyusturulmasi ve ardisik

yansimalar yontemleri kullanilarak incelenmistir.

Yar1 sonsuz elastik bir ortamdaki gémiilii borularin dinamik davranigini Datta, Shah
ve Wong [4] incelemislerdir. Bu calismada ger¢ek durum homogen bir zemine
gémiilii boru hattinin etrafinin farkli bir malzemeyle doldurulmasi hali géz Oniine
almmarak modellenmeye caligilmistir. Bessel fonksiyonlariyla modelin davranisi
temsil edilmis, serbest yiizey ve dolgu bolgesi yiizeyinden dalgalarin ardisik

yansimalar1 gbz Oniine alinmistir. Bir bagka ¢alismada ise Wong, Shah ve Datta [5]



boru geometrisinin dairesel kabuktan farkli olmasi halini g6z oniline almislardir.
Calismada dis bolgede analitik ¢6ziim teknikleri kullanilirken, i¢ bolgede sonlu

eleman modellemesi yapilmistir.

Balendra ve arkadaslar1 [6,7] tarafindan yeralt1 tiinellerindeki kararli titresimlerin,
tiinel-zemin-yap1 etkilesim sistemleri {lizerindeki etkileri incelenmistir. Tiinel ve
yeriistii yapisinin temelini rijit cisim, ortam zeminini viskoelastik olarak kabul
etmiglerdir. Serbest yiizey {lizerinde sonlu sayida simur kosulu alinmig ve sinir
kosullar1 sayis1 bilinmeyen sayisindan fazla oldugu icin Trefftz ydntemi
uygulanmistir. Calismada ¢6ziim fonksiyonlari olarak Hankel — trigonometrik

fonksiyon serileri kullanilmistir.

Zamana bagli yiizey kuvvetleri etkisindeki sonsuz uzunluktaki silindirik boslugun
bulundugu homogen, izotrop ve elastik yarim uzay ortamimin davranisi
Thiruvenkatachar ve Viswanathan [8] incelemiglerdir. Coziimde ardisik yaklagimlar
yontemi kullanilmig olup ¢6ziim fonksiyonlar1 olarak aliman Hankel — trigonometrik
fonksiyon serileri simetrik ve asimetrik kisimlara ayrilarak sinir kosullar1 bosluk ve

serbest ylizey lizerinde saglatilip hata azaltilmaya ¢alisilmistir.

Kabuk eksenine egik agiyla gelen diizlem dalgalar etkisinde, yatay katmanl
viskoelastik yarim uzayda gOmiilii sonsuz uzun silindirik kabugun {i¢ eksenli
davranmisin1i Luco ve Barros [9,10] incelemislerdir. Bu calismada, dis bolgede
viskoelastik yarim uzay i¢in dolayl bir integral ifadesinin birlesmesinden elde edilen
¢Oziim fonksiyonlari, boru hattin1 veya tiineli igeren i¢ bolgede ise basitlestirilmis
Donell kabuk teorisi kullanilmistir. Dolayl integral hareketli Green fonksiyonlariyla

ifade edilmistir.

Guan ve Moore [11] derin gomiilii ikiz bosluk iceren viskoelastik ortamin hareketli
yik etkisi altinda ii¢ boyutlu davranisi incelemislerdir. Bosluklarin birbiriyle
etkilesimi eksen takimi dontisiimii ile hesaplanmistir. Diger ¢aligmalarinda ise [12]
ardisik yansimalar yontemi kullanilarak sismik yilikleme etkisindeki sonsuz ortama

gomiilii ikiz tiinellerin ii¢ eksenli davranisi i¢in bir formiil gelistirilmistir.

Bayiroglu [13] lineer elastik ve homogen, izotrop bir yarim uzayda gomiilii farkl tip
malzemeden yapilmis, harmonik i¢ zorlama etkisindeki silindirik kabugun ve yarim
uzayin davranisini incelenmistir. Caligmada ortamin davranisi Bessel — trigonometrik

fonksiyon serileri yardimiyla ifade edilmistir. Serbest yiizeydeki sinir kosullari



yaklagik olarak saglatilmis, analitik yoldan elde edilen sonuglar sonlu elamanlar

yontemiyle kontrol edilmistir.

Davis, Lee ve Bardet [14], yeraltindaki silindirik bosluklarin SV kayma dalgalarina
bagli enine davranisini arastirmislardir. Elastik yarim uzayda gomiilii bosluklarin,
Fourier — Bessel serileri ve yarim uzayin serbest ylizeyinde convex yaklasimlar
kullanilarak analitik ¢oziimii yapilmistir. Analitik ¢oziimler, bosluk capindan daha
biiylik dalga boyuna sahip diisiik frekansli dalgalarin bosluk yiizeyine ¢arpmasiyla
olusan, radyala dik dogrultudaki gerilmelerin hesaplanmasi i¢in yaklasik ¢oziim
formiillerine  genisletilmis, varolan niimerik c¢oOziimler yaklasik ¢oziimle
karsilastirilarak 1994 Northridge depreminde sarsilan biikiilebilir gémiilii borularin

dinamik davranisinin tahmin edilmesinde kullanilmustir.

Engin ve Coskun [15] dairesel silindirik bir bosluk iceren bir elastik yarim uzayda
harmonik titresimleri incelemislerdir. Kutupsal koordinatlarda yazilan hareket
denklemleri, Helmholtz potansiyellerinin kullanilmasiyla iki adet ayrik dalga
denklemine indirgenmistir. indirgenmis dalga denklemleri Bessel fonksiyonlar1 ve

trigonometrik fonksiyonlar ¢carpim serileri yardimiyla analitik olarak ¢oziilmiistiir.

Yuan ve Liao [16,17], silindirik aliivyonlu bir vadiden ve tepeden iki eksenli diizlem
SH dalgas1 sagiliminin kapali form ¢oziimiinii dalga fonksiyonu agilim yontemini
kullanarak vermislerdir. Graff Ekleme teoreminin dis bdlge bicimi kullanilarak

¢ozlim, ¢oziilebilir sonsuz dogrusal cebrik denklem takimina indirgenmistir.

Liu, He ve Fan, [18] iki farkli malzemeden olusan bir ortamda ara yiizey iizerinde

bosluk olmasi halinde SH dalgalarinin yayilmasini incelemislerdir.

Elastisite teorisinde karsilagilan cesitli sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde

kullanilan belli bash alt1 yontem vardir. Bunlar;

e Ters Yontem: Diferansiyel denklem takimi ¢oziilerek probleme cevap
bulunacak yerde, ters olarak, denklem takimini saglayan bir takim

fonksiyonlar i¢cinden sinir kosullarini saglayan ¢6ziim olarak secilir.

e Yari Ters YoOntem: Bilinmeyenlerin timii yerine bir kismina uygun
fonksiyonlar secilir ve diger kisminin ise bazi diferansiyel denklemleri ve

sinir kosullarini saglayacak sekilde belirlenmesine ¢aligilir.



e Direkt Yontem: Belirli sinir deger problemini olusturan ilgili diferansiyel
denklem takiminin tiimii, dogrudan dogruya integre edilerek ¢oziimler

bulunduktan sonra sinir kosullarinin saglatilmasina ¢alisilir.

e Enerji Yontemi: Fiziksel anlami enerji olan belirli bir integralin ekstrem

yapilmasina caligilmaktadir.

e Sayisal Yontemler: Incelenen cisim sonlu bir takim parcalara ayrilarak belirli

noktalarda yaklasik ¢6ziim elde edilmesine caligilir.

e Deneysel Yontemler: Gerek form gerekse sinir kosullart bakimidan karigik

problemlerde bagvurulan bir yontemdir.

Bu calismada ele alinan problemin geometrisine uygunlugu nedeniyle Direkt yontem
kullanilmistir. Bir elastisite probleminin direkt yontemle incelenmesi, problemin
diferansiyel denklem takiminin belirli sinir kosullar1 altinda dogrudan dogruya
¢Oziilmesini amaclar. Bu acgidan problem, ya alti gerilme bilesenini esas alan
Beltrami — Michell uygunluk denklemlerinin denge denklemleri ile birlikte belirli
siir kosullart altindaki ¢6zliimiine veya yerdegistirme bilesenlerini esas alan Navier
denklemlerinin yine belirli sinir kosullarini gercekleyen ¢oziimiiniin bulunmasina
getirilebilmektedir. Belirli sinir kosullar1 altinda birden fazla kismi diferansiyel
denklemin simiiltane olarak ¢oziimiinde ortaya c¢ikan giiglilk nedeniyle ¢oziimii
gergeklestirebilmek i¢cin  bir takim  yardimcir  fonksiyonlarin  kullanilmasi
diistintilmiistiir. Elastiste teorisinde gerilme ve yerdegistirme bilesenleri, kullanilan
yardimc1  fonksiyonlarin  ¢esitli mertebelerden kismi tiirevleri yardimiyla
tanimlanmaktadir. Cozililmesi istenen takim Beltrami denklemleriyse tanimlanan
fonksiyonlar gerilme fonksiyonlar1 adini alir. Buna karsilik Navier denklemleri
¢ozlilmek istenirse kullanilan fonksiyonlara yerdegistirme fonksiyonlar1 denir. Bu tiir
yardime1 fonksiyonlar potansiyel fonksiyonlar olarak adlandirilip, denge halinde
bulunan gerilme sistemlerini doguran potansiyeller ve yerdegistirmeleri iireten

potansiyeller olmak iizere iki tip potansiyel tanimlanmaktadir.

Calismada, harmonik i¢ basing etkisi altindaki ikiz dairesel bosluk i¢ceren homogen,
izotrop ve lineer elastik yarim uzayin davranisi incelendi. Silindirik bosluklarin
ekseni boyunca geometri, malzeme 6zellikleri ve zorlamanin degismemesi nedeniyle

diizlem sekil degistirme hali goz 6niine alindu.



Coziimde, kuple hareket denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri
kullanilarak kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemine indirgenmistir.
Indirgenmis dalga denklemleri iki ayr1 kutupsal koordinat takiminda Bessel —Fourier
serileri yardimiyla analitik olarak ¢dziilmiistiir. ikinci nevi Bessel fonksiyonlarinmn
ozellikle bliyiik mertebelerinde kiiciik argiiman halinde ekstrem degerler almasi

dolayistyla seri sonlu sayida terim alarak kesilmistir.

Analitik ¢6zlim sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyenler oyuk yiizeylerinde ve serbest
ylizey iizerinde yazilan sinir kosullar1 yardimiyla hesaplanmistir. Oyuk yiizeylerinde
sinir kosullarinin tam olarak saglatilmasinda Bessel fonksiyonlar1 i¢in doniisiim
bagintilar1 (Graff ekleme teoremi) kullanilarak bu kosullar kesin saglatilmistir.
Serbest yiizey lizerinde gerilme bilesenleri her noktada sifir olmalidir. Ancak serbest
ylizeyde sonsuz sayida nokta olmasi, ¢oziim serilerinin sonlu bir sayida kesilmesi
nedeniyle birden fazla ¢oziim elde edilecektir. Birgok ¢6ziim i¢inden en iyi ¢ozimil
bulmak amaci ile ¢esitli nokta se¢im alternatifleri denenmistir. Sonugta serbest yiizey
lizerinde secilen aralikta u¢ ve orta bolgeler de daha sik nokta se¢menin en iyi

alternatif oldugu goriilmiis ve buna gdre nokta se¢imi yapilmigtir.

Sayisal islemlerde Mathematica 4.2 paket programi kullanilarak oyuk yilizeyindeki ve
serbest ylizey boyunca yerdegistirme ve gerilme bilesenlerinin ¢esitli parametrelere

gore degisimleri grafiklerle gosterilmistir.



2. DUZLEM ELASTISITEDE TEMEL DENKLEMLER

Bu boliimde iki boyutlu homogen, izotrop ve lineer elastik bir ortam gz Oniine
alimmistir. Bu ortamdan bir yilizey elemanini alinarak iizerine etki eden kuvvet
sistemine Newton’ un ikinci hareket kanunu tatbik etmek suretiyle diizlem
elastisitenin temel denklemleri elde edildi. S6z konusu ortam i¢in gegerli olan biinye
bagintilari, elde edilen bu denklemlerde kullanilarak yerdegistirmeler cinsinden alan

denklemleri olan Navier denklemleri elde edildi.

Sekil 2.1 de goriildiigii gibi iki boyutlu homogen, izotrop ve lineer elastik bir
ortamdan alman diferansiyel bir alan elemaninda kiitle kuvvetlerini ihmal ederek

Newton’ un ikinci hareket kanunu uygulayalim.

Yy
do,, 0 d
Oy + @” dy ot T dx + T dy
y ax ay
» o+ Tx dx + T dy
X Oy
T, or
T +——dx+—>dy
Oox
or
Xy dx
Ox
y O+ %dx
v Ox
oo,
= dx
Ox

Vl><

Sekil 2.1 Diferansiyel alan elemanindaki gerilmeler



Bu elamanin kenarlarina etkiyen kuvvetleri ve ivme bilesenlerini gdz Oniine alalim.
Levha kalinligin1 birim olarak alip x ekseni dogrultusundaki hareket denklemini

yazacak olursak;

1 axx—i-ao-’”‘ dx+ao-” dy |+ axx+ao-"x dx a’y—l Gxx+a—dy +o. |dy
2 ox oy ox 2 oy
1 8z'x or, ar 1 82’
+—|| 7, +——dy+—— dx——|| 7, +—dx |+, |dx
2(0 % oy ox 210" ox

2

ouU
= X dxd
P P 2%

(2.1.2)

ifadesi elde edilir. Hareket denklemini bir kez de y ekseni dogrultusunda yazarsak;

0 0 0 0
1 o+ 22 g o dy |+| o, +—= O dy dx—l o + 222 g o |dx
2107 ox Oy oy 2107 ox >
1 or, or, or, 1 or
+—l| Tyt dx+—=dy |+| t  +——dx | |dy——|| 7, +——dy |+, |dy
210" ox oy ox 2 oy

2

Uya’d
= X
p6t2 y

(2.1.b)

ifadesi elde edilir. Gerekli kisaltmalar ve diizenlemelerden yapildiktan sonra

asagidaki hareket denklemleri elde edilir.
oo, Ot o°U,

o ayxy =P (2.2.2)

or,, Jo, o°U,
—+—>==p (2.2.b)

Burada oy , 0, , 7, gerilme tansoriiniin, U, ve U, yerdegistirmenin kartezyen

koordinatlardaki bilesenleridir. o kiitle yogunlugunu, ¢ ise zaman1 géstermektedir.



Gerilmeler cinsinden sinir kosullari:

o.n+T, N, =1 (2.3.2)
rn +o,n =1 (2.3.b)

Burada ny ve ny smur egrisinin dis normal birim vektoriiniin bilesenleri 7, vei, ise
siirda etki eden dis gerilmenin bilesenleridir.

Yerdegistirmeler cinsinden sinir kosullart:

U =U (2.4.2)

X X

U =U (2.4.b)

y y

Burada U L ve U , simirdaki yerdegistirmenin belirli olan bilesenleridir. Lineer elastik

ve homogen, izotrop ortamlardaki biinye bagintis1 indis gosterimiyle asagidaki gibi

yazilabilir.

T, = A&y 0, +2ue; (2.5)

A ve p Lamé degismezleri olup, bu degismezler £ Elastisite modiilii ve v Poisson

orani cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.

A=— L (2.6.2)
(1+v)(1-2v)
E
T (2.6.b)

Hacim degistirme orani olan ¢, ise diizlem sekildegistirme hali i¢in asagidaki

gibidir.

e=&y =€,+¢€, (2.7)



Kartezyen koordinatlardaki sekildegistirme — yerdegistirme bagintilari:

oU
e =2"x 2.8.a
w =40 (2.8.2)
oU
£, =— (2.8.b)
o
oU
«%ﬁl U 0 (2.8.¢)
2L 0y Ox

(2.8) bagintilar1 (2.5) biinye bagintisi ile birlikte (2.2) hareket denklemlerinde yerine
yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa kartezyen koordinatlarda yerdegistirmeler

cinsinden Navier denklemleri agagidaki gibi yazilabilir.

oU. U U
A1+ x4 Y 4 NU = x 2.9.
( ,U)( P ﬁxﬁyj WU, =p—5 (2.9.a)
0? 02U o*U
A+ YT x4 VU = 2 2.9.b
( u){ & 6y6XJ WU, =p—s (2.9.b)

(2.9) Navier denklemlerindeki, V> kartezyen koordinatlarda Laplasyen olup ifadesi

asagidaki gibidir.
, o0 &
=4 —
ox> oy’



3. ANALITIK COZUM

3.1 FORMULASYON ve COZUM

Yar1 sonsuz ortamda serbest yiizeyden H kadar derinlikte, a; ve a, yarigapl,
aralarindaki uzaklik d>a;+a; olan iki dairesel bosluk Sekil 3.1°de goriildiigii gibi i¢

it

yiizeyleri boyunca p, = p,e ™ ve p, =0 harmonik zorlamalar1 etkisinde olsun. z,
ekseni boyunca ortamin geometrisi, malzeme Ozellikleri ve zorlamanin degismedigi
kabul edilirse, problem bir diizlem sekildegistirme hali olarak gdz oniine alinabilir.

Problemin geometrisi nedeniyle kutupsal koordinatlarin kullanilmasi uygundur.

T.J"

Sekil 3.1 Problemin geometrisi
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Yonetici denklemimiz olan (2.9) denklemi asagidaki gibi vektorel formda yazilabilir.

U

A+ )VV.U+ VU = p P

(3.1)

Burada U (rl, 6, r,0,, t) yerdegistirme vektoriinii, p kiitle yogunlugunu A ve u

Lamé degismezlerini, V Nabla operatoriinii, #* de zamani gostermektedir. ; ve 6,

kutupsal koordinatlardir.

Yar1 sonsuz ortamda bulunan a; yarigaph dairesel boslugun i¢ yiizeyine p, genlik, @

acisal frekans, ¢’ de zaman olmak iizere
P =Dpee ™ (3.2)

seklinde degisen, i¢ basincin etkidigi diisiiniiliirse, yerdegistirme ve gerilme
fonksiyonlar1 da 1. mertebe teorisinin kullanilmasi sonucu ayni sekilde harmonik

fonksiyonlarla ifade edilebilir.

UL (1,6,0) = u(r,,0)e™, i=12 (3.3.2)
U (1;,0,,0) =y (1;,6)e ™, i=12 (3.3.b)
0, (1,0,0=0(r,0)e™,  i=12 (3.4.2)
O (1,0, =04)(1,,0)e™,  i=12 (3.4.b)
T35 (1,0,0) = 7, (r,,6)e™, i=12 (3:4.0)

Burada u"” ve u yerdegistirme vektoriiniin, o, o' ve 7'

"

gerilme tansoriiniin

—iot

kutupsal koordinatlardaki bilesenleridir. e ifadesindeki i piir sanal i olup

i =—1dir.
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Yerdegistirmelere ait (3.3) ifadeleri, (3.1) Navier denkleminde yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa, Navier denklemleri asagidaki gibi vektdrel formda

yazilabilir.
(A+ w)VVii+ uV%i + po’ii =0 (3.5)

Yerdegistirmeyi, ¢ ve  Helmholtz potansiyelleri cinsinden yazip, bu potansiyelleri

de asagidaki gibi iki par¢aya aymriyoruz. ki adet oyuk olmasi nedeni ile bu

potansiyelleri O, ve (0)) noktalar icin ayri ayri yazip
o1, 0,51,, 6,) = 0(1, 6)To(1,, 6,) ve Y (1, 61, 6,) =y (1, )ty (x,, 6,) seklinde

alabiliriz. Bu durumda yerdegistirme vektorii asagidaki gibi olur.

’/7:6[(?1(’”1: 6)+¢,(ry, 0,)]+ Rot[{y, (1, 6) +y,(1,, 6,)}€.] (3.6)

Burada, tek ¢oziim elde edilebilmesi i¢in w vektorel potansiyelinin diverjansi sifir

olmalidir, yani;

v-((‘/fl(”v 6)+y,(n, 6,))e.)=0

Potansiyel fonksiyonlarla yazilan yerdegistirme vektoriine ait (3.6) ifadesi (3.5)
Navier denkleminde yerine yazilirsa bu ayirma isleminin sonunda indirgenmis dalga

denklemi olarak,

Ve +klp =0, i=1,2 (3.7.a)
Vi, +kjy, =0, i=12 (3.7.b)
denklemleri elde edilmektedir. V> kutupsal koordinatlarda Laplasyen olup

2 2
AN AN U S
or r.on 1 00,

ile ifade edilmektedir. indirgenmis dalga denklemindeki
k=wlc Boyuna dalga sayisi,

k,=w/c, Enine dalga sayisi,
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¢, =~(A+2u)/ p Boyuna dalga hizi,

c, =AUl p Enine dalga hizi,

olarak tanimlanmaktadir.

Yerdegistirme vektoriinlin  kutupsal koordinatlardaki  bilesenleri potansiyel

fonksiyonlar cinsinden agagidaki gibi yazilir.

y =90 1oV =12 (3.8.2)
or, 1, 06,

u =196V, i=12 (3.8.b)
r. 06, or

Gerilme bileseni genliklerinin Helmholtz potansiyelleri cinsinden ifadeleri de

asagidaki gibidir.
- o, 010y,
D = V20, +2 L —| ==L, =12 3.9.a
2 2
o) = AV + 24| 00 10 % Lo v | i=1,2 (3.9.b)
n\ o 106" 100, 006

. 1 0% 109) | 10w 010y,
O = 2| = - — L || = — | =L | |}, i=1,2 3.9.
" ”{ ( a6, 17 aaj { o0 "on\r o ’ (39

Carpanlara ayirma yonteminin kullanilmasiyla (3.7) dalga denklemlerinin ¢6ziimii

Bessel — trigonometrik fonksiyonlar serisi olarak asagidaki gibi elde edilmektedir.

00

0.(1.6)= Y [ (APJ, (k) +BLY, (k) cos nf)

Nn=—00

+HG"J, (k) + DY, (kr))sinnd, ], i=1,2 (3.10.0)

o0

v,(1,0) = > [ €1, (k) +F, Y, (k,r;)) cos n),

n=-—o0

+((3n([)‘]n(k2’/;') + Hn(i)Yn (kzl’i))Sil’lne,}, 1= ],2 (3.10.b)
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Bessel fonksiyonlarinin indislerinin tam say1 olmasi nedeniyle J , =(-1)"J, ve
Y =(-1)"Y, esitliklerini kullanarak bu sonsuz seriler (-o0,00) yerine (0, o)

araliginda yazilabilir. Boylece ¢(7,,68.) ve w(r,,0;) fonksiyon serileri,

0,(1,0) = 2| (4, (k) + BYY, (kyr;)) cos n6),

n=0

HCPJ, (k) + DY, (kr))sinnd, |, =12 (3.11.)

v (1,0) = D [ (ELJ, () + FY, (k1)) cos o),

n=0
HGVJ, (yr) + HOY, (kyr))sinng, |, i=1,2 (3.11b)
seklini alir. Burada 4",B",C"”, DV EV F" GV, H" bilinmeyen degismezler

olup, sinir kosullarmin saglatilmasiyla elde edilecektir. J, (x)veY,(x) birinci ve

ikinci nevi Bessel fonksiyonlaridir. Bu, (3.11) c¢oziim fonksiyonlarinin (3.8)
yerdegistirme ifadelerinde yerine yazilmasiyla yerdegistirme bilesenleri asagidaki

gibi elde edilir.

n=0

1

“ii) = Zﬂ:A’Ei) (; J, (kr)—kJ,,, (klri)J + By(,i) [; Y (kr)—k7Y,,, (klr;‘)]

7 7

1

+G,5f>fJn(sz;)+H,i”ﬁmkzm}wsn@

1 1

{Cﬁ” [?J,ka)—kmﬂ(km)]+D:'> (}f’,,(km)—klm(klr»j

—E,i”fJn<kzn)—Eff>fl’,,(kzn)}sinn@}, i=12 (.122)

1

14



n=0 l’;

i S Hn nn i n
) =Z{—A§>—Jn<kln>—B§>;n<kln>—Gﬁ{;Jn(kzr;)—sz,,H(kzr;)J
~H (fK,<k2n)—kzm<kzn)ﬂsinna
{CS)fJ,,(WD,S")fn(km)—E,i“ (?J,xkzr,-)—kz% (kzr,-)]

1

_F;z(i) (Eyn(kzri) —kY,, (kr; )J} cos nez}’ i=12 (3.12.b)
7

Herhangi bir noktadaki kutupsal koordinatlardaki yerdegistirme bilesenleri ise
Sekil 3.2°de gosterilmistir.

i1
i
)

)
/ / /:f / / /
|
|
|
|
|
|
|

Sekil 3.2 Kutupsal koordinatlardaki yerdegistirme bilesenleri

Bu yerdegistirme bilesenlerinin kartezyen eksen takimindaki bilesenlere doniisiimii

ise asagidaki bagintilar yardimu ile yapilabilir.

— M 2) M (2) o3
u,=u,’ cosf +u,” cost,—u, sind —u, sinb, (3.13.a)

— 1D g (2
u,=u,’ sinb +u

7

sin @, +u})’ cos 6, +ul’ cos b, (3.13.b)
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Coziime ait (3.11) bagintilarimi, kutupsal koordinatlardaki (3.9) gerilme
bagintilarinda yerine yazarsak, gerilme bilesenlerinin Bessel — trigonometrik

fonksiyon serileri cinsinden ifadeleri asagidaki gibi olur:

+ B (=0 +ne k2 = 0.5k )Y, ()~ ki, ) |
[(=n>+ 1), (o) + rd (Kot |

+H [ (=1 +n)Y, (ko) + nkrY, (kzrl,)]} cos né,

(= + K52 = 0.5k, )T, (k) = ki (k)
(=0 + 72 = 0.5K,52 )Y, (k) = ki, (k) |
+ EQ| (0 =n)J, 1) = nkeyrid ., () |

+Ez([)|:(n2 _n>Yn (kz”i)_”kzrinﬂ(kz”i)]}sm n@i}, i=1,2 (3.14.b)
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£ = 2”2[{/1“) (=" +n)J, (o) + nkerid,, () |

l

+BY [( n*+n Y(kr)+nkrY+l(kr)}
+ GO (- +n+ 0567}, (o) = ki (or) |
+H [ (=% 4+ 0.5k, )Y, (kyr) - krYnH(kr)]}sinn@
HCO (=), k) =k i)
+ D0 (n* = )Y, (i) = kY, (k) |
(-

n+n+0.5k ) J, (o) = krd . () |

+EV

+EO[(<n 40405622 ), (ko) - krYM(kr)]}coanI}, i=1,2

(3.14.0)

Herhangi bir noktadaki kutupsal koordinatlardaki gerilme bilesenleri Sekil 3.3’te
gosterilmistir.

Sekil 3.3 Kutupsal koordinatlardaki gerilme bilesenleri

17



Bu gerilme bilesenlerinin ise kartezyen eksen takimindaki bilesenlere doniisiimii

asagidaki bagintilar yardimu ile yapilabilir.

(1) +o0 O _gW

Oy =~ e 5 % cos20, +1'y sin26,
@, -0 @) _ @
c?+o) o -0 .
+ + 200 0526, + 72 sin 20 (3.15.a)
2 2 2 ré 2
Vgl G0 G0
+ol) oV-o .
o, = 00— 9 ¢os26, —1') sin 26,
» 2 2 1 re 1
(2) (2) (2) (2)
o)) +oy o -0 .
+ 200 o526, — 1'% sin 26 (3.15.b)
2 2 2 re 2
) 6] (2) (2)
ol — . oc?-ol) .
r, = ”Tg"sm 20, — 1) cos 26, + ”T%' sin26, — 7' cos 20, (3.15.0)

Kutupsal koordinatlarda elde etmis oldugumuz (3.14) gerilme bagintilarini
yukaridaki (3.15) donilisim formiillerinde yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa

serbest yiizeydeki o,,0, ver,, gerilme bilesenleri Bessel — trigonometrik

fonksiyonlar cinsinden asagidaki sekliyle ifade edilmis olur.
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0 =2 3 A ({05807 ~0.5835 Gl + [ (= n =058 1, (k)
1 n=0
ki (k)] c0s 20, Jcos nd, + (= +n).J, (ki) + nkyi,., (k) | sin 26, sin n@l}
+B" {[(O.Skfrf —~0.5k372 )Y, (k1) +[(n2 —n—=0.5k7 )Y, (k)

+knY

n+l

(k)]0 26, Jcos nt) +| (~n* + )Y, (k) + nkyrY, , (ki) |sin 26, sin n@l}

+ G,ﬁ”{[(nz =), (k) = ki (ky7;) | 005 26 cos 6

[ (-1 + 1+ 0.6 ), () ~horid ., (o) |sin 26 sin n(91}

+HI<11){[(112 —n)Yn(kzl’])—”kz”lYm (kzrl)J cos 26, cos nb,

+[ (=02 + 0+ 0.5k, )Y, (k) — oY, () ]sin 26, sin n@l}

LW {[(O.Skfrf —0.5K377)J, (k) +] (n? = n = 0.5k ) J, (ki)
i, ()] cos 26 Jsinnd) +[ (n> =) J, (ki) = ki, (ki) | sin 26) cos n@l}
+DO {[(O.Skfrf —0.5K377 )Y, (k) +] (2 = n—0.5Kk277 )Y, (k)
Y, (k)] cos 26, Jsinnf), +| (n> = )Y, (k) = kY, , (k) |sin 26, cos n@l}
+ E;“{[(—nz 1), (ko) + k13 (k) [ 008 26 sin )
+[ (=02 #0405k, ), () = ko, (o) | sin 26 cos n@}
+ F;“{[(—n2 1) Y, (k) + kY, (ko) |05 26, sin

+[(—n2 +n+0.5k,7r ) Y (k,r,)—k,rY,

n

L (kyn )] sin 26, cos n6, }

+2—§‘i[14;2> ([(0:5535 0.5k W, () +[ (2 = =05k ) J, o)

7"2 n=0

+hkrJ

n+l

(k)] c0s26, Jeosnb, +[ (~n* +n).J, (k) + ks J ., (i) |sin 26, sin n@z}
+B® {[(o.skfr; —0.5K35 ), (k) +[ (w7 == 0.5K7732) Y, (i)

Y, (kir)]c0s 26, Jeos nd, +[ (~n* +n)Y, (k) + kY, (k) [sin 26, sin n@z}
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N G,(f){[(nz _ ”)Jn (kyry) - nkzrzjm(kzrz)} cos 26, cos nb,

[ (=2 0+ 0.58,87) 0, (o) ~hoyrsd . (k) [sin 26, sin n@z}

+H? {[(nz — n) Y, (k,r,)—nk,r,Y, (k7 )} c0s 26, cos né,

(=7 44 0.5k, )Y, (k) — kY, (ko) Jsin 20, sin nﬁz}

+C® {[(O.Skfrzz =0.5k317)J, (k) +[ (n* =0 = 0.5k, ) J, (ki)
Hiry ] (r;) ] 00s 26, Jsinnd), +| (n* =n).J, (k) = nkrJ ., (ki) |sin 26, cos nﬁz}

+D® {[(O.Skfrzz —0.56357 ), (k) +] (n? =0 =0.5k17 )Y, (k)
Y, (k)] c0s 26, Jsinnd), +| (n* = n) Y, (k) — kY, (kyr;) |sin 26, cosn@z}

+E® {[(—nz 40, () + ks (k) |00 26, sim no),

+ (—n2 +n+0.5k’r° )Jn (k,r,) =k, J, . (k,r, )} sin 26, cos né?z}

+ FOU (=n® +n)Y, (k,r,) +nk,r,Y, (k,r,) |cos 28, sin né.
n n\"272 2725 n+1 \272 2 2

+[ (=2 0+ 058,72 )Y, (k) — kY, (K1) sin 26, cos nﬁz} (3.16.)

o, = i—fg[Af,” ([(0.5572 0,582, (k) [ (w* = =0.5K257 ), (k)
i, ()] cos 26, |cos nf) | (=n” +n)J, () + ki, (ki) |sin 26 sin n@l}
+BY {[(O.Skfrf —0.5K377 )Y, (k) =] (m* = n=0.5Kk277 ) Y, (k)
Y, (k)] cos 26, |cosn, =| (=n* +n)Y, (k) + kY, (ki) | sin 26, sin n@l}
+ G,(,”{—[(nz 1), (ko) = ki, (k1) |08 26, cos 6,
~[(~n" + 4 0.5k, ), () = Ky, (o) [sin 26 sin n@l}
+ H;”{—[(nz = )Y, (k) = kyrY, . (kyr;) |08 26, cos ),
~[(=7 + 0+ 055257 )Y, (k) — ko, (k) [sin 26, sin nﬂl}
+c {[(O.Skfrﬁ 0.5}, (i) | (1> =n=0.5K7r7 ) J, ()
i, ()] cos 26 Jsinnd, =| (n = n)J, (k) = ki, ., (k) |sin 26 cos nﬁl}
+ DV {[(O.Skfrf 0.5 )Y, (k) = | (n* = n— 0.5k )Y, (ki)

Y, (k)] cos 26, Jsin n, =[ (n> = )Y, (ki) = k¥, , (ki) |sin 26, cos n@l}
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+C? {[(O.Skfrf ~0.5i1, ), (ery) = | (1n” =n=0.5k1,7) J, ()
i1y, (k7)) 008 26, Jsinnd, = (n* =) J, (k) = ki, (ki) |sin 26, cosn@z}
+D® {[(O.Skfrj 0.5 )Y, (k) [ (n* == 0.5k21,7 )Y, (ki)
Y, (kr)]c0s 26, Jsinnd, =[ (n> =n)Y, (k) — kY, (k) [sin 26, cos n@z}
+ Ef){—[(—;f +1)J, (k) + ko, (ko) |08 20, sin 6,
~[(=2 + 0 +0.5k.217 ), ()~ yrid .y (o) | sin 26, cosnﬁz}
F<2>{ [(=n +n)Y, (k) + nky1sY,, (ky13) | c05 26, sin n,

(0 + 0+ 0.5k, )Y, (1) kzrsz(kzrz)}sin%?zcosn@z} (3.16.b)

= i—ﬁ‘g[A;” {77 =n=0.5K252) 7, (e + ki, (i) Jsin 26, cosney
—[(—n2 + n) J, (kn)+nknrJ (klrl)] c0s 26, sin n@l}
+B {[(n2 —n—0.5k"r" ) Y (kn)+knY, ., (klrl)] sin 26, cos n6,
~[(=n® +n) Y, (k) + kY, (ki) | cos 26, sin n@l}
+ G,g”{[(;f =), (k)= ki, (k) |sin 26, cos n6,
(2 4+ 0.5, ), ()~ ki . (k) |05 26, sin n(91}
+ H{[ (12 = 1) Y, Gor) = k1Y, () Jsin 26 cos )
[ (=2 44 0.5k, )Y, (k) — Y, (k) [ 05 26, sin nel}
+C {[(n2 =n=0.5k1")J, (ki) + ki, (i) [ sin 26 sin nf)
[(n —n)J (k) —nknJ . (k rl)}cos29l cosn@}
+ D" {[(n —n=0.5K7 )Y, (k) + kY, (k) sin 26, sin 6,
[ (2 =) Y, ()= kY, (i) o5 26, cos né) |
+E,(11){[(—n2 1), (ki) + 1k d (ko) [sin 26, sin )

(2 44 0.5, ), (k) =Ky . (k) [ 005 26, cos n(91}
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+ EO{[ (=04 )Y, () + mkyi ¥, (k) sin 26, sin
(=72 +n+0.5k75 )Y, ) = koY, (1) | 05 26, cos ) |
i—‘ji[/& {[(#2 =n=0.5272).7, () + ki, i) [sin 26, cos no)
=
~[(=n2 + ), (k) + nkird . (ki) |cos 20, sin n<92}
+B® {[(n2 == 0.5k )Y, (k) + kY, (k) Jsin 26, cos 6,
~[(=® +n) Y, (k) + kY, (ki) | e0s 26, sin nﬁz}
+ G,ﬁ”{[(# —n)J, (k1) =k, (kyrs) [sin 26, cos o),
(2 44 0.5k, J, (1) — Ko (k) | 008 26, sin n@z}
+H {[(n2 = )Y, (kyry) = k1Y, (ko) | sin 26, cos no),
(=17 + 0405522 )Y, (k) — kyn Y, (ko) |05 26, sin n@z}
+C® {[(n2 —n=0.5k21,7)J, (k1) + ki (i) |sin 20, sin no),
~[(n* = n)J, (k) = ki1 ., (i) |05 26, cos nﬁz}
+D® {[(n2 —n=0.5k12 )Y, (k73) + 3, . (ki) [sin 20, sin 6,
~[(n* = n) Y, ()~ kY, (ki) [ c0s 26, cos n@z}
+ Ef){[(—zf 1), (1) + k1, (ko) [sin 20, sim no),
(7 44 0.5K,78,2) 0, (1)~ K (kyr3) | c05 26, cos n@z}
+ F,jz){[(—nz 1) Y, (k) + k1Y, (kyr3) |sin 26, sin ),

(=17 + 0405522 ), (k) yn Y, (Ksts) 008 26, cos n@z} (3.16.¢)
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3.2 SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI

3.2.1 1. DAIRESEL OYUK UZERINDE SINIR KOSULLARI

/]‘.:tf

c:l______
|
oL

Sekil 3.4 1. Dairesel oyuk iizerinde sinir kosullar

1. Dairesel oyuk tizerindeki sinir kosullari

o =-Do 7,0 | =0 (3.17)

seklindedir. Ozellikle siir kogullarmin saglatiimasinda sagladigi kolaylik nedeni ile
ri, 6 ve ry, 6 kutupsal koordinatlarinda yazilan biiyiikliiklerin birbiri cinsinden
yazilmasinda fayda vardir. Herhangi bir noktada r,, 6 cinsinden yazilmis olan

ifadelerin Bessel fonksiyonlarinin 7, &) cinsinden karsiliklar1 asagidaki gibidir [19].

J(k){:f’lfg} VS ) {2 [ ) £ 1), (hd)]}{c.‘)s’"@‘}

2 sin mé,

(3.18.2)

v sin m6),

Kz(kirz){:sze} -1y’ 271 k) {27, (k) £ (=17, (kd)}}{c,osmel}

(3.18.b)
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I, m=0

_ 3.19
K {2, m=1,2, .. G.19)

dir. Buna gore potansiyel fonksiyonlari,

01.6) = Y A[(AVT, (ki) + BY, (k) cos n, +(CJ, (ki) + DY, (kyr))sin |

n=0

+Z [(acjmnArEZ)J (k 7"1) + acymnB(z)Jm (klrl )) COos mel
m=0

+(a,,, COJ (kn)+a

sjmn ~~"n

D J (kr))sinmé, ]} (3.20)

symn

y(1.0) = A (EDT, (o) + EVY, (kyr)) cosnb, + (G, (kyr) + HY, (kyr))sin ) |
n=0

+Z[(aqu;2>J (kyr) + @, FJ, (ky1y)) cos mé),

+ax G(z)J (k,n)+e,

sjmn " n

HJ (k1)) sinmb, ]} (3.21)

symn

olarak yazilabilir. Burada kullanilan kisaltma ifadeleri

@y = (" 2, () + (1T, (k) (3.22.2)
@y = I 27, (ki) + (DY, (k) (3.22.b)
Ay = (1) ‘92[ Jyned)+(=1)"J,_, (k) | (3.22.c)
@y = () 2 X, (k) + (1T, (k) (3.22.d)
@y = (0" 2y (o) + (1), ) (3.22.¢)
@y = () 2 1, (o) + (D', (o) (3.22.0)
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@y = (0" 2 o) + (1), () | (3.22.9)

m+n

@y = (1) 22 [, )+ (1), () (3.22.h)
seklindedir. Bu potansiyelleri kullanarak gerilmeleri yazacak olursak,

. [{A“)[(nz—n 0.5k, )1, (k) + ki, (k) |
+BY | (n? =n=0.5k7r )Y, () + kY, () |
+G<1>[(n —n)J, (kyry) =y, (k, rl)]
+H [ (n? =n)Y, (k) = k1Y, (k, rl)}}cosnﬁl
{cm[(#—n 0.5k, ), (k) + ki, (i) |
+D[ (n* = n=0.5k" ), (ki) + kY, (k)
(=n* +n)J, () + nkeyrd (k) |

O (=n® +n)Y, (ko) + k1Y, (k,y rl)}}sinné?l

+Z|:{Ar(:2)aqmn [(mz —m —0.5/(227'12 )Jm (ki) + klrl']m+l(klrl)j|
m=0
+B(2)acymn |:(m2 —m _O‘Skzzrlz )Jm (klrl) +klrl"]m+l (k1r1)j|
4GP, [ (m = m)J, ) = mkyrid . (o)
+HPa men[ mz—m J (k1) —mknJ,  (k, rl)]}cosmé’1
e,

+D(2)asymn |:(’/n2 —m- 0‘5k22rl2 )Jm (klrl) + klrlJm+l (klrl)i|

(m2 —m- O'Skzzrlz)‘]m (ki) + klrlJerl(klrl)j|

sjmn

VED T, | (-m* +m)J, () + mhrid,, (o) |

+FOg & [(_mz + m) Y (k,n)+mk,nY, (kzrl)]} sin mé@, ﬂ (3.23)
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Gy =2 Z[{A‘”[( n k= 0.5k, ), (k) = K () |

rinO

+B,§”[( n® +n+ k7 0.5k zrf)Y(krl)—ka;H(kﬁ)]

4G (= + n).J, () + ki, (o)

+H [ (<14 ), () + i, () ] cos )

OO+t b0 =05k ) ()= K ) |
(-

A [P

("
[

+EO )
(1 =), () = kY, (k) [ sin
+Z |:{ Aa X jmn |:(_m2 +m+ k' - 0.5k )Jm (k) = klrljmﬂ(klrl)]

= n)J, () = nkynd, () |

+FY

+B(2)0!, |:(_m2 tm+ klz’”l2 - 0.5k22r12 )Jm (kry) = k1r1Jm+1(k1r1):|

cymn

+GPa [(—m2 + m)Jm (kyr) + mkz’”l*]m+1(k2r1)}

A&, | (-1 + m)J, (k) + mkid,, ., () ]| cos m
HCPa,, [ (<m +m o+ k1 = 05657 )J,, () = irid ()|
+Da,,,, | (=m” +me+ k2 = 0.5k T, ()~ ki, (i) |
YEDE,,,| (m*=m)J, (er) = mkynd, ()

+FOq,, [(mz —m)J,, (k1) = mkyid . (k, rl)}}sinmelﬂ (3.24)

o,, Ve 0,, gerilmeleri elde edilir. 7, , ifadesi de

i

_2u z[{ O (=1 + 1), o)+ nkirid . (R |

1110

B (<" )Y, (k) + mkr Y, ) |
+G<l>[( n* +n+ 0.5k ) J, (k) ~ ki, (K, rl)]
+H<1>[ -1’ +n+0.5k,1;7 )Y, (k1) = kyr Y, (ky Vl)]}Sin”@
+{c“ [ n* —n)J, (k) = nky; M(k"lﬂ

G

n)Y, (k) = kY, () |
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V| (= 4+ 0.56 17 ) J, (o) = kot () |

+F[ (=1 4+ 0,585 )Y, () ~ ko, (o) || cos )

+Z[{Aﬁz) G| (- +m) T, (k) + mr], (i) |

4Bt [ (<m* +m)J,, (k) + mhrid ., () |
4Gy, | (—m” +m+ 0.5k ), (o) = kyrid . (o)

SJmn

+HOF,,,, [ (- +m+0.5k2) ], ()~ horid, o rl)]}sinm@l
HCPa,, [ (7 =m)J, Ge) = mkid,,. G |

+D0a,, | (m* =m)J, (k)= mhknd,,.\ (k) |

+E}52)§qmn[(—m +m+0.5k,’r, )Jm(k n)—k,nJ, . (k rl)}

FED G, (-0 4 m 05692 )T, )~ o )| cosme) |

cymn

(3.25)

olur. Bu tiir seri c¢oziimlerinde pratik olarak sonsuz terim almak miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle serilerin belli N ve M gibi sonlu sayilarda kesilmesi

gerekmektedir.

Elde edilen bu gerilme ifadelerinde Oncelikle o

i

gerilmesine ait sinir kosulunu

yazip trigonometrik terimlerin katsayilarina gore gruplayacak olursak

cos(0.6,) i¢in

2
a_/j {A(()D [_O.Skzzaf‘]o (kay) +kaJ,(ka, )]
1
+ B [-0.56 a7, (ka) + ka ¥ (kay)
cjOm*"m

+Z{a AP [-0.5kal ], (ka) + kaJ, (kay) |

+acyOmBr(n2) [ O-SkzzalzJo (ka)+kaJ, (klal):l}} =—D (3.26)

seklinde bir adet bagint1 elde ederiz. Yine ayni sekilde gruplamaya devam edecek

olursak
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cos(n@)) igin

AV|(w* —n-05k%a?) ], (ka) +kad,, (ka) |
+B(1)|: n* —n—0. Sk )Yn(k1a1)+k1a1Yn+1(k1a1)]
G| (n* =n)J, (ko) = nlcya ], () |

+H," [(nz )Yn(kza1)_nk2a1Yn+1 (k2a1)]
+i I:aCjnm Y (n2 —n—=0. Sk )Jn (ka)+kaJ,, (k1a1):|

=0
4@, BY| (7 ~-n-05k"a’)J, (ka)+ ka,., (ka) |
[

+a. G¥

Y/ nm m

n’ - )Jn(kzal)_”k aJ,., (k, al)i|

48, HY [ (17 =n)J, (k) =nkad, \(ka) || =0, n=12..N  (327)

sin(n6)) i¢in

4
1
R
K]
3
a
A
1
—
3
|
3
O
)
N‘
v
~
Ean
_Q
~
+
Ean
Q
\
t
~
e
__‘Q
~
L1

+a,,, D (r*-n-0.5ka] ) J, (ka)+kad, ,(ka )]
+ c_zq.nmEfnz)[( —n’ + n)Jn (kya))+nk,aJ,, (k, al)]

48, F2] (-1 +n)J, (ka) +nk,a ., (kzal)ﬂ =0, n=12..N (328

bagntilarini elde ederiz. Boylece 2N+1 adet bagnti elde etmis oluruz.z,,

gerilmesine ait sinir kosulunu kullanacak olursak;
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cos(0.6,) icin

E 0.5k, a}J, (ko) ~ ko, () |+ [ 0.5k, a Y, (kyay) + by Yy (yay) |

M
+Z[ c/OmEr(nz) [0 Sk 2‘712‘]o(kzal)_kzal'jl (kzal)J

m=0

cy0n1F;l<12) |:0 Sk 2‘112']0 (kya) +k,a,J, (k2a1)jﬂ =0 (3.29)

bir adet bagint1 elde elde ederiz.

cos(n@)) igin

(1) 2

[ (n* =n)J, (ha) ~nkan,., (ka) |
+D | (#* =n)Y,(ka)-nkaY,., (ka) |
+E| (- +n+0.5k%a} ) J, (k) ~hoad,,, (a) |
+F,f” (- +n+0.5k"a} ), (ko) - koY, (ka) |
[avnme,f) [ (72 =n)J, () ~nka . (k) |
+asyan,§f> (=), (k@) -k, (ka) |
@, ED| (- +n+0.5k22af)Jn(k2al)—k aJ,, (k)|

48, P2 (-0 4005570} )], (k) ~ ke, (kzal)ﬂ =0, n=12..N (3.30)
sin(n6)) igin

(1)[( " +n J(ka1)+nkal n+1(k“1)]
+B<l>[ -’ +n)Y,(ka)+nka, ,m(kal)}
+G(1)[ —n* +n+0. Sk )Jn(kga1)_k2a1Jn+1(kza1):|

+HD | (<" 41405k a7 )Y, (k) ~hoa Y, (oa,) |

(2)
+Z[ C]nm 1 |:

m=0

(=" +n)J, (o) + na ., (k) |
+ acyntr(nZ) [( -’ + n) J,(kay) +nkaJ,, (ka, )}

8, G| (- 41055707 )T, ()~ ka ], (k)|

48, HY | (-1 +n+0.5K%a ), (k) ~koa, l(kal)ﬂ 0, n=12..N (33

29



2N adet bagint1 elde edilmis olur. Tegetsel gerilmeye ait sinir kosullarindan 2N+1

adet baginti elde etmis oluruz

Boylece 1. oyuk lizerinde yazilan sinir kosullarindan toplam 4N+2 adet bagint1 elde

etmis oluruz.

3.2.2 2. DAIRESEL OYUK UZERINDE SINIR KOSULLARI

Sekil 3.5 2. Dairesel oyuk tizerinde sinir kosullari

2. Dairesel oyuk tlizerindeki sinir kosullar1

o, | =0 7, | =0 (3.32)

n=a n=ay

seklindedir. Herhangi bir noktada r;, € cinsinden yazilmis olan ifadelerin Bessel

fonksiyonlarinin r,, 6, cinsinden karsiliklar1 agagidaki gibidir.

J (k.r) cosnG OOE ng (k )[J (kd)yx(-D)"J . (k d)] cosmd, (3.33)
" sin né, e TR T e e sin mé,

cos nb, Ly cos méb,
Y,,(k,n){. 0}= —'"Jm(kirz>[nm(kidﬁ(—l)”’x,ﬁn(kid)]{. 9} (334)
sin

2

3

I

(=1
\S]
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Buna gore potansiyel fonksiyonlari

P(r,0,) = D {[ (A2, (ki) + BY, (k1)) cos no),

n=0

+(CP T, (kyry) + DY, (Kyry ) sin 6, |

+ ZO[ ﬂC/mnArEI)Jm (klr2) + ﬂcvmnBrgl)Y (k1r2 )) Cos m62

By CO S, (1) + B, DY, (ki) sin mo, ],

w(r5.0,) = Y A[(E@S, (k) + FY, (ky13)) cos no),

n=0
+(GPJ, (kyry) + HPY, (kyry)sin 6, |
Z I: E(l)'] (k2r2) + lgcymnEt(l)Jm (k2r2 )) COs meZ

omn"~'n
m=0

+(ﬂymnG(l)J (k2r2) + BsymnHil)Jm (k2r2 )) Sin m92 i|} >

olarak yazilabilir. Burada kullanilan kisaltma ifadeleri

M

B = 1o () + (=1, (i) |

Bomn =2 X Chid) + ()", (i) |

)

Bomn =2 o n o) = (1", (i)

B =22 [Y,.,, (kd) = (-1)"Y,,,,(kd) ]

2

)

Bom =2l + (1), (o)

B =2 T lod) + ()", (o)

)

Bom =2 S nllod) = (21", (o) |

31

(3.35)

(3.36)

(3.37.a)

(3.37.b)

(3.37.0)

(3.37.d)

(3.37.¢)

(3.37.9)

(3.37.)



/Zymﬁ?m[Y (kyd) = (=1)"Y,,,, (k) | (3.37.h)

seklindedir.

(3.37) potansiyellerini kullanarak gerilmeleri yazacak olursak o,, ve o,,

gerilmelerini

%_2"2[{ AP[(n* = n=0.5k3 ), (k) + ks () |

+B;2>[(n2 n—0.5k,"r; )Y, (kyry) + ki, nﬂ(krz)}
GO (0 =) () = ko], ()

+HO [ (17 =), (k) = k¥, , (ko) [ cosn,
H{CO (7 =05k ), k) + ks )]
+DP| (1 =n=0.5617 )Y, (ko) + kY, (ki) |
+E<2>[( n+n ”(k2r2)+nkzer,m(kz”z)}
all

)
4 )Y, (kyry) + kY, (hy rz)}} sinné),
[

+ z |:{ A;ll)ﬁcjmn
m=0

+B"5

n cymn

(m® —m =05k )J,, (kyry) + ki mﬂ(krz)]

(> =m =050 ), (i) + rs ], (k) |
4G B (127 = )T 1) = by, ()

+H ﬂym,,[(mz J (kyry) — mkyryJ (K, rz)]}cosm@2
+{C;§l)ﬂymn|:(m2_m 05k )J (k) + ki, m+l(kr2):|

+D(1)ﬂ [(m2 m— 05k )J (fgry) + ki, m+1(kr2)]

symn

S [ 5]

+FYB

cymn

(o )T Gls) + s ) sinm) || 3.38)
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o 2,u A(z) n +n+k v 05k2r2 J (k) —knd, ., (kr
o =23 {42 (- : 2V, () ~ kot )|

r2n0

+Br(12)|:( n +n+k I”2 -0.5k 21”22)Yn(k1’”2)_k172Yn+1(klrz)j|
+GI§2)[( n’ )J (kyry) + nk,r, n+l(k2r2):|

+HP[(=n + )Y, (k) + nkzrzzm(kzrz)]} cos né,
+{C,§2> [(=n® + o4 k3 = 0.5k, )T, (k) = iy () |
D] (=0 + n k7 = 0.5k, )Y, (k) = kY, ()
+ED| (1 =n)J, Uory) = nkeyr] (o)

[

+E (0 = n)Y, (kyry) — kY, (k, rz)]}sinn@

+Z [{A;“ B (- +m+ k27 = 05k,202 )0, (ki) = ki d 1 (k) |

+B" B

cymn

+G(”,&jmn[( m +m)J (kyry) + mhkyryJ (K, rz)}

[(=m® +m)J,, (yry) + me . rz)}}cosmﬁz

(=2 + m+k?r3 = 0.50r7 ), (ry) = ers ] ()|

+H\" By
{Cil)ﬁs,mn [ -m* +m+k’r; —0.5k,°r; )Jm (ki) -k, ., (kﬂ”z)}
D(”,vamn [( m’ +m+k’r 0.5k, )Jm (kyry) — klrz-]mn(kl”z)]
+E _cjmﬂ|:(m2 B m)Jm (ky15) = mkzr2JM+1(k2r2)]

+F;l(1)ﬁcymn [(mz _ m)Jm (kyry) — mkzermH(kzrz)]} sin mé, ﬂ (3.39)

olarak elde ederiz.7, , gerilmesi de

. = [{Am[( w* ) J, (k) + ks () |
+BD [ (=0 )Y, (k) + kY, (ki) |
+G(2)[( n® +n+0.5k 2rj)J (kyry) = kyryd, . (K ”2)]
H<2>[ 24+n+0.5k 2r;)Y(k n)—knY,., (k rz)}}smne
He[(# =), ()= ki, Kir) |
2L -

)Y(krz) nkr, n+1(k”2)]
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+E;52)|:( n’ +n+0.5k,"r ) J, (k1) = ks, (K, 7’2)}

)
HES[ (= + 0+ 0.5k, )Y, ()~ kY, (ker)]} cos b,
+Z [{A(l)ﬂqmn [( )

B(l)ﬂcymn [( m) J’” (klrz) + mk]er’”” UC]G)J
+G<”,3W[( m* +m+0.5k,’r: )J (kyry) = ko1, (K Vz)}

m

Ty + mkr o () |

OB [ (=2 +m 0,552, (o)~ hoyrsd . (K, rz)}}smm@
OO B[ (1 =), ) =k, i) |
D B (107 =), (i) = mbr ], () |

E(l)ﬁ

cjmn

|:(_m tm+ 0.5k22r22 )Jm (kzrz) - k2r2']m+l (kzrz)}

AEDB | (-0 +m40.56715) 0, (1) =yt ., (K, rz)}} cosmﬁzﬂ

(3.40)

olur. Elde edilen bu gerilme ifadelerinde 1. oyukta oldugu gibi oncelikle o

nn
gerilmesine ait sinir kosulunu yazip trigonometrik terimlerin katsayilarina gore

gruplayacak olursak
co0s(0.6) icin
AP 0.5k a3 (kiay) + kayd, (kay) [+ B[ 0.5k, (kiay) + kY, (ka,) |

M
Z{IBL‘]OmAr(nl) [_0 Sky’a Jo(klaz)""klale(kﬂz)}

m=0

ﬂLyOmBr(nl) |: 0'5k22a§']0 (kla2) + k1a2‘]l (klaZ)]} = 0 (34 1)

seklinde bir adet bagint1 elde ederiz. Yine ayn1 sekilde devam edecek olursak
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cos(né) igin

(2) |:(I’12 —n—0. 5k )Jn (kay)+ka,J . (ka, )J
B(Z) |:(n2 —-n-0. Sk )Yn(k1a2)+k1a2Yn+l (klaZ)]
+G<2) [(n2 J,(kya,)—nkya,J,., (k,a, )]

+H,? [(”2 —n)Y, (ka,)—nkya,Y, (kzaz)]

)
+Z CmmAfl)[ nz—n—O.Sk )J (ka,)+ka, Hl(klaz)n]

+ ﬂcvntr(nl) |: n2 —n- 0'5k22a22 )Jn (klaZ) + klaZJnH (kla2 ):|
+ By (7 =n)J, () =y, (k) |

5ymH,(nl)[(nz—n J(k a,)—nkya,J, ,(k, az)ﬂ , n=12..,N

sin(n6,) i¢in

c® [(”2 —n—0.5k,%a )Jn (kay) +kayJ,, (kl%)}
+D;52) [("2 —n-— 0-5k22a§ ) Y (kay))+ka,Y,., (klaz)}
B[ ( ) )+ )

+ED| (< +n)Y, (a,) + kY, (kyay) |
[ﬂynmcr(nl) (”2 —n-0.5k,a; ) J,(ka,) +ka,J ., (klaz)]
pv

vynm m

[ n2 —n-0.5k,’a; ) J (ka)+kaJ (klaz)}
+ ﬂqnmEfn“[ " +1).J, (e, +nkya], (k) |

B O (= 4 m) J, (hyay) + by, (h, az)ﬂ n=1,2...N

bagintilarini elde ederiz boylece 2N+1 adet bagint1 elde etmis oluruz.
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7, gerilmesine ait sinir kosulunu kullanacak olursak;
co0s(0.6) icin

Ey? | 0.5k, a3, (kya,) — kya,J, (kyat, ) |
+FP] 0.5k, a3, (kya,) + ko, Y, (kyay) |

Z{ BonES [ 0.5k, ] (kyaty) — kya,, (hya) |

B0 [ 055 a3 (k) + b (Roas) ] (3.44)

bir adet bagint1 elde edilir.

cos(né) igin

qZ)|: nz J (k az) nk az n+l (k az)j|
D[ (1 —n)Y, (k) ~nkas Y, (ka) |
+E(2)[ —n* +n+0.5k,’a ) (k) =k, J,, (k2a2)]

+F® [(—n +n+0.5ka )Y, (k) ~kyayY,, (kzaz)}
[ﬂvjnmq(nl) [(” _n)J (ka,)—nka,J,,, (k, az)}

+ﬂ5yanr(n]) [( )Jn (kay,)—nka,J,,, (klaz)i|
4 BB (-1 44056 ) J, (o)~ ko () |

+ B F [ (-7 +n+0.5k,% )Jn(k2a2)—k2a2Jn+l(k2a2)ﬂ=O, n=12...N (3.45)
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sin(n 6) igin

A? [( —n? +n J (kla2)+nklaan+1(klaz)]
+B<2)[( —n’ +n Y(ka2)+nka2 ,Hl(kaz)]
+G2>[(—n +n+0.5ka )Jn(kzaz)_kzaz‘]nﬂ(kzaz)]
+H® [(—n +n+0.5ka; )Y, (ka) ~kaY,, (kzaz)}

+i[ﬂcjnml47(nl : |:( —n’+ n) J,(kay) +nka,J,, (ka, ):|

m=0

cyntr(nl) n +n J (kla2)+nkla2 n+1(k1a2):|

[
4 By G| (1 +1+0.56 ), () ~ o] (k) |
[

sjnm=—m

B, HY | (1 +n+0.5k22a§)Jn(k2a2)—kzaan+l(k2a2)ﬂ=O, n=12...N  (3.46)

2N adet bagint1 elde edilmis olur. 2. oyuk iizerinde yazilan sinir kosullarindan da
toplam 4N+2 adet bagint1 elde edilmis olur. Sonu¢ olarak her iki oyuk iizerinde
yazilan siir kosullarindan toplam 8N+4 adet baginti elde edilmis olur. n=0 i¢in
c, D", GV, HV, Cc? DP, G?, H? bilinmeyenleri 6zdes olarak sifirdir. Bu
bilinmeyenlerin 6zdes olarak sifir olmasiyla ¢6ziim fonksiyonlarina ait ifadelerdeki
toplam bilinmeyen sayist 16N+8 olmaktadir. Oyuklarin iizerinde yazilan sinir
kosullarindan bilinmeyenlerin yaris1 kadar denklem elde edilmis oldu, geri kalan

denklemler ise serbest ylizey {lizerinde yazilan sinir kosullarindan elde edilecektir.

3.2.3 SERBEST YUZEY UZERINDE SINIR KOSULLARI

Serbest yiizey iizerinde sinir kosullari;

o, | =0 | =0 (3.47)

seklinde yazilabilir. Oyuk {iizerindeki sinir kosullarin saglatilmasi sonucu geriye
kalan 8N+4 adet bilinmeyen serbest yiizey iizerindeki (3.47) kosullarindan
saglatilarak bulunacaktir. Serbest yiizey lizerinde her noktanin sinir kosullarinm
saglamas1 gerekir fakat ¢oziim serileri sonlu bir sayida kesilmektedir. Cozliim i¢in
8N+4 tane denkleme ihtiyacimiz var. Serbest yiizeyde sececegimiz her noktada biri

o,, ve digeri 7, i¢in olmak lizere 2 tane denklem yazmamiz miimkiin. Dolay1siyla
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serbest yiizey tizerinde 4N+2 tane nokta segmemiz gerekiyor. Bu noktalar1 segerken
sonsuz sayida alternatifimiz var. En iyi sonucu veren nokta se¢im alternatifini
bulmak i¢in ¢esitli denemeler yaptiktan sonra sectigimiz 330 m lik serbest yiizey
tizerinde orta ve ug¢ kisimlarda yogunlastirilmis nokta se¢im alternatifinin en iyi

sonucu verdigini gordiik. Denklemleri bu se¢ilen noktalardan elde ettik.

3.3 RADYASYON KOSULU

Bilindigi gibi tam wuzay veya yarim uzay titresim problemlerinde ¢dziim

fonksiyonlarinin,

(1)
limr {ﬁi—? + pe, a(;t } =0 (3.48)

r—>x0

radyasyon kosullarim1 saglamasi gerekmektedir. Sayisal islemlerde serbest yiizey
tizerinde her iki yonde 16H uzakliga kadar ancak gidilebilmektedir. Serbest yiizey
tizerindeki O odak noktali R = 16H yarigapli bir bolgenin disin1 dis bolge olarak

adlandirirsak

g
o

f

|
7

|

|

|

|

|

|

Sekil 3.6 Radyasyon kosulunda i¢ ve dis bolge
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bu bolgede ¢ ve y fonksiyonlarini

* cosnd
=> HY (kR 3.49.
¢D1$ ; n ( 1 ){Sin 7’19 } ( a)
=S HY(k,R) cosné (3.49.b)
Vs 7 2 sinnd o

olarak alabiliriz. Burada H'" 1. nevi Hankel fonksiyonudur ve radyasyon kosullarini
saglamaktadir. R = R; i¢ ve dig bélge sinurt boyunca U, ;. =Upp,s > Uggic =Uppppss

UH@T(; = UHHDls > O,

VI‘TQ = U

rrDig ?

T.0i. = Troms S€klinde dort kosul yazilarak gpis ve wig

fonksiyonlariin katsayilar1 digerleri cinsinden hesaplanabilir.
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4. SAYISAL UYGULAMALAR

4.1 SAYISAL VERILER

Secilen p, i¢ basing genligi, wzorlama frekansi, a; l.oyuk yaricapi, a, 2.oyuk
yarigapi, H oyuk merkezlerinin serbest yiizeye olan derinligi, malzeme sabitleri, N
ve M sayist igin istenilen herhangi bir noktada yerdegistirme ve gerilme bilesenleri
hesaplanabilir. Sayisal uygulama i¢in kiitle yogunlugu p= 2665 kg/m3, Elastisite
modiilii £ = 7.567*10° Pa, Poisson oram v = 0.25, i¢ basing genligi p,= 1000 Pa
alinmis, 1.dairesel silindirik oyugun yarigcapt a; = 5 m, 2.dairesel silindirik oyugun
yarigapt a; = 3 m, oyuk merkezlerinin serbest yiizeye olan derinligi H = 10 m, iki
dairesel oyugun merkezleri arasindaki mesafe d=10 secilmis ve sayisal
hesaplamalarda N ve M sayisinin 10 alinmasinin yeterli yaklasikligi sagladigi
goriilmiistiir. Coziim serileri n = m = 0 dan baslatildig1 i¢in bulunmasi gereken
toplam 16xXN+16 = 176 adet bilinmeyen katsay1 oldu.

Cél),Dél),G(()”,Hél),Céz),D(()Z),Géz),Héz) bilinmeyen katsayilart 6zdes olarak sifir

oldugundan toplam bilinmeyen sayis1 16x/N+8 = 168 adete indi. Oyuk ylizeylerindeki
siir kosularindan 8xN+4=84 adet bagint1 elde edildi. Geriye kalan bilinmeyenleriyse
serbest yiizey de yazilan 8xN+4=84 adet sinir kosulundan elde edilen bagintilar

yardimiyla ¢oziilmiistiir.

4.2 SONUCLAR

Mathematica 4.2 paket programi yardimi ile yukaridaki veriler kullanilarak
bilinmeyen sabitler, @ zorlama frekansi1 degisimine bagli olarak hesaplanmistir.
Hesap sonunda, serbest ylizey lizerinde ve oyuk ylizeyi boyunca yerdegistirme ve

gerilme bilesenlerinin zorlama frekansina gore degisimleri incelenmistir.
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Sayisal uygulama icin, 1. dairesel oyugun i¢ g¢eperi boyunca p, yayil yiikiiniin

etkidigi durum g6z oniine alinmis ve buna gore sonuglar elde edilmistir.
Sekil A.1 — A4 de zorlama frekansmin @ = 20 rad/s i¢in serbest ylizeydeki u,, u,

yerdegistirmeleri ile o, 7, gerilmelerinin ylizey boyunca degisimi verilmistir.

Yerdegistirmelerin baslangigctan farkli olarak uzaklikla hizli bir sekilde arttigi

gorilmistir. Serbest ylizey Uzerinde o ,,7,,  gerilmelerinin sifir olmasi

gerekmektedir. Ancak yapilan yaklasik ¢oziim nedeniyle bu yiizeyde gerilmeler sifir

olmay1p yiliklemeye gore oldukca diisiiktiir. Hata %2 mertebesindedir.

Sekil A.5 de zorlama frekansimin @ = 20 rad/s igin l.oyuk yiizeyindeki o

rr

gerilmesinin ¢evre tizerindeki degisimi verilmistir. Burada olmasi gerektigi gibi p,
degerini vermistir. Hata %0,2 mertebesindedir.

Sekil A.6 ve A.7 de zorlama frekansmin @ = 20 rad/s igin 1.oyuk yiizeyindeki o,

ve 2.0oyuk yiizeyindeki o, gerilmelerinin gevre {izerindeki degisimi verilmistir.

Sekil A.8 ve A.11 de zorlama frekansinin @ = 20 rad/s i¢in 1. ve 2. oyuk yiizeyi

@ m (2)

O u® 4P u'? yerdegistirmelerin degisimi verilmistir.

r r

tizerinde hesaplanan u

Sekil A.12 — A.19 da zorlama frekansinin @ = 40 rad/s, sekil A.31 — A.38 de =80

2)

roo

rad/s, sekil A.39 — A.46 da w = 100 rad/s i¢in u,, u, yerdegistirmeleri ile u", u

u,ul?  yerdegistirmelerinin ve o), o), gerilmelerinin oyuklar ¢evresi boyunca

degisimi verilmistir. Zorlama frekans1 biiyiidikce o, gerilmesinin arttig1
goriilmiistiir.

Sekil A.20 — A.30 de zorlama frekansinin @ = 60 rad/s, sekil A.47 — A.57 de zorlama
frekansmin @ = 120 rad/s i¢in u , u, yerdegistirmeleri ve o, 7, gerilmelerinin

Wou?, ud, ul? yerdegistirmelerinin ve o)

rr 2

serbest ylizey boyunca degisimi ile u

oY), ol gerilmesinin oyuk gevresi boyunca degisimi verilmistir. Bu zorlama

frekanslar1 icin serbest yilizeydeki o, gerilmelerinde  hata %1,5

xx2 “xy

mertebesindedir.  1.oyuk yiizeyindeki o' gerilmesinde de hata %0,2

rr

mertebesindedir.
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Sekil A.58 — A.59 da x=0, y=10 noktasindaki u,, u, yerdegistirmelerinin zorlama

frekansina gore degisimleri verilmistir. Diigiik frekanslarda yerdegistirmelerin daha

fazla oldugu goriilmiistiir.
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5. TARTISMA

Bu caligmada serbest ylizeyden H kadar derinlikte a, ve a, yarigaplh iki dairesel
oyuk iceren yarim diizlemin, a, yarigapli oyuk ylizeyinden harmonik zorlamasi

altindaki davranigi incelenmistir. Zorlama olarak oyuk ceperine yayili i¢ basing gz

Oniine alinmustir.

Elde edilen kuple hareket denklem takimi, Helmholtz yerdegistirme potansiyelleri
kullanilarak kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemine indirgenmistir ve
indirgenmis dalga denklemleri iki ayr1 kutupsal koordinat takiminda Bessel — Fourier

serileri yardimiyla analitik olarak ¢oziilmiistiir.

Denklemlerin kapali olarak ¢oziilmesine karsilik siir kosullarinin saglatilmasinda
giicliik ortaya ¢ikmustir. Oyuk yiizeylerinde sinir kosullarinin saglatilmasinda Bessel
fonksiyonlart i¢in doniisim bagintilar1 (Graff Ekleme Teoremi) kullanildi. Bu
kosullarin saglatilmasinda en biiylik hata %0,5 mertebesindedir. Serbest ylizey
tizerindeki sinir kosullar yaklasik olarak saglatilabilmistir. C6ziim serilerinin sonlu
bir sayida kesilmesi ancak serbest ylizeyde sonsuz sayida nokta olmasi nedeniyle
serbest ylizey lizerindeki sinir kosullar1 yaklagik olarak saglatilabilmistir. En biiytik

hata %8 mertebesindedir.

@ zorlama frekansinin g¢esitli degerlerine gore yerdegistirme ve gerilme

bilesenlerinin degisimleri grafikler yardimu ile verilmistir.

Serbest ylizey {lizerinde, her iki tarafta derinligin ortalama olarak 5 kati1 gibi bir
bolgeden sonra yerdegistirmelerin beklenmedik bir sekilde arttigi goriilmiistiir.
Bunun nedenin yaklagik ¢6ziim olduguna karar verilmistir. Cozlim serisindeki terim
sayisinin arttirilmasi ile bu hatanin azalacagi tahmin edilmektedir. Ancak bilgisayar
hesap zamaninin ¢ok uzun olmasi nedeniyle simdilik 10 terim aliabilmistir.
Yerdegistirmelerin ve gerilmelerin, zorlama frekansinin biiylimesi ile azaldigi

goriilmiistiir.
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Bu problemin devami olabilecek caligmalar;

1.

e A B O

Zorlamanin ¢evre ve zaman iizerinde rastgele olmasi,
Zorlamanin oyuk ekseni boyunca degisken olmasi,
Ortamin homogen olmamasi,

Ortamin viskoelastik olmasi,

Serbest yiizeyin herhangi bir sekilde olmasi,

Oyuk cevresinin daireden farkli olmasi,

Ortamin 2 degisik malzemeden olmasi, olarak 6zetlenebilir.
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EK A

1. DELIGIN iC BASINC iLE YUKLU OLMASINA AiT GRAFIiKLER

Uy (M)

Serbest Yiizey (m)
30

Sekil A.1 w=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (m)
0.0002 +

0.0001 -

: : : : : Serbest Yiizey (m)
-30 -20 -10 20 30
-0.0001
—-0.0002
—-0.0003 +

—0.0004 +

—0.0005

Sekil A.2 ©=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi

oy (Nm)
20 ¢
1
1
51
| W \ | {ri Serbest Yiizey (m)
~10 |

Sekil A.3 ©=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
lizerindeki o, normal gerilmesinin degisimi
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Ty (/)

15

10

Serbest Yiizey (m)

Sekil A4 ©=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
tizerindeki 7, kayma gerilmesinin degigimi

o) (Nm?)

Delik Yiizeyi (rad)

800 |

1000 |

Sekil A.5 =20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
oV gerilmesinin degisimi
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ol (N/m?)

/\/\/\

‘ ‘ A ‘ ‘ Delik Yiizeyi (rad)
1 2 3 4 5 6
~10000 |
~20000 |
~30000 |

Sekil A.6 »=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki

1) . . s o e
o,, gerilmesinin degisimi

o2 (N/m)
40000 |
20000 |
: A/\ : : : : Delik Yiizeyi (rad)
v 3 4 \/ 5 6
-20000 |
—40000 |

Sekil A.7 »=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki

o'y gerilmesinin degisimi
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u (m)

0.000075
0.00005

0.000025

N Delik Yizeyiad
~0.000025 |
~0.00005 |

—0.000075 ¢

Sekil A.8 =20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u"” yerdegistirmesinin degisimi

u? (m)

0.000075
0.00005

0.000025

Delik Yiizeyi (rad)
—-0.000025 f
—0.00005

—0.000075 ¢

Sekil A.9 ©»=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u'? yerdegistirmesinin degisimi
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0.00005

0.000025

Delik Yiizeyi (rad)

—0.000025 ¢

—0.00005 ¢

—0.000075 +

Sekil A.10 =20 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u yerdegistirmesinin degigimi

u? (m)
0.000075 |

0.00005 ¢

0.000025 ¢

Delik Yiizeyi (rad)

—0.000025

—0.00005 ¢

—0.000075 +

Sekil A.11 ©=20 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u? yerdegistirmesinin degisimi

53



Ux (1’1’1)
0.001

0.0005 +

‘ ‘ ‘ ‘ : —  Serbest Yiizey (m)
=30 \—20—/—T(r/ 10 20 30

—0.0005 -

-0.001 -

Sekil A.12 =40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi

Uy (m)

e e o Serbest Yiizey(m)
-30 -20 -10 10 20 30
—-0.0002 +
—-0.0004 +
—-0.0006 |
—0.0008
-0.001

—-0.0012 +

—-0.0014 +

Sekil A.13 =40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi
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ol (N/m?)
40000 |

20000 ¢

: : : : : : Delik Yiizeyi (rad)
1 2 3 W 5 6

~20000 |

—40000 |

Sekil A.14 ©=40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki

1) . . s o e
o,, gerilmesinin degisimi

o2 (N/md)

75000

50000 ¢

25000/\/\
A bl N Delik Yilzeyi (rad)

—25000 1

~50000 |

—75000 ¢

Sekil A.15 ©=40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki

o'y gerilmesinin degisimi
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ud (m)

0.00002

0.00001

ey el Yy
~0.00001 |

—-0.00002 ¢

Sekil A.16 ©v=40 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u'"” yerdegistirmesinin degisimi

u? (m)

0.00003
0.00002

0.00001 ¢

Delik Yiizeyi (rad)

—0.00001 ¢

—0.00002 ¢

—0.00003 *

Sekil A.17 ©w=40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u'? yerdegistirmesinin degisimi
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uf? (m)

0.00003 |

0.00002 ¢

0.00001

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : Delik Yiizeyi (rad)
I 2 3 X\/ 5 6

Sekil A.18 w=40 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u yerdegistirmesinin degigimi

u? (m)
0.00003 |

0.00002

0.00001 ¢

Sy Dl Yizeyiad)
~0.00001 |
~0.00002 |

—0.00003 ¢

—-0.00004 *

Sekil A.19 w=40 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u? yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (M)

0.00004 +

0.00002 *

. Serbest Yiizey(m)
20 30

Sekil A.20 w=60 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi

Uy (m)

0.000075
0.00005 |

0.000025 |

e e e e e e e o Serbest Yiizey (m)
30

—-0.000025 |

—0.00005 |

—-0.000075 |

—0.0001 ¢

Sekil A.21 =60 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi
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oy (Nm)

12.5

‘ . MMMMWWW Serbest Yiizey (m)
- 20 10 10 2 30
)
-5+

Sekil A.22 =60 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
lizerindeki o, normal gerilmesinin degisimi

Ty (N/P)

L WM Serbest Yiizey (m)
10 % 30

Sekil A.23 ®w=60 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
tizerindeki 7, kayma gerilmesinin degigimi
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Delik Yiizeyi (rad)

800 |

1000 |

Sekil A.24 »v=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
oV gerilmesinin degisimi

ol (N/m?)

2000
ﬂ/\/\DelikYuzeyi(rad)

—8000 t

~10000 |

—12000 ¢

Sekil A.25 w=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki

o'y gerilmesinin degisimi
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o2 (N/m?)

7500 ¢

5000 ¢

pANYA

—2500 t

———— Delik Yiizeyi (rad)

—7500 ¢

—10000 1

Sekil A.26 wv=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki

2) . . e we o e
o,, gerilmesinin degisimi

uh (m)
7.5%1070

5%107°6 L

25%1076 [

Delik Yiizeyi (rad)
—25%x107° |
—5%107¢}

~75%x1076 |

Sekil A.27 w=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u'" yerdegistirmesinin degisimi

I
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u? (m)

0.00001 ¢

5%107° |

—5%107° |

—-0.00001 ¢

Delik Yiizeyi (rad)

Sekil A.28 w=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u'? yerdegistirmesinin degisimi

ug? (m)

75%10°6 ¢
5%1076 |

25x10°0F

—2.5%10°6
_5x10°6 ¢

~75%107° [

Delik Yiizeyi (rad)

Sekil A.29 ©=60 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u) yerdegistirmesinin degisimi
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u? (m)
0.00001 |

5% 1076 |

Delik Yiizeyi (rad)

—5x 1070}

—-0.00001 ¢

Sekil A.30 w=60 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u? yerdegistirmesinin degisimi

Uy (M)

0.00015 |
0.0001

0.00005

I ——— - SerbestYijzey(m)
=30 =20 -10 10 20 30

—0.00005

Sekil A.31 ©»=80 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (M)

0.00005

: : : : : Serbest Yiizey (m)
-30 -20 -10 20 30
—-0.00005
—-0.0001

—0.00015 |

—0.0002 +

Sekil A.32 =80 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m igin serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi

ol (N/m?)

N /\
e e Delik Yiizeyi (rad)

—-5000 ¢

—10000 ¢

—15000 ¢

—20000 ¢

Sekil A.33 ©=80 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki

o'y gerilmesinin degisimi
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o2 (N/m?)

10000 ¢

5000 ¢

L Delik Yiizeyi (rad)
1 2 3 5 \/
-5000 +

—10000 ¢

Sekil A.34 »=80 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki

2) . . e we o e
o,, gerilmesinin degisimi

ud (m)

0.00001

5%107° ¢

Delik Yiizeyi (rad)

-5x107° |

—-0.00001 ¢

Sekil A.35 »=80 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
O yerdegistirmesinin degisimi

I

u
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u? (m)

0.000015 ¢
0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)
—5x10°0 |

—0.00001 ¢

—0.000015 +

Sekil A.36 =80 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u'? yerdegistirmesinin degisimi

v (m)

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

—5%x107° |

—-0.00001 ¢

Sekil A.37 ©=80 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 1.oyuk yiizeyindeki
u) yerdegistirmesinin degisimi
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0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

-5x107° |
—0.00001 |

—0.000015

—0.00002 *

Sekil A.38 ©=80 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk yiizeyindeki
u? yerdegistirmesinin degisimi

Uy (M)

0.00025 -
0.0002 +
0.00015 -
0.0001 +

0.00005 +

e e T e e Serbest Yiizey (m)
-30 =20 -10 10 20 30

—0.00005

Sekil A.39 »=100 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (M)

\O.()OOOS |
: : : : : : Serbest Yiizey (m)

=30 =20 -10 20 30

—0.00005

—0.0001 ¢

—0.00015 +

—-0.0002 -

Sekil A.40 ©=100 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi

oy (N/md)

5000 |

Delik Yiizeyi (rad)

—10000 ¢
—15000 ¢
—20000 1

—25000 ¢

Sekil A.41 »=100 rad/s, a/=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki o), gerilmesinin degisimi

68



o2 (N/m?)

10000 |
- M m /\ /\
‘ : : : : : Delik Yiizeyi (rad)
1 2 3 4 5
—~5000 |
—10000 ¢

Sekil A.42 »=100 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki o), gerilmesinin degigimi

u (m)

0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

-5x107° |

—0.00001 ¢

—0.000015 +

Sekil A.43 »=100 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki u'" yerdegistirmesinin degisimi

69



u? (m)
0.000015 |
0.00001 |

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)
-5x1070 |

—0.00001 ¢

—0.000015 ¢

Sekil A.44 ©»=100 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki u'” yerdegistirmesinin degisimi

uy’ (m)

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

-5x107° |

—0.00001 ¢

Sekil A.45 »=100 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki u’ yerdegistirmesinin degisimi
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u? (m)

0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)
—5x1076
—0.00001 ¢

—0.000015 ¢

—0.00002 ¢

Sekil A.46 »=100 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki !’ yerdegistirmesinin degisimi

Uy (M)

0.00006

0.00004

0.00002 *

S S S T e &rbest Yijzey (m)
20 -10 10 20 30

—0.00002

Sekil A.47 ©=120 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
tizerindeki u_ yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (M)

S e Serbest Yiizey (m)
=30 -20 -10 10 20 30
—0.00002 r
—0.00004 -
—0.00006 r

—0.00008

—0.0001 -

Sekil A.48 ©»=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
lizerindeki u, yerdegistirmesinin degigimi

oy (N

Jn /MY\ Wb\ ‘ W%% Serbest Yiizey (m)

Sekil A.49 ©»=120 rad/s, a;=5 m, a,;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
lizerindeki o, normal gerilmesinin degisimi
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Ty (/)

10 +

-30 W -1 il \\Wﬂv WW 20 o ey m

Sekil A.50 w=120 rad/s, a;=5 m, a;=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in serbest yiizey
tizerindeki 7, kayma gerilmesinin degigimi

o) N

Delik Yiizeyi (rad)

800 -

1000 |

Sekil A.51 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki &'V gerilmesinin degisimi
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ol (N/m?)

J\ o /’\ Lo Delik Yiizeyi (rad)
1 2 3 5 6
~5000 -
—10000 ¢
—15000 ¢

Sekil A.52 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki o), gerilmesinin degisimi

o2 (Nmd)

6000 |

4000

2000 -
] : : : : : : Delik Yiizeyi (rad)
[ 1 2 3 4

~2000

—6000

—~8000 -

Sekil A.53 »=120 rad/s, a/=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki o, gerilmesinin degisimi
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u (m)
0.00001 |

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

—5%x107°

—0.00001 ¢

—0.000015

Sekil A.54 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki u'" yerdegistirmesinin degisimi

u? (m)

0.000015 +
0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)
-5x1070 |
—0.00001

—0.000015 ¢

Sekil A.55 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki u'” yerdegistirmesinin degisimi
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ufl (m)
0.000015 |

0.00001

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)
—5x107° |

—0.00001 ¢

—0.000015 +

Sekil A.56 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in l.oyuk
yiizeyindeki u{’ yerdegistirmesinin degisimi
u? (m)

0.00001 ¢

5%107° |

Delik Yiizeyi (rad)

-5%x107° |

—0.00001 ¢

—0.000015 +

Sekil A.57 »=120 rad/s, a;=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in 2.oyuk
yiizeyindeki u}” yerdegistirmesinin degisimi
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Uy (m)

0.001 ¢
0.0008 | °
0.0006 |
0.0004 |
0.0002 |

‘ ‘ ‘ o —  w (rad/s)
40 60 80 100 120

—-0.0002 t

Sekil A58 a,/=5 m, a>=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢in x=0, y=10 noktasinda u,
yerdegistirmesinin frekansla degisimi

Uy (m)
[ ]
e _____ * Ly
40 60 80 1% 1%
~0.001 |
~0.002 |
~0.003 |
)

Sekil A.59 a,=5 m, a,=3 m, H=10 m ve d=10 m i¢cin x=0, »=10 noktasinda u,
yerdegistirmesinin frekansla degisimi
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EK B

INDIRGENMIS DALGA DENKLEMININ COZUMU

Carpanlara ayirma yontemini kullanarak asagidaki dalga denkleminin ¢oziimii
yapalim.

Vio+klp=0 (B.1)

Yukaridaki denklemde ¢ fonksiyonunu

p=R(r)0(09) (B.2)

seklinde carpanlarina ayiralim. Bu (B.2) ifadesini kutupsal koordinatlardaki
Laplasyen ifadesi ile birlikte, (B.1) dalga denkleminde yerine yazarsak ve gerekli
diizenlemeleri yaparsak asagidaki sekilde degiskenlerine ayrilmis olur.

1| ,d*R dR 2 1 d°0
R{r ar rdr} kr) =~ a0 (53

Yukaridaki (B.3) esitliginin sag tarafinin sadece 6’ ya bagl sol tarafinin ise sadece
r’ ye bagh oldugu gorilir. » ve & bagimsiz degiskenler oldugundan, bunlar

birbirlerine baglh degildirler ve (B.3) esitligi ancak her iki taraf da ayn1 degismeze
esit oldugunda gecerli olabilir. Bu degismezi »° olarak segelim, boylece (B.3)
ifadesinden

1 2 dzR dR 2 1 d2® 2
R{r ar? rdr} thr) =~ g7 =7 B4

yazilabilir. Sag taraftaki denklemde gerekli diizenleme yapilirsa

A (B.5)
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homogen, sabit katsayili, adi tlirevli lineer diferansiyel denklemi elde edilmis olup,
bu denkleminin ¢ézimii

O =A4e"” +Be™ (B.6)
seklindedir. » =7 gibi bir sabit deger i¢in ¢ fonksiyonu
9=R(r)0(6) (B.7)

olur. r’ 1 sabit tutarak @ agisin1 27 kadar arttirirsak ayni nokta i¢in ayn1 ¢ degerini
bulmamiz gerekir, yani

R(1)©(8)=R(r)0(0+27) (B.8)
olmalidir ve buradan

©(0)=0(0+27)=0(0+2nx), n = tamsay1 (B.9)
oldugu goriiliir. ® fonksiyonu 27 peryodlu bir fonksiyon olduguna gore

O =Ae” +Be ™ = 4" 4 B ") (B.10)
esitligini yazabiliriz. Buradan da

r2r _

olmasi gerektigi goriiliir. Bu ifadenin ger¢eklenebilmesi icin

Y = n = tamsay1

olmalidir.

(B.4) ifadesindeki, sol taraftaki denklemde gerekli diizenleme yapilirsa
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2 2
dR+1dR+(kf—n—JR:O (B.11)

dr* rdr 7’

olarak n. mertebeden Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin de
¢Oziimii (n tam say1 olduguna gore)

R=CJ, (kr)+DY,(kr) (B.12)

olur. Her n sayist i¢in bu ¢6ziim gegerli oldugundan (B.1) dalga denkleminin genel
¢Ozumu

p=> R, (r)0,(0) (B.13)
olarak elde edilir. Bilinenleri yerine yazarsak

o(r,0)= i [ 4,7, (kr)+B,Y, (kr)]e™ +[C,J, (kr)+D,Y, (kr)]e™ (B.14)

n=—00

sonucu elde edilir.
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