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OZET

Bu calismada elastik zemine oturan dairesel kiriglerin analizi Baglangi¢c Degerleri
ve Tagima Matrisi Metodu kullanilarak yapilmistir. Hesaplarda kesme etkisi ¢cok
kiigiik oldugu i¢in ihmal edilmistir. Yapilan uygulamalarda diizlemine dik ytiklii
cubuklar incelenmistir.

Giris boliimiinde problemin 6nemi, daha dnce yapilan ¢calismalar ve bu tezin amac-
lart anlatilmigtir. Tanimlar boliimiinde cubuk mukavemetinin esaslart anlatilmistir.
Cubuklar icin alan denklemleri elde edilmistir. Sekil degistirme ve yer degistirme
bagintilar1 bulunmustur. Hooke yasalari incelenmistir. Bu boliimiin sonunda toplu
halde cubuk sistemleri i¢in bilinmeyen degerler kullanilarak denklemler 6zetlen-
mistir.

Dogrusal ¢ubuklar kisaca anlatilmis ve calismanin temelini diizlemsel ¢ubuklar
olusturdugu i¢in iizerinde fazla durulmamugtir. Diizlemsel ¢ubuklarin genel den-
klemleri ve sinir kosullari iki ana baglik altinda incelenmistir. Bunlar diizleminde
yiiklii diizlemsel cubuklar ve diizlemine dik yiiklii ¢ubuklardir. Egri eksenli dii-
zlemsel cubuklar icin genel denklemler gene iki baslik altinda elde edilmistir. Her
iki tiir yiikleme tiirii icin homojen halde yer degistirmelerin saglandig1 gerekli
diferansiyel denklemler bulunmustur. Bu difensiyel denklem ¢6ziimii i¢in Baglangic¢
Degerleri ve Tasima Matrisi Metodu kullanilmistir. Baslangi¢ Degerleri yontem-
inin kullanim1 ve 6nemi anlatilmistir. Diferansiyel Gecis Matrisinden Tasima
Matrisine nasil gecildigi anlatilmistir. Bu noktada bu calismaninda ¢6ziim yon-
temi olan Picard Acilimi ve Matrisant Integral serisi yonteminin nasil uygulandig
teorik esaslari ile verilmistir. Dairesel ¢ubuklar gene iki ana baglik altinda ince-
lenmistir. Diizlemine dik yiiklii ve diizleminde yiiklii egri eksenli cubuklarin ek-
sen egriliklerinin bir daire gibi sabit olmasi1 durumunda ki denklemler verilmistir.
Diizlemine dik yiiklii cubuklarda yer degistirme bilesenin saglamas1 gerekli difer-
ansiyel denklem elde edilmis ve bunun baslangi¢ degerleri tasima matrisi metodu
ile nasil ¢oziilecegi incelenmistir.

Yayil yiik ile yiiklii dairesel cubuk matemetika yazliliminda yapilan bir program
yardimu ile ¢oziilmiis ve kesit tesitleri elde edilip bunalar problemin kesin ¢6-
ziimiiyle karsilagtirlmistir. Winkler elastik zemin hipotezi anlatilmig ve elastik
zemine oturan diizlemine dik yiiklii dairesel ¢ubuklar i¢cin genek denklemler elde
edilmigtir. Uygulama olamasi acisindan ayni program ve metodla problem ¢o-
ziilmiig ve kesit tesirleri elde edilmistir. Tepe agis1 ¢ olan daire eksenli yayih
yiiklii cubuk parcasi i¢in 15 parcada ayri ayri kesit tesirleri bulunmus ve grafikleri
cizilmistir. Bu grafiklere en uygun polinom fonksiyonlar1 matematika yazilimai ile
bulunup kesit tesirleri fonksiyonlari belirlenmistir. Bulunan bu fonksiyonlarinda

grafikleri ¢izilerek karsilagtirma yapilmistir.

Sonuclar béliimiinde yapilan calisma ve niimerik hesap yontemleriyle ilgili bulu-

Vil



nanlar anlatilmistir. Calisma LaTeX tabanli bir editor olan TexnicCenter programi
ile yazilmistir.
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SUMMARY

In this study we try to find out a section effects for a Circular bar on a Elastic
Soil. Bar is so simple and effective structure element. It has two dimensions.
According to the this fact bar is a one dimension element. A bar occur with two
main parametres. One of them is the parpendicular-section and the other bar axis.
In the next step decribed three vectors shown figl]

Sekil 1: 7,7 ,b Axes

7 = Tangent Unit Vector
b = Binomal Unit Vector
i = Principal Normal Unit Vector

There are some different relationship between these three unit vectors Serrent-
Frenet formulation gives like that;

g =x.i (1)

?: Th—y7 2)

% = 1 (3)

- x1y11_y1x11 @
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Acting on a bar external forces and moments can show with j(s) and 7i(s). Result
of all external effects are shown with two fuction depends on s. Internal forces
can be show that 7 and M. Internal forces discrete to their components in 7, 7, b
coordinate system;

T7=T, , Axial Normal Force

T.ii =T, , Shear Force on 7 axis

M1 =M, , Torsional Moment
M= M,, , Bending Moment around 7 axis
Mb= My, , Bending Moment around b axis

Search for differantial relationships between Internal and External forces darw a
bar which statically in equilibrium like show in fig 2]

O

Sekil 2: A Bar in Statically Equilibrium



41 5=0 5
ds+p (5)
aMm -

—+txT+m=0 (6)

ds
gives so important equations called are Field equations or Differantial Equilib-
rium Equations.

Next step try to answer for question how is a bar strain-deformation relationship
under external effects. The vector of U(s) describe of motion of gravity center
of perpendicular section. fl(s) show that the rotation around axis which pass the
gravity center. There are some differantial relation with these two vectors because
there are describe same perpendicular section motion. Addition to this it has to
two unit vector. 7 : Relative unit sway and ® : Relative unit rotation as a result of
this;

dQ
U _ . =
%:er xQ (8)

find out to Compatibility Equations.

Another physical relation exist for T’, M section effects and ¥, © strain vectors.
Material assumed that isotrop and elastic, behaviour of bar is linear and Hooke’s
Law satisfy. If thinking about the behaviour, establish a function among rotations
with moments andsways with shear.

—

T=r7%

M=f"®

X1



If there are show that indis form;
T; = Cirp
M; = Dok

Cix called is Shear Rigidity Matrix because its cooefficients relation with shear
force and shear strain, S called is Bending Rigidity Matrix because its cooeffi-
cients relation with bending moments and rotations. If use diadical expression;

T=Cy,M=S.®
For some privitive coordinate systems these matrices will be so simple and useful.

For example in 7, 7i, b coordinate systems ;and also assume that symetry axis of
section overlapping with 7, b plane C, S matrices will be

Ctt O O Sl‘l‘ O O
C=|1 0 Cn O veS=| 0 S,, O
0 0 Cbb 0 0 Sbb

Sekil 3: Uniformly Distributed load acting on Circular Bar in homogenous case

General equation of loaded perpendicular to plane bars with curve axis like show
in Fig

Xii



—+AQ, =0 9

dfpn *Qf_ks% ~0 (10)
i% +Q, x% (1D
dfp" — AT +Amy, =0 (12)
‘;—A:;t + M, — ATj, + Am; = (13)
‘;—(;mt App=0 (14)

In the case of A = R and homogenous state, differential equation which U}, have to
satisfy;

dvu, _d*u, d*U,

pu— 1
450 + pzm + 20 (15)

This study based on solution of this differantial equations with Initial Values and
Carry-Over Matrix Method. If shortly given meaning of this method, will be;

F[r,0] = / d’c+/D / T)dtda
+ / / /()aD(T)deOLdC+... (16)

Xiil



F(t,0) = F(t,t,).F (ty,ty—1).F(ta—1,tn—2)......F (t2,11)F (1,0)

F[r] = Flt,0].F|[0]

This equation gives solution of Initial Values Problem.

If circular and loaded perpendicular plane bar settlement on elastic soil which

Winkler Elastic Soil, simulated by linear spring, general equations will be;

du
7, =0
do
o M,
S Q A= =0
do ok S
do \Y?
dM
de
M,
L+ My — AT, +Am, =0
do
dT,
b i Mg-p)=0
m+(qp)

like that. Differantial equation which U, have to satisfy;

d%ﬂaf% d*U,

doo d*e + d?e

7)

(18)

(19)

(20)

21

(22)

(23)

In this study above differantial equation solve by The Initial Values and Carry-

Over Matrix Method.
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Differantial Matrix for this case;

do

dQ,
de

4o,
dp

dM,
de

M,
a9

a1,
de

S O O O

k.R

—R

[

o o O

o o o o O

k.R

0 O

1k
1 Snn

0

o o o O

0
1
0

—1

o o o O

-—

l

ig‘

'

0 07
0 0
& 0
-1 R
0 0
0 0
0 0 0]
R/Sw 0 O
0 R/S; 0
0 —1 R
1 0
0 0 0

TT T

Sekil 4: Circular bar in Elastic Soil

XV




1.GIRIS
1.1.Problemin Tanimlanmasi

Cubuk en basit tastyict elemandir. Iki boyutu, diger bir boyutu yaninda ihmal
edilerek sadece tek bir boyut iizerinde hesaplamalar yapilir. Fakat daha kom-
pleks tastyici sistemlerilﬂ temelini olusturdugu i¢in iizerinde yapilan hesapla-
malar ve elde edilen sonuglar her zaman icin dnemli olmustur. Uygulamada en ¢cok
karsilagilan ¢ubuk tiirleri; Dogru ve Daire Eksenli gubuklardir. Bunun nedeni; bu
ozellikte ki cubuk sistemlerde hesaplamalarin daha da kolaylagsmasi uygulamaya
yonelik oldukg¢a verimli sonuglar elde edilmesidir. Bu ¢alismada incelenen daire-
sel eksenli cubuklar uygulamada, silo, su tanki gibi miihendislik yapilarin temel
sistemlerini olusturmada kullanilmaktadir.

Calismada incelenen problem yukarida tarif edilen daire eksenli bir cubugun bir
zemin sistemiyle etkilesiminde, cubuktaki kesit tesirlerinin ne sekilde ortaya cika-
cagidir. Yapi-zemin etkilesmesi miihendislikte her zaman 6nemli bir konu olmus-
tur. Farkli 6zellikli zeminlerde yapilan yap1 temel sistemlerinin davranig 6zellik-
leri giiniimiizde de onemini korumaktadir. Burda problemin ¢oziimiinii onemli
Olciide zemin ozelliginin nasil se¢ildigidir. Bu calismada, uygulamada ¢ok genis
bir uygulama alan1 olan teorisindeki basitlige ragmen pratikte ¢ok iyi sonuglar
vermesi sebebi ile Winkler Elastik Zemin Hipotezi kullamlmstir.

Anahatlariyla tanimlanan problem icin bir cok ¢6ziim metodu bulunmaktadir. Bu
mekanik problem bir diferansiyel probleme indirgenmis ve denklemin ¢oziimii
i¢in hem analitik hemde numerik bir ¢ok ¢dziim tarzi vardir. Bu calismada diferan-
siyel denklemin kapali ¢oziimiindeki zorluk niimerik bir hesapla asilmaya calisi-
larak sonuclarin kapali ¢oziime yakinsandig: irdelenmistir.

Giintimiizde elektronik hesap makinalarinin ve bilgisayarlarin gelismesi miihen-
dislerin ve bilim adamlarinin niimerik ve sayisal ¢oziimlemelere olan ilgisini artir-
mistir.  Gliclii bilgisayar programlar1 saniyeler i¢inde ¢ok sayida islem yapan
islemciler eskiden hesaplamasi ¢ok uzun zaman alan islemleri saniyeler i¢inde
gercgeklestirir oldu. Fakat niimerik hesaplamalar her zaman i¢in beklenen sonuglari
vermedigi bilinen bir gergektir.

1.2.Problem Uzerinde Yapilmis Calismalar

Hetenyi [5] 1946’da Winkler zemini iizerine oturan tasiyici sistemler i¢in kesin
cOziimleri bulmaya ugragsmistir. Daha 6nceden de belirtildigi gibi bu problemin
kesin ¢oziimiinde bir ¢ok zorlukla karsilasilmaktadir. Buda bilim adamlarin1 mii-
hendisleri niimerik hesaplar yapmaya yonelten bir etkendir. Diger etken ise de

'Plak , Kabuk vb. gibi sistemler .



bir onceki bashik altinda belirtildigi gibi giiniimiizde sayisal hesap yapan maki-
nalar ve bilgisayarlarin olmasidir. Buna bir 6rnek vermek gerekirse Chudnovsky
Kardegler 1996’da kendi evlerinde yaptiklart bir siiper bilgisayarla T sayisinin
8 milyar1 agkin basamagini hesaplamay1 basarmiglardir. Bunlar gelisen mikro
islemci, nano teknoloji ve giiclii algoritmalar kullanan bilgisayarlar sayesinde ol-
maktadir.

Elastik zemine oturan dairesel eksenli cubuklar ise 1952°de Volterra [6] tarafinda
yapilmigtir. Volterra egriligi sabit bir yaricapa esit olan daire eksenli ¢ubuklar
icin ¢esitli yiikleme tipleri altinda c¢esitli yiikleme tipleri elde etmistir ve bunlari
parametrik olarak tablolar halinde vermistir.

Inan [1-4] 1964°de baslangic degerleri metodu ile daire eksenli ¢ubuklar igin
tasima matrisini elde etmistir. Fakat elastik zemine oturan daire eksenli ¢cubuk
olmasi1 halinde, 6. dereceden bir diferansiyel denklemin karakteristik denklemi-
nin koklerini kapali olarak bulamadig: i¢in bu durumun tasima matrisine ulasa-
mamustir. Ama elastik zemine oturan dogru eksenli ¢cubuklar i¢in 1996°da kapali
bir tasima matrisi vermisgtir.

Kiral ve Ertepinar [10] elastik zemine oturan daire eksenli ¢ubuklara ait genel
denklemleri kanonik bir hale indirgeyerek kapali bir ¢oziime ulagsmislardir.

Kadioglu [11] elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli cubuklarin ¢esitli yiik-
lemeler altinda davraniglarini sonlu elemanlar metodu ile incelemistir.

Artan [9] 1999°da diizlemine dik yiiklii egri eksenli cubuklar i¢in tasima matrisini
kapali olarak vermistir.

1.3.Calismanin Amaci

Bu calismanin amaci elastik bir zemin {izerine oturan daire eksenli ¢ubuk i¢in
kesit tesirlerini baslangi¢c degerleri ve tasima matrisi metodu kullanilarak elde et-
mektir. Oncelikle elastik zemine oturn daire eksenli ¢ubuk icin tasima matrisi
elde edilirken ¢ok yakinsak bir seri olan Picard A¢ilimi1 kullamilmistir. Ama bu
acilimdan fazla terim alinmasi artan hesap yogunlugu ve zorlugu nedeniyle kul-
lamgsizdir. Bu calismada Matrisant Integral Serisi kullamlarak Picard Ac¢ilimin-
dan ¢ok az terim alinsa dahi oldukca yaklasik tasima matrisleri elde etmek miimkiin
olmustur. Elastik zemine oturan daire eksenli ¢ubuk icin yaklagik kesit tesirleri
fonksiyonlar1 elde edilmis ve bunlar grafikler iizerinde yorumlanmugtir.



2.ELASTIiK ZEMINE OTURAN
DAIRESEL CUBUKLARIN ANALIZi

2.1. Tanimlar

Bir ¢ubuk eksen ve dik kesit ad1 verilen iki ana elemandan meydana gelir. Cubuk
eksenini herhangi bir uzay egrisi tegkil edebilir. Bu egriyi;

F=7(s)

seklinde bir yer vektoriiyle tanimlayalim. Bu uzay egrisi izerinde ki herhangi bir
B, ve E), aras1 mesafeyi gosteren yay parcasinin uzunlugu s kadar olsun. Bu bir
egri boyunca tanimlanacak olursa;

5= / g (24)

burada d( ile gosterilen egri boyunca olan diferansiyel yer degistirme vektoriidiir.

Ornegin agilar radyan cinsinden o o, seklinde olan r yarigaph bir cemberde, iki
nokta arasinda ki yay parcasinin uzunlugu;

S:r|(Xz—0Cl|

seklinde olur. Bir sonraki adim olarak eksene bagimli ii¢ birim vektor tarif edilirse;
her ii¢ birim vektor ile 7 = 7(s) ifadesiyle betimlenen yer vektorii arasinda diferan-
siyel geometrik baglar s6z konusudur. Bu vektorler dogrultular: itibariyle asagi-
daki gibi isimlendirilirler;

= Teget Birim Vektor
= Binomal Birim Vektor
= Esas Normal Birim Vektor

S S



Sekil 5: 7, 7, b Eksen Takimi

2.1.1.Serret-Frenet Formiilleri

Frenet formiilleri teget, esas normal ve binormal vektorleri aralarindaki iliskileri
vermektedir. Bunlari su sekilde yazabiliriz;

“ |~

= .7t (25)

f= Z—;, |?‘ = 1 bagintilar1 teget birim vektor i¢indir. 7 adina egrilik denilen ve
sirekli pozitif deger alan bir skalerdir.

=

X:

0 tanjant agisini, s ise yay pargasi uzunlugunu sembolize eder.

d\ d
X:?:Zif:—%)
s 7 7 °
Soo@ ()2 +()?

burada x = % terimini bulmak i¢in bir takim trigonometri ve tiirev isleminden
faydalanilarak;

" " "

dy / 4
d d — = o _ - =
tn¢ — d_i)c = % = %%(md)) = S602¢E = %d_? - seizq)

|

; (tn0)

Q

_do_ 1 GO )-0 )& )
dt



Buradan gerekli islemler yapilirsa

—th—yT (26)

7 vektorii teget vektore dik olup dogrultusu egrilik merkezi yoniindedir. © egrinin
tabii torsiyonu adi verilen ikinci tiir bir egriligi sembolize eder. Biitiin diizlem
egriler icin sifir olmasina karsin uzay egrileri icin sifirdan farklidir. Pozitif yada
negatif degerler alabilir.

= —1i (27)

b = Txit seklinde bir kartezyen ¢arpimdan ibarettir. Frenet formiilleri su sekilde de
yazilabilir;

—

= t
= x.i
%7+ x(th —x7)

X ve T degeri sabit olan egrilere helezon adi verilir. Her iki egriligede sifir olanlara
ise dogru ad1 verilir. Cubuktan normal diizlemle bir kesit alinirsa kesen diizlemin
her iki tarafinda kalmak tizere ¢ubukta iki ayr yiiz olusur. Bir isaret kabulu yap-
mak istenirse; pozitif kesiti dis normali 7 ile aym yonde olan kesit, digerine ise
negatif kesit olarak diisiiniilebilir.

2.1.2.Cubukta Statik Analiz

Dogrultular: ¢ubuk ekseninden gegen ve yayili olan dis kuvvetleri p ile goster-
ilsin. Eger bu dis kuvvetler cubuk ekseninden ge¢cmez iseler bir kuvvet ¢ifti tarif
ederek ¢ubuk eksenine taginabilirler. Bu kuvvet cifti /7 ile gosterilsin. Sonug
olarak ¢ubuga etkiyen biitiin dig kuvvetler p(s) ve mi(s) seklinde iki adet fonksiy-
onla belirlenmis olur. I¢ kuvvetlere gelinirse 7 ile kesite etki eden i¢ kuvvet-
lerin vektorel toplami, M ile de bunlarin agirlik merkezine tasindig1 zaman ortaya
cikan kuvvet cifti tarif edilsin. Bunlara kesit tesirleri adi1 verilmektedir. Aslinda
biitiin yapilmak istenen s ile degiskenlik gosteren 7'(s) ve M(s) fonksiyonlarini
hesaplayabilmektedir. Bu bahsi gegen kesit tesirlerinin daha énceden belirtilen (7,
nl, E) eksen takimindaki koordinatlar: farkli anlamlar ifade eder.

5



Kesit tesirleri bu eksen takimina indirgendiginde cisimlerin mukavemetinin de
konusu olan basit mukavemet halleri ile karsilasmak miimkiindiir. Ornek verilirse;
eksenel normal kuvvet hali, burulma hali, basit egilme v.b gibi mukavemet hal-
lerinde cubuk elemana kesit tesirlerinin yanliz bir bilesenin etkidigi diisiiniilerek
problem basitlestirilir ve olayin miithendislik dogas1 hakkinda fikir vermesi bek-
lenir. Bunun yapilmasindaki amag¢ ¢ok kompleks hesaplamalar gerektiren sekil
degistiren cisimler teorisini basitlestirerek uygulamali mekanige yonelik sonuglar
elde etmektir.

T7=T, , Eksenel Normal Kuvvet

T.7i =T, , 7 Ekseni Kesme Kuvveti

T.b= 1, b Ekseni Kesme Kuvveti

M7 =M, , Burulma Momenti

M.7i = M,, , 7i Ekseni Etrafinda Egilme Momenti
Mb=M b b Ekseni Etrafindaki Egilme Momenti

Bagintilart sonucu kesitteki kuvvet ve moment bilesenleri ; 7, , 7, , Tp, , M,EI , M,
, M}, seklinde toplam 6 tanedir.

Simdi ise bu T'(s) ve M (s) fonksiyonlarmnin dig kuvvetlerle olan diferansiyel bag-
lantilar1 aragtirilsin. Bunu elde etmek i¢in As uzunlugunda ve dengede olan bir
cubuk eleman: olugturulur ve bunun denge denklemi ile B, noktasina gore mo-
ment denklemi yazilirsa;

Not: Burulma Momenti; M ’nin kesitin agarlik merkezine etkidigi durum icin gecerlidir.
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Sekil 6: Cubukta Statik Denge

—T4+T+AT + pAs = 0, DengeDenklemi

— M — M+ AM +mAs + AF x (T 4+ AT) = 0, B,,yeGoreMoment

+ AT 4+ pAs=0

+ AM +mAs +AF x (T +AT) =0
Limit teoremi kullanilarak ;

AT pAs
lim — + 5= = 28
AsH—r}oAEJFAs (28)
dT
—+p=0 (29)
ds
AM WAs A L.
lim ~o 4+ 125 2T (P AT) = 30)



L

|§l.

+5=0

QU

N
M T 7 +i=0

Diferansiyel Denge Denklemleri yada Alan Denklemleri ad1 verilen ¢cok 6nemli
iki denklemi elde edilmistir. Bu denklemler kurulurken ¢ubugun sekil degistirmis
hali g6z oniine alinmamustir. I. Mertebe teorisi esasina gore sekil degistirmeler ve
yer degistirmeler ¢ok kiiciiktiir.

2.1.3.Cubugun Sekil Degistirmesi

Cubuk dis yiiklerin etkisiyle sekil degistirdigi zaman ekseni tizerindeki bir P nok-
tas1 konusundan uzaklagarak yeni bir P noktasina gelir. Bu iki noktay1 birbirine
baglayan ¢izgi bir vektor gibi diisiiniiliirse PP’ gibi bir yer degistirme vektorii elde
edilir. Buda s ye bagh bir U vektorii ile gosterilirse;

PP =U(s)

gibi bir esitlik yazilabilir. Bu fonksiyon belirlendigi zaman eksenin sekil degistir-
meden sonraki konumu tamamen belli olur. Eger dik kesitin sekil degistirmeden
sonraki konumuna bakilacak olunursa olduk¢a karmagik bir geometrik hal aldig1
gozlenir. Bu noktada Bernoulli prensibi ve 1. Mertebe teorisi uyarinca sekil de-
gistirmeden Once diizleme dik olan kesit sekil degistirdikten sonra diizlem kalir.
Dik kesitin diizlemsel bir sekilden olan sapmalar1 ihmal edilecektir. Hatta ke-
sitin baz1 noktalardaki bir 6telenme ve donmeden olusan rijit levhanin hareketine
benzetilebilir. U (s) vektorii dik kesitin agirlik merkezine ait 6telenmesini €2(s)
ise agirlik merkezinden gecen eksen etrafindaki donmeyi gosterir. Siddetleri ¢cok
kiigiik olarak kabul edilen bu iki vektor ayn1 cisme ait dik kesitin hareketini tanim-
ladig1 icin aralarinda bir diferansiyel bagint1 vardir. Birim uzunlukta bir cubul el-
emani i¢in oncekilerden farkl iki yeni vektor daha tanimlamak gerekir. V: relatif
birim kayma, ®: relatif birim donme. Bu son gosterilen iki vektorle dncekiler
arasinda birtakim diferansiyel bagintilar vardir;

L dU
= ()2 — 1
Y (ds)g 0 (31
L d9
b=—" (32)

U (s) ile fl(s) arasindaki baginti; ¢cubuk ekseni iizerinde alinan iki noktanin yer
degistirmelerinin farki AU ile gosterilsin. Burada bu iki nokta YAs kadar relatif
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bir farkla hareket eder. Ilk noktadan gecen kesit Q kadar doniince diger nokta
QxAr kadar doner.

AU =7¥.As+ Q x AF (33)
AU As = AP
lim —=V.—+Qx — 4
Agglo As YAs+ % As 34
A¥
Not: — =t 35
ot : o (35)
AU — = —
— =7+ QX7 (36)
As

ifadesi aranilan bagintiy1 verir. Bu bagintiya uygunluk sarti denilmektedir. Kesit
tesirleri bulunurken yapilan kabuller burada da gecerlidir. Sonug olarak U, Q. ¥, ®
vektor fonksiyonlar1 arasinda asagidaki bagintilar s6z konusudur.

o

22 H=0 37

5@ (37)
ai . 4
L =TxQ+7=0 (38)
ds

Y:: Birim Uzama. v;,7,: Farkli iki dogrultudaki kaymalar. ®;: Burulmada ki birim
donme. ;,®,: n, b eksenleri etrafinda egilmeler. Yer degistirme hesaplarinda
®’nin rolii Y'dan 6nemli oldugu i¢in; y = 0 kabul edilir. Yapilan bu kabul ile
kayma uzamalar1 ihmal edilmis olur.

2.1.4.Kesit Tesirleri ile Sekil Degistirme Bagintilar:

Bu baglik altinda incelene; T, M kesit tesitleri ile ¥, @ sekil degistirme vektorleri
arasindaki fiziksel iligkiyi betimleyen bagintilardir. Malzeme homojen, izotrop
ve elastik kabul edilir, davranig linerdir ve Hooke kanunu gecerlidir. Tanimlarin-
dan da anlagildig1 gibi kesme kuvvetleri ile uzama ve kaymalar, momentlerle de
donmeler ilgilidir. Bu isigki bir fonksiyonla gosterilirse;

T=f) (39)



M=f(©) (40)

bu f "ve f ! fonksiyonu birer liner vektor fonksiyonudur. Buradan vektorlerin koor-
dinatlarinin liner bagimli oldugu anlagilir. Se¢ilen herhangi bir a, b ve ¢ koordinat
sistemi i¢in yukarida bahsi gecen vektorlerin bu koordinat sistemindeki halleri;

I, = Caaya + Cabyb + Cac’yc

Ty = Cpaya + Cpiyp + Cpeye

Te = Ceaya + Cepyp + Ceeye

olur . Indissel gosterim kullanilar bu uzun ifadeyi kisaltilirsa;
T = Ciei

Benzer sekilde ;

My = Saawa + Sabwb + Sacoc

Mp = Spawa + Sbbob + Sheac

M. = Scawa + Scbob + Sccac

M; = Dixok

Cir katsayilar1 kesme kuvvetleri ve kaymalarla iligkili oldugundan buna ¢ubugun

......

......

T=Cy,M=8.®

Bu C ve S tansorleri simetriktir. Yani 9 elemandan olusan bu tansorlerin belirli
olabilmesi icin simetriden dolay1 6 biiyiikliik yeterli olacaktir. Eksen takiminin
degisimine gore transformasyona ugrarlar. Bazi 6zel eksen takimlarinda olduk¢a
sade ve kullanigl bir hale gelirler. Ornegin bu ¢alismada kabul edilen 7, ﬁ,B takimi
icin bunlar;

C: O 0 Sy 0 0
0 G Cyp 0 Sen Swp
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seklinde olmaktadir. Ortaya ¢ikan bu sadelesmenin nedeni; ¥, eksenel birim uza-
masint yanliz 7; eksenel normal kuvvetine, ®; birim burulma a¢isininda yanhz M;
burulma momentine bagh olmasidir. Isi daha ileri gétiiriip ﬁ,z takiminin kesitin
simetri ekseniyle cakistig1 varsayilirsa;

Ctt 0 O Stt 0 0
C= 0 Cun O veS=| 0 S,, O
0 0 Cbb 0 0 Sbb

sekline gelir. Fakat S matrisinin diagonal hale gelmesi i¢in kesitte ¢ift simetri
olmasina ihtiyac yoktur. Bir eksen 7 digerleride , & asal eksenleri oldugu zaman;

S« 0 0
S=| 0 Sg¢ 0
0 0 Sg

......

sOrlerinin determinantlar sifirdan farkli oldugu i¢in tersleri vardir denilebilir.

y=Cc'.T,6=S"'.M

Burada C~!, S~! Esneklik tansorleri olarak adlandirilir.
2.1.5.Aranan Kesit Degerleri ve Kullanilan Denklemler
BILINMEYENLER,;

Kesit Tesirleri

T ( Kuvvet Tesiri) , M (Moment Tesiri)

Yer degistirme vektorleri

U (Otelenme Bilesenleri) , Q (Donme Bilesenleri)

Sekil Degisirme Vektorleri

¥ (Birim Kaymalar) , ® (Birim Dénmeler)
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DENKLEMLER;

Denge Denklemleri

dT
T + p =0, (KuvvetDengeDenklemi) (41)
s
dM — d — .
5 +1x T +m=0,(MomentDengeDenklemi) (42)
s
Uygunluk Denklemleri
dQ
s (43)
v . =
L —ixG-7 (44)
ds

Hooke Kanunlari

y=C'.T,d=5"'".M
2.2.Dogru Eksenli Cubuklar

Bir dogrunun yada dogru parcasinin egriligi (¥) ve tabii torsiyonu (T) stfirdir.
Boylelikle [25| denkleminden, teget birim vektor (f) sabit bir vektor olur. 7i ve b
vektorleri ise Serret-Frenet bagintilarindan kolayca goriileceg8i gibi . 27) an-
lamim yitirir. Bu sebepten otiirii dogru eksenli cubuklar hareketli 7,7, b takimu
yerine sabit bir koordinat eksenine yerlestirilir. Ornegin, cubuk eksenini gosteren
bir z ekseni ve diizlem iizerinde secilen x ve y eksenleri sabit bir koordinat ii¢liisii-
diir. Cubuk en kesiti yani diizlemi sabit oldugunda bahsi gegen x, y eksenleri asal
eksen takimi olarak se¢ilmez iseler; dik kesitin asal eksen takimi , & ve bunlarla
herhangi bir x, y eksen takimi arasinda a¢1 @ = @(s) seklinde bir fonksiyonla,
dik kesitin eksene gore tarifi yapilmas: gerekir. Formiillerle kolaylik saglamasi
acisindan x, y eksenlerinin asal eksen takimi olarak secilmelerinde fayda vardir.
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Daha 6nceden cikarilan denge denklemlerinde s yerine z, 7 yerine de k olarak z ek-
seni dogrultusundaki birim vektorii tanimlanirsa dogru eksenli ¢ubuklar icin alan
denklemleri bulunmus olur.

Alan Denklemleri

L
W Ex T+ =0 (45)
Uygunluk Denklemleri
% —0=0 (46)
g —kxQ—7 (47)

Hooke Kanunlari
T=C.¥

M=S.0®

haline gelir. Eger istenilirse bu vektorel denklemlerin skaler halleride yazilabilinir
ve cubuklarin eksenel normal kuvvet altinda egilmelerinden bagimsiz olarak bu-
rulma, kesme etkisi olmadan egilme, kesmeli egilme, eksenel normal kuvvetin
egilmeye etkisi, egilmeyi etkileyen biitiin tesirleri i¢ine alan elastik zemine oturan
cubuk gibi mukavemet konular1 incelenebilir.

2.3.Diizlemsel Cubuklar

Daha 6nceden tanimlanan ¢ubuk ekseni eger bir diizlem i¢inde yer aliyorsa boyle
¢ubuklara diizlemsel ¢ubuklar denir. Frenet formiilleri, diizlemsel ¢ubuklarda rabi
torsiyon T = 0 ve binormal vektor b = sabit olmaktadir.
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dT
—+p=0 (48)
ds

Denge denkleminde ds = Ad@ olarak alinsin. Bu vektorler Denge denklemi 7, 7, b
takiminda skaler olarak yazilirsa;

T, -
dg D=0 (49)
dT, -
a’q;l +Ti+Apn =0 (50)
a7,

——+Ap, =0 51
d(p+ Pb (51)

% +7x T+ = 0...Vektorel moment denkleminden

dm,
d(pt _Mn +7\J’l’l; =0 (52)
dM,
4+ M, — AT}, +Am, =0 (53)
do
dM,
d_(pb + AT, +Amp =0 (54)

seklinde 6 adet skaler denklem elde edilir. Uygunluk denklemlerinde ise;

% —0=0..... vektorel donme denkleminden

dQ
d—(pt—Qn—Mx),:O (55)
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+Q -, =0 (56)

dQy,
2 o, =0 57
d(p () ( )
—”f};] +7xQ— v...... vektorel sekil degistirme denkleminden
dU
Eé_ar%%ZO (58)
dU,
U —AQp — Ay =0 S
do TU ANy (59
dU,
—2 Ay — Ay, =0 60
do H M= (60)

Boylelikle aranan dort T, M , U , Q vektoriiniin 1,1, b eksen takimindaki koordi-
natlar1 elde edilmis olur.

y=Cc'.T,6=S"'.M

Hooke kanunlar1 bu 12 denklemde yerine konulursa bilinmeyen sayist 18’den
12’ye dﬁ§er(ﬂt,ﬁ7ln,ﬂb, Tt, Tn, Tb, 17,, 17,,, (7;,, ﬁ,, ﬁn, ﬁb). Yapilacak bir takim kab-
ullerle bu denklem sisteminde sadelestirmeler ve sistemi 2 farkli problemin ¢oziimii
haline getirmek miimkiindiir. Cubuk ekseninin icinde yer aldig1 diizlemin iki tane
simetri ekseni oldugu ve dik kesit ad1 verilen diizlemi tarif eden 7, b takimi ile
her kesitte cakistig1 kabul edilsin. Bu kabul S rijitlik tansoriinii sadece diagonal
elemanlardan olusan bir hale getirir. Sekil degistirmelerle ilgili olarak ise Kesme
ve Normal kuvvetlerin etkisini momentler yaninda ¢ok kii¢iik kabul edilir ve

=0
olarak alinirsa ;
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@—Qn—xM‘:o
do Sit
dQ, M,
Q—1=0
a’(p+ ! Sin
dQy My _
do Swb
dU,
1 _U,=0
de
dU,
THU -\, =
d(p_l_ t b
ﬂ%+%gn_o
de

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

bagintilar1 elde edilir. fj,, 17,1, ﬁb, T}, Tn, 1\71;, fonksiyonlarini d ier bir ¢ uill

ljb, ﬁt, ﬁn, fb, M}, M kesit fonksiyonlarindan ayirmak Ve

bagintilarindan goriildiigii gibi her iki fonksiyon grubunu farkl iki denklem ta-
kiminin ¢6ziimiine indirgemek olasidir. ilk gruptaki T,, T,, My kuvvet ve kuvvet
cifti biiyiikliiklerinin hepsi ¢ubuk eksenin bulundugu diizlemde U, U,, Q, ise
aynit diizlem icinde sekil degistirmelerdir. Dis kuvvet bilesenleri olan p;, pj,
my, bu diizleme etkir. Sonug¢ olarak birinci grupta dis ve i¢ kuvvetler ¢cubuk dii-
zlemi i¢indedir. Diger gruptaki Ty, M;, M,, kuvvet ve kuvvet cifti biiytikliikleri
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cubuga dik olarak ortaya c¢ikarlar. U, Q. Q, yer degistirme ve sekil degistirme
biiytikliikleri ayni diizleme dik olurlar. Dis etkiler olan py,, m;, m, biiytikliikleri
de cubuga dik olarak etki etmektedir. Ilk gruba benzer olarak, ikinci gruptaki etki
ve sonuclarda cubuk diizlemine dik olmaktadir. Siradaki boliimde Egri Eksenli
Cubuklar iki ana katagoriye ayrilarak incelenmistir.

2.3.1.Diizleminde Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar:

Bu tip cubuklar i¢in aranan kesit tesirleri; 7;, 7,,, M, yerdegistirme ve donmeler
ise; U;, Uy, ©p olmak iizere 6 adet bilinmeyen fonksiyon olarak ortaya c¢ikar.
Bu bilinmeyen fonksiyonlardan birisi secilip digerini bunun cinsinden yazilarak
¢Oziim aranirs

[k adimda esas degisken olarak U, secilir ve diger bilinmeyenler bunun cinsinden
yazilmaya calisilir;

U, = i
0, - ok sleos” 9. (L))
Mo= Bk leos o ()
Ti= Lol g rassaitg o0 93 (s )]
T = folide (3 do oo g c05” @iig (corg)])]
N dm;, —Apa (68)

Buradan yok etme metodu kullanilarak; U, nin saglamak zorunda oldugu diferan-
siyel denklem,

d 204 1 dDpd, 1 d, o d U
coskd(p[ (pd(p[kCOS(pd(p A d(p(hCOS(pd(p[ (pd(p(COS(p)])m
d dzmb
= Jo P M g (69)

olarak elde edilir. Not:Egitsizlikler degisken degistirme islemi yapilarak elde
edilmistir. Bu diferansiyel denklemin sag tarafindaki terimleridir. Bu diferansiyel

3Bu ¢oziim [1] nolu kaynak, sy.119’da bulunabilir.
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denklemin sag tarafindaki terimler yiik terimleridir. Sol tarafi ise 6. Mertebeden
degisken katsayili bir diferansiyel denklemlerdir. Cubuk iizerinde yayili yiik ve
yayilt moment olmadig1 durumda genel denklemlerde gecen yiik ve moment ter-
imlerini sifir yapilir ve homojen hal i¢in bu diferansiyel denklem 6 defa integre
edilirse;

U, = cos @(Cy + Cotanh + Cstan® A+ Cytan® A+ Cstan*A + Cgtan®))  (70)

denklemine ulagilir. Diger bilinmeyen kesit tesirlerinin yukarida elde edilen inte-
grasyon sabitlerine bagh U, cinsinden ifadeleri yazilirsa, integrasyon sabitlerine
bagl formiilasyonlari elde edilmis olur. Incelenen problemin sinir sartlari kul-
lanilarak bu integrasyon sabitleri ve bilinmeyen degerler elde edilinebilir.

2.3.2.Diizlemine Dik Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar

Bu tip bir yiikleme altinda ¢ubukta olusan i¢ kuvvetler; 7, M,,, M; yerdegistirme
ve donmeler ise Up, €, ; seklinde olmaktadir. 19 kuvvet sembollerinden de an-
lagildig1 gibi kesit igerisinde 2 tiir moment olugsmaktadir. Bunlar M,, egilme mo-
menti ve M; burulma momentidir. Yani ¢ubuk eleman i¢in bir burulmali egilme
hali s6z konusudur. Cbzﬁnﬁ icin; 11k adlmda denklemlerinden 7, ifadesi inte-
gre edilir;

¢
T=Ci— [ pdo a1
0

2. adimda, 54| denklemlerinden M,,, M;’den herhangi biri yok edilerek, 6rnegin
burada M,, yok edilmistir;

d*M,

do?
bagintisina ulagilir. Burda da 2 ardisik integrasyon yapilirsa M; fonksiyonu ¢ ve
ic adet integral sabitine baglh olarak bulunur.

d
+M; = AT}, — Am,, — %(kmt) (72)

M, = — Amy (73)

4Detayli ¢coziim [1] nolu kaynak sy. 126’da bulunabilir.
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[67)denklemlerinde Q,, , Q; den herhangi biri yok edilerek, burada €, yok edilmistir;

d*Q, M, d . M,
4, =AT — — (A= 74
dq)z + 1 Srm + b dq)( Stt ) ( )

bagintist bulunur. Bu bagint1 2 kere integre edilir ve;
Ql‘ == Qt(C17C23C37C45C57(p)
¢Oziimiine ulagilir. Buradaki Cy, C;,C5 katsayilar1 daha once M; integrasyonundan
gelen sabitlerdir. Cy4,Cs ise yani sabitlerdir. Bu ¢oziim denkleminde yerine
konursa;
dQ M
Q,=—L A=t
do Sit
elde edilir. Son olarak denklemi bagintilarindaki U, ifadesinde yerine
konulursa;

(75)

¢
Uy, = Cg / AQ,do (76)
0

Uy icin bu bagimnt1 elde edilir. Cg son integrasyon sabitidir. Burada uygulanan

metod Kendi diizleminde yiiklere maruz ¢ubuklarin ¢oziimiindekine benzemekle

beraber farkli bir yontemdir. Orada U; esas bilinmeyen fonksiyon olarak se¢ilmekte
ve bunun saglanmasi gereken 6. dereceden diferansiyel denklem arastirilirken

diger bilinmeyenlerin hepsi U;’den ardasik tiirev yoluyla elde edilmektedir. Bu-

rada ise esas bilinmeyen olarak 7} fonksiyonu se¢ilmekte ve bir sabit farkla birinci

dereceden bir denklem bulunmaktadir. Diger bilinmeyen fonksiyonlarin hesabinda,
Tp’den ardasik integrasyon uygulanmaktadir. Fakat bu bahsi gegen diizlemsel

cubugun 6zel bir hal olarak dairesel bir diizleme sahip olmasi durumunda U’ nin

saglamasi gereken gene aymi 6. derecede bir diferansiyel denklem elde etme

yoluyla ¢oziime gidilebilir. Integrasyon sabitleri daha 6nce oldugu gibi yine sinir

kosullar1 yardimiyla belirlenebilir.
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2.4.Diizlemsel Cubuklar Icin Simr Kosullar

Smir kogsullarinin incelenmesinde daha onceki bagliktaki gibi 2 ana grup 4 alt
kisim olusturulmustur.

2.4.1.Diizleminde Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar icin Smir Kosullari:

Bahsedecegimiz 4 ana grubu su sekilde siralayabiliriz; Serbest u¢, Kayict mesnetli
uc, Sabit mesnetli u¢, Ankastre uc.

e Serbest u¢:Buradaki tiim sinir sartlart Dinamik Tip sinir sartidir. Yani sadece
kuvvet kosullar1 mevcuttur.

T, = T(B)
T, = T,,(B)
My = My(B)

Sekil 7: Serbest Ug

e Kayicit mesnetli u¢:Buradaki sinir sartlart hem Dinamik hemde Geometrik
Tip sinir sartt bulundurur. Buna karigik mesnet kosullar1 da diyebiliriz.
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Sekil 8: Kayict Mesnetli Ug

T,=0
M, =0
Ut:()

e Sabit mesnetli u¢c:Burada da karigik mesnet kosullar1 ortaya ¢ikar.

M, =0
Ut:()

e Ankastre mesnetli u¢c:Burada da sinir sartlarinin hepsi Geometrik Tiptendir.

Ut:()
Qp=0

2.4.2.Diizlemine Dik Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar Icin Stmir Kosullar:

Bu tiir cubuklarin ug¢larinda yada baslarinda Uy, €, Q, olmak iizere 3 tip hareket
serbesitesi vardir. Mesnetin diizenlenme sekline gore, cubugun mesnetli ucuna
istenilen hareket serbestligi verilebilir.
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Sekil 9: Ankastre Mesnetli U¢

e Serbest u¢:Dinamik Tip sinir sarti;

M, = sabit
M, = sabit
T, = sabit

Sekil 10: Serbest Ug

e Sabit mesnetli u¢:Burulmaya ve egilmeye karsi bir mesnetleme tiiriidiir. Don-
meler serbestir.
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Sekil 11: Sabit Mesnetli U¢

e Yar1 Mafsall1 Sabit mesnetli u¢:Sabit mesnete Q, serbestligi verilerek mes-
net yalniz egilme yoniinden calistirilabilir.

U,=0
Qt:()

e Yar1 Ankastre mesnetli uc:Sabit mesnete €, serbestligi verilerek mesnet yal-
niz burulma yoniinden de ¢aligtirilabilir.

U,=0
M[:O
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Sekil 12: Kayici1 Mesnetli U¢

e Tam Ankastre mesnetli u¢:Sinir sartlar1 Geometrik Tiptendir.

Up,=0
Qt:O
Q,=0

Sekil 13: Tam Ankastre Mesnetli Ug
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2.5.Dairesel Cubuklar
2.5.1.Diizleminde Egilen Dairesel Cubuklar

Oncelikle kendi diizlemi i¢inde yiiklere maruz kalan yani burulmasiz egilme ha-
linde olan dairesel ¢ubuklar incelenmistir. Segilen ¢ubuk eksenin daireselligi,
onun denklemleri kolaylastiracak basit karakterli bir egri olmasindan kaynaklanir.
Simdi r yarigapl bir daire iizerinde rastgele segilen bir B noktasindan keyfi uza-
kliktaki bir kesit, @ acisina bagh olarak tanimlansin. Yerdegistirme, donme, mo-
ment ve kesme kuvveti vektorel olarak gosterilirse; U(9), Q(¢), M(¢), T(¢) gibi
bir hal alir. Bunlar skaler olarak Uj, Q. Q, ticliisiindeki bilesenlerine ayrilarak
gosterilebilir. Diizlem hal i¢in elde edilen genel denklemler;

dT;
— =T, +A =0
d(P + Ap;
dT,
=0
do
dM
b AT+ um, =0
do
du,
do e
duU,
LU ANy —Ay, =0 77
d(p+ t b i (77)

olur. Yukarida bahsedilen r yarigapli ¢ember i¢in bunlar dﬁzenlenirseﬂ Dts Pn V€
my, ile teorinin bagindan y; = vy; = 0 olarak kabul edilmis olan terimler denklemlere
katilmaz. A egriligi cubuklar i¢in sabittir ve burada R degerine esittir. A = R;

U =U,
U, =—U +RQ,
g, = 2u,
Sp
M, = —RT,
T, =-T,
T, =T, (78)

> Diizenleme homojen hal icindir. Cubuk boyunca yayili durumda olan bir yiik yada moment
yoktur
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AY O T T T bt o e Aot N e Tes

Not:y:%,

bu diferansiyel denklem takiminin ¢oziimii igirﬁ alt1 skaler fonksiyondan biri esas
alinip digerleri bunun tiirevleri cinsinden ifade edilirse; Burada secilen esas bilin-
meyen fonksiyon U, dir,

d
v
do
1 d*U,
Q, =_
b = gY do?
Sb dUt d3Ut
M —_ =
Sy, d*U, d*U,
T =0 T dot)
R’ d*¢ do
Sb d3Ut dSUt
T, =——(——+—c

elde edilir. Bu sekilde yok etmeye devam edilirse homogen hal icin U; nin sagla-
mas1 gereken diferansiyel denklem;

d°vU, _d*U, d*U,

= 80
70 + o + 70 (80)
olur. Bu yiiksek mertebeden liner homojen diferansiyel denklemin ¢oziimii;
U =C1+ G0+ C3sin@+C4cos @+ C5@sin@ + Ce@cos @ (81)

seklindedir. Buradaki C; integrasyon sabitleri baslangi¢ degerleri verildigi za-
man hesaplanabilir ve Ut bilinmeyeni baglangi¢ degerlerine bagl olarak ifade
edilebilir. Aym islem diger 5 bilinmeyen i¢inde yapilirsa, tiim bilinmeyenler
baslangic degerlerine bagh olarak ifade edilmis olur. Integrasyon sabitlerinin

671] nolu kaynak sy.77’de bulunabilir.
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baslangic degerlerine gore nasil hesaplanacagi tasima matrisi konusunda agik-
lanacaktir.

2.5.2.Diizlemine Dik Kuvvet Etkisinde Dairesel Cubuklar:

Oncelikle diizlemine dik yiikler etkiyen bir diizlemsel cubuk icin genel denklem-
ler belirlenecek olursa; Burada ki dis kuvvetler py,, m; ve m,, seklinde siralanabilir.
Buradan , aranan i¢ kuvvetler; 7;,, M;, M,,, yerdegistirme ve donmeler; Up, Q;, Q,
olarak ortaya cikar. Dig yiiklerin mevcut olmas1 ve ¢ubuk eksenin herhangi bir
diizlem ile tegkil edilmesi hali i¢in genel denklemler agagida verildigi sekildedir;

du,
— 420, = 0
d(pjL "
dQ, M,
—A— =0
do ! Sun
dQ[ M[
——Q,—-A— =0
do " St
M
LM, —ATpy+Am, = 0
do
dM
[—Mn-l-lm; =0
do
daT,
— A =0 82
d(p+ Db (82)

Bu genel denklemler egriligi R olan ve iizerine yayili yiikk ya da moment etkimeyen
dairesel cubuk icin yeniden diizenlenirse[];

U, = —RQ,
R
Q, =-Q+—M,
S}’l}’l
R
Q =Q,+—M,
Stt
M, = —M,+RT,
Mt - Mn
T, — (83)

"Homojen Durum

27



seklinde alt1 adet genel denklem elde edilmistir olur. Simdi bunun ¢dziimiiniin

nasil yapilabilenecegi arastirilsin. Kendi diizleminde yiiklii ¢ubuklarin analizinde

yapildig1 gibi bilinmeyenlerden bir tanesi esas alip, digerleri bunun tiirevleri cinsin-
den ifade edilrse; Burada bilinmeyen olarak u;, yer de8istirmesi alinmustir;

o __1dU
" Rdo
o ::1( ¢ d*U, 2g+1d%@)
" TR1+4cdo* ' 1+¢ d¢?
Sy G d4Ub dZUb
M, = —=
. R2(1+<;)(d(p4 d(pz)
v :§2(g U, 2¢+1d%U, dwv
" TR 14¢de’ | 1+4¢ dod ' do
Sy, d°U, _d*U, dU,
h = (S 4+ =0) (84)

TR do do? + do
Not: ¢ = g—;

yok etme islemine devam edilirse, sadece U, nin saglanmasi gereken diferansiyel
denklemi su sekilde elde ederiz;

v, _d*u, d*U;
2 =0 85
a0 de TPy ®)

Bu homojen Diferansiyel Denklemin Baglangi¢c Degerleri Metodu ve Tasima Ma-
trisi kullanilarak nasil ¢oziilecegi ilerleyen baglik altinda incelenmistir.

2.6.Baslangic Degerleri Metodu ve Tasima Matrisi

Baslangic Degerleri Metodu tek degiskenli problemlere uygulanan bir metottur.
Amaci sinir deger problemleri baslangi¢c deger problemlere ¢evirerek ara sartlarda
dolay1 girebilecek ek sabit degerlerin Oniine gegmek ve problemi basta belirlenen
sabitlerle ¢ozmektir. Hesaplarin daha dogru ve diizenli yapilabilmesi bakimin-
dan bu metot uygulanirken matris formasyonlar1 kullanmak cok daha iyi sonug
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verir. Matris notasyonu kullanildig1 zaman, daha onceden de belirtmis oldugu-
muzdegiskenin farkli degerleri arasinda gecisi saglayan ve Tasima Matrisi adi
verilen matrisin onemi biiyiiktiir.

Bir sistemin durumunu belirlemek i¢in, onun koordinatlarina ihtiyacimiz oldugu
aciktir. Bunlarin sayist sistemden sisteme farkliliklar gosterir. Genel bir tarif
yapmak ag¢isindan bu say1 n olarak kabul edilsin.

Baglangic Degerleri Metodu’nun bir degiskenli problemlere uygulandigi belir-
tilmigti. Simdi bu sistemin durumunu belirleyen P; koordinatlari bir parametriye
bagli olarak gosterilsin. Ornegin bu parametre ¢ zaman parametresi olabilir.

Pi[t],i=1,2,3,........ n—1,n

Sistemin durumunu belirten # tane tek degiskenli fonksiyon vardir. Bu n degiskenli
fonksiyonlar bir vektoriin koordinatlari gibi diisiiniiliip;

P[t] =

olarak yazilabilir. Bu vektore Durum Vektorii denir.Durum Vektorii’niin koordi-
natlari, boyutsuzluk sekilde olusturmak gerekir. P[f] vektoriinii nasil belirtmek
icin Kanonik (diizgiin, diizenli) tasvir denilen sekilde tarif oldukca basittir. Buna
gecmeden once yapilmasi gereken sey Durum Vektoriinii’ niin biitiin P;[t] koordi-
natlarinin (fonksiyonlarinin) 1. tiirevlerinin bulundugunu kabul etmek ve Durum
Vektorii’niinkine benzer bir matris notasyonuyla gostermektir. Bu gosterim agagi-
daki gibi bir esitligi ortaya ¢ikar.
[ Pilr] ]
P, |t]
P3 [l‘ ]

—

P[t] =
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Kanonik Tasvirle yapilmak istenen Pt|il eP [t] vektorleri arasindaki iligkiyi belirt-
mektir. Yani parametrenin t anindaki degeriyle, t+dt degeri arasindaki degisimi
gosterim seklidir. Fakat bu baginti nasildir? Liner mi yoksa liner olmayan bir
bagintimi s6z konusudur? Bu sorularin cevabi ¢oziim seklini biiyiik dl¢iide etk-
iler. Bu ¢calismada bagint1 liner olarak kabul edilmistir. Linerlik kabulu, bu iliskiyi
bir liner denklem sistemiyle tarif edilmesine olanak verir.

Pl[t] =di XPI[I]—l—dIQXPQ[[]-}-...—l—dlnXPn[t]
Pz[t] =dy XPl[t]—}—dzszz[t]—l—...—i—dznXPn[t]
P3[l‘] =d3 XP][Z]—l—dg,zXPQ[I]—}-...—}-dg,nXPn[t]

Pn[t] =dy XP][I]-l-dnz ><P2[t]+...+dnn><Pn[t] (86)

Bu 7 adet liner denklem sisteminde bulunan d;; katsayilar1 P; koordinatlarindan
bagimsizdir. Ama t parametresine bagli olabilirler. Denklem sistemini daha diizenli
bir halde gosterilecek olursa;

P[t] = D.P|t] (87)

Bu formiilasyonda gecen D matrisi kare bir matristir ve Diferansiyel Geg¢is Matrisi
olarak nitelendirilir. Bu matris, sistemin yakin durumlar1 aras1 geciste kullanilir.

diy dip . . . din |

dy dyp . . . dy

D — d3l d32 . . . d3l’l
| dut dpp . .. du |

[@]] nolu ifade de tiirevin tanimindan faydalanilarak,

P[t+dt] = P[t|[D.P(t)|dt (88)

esitligine ulagilir. Bu ifade ile sistemin yakin durumlari arasindaki gegisi ifade
eden bir denklem kurulmusg olur. Burada t=0 anindan herhangi bir t anina sonsuz
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kiiciik adimla yani parca parga bir diferansiyel gec¢isle ulasmak miimkiindiir. Ayni
zamanda bunun yerine tek bir integral gecis de yapilabilir. Bu bir defada parame-
trenin t=0 ait degerden t anina ait degere gecisi saglayan matrise Tasima Matrisi
denilir.

P[t] = F|[t].P[0] (89)

P[0] durum vektorii,

P[0] =

seklinde ifade edilir. Bunlar durum vektoriiniin baslangi¢ degerleridir. F(t) ile de
bir kare matris olan Tasima Matrisi,

[ fir fizoo - o fin |

1 2 o . fa

p= | B 2 fa
| f;.n f;12 f}:m ]

seklinde gosterilir. Buradaki f;; de8erleri zaman parametresi yerine ¢ konum
degiskenine bagh fonksiyonlar olabilir. Bu boyutlu siirekli ortamlar icin (Cubuk
Mukavemeti Problemleri) bu parametre yeri gésteren bir konum degiskenidir. F(t)
Tasima Matrisi konum degiskenine bagli olarak ifade edilirse,

[ (o) fi2(e) - . . fia(e) ]
£21(0) f2(0) - . . fau(9)
po | /1@ f(e) - . . fu(e)

gosterimini ulagilir. Simdi problemin diferansiyel karakterini gosteren D Difer-
ansiyel Geg¢is Matrisinden, problemin integral karakterini gosteren F Tasima Ma-
trisini nasil dogrudan elde edilecegini inceleyelim.
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2.6.1.Tasima Matrisinin Hesabi ve Ozellikleri

Bir oncekibaglik altinda denklemi ile gdsterilen durum matrisinin, baglangi¢
degerleri ve tasima matrisine baglh ifadesi hatirlanacak olursa;

Burada F[t] matrisini bulmak i¢in bunun saglamasi gereken diferansiyel denklem
arastirilsin;

Plt]  F[t] P[O]
dr — dt  dt
P[] = F [t].P[0]

denkleminden, P [t] = DP[t] oldugu hatirlanarak

DP[t] = F [t].P[0]

ifadesinde Plt] yerine denklemi konulursa;

D.F[f].P[0] = F [1].P[0]
D.F[t].P[0] — F [t].P[0] 0
ID.F[t]—F [{]].P[0] = 0
P[0] # Oise
[DF[t]-F[]] = 0
F'lfj = D.F[i] (90)

bagintis1 bulunur. Goriildiigii gibi D matrisi sistemin iki farkli konumu arasindaki
diferansiyel bag1 karakterize etmektedir. Burada D matrisinin biitiin elemanlarinin
sabit olmasi halinde [90] diferansiyel denkleminin 6zel ¢6ziimii;

F[t] = F[0].e"P 1)
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olur . Burada no’lu denklem kullanilirsa ;

P[t] = F[t].P[0]

t=0 icin ;

P[0] = F[0].P[0]

denklemin saglanmasi, F[0] matrisinin bir Birim Matris olmasina baghdir.
P[0] =1.P[0]

Fl0] =1
(1 0 0 0]
010 0
001 . 0
F= 0001 .0
00 0O0OT1TP O
(00000 1|
¢'"P’ye gelince;
. 2B 1"
e = 1+l+2—!+§+4j+ .......... —{-a—{-...
t oo s 1y t"
. _ - - - - n
Al = It o Al A A A
12 13 14 1"
P = I+t+—D*+—D+—D*+ ... +—D"+... (92)
2! 3! 4! n!
burada A sabit bir sayidir.
Flt]=1 i D? X D’ ! p* Y 93
[t] = —|—t—|—§. +§. +ﬂ +on +ﬂ' +... (93)

seklinde bir seri haline gelir. Boylelikle F[t] tasima matrisi, sonsuz sayida ma-
tris kuvvetlerinin toplamiyla ifade edilmis oldu. Cayley-Hamilton Denklemi ad1
verilen denklem yardimiyla;

D'+ B 1DV 4 BpaD" 2B 3D +B1D+BoD  (94)

yazilabilir EI
Tasima Matrisi F[t] sinirli sayida matris kuvvetinin toplamina gelir. Bu iglemde
matrislerin katsayilari skaler kuvvet serileridir.

Ft] = Wo(t) I+ (1).D+y(1).D* +y3(t).D> + ... +y,_1(r).D" (95)

8B ; katsayilart D matrisinin 0z degerlerini veren karakteristik denklemin katsayiaridir. Bu-
rada D matrisi sabit ve n. dereceden kare bir matristir.
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sonunda denklemi,[@] denklemine doniisiir. Yani D matrisinin n kadar kuvveti
ile, diger biitiin kuvvetlerinin hesaplanabilecegi ortaya ¢ikar. Boylelikle F[t] Tasima
matrisinin, D Diferansiyel Geg¢is Matrisinden nasil dogrudan elde edilecegi gos-
terilmis oldu. Tasima Matrisinin bir kag 6zelligi verilirse;

F[m + n] = F[m] . F[n] (96)

Diger ozellikler bu temel 6zellikten yola ¢ikilarak bulunabilir.

Flm] = F[m].F[0],n=Oicin
Flo] = 1 97)
F[0] = F[— n] Fn],m = —nicin
I = F[n] . F[n]olmasigerekir.
Fln|”! = F[- n]olur (98)
F[n|.F[m] = FIn|.F[mlkumutatiftir. (99)

2.6.2.Tasima Matrisinin Hesabina Farkh Bir Yaklasim

Daha onceki hesaplarda 6zel bir yaklasimla D matrisini sabit bir matris olarak
kabul edip

F'[{] = D.F[t]

denklemin ¢6ziimii;

F[t] = ¢"'P seklinde bulunmustu.

Fakat D matrisinin elemanlar1 t’nin fonksiyonlari oldugu zaman ¢6ziim bu sekilde
olmaz. Bu durum i¢in ¢esitli Tasima Matrisi hesap metodlar1 vardir. Bu baglik
altinda, tez calismasinin da temelini olusturan PICARD ITERASYON ve Matrisant
yolunun nasil kullanildig1 agiklanacaktir. F(¢) tasima matrisinin F[t],_; gibi bir
degeri biliniyorsa onun bir basamak iistii olan F [t],, deZerine gegmek miimkiindiir.
F'(t) =D.f(1)

formiiliinu rekurans formiulii olarak alinirsa,
F'[t]y=D.Flt],_, (100)
denklemi elde edilir. = 0 i¢in ; F(0O)=I olur. Her iki taraf integre edilirse,
,,_I+/ Flt]y—1dt (101)

denklemine ulagilir. Burada F[O]=I alinip n ile iligkili ve asagida goriilen sekilde
bir iterasyon uygulanirsa
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F[t,0] = I+/ d1+/ /O(XD(T)d‘Cd(X
+ /0 D(O) /O D(a)) /0 D(t)dtdod + ... (102)

Seklinde bir integral serisi elde edilir. Bu integral serisine Matrisant ad1 verilmek-
tedir. Eger D matrisinin elemanlar 7 nin siirekli fonksiyonu olursa, her D matrisi
icin bu seri yakinsar. D matrisi sabit olursa bu sert;

2 3 4 n

[ l [ l
'D2+ D3+ — DY . 4+ D'+ ... ="

=1+t
uy * +2 3! 4! n!

haline gelir. Simdi Tasima Matrisinin farkli bir 6zelligini kullanarak O — ¢ aralig1
n esit parcaya ayrilsin;

0<H<tHr<B<H< .o <t, <t

Bu durumda ;

Fy=F . F" F' e, Fy' olur (103)
7 7% 7% o
Not:F, =1+ D(o)do+ D(a) D(t)dtdo+ .... (104)
t; t; t;

Farkl: bir indissel gosterim kullanilarak (I03) ifadesi;
F(1,0) = F(t,t,).F(ty,tu—1) . F (tn—1,tn—2) ev.... F(tp,11).F(11,0) (105)
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seklinde de yazilabilir.

Flt] = F[t,0].F|0] (106)

denklemi bize bagslangi¢c deger probleminin ¢oziimiinii verir. F|[0] = I oldugu
bilindigine goére, Tasima Matrisini hesaplamak i¢in (106)ifadesinden F|r,0]’1n
hesaplanmasi yeterli olacaktir. Yukaridaki ifade r — 0 aralig1 ne keder fazla pargcaya
boliiniirse, sunug o kadar yakinsar.

Yani belli bir degerdeki sonucunu bulmak istedigimiz Tasima Matrisini
ifadesini kullanarak hesaplamak miimkiin olmadigindan [I05] ifadesinde oldugu
gibi pargalara bolerek ve bu pargalardan herbirne [I04] ifadesi belli sayida terim
alinarak uygulanirsa yaklasik sonug elde etmek miimkiin olacaktir. [I05]ifadesin-
deki parca sayisi ve [104] ifadesinden alinan terim sayisi arttirildik¢a sonug kesin
sonuca yaklasacaktir.

2.6.3.Yaklasik Tasima Matrisi Metodunun Dairesel Cubuklara
Uygulanmasi

Baslangic olarak merkezinde cubuk diizlemine dik tekil yiik bulunan dairesel bir
cubuk incelenecektir. Bu problemin homojen hal i¢in kesin ¢oziimii mevcuttulﬂ
Buradaki amag kesin ¢6ziimle, ortaya konan yaklasik yontemin yakinligini be-
lirtmektir. Diizlemine dik yiikleme durumunda eger U, esas bilinmeyen olarak
secilirse homojen hal i¢in U, nin saglamasi gereken differansiyel denklemin;

d°vu, _d*u, d*U,
=0 107
o + 7o -+ 2o (107)

oldugu blinmektedir. Bunun C; integrasyon sabitleri cinsinden ¢oziimii;

U, = e®!
10.6®7 421 % 412 e% =0
1% +21* + 12 = O(karakteristik denklem)
H=b=0KB=t=Iits=tg=1

olur. Karakteristik denklemin alti kokii bulunmus olur. Bu kokler c¢ift kath kok
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Differansiyel denklemler teorisinden bilindigi iizere
cift kat kok olmast durumundaki ¢6ziim;

U, =C; 04 Cz.(p.e(p'o + Cg.e("'i + C4.(p.e(p‘i + C5.e(P‘_i + C6.(p.e(p'_i

911 ]nolu kaynak sy.152’de bulunabilir
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Up = C1 + G0+ C3sin® 4 C4co5Q 4 Cs@sin® + Co.Qcos@ (108)

olmaktadir. Bilinmeyenlerin arandigi kesitin baglangi¢ degerlerinin su sekilde ver-
ilmis oldugu kabul edilsin;

Uy(0),9,(0),€,(0),M,(0),M,;(0),T,(0) (109)

Bu durumda ;

Up(0) = C1 4+ G20+ C35in0 + C4c050 4 C505in0 + Cg.0cos0
Ub(O) = C] + C4

0,(0) =~ (C2+C)

Tp(0) = ——=C (110)

elde edilen denklem sisteminden C; leri ¢ozersek U, esas bilinmeyen fonksiyonu;

Up = Up(0)f11[0] +2(0) f12[0] + 2 (0) f13[0] + My (0) f14[@]
+ M;(0) f15[0] + T5,(0) f16[@] (111)

seklinde elde edilir. Benzer islemler diger bilinmeyen degerler i¢in de yapilirsa;

Qy = Up(0)f21[0] + 2,(0) f22 (@] + € (0) f23[0] + M, (0) fo4 0]
+ M;(0) f25[0] + T5(0) f26 ] (112)
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Up(0) Fi1 Fo Fi3 Fi4 Fis Fig Uy(0)
Q(9) P Fny F3 By FBs Fy Q,(0)
Q(0) | _ |1 P B3 By Fs Bl | (0) (113)
M, (o) Fy1 Fi Fi3 Fau Fis Fs M,(0)
M;(9) Fs51 Fs; Fs3 Fsq4 Fss Fse M;(0)
| To(9) | |[For Feo Fe3 Fea Fos Feo| | Tp(0)

seklinde genel bir formiilasyon elde edilir. Buradaki matris notasyonuyla anlatil-
mak istenen herhangi bir kesitteki bilinmeyenlerin bir F || matrisi ve baglangi¢
degerleri yardimiyla ifade edilebilecegidir. Bu F[¢] matrisinin elemanlari, bas-
langi¢ degerlerinden bagimsiz olup yanlizca @ degiskenine baghdir. F[@] matrisi
Tasima Matrisi olarak adlandirilmaktadir.

2.7.Elastik Zemine Oturan Diizlemine Dik Yiiklii Daire-
sel Cubuklar

Elastik bir zemine oturan ¢ubuk i¢in mesnetlendirme siireklidir. Bu 6zellik, prob-
lemin daha 6nceden diferansiyel karakterinde bir takim degisiklikler yaratir. De-
gisikligin formiilasyonu ¢ubugun oturdugu ortamin sekil degistirme karakteristik-
lerine baghdir. Bahsi gecen bir elastik ortam icin bu irdelenirse; Cubuk elemani
lizerine etkiyen p yiikleri, cubukta Ub ¢cokmeleri olusturur. Ub ¢okmeleri elastik
olarak sekil degistiren ortamdan q tepkilerini goriir. Kirige etkiyen toplam kuvvet,
b ekseni icin kuvvet dengesi i¢in yazilirsa;

Ppb=9-P

olarak meydana gelir. Diizlemine dik yiikler altinda ki elastik zemine oturan egri
eksenli cubuklar i¢in genel denklemler yazilirsa;
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d
EMQH =0
de
dQ M
do Sun
o M
do Sit
M
i "+ M, — AT, +Am, = 0
do
aM,
dT,
— +A(g— =0 114
d(p+ (g—p) (114)

bagintilar1 bulunur. Goriildiigii gibi bu denklemlerin, [82]] denklemlerinden tek
farki T, de ortaya ¢ikar. A, denklemlerinden R’ye esittir. Zeminden ¢cubuga
etkiyen bu ¢[@] kuvvetinin tanimlanmasinda bir ¢ok teorik ve deneysel galigma
vardir. Bu ¢aligmanin sinirlart igerisinde ¢[¢] kuvvetinin belirlenmesinde ¢ok ba-
sit bir liner bagint1 olan ve yay sabiti yardimiyla icra edilebilen Winkler Elastik
Zemin Hipotezi kullanilmisti.  Bu baginti pratikte ¢ok iyi ve kabul edilebilir
sonuclar vermektedir. Winklerin ortaya atti1 teoriye gore zemin, onu olusturan
bir ¢cok yaydan meydana gelmistir. bu yaylar i¢in;

q=kU, (115)

bagintist yazilabilir. [[T14]] denklemlerindeki 7}, ifadesinde bu son bagint1 yerine
konulursa;

dT, B
%—f—k(k.Ub—p) =0 (116)

denkleminin elde edilmesiyle, ¢cubugun elastik bir zemin iizerine oturmasi for-
miiliize edilerek denklemlere katilmis olur.

Simdi bu denklem sisteminin ¢oziimiiniin Bagslangi¢c Degerleri ve Tasima Matrisi
Metodundan faydalanilarak nasil bulunabilinecegini inceleyelim. Daha 6nceden
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de oldugu gibi ilk hedef bu liner diferansiyel denklem takimi icin Diferansiyel
Gecis Matrisinin bulunmasidir. Fakat bunu yapmadan once islemlerde kolaylik
saglamasi ve iglem yogunligu ile ugrasmaktan ¢ok sonuclari irdelemeye firsat ver-

mesi bakimindan bir takim hesap kolaylig1 kabulleri yapilacaktir.

Diizlem ¢ubuk, daire gibi basit karakterli bir enkesitten meydana gelsin ( A[@] =
sabit = R ). Cubuk iizerinde yayil1 bir yiik yada moment olmasin. Bu kabullerden

sonra genel denklemlerin;

dU,
— +RQ
d(pJr "
Q. M,
do LS
a0 M
do A\ Y
dm,,
M, — RT,
40 -+ M; p+
am; _
do "
dT,
— 4+ R(k.U
d(p+ (k.Up)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

haline geldigi goriiliir. Sistem matrislerinden [@] ve [d@ + ¢] kesitlerindeki degeri

yazilirsa;

- M —
de

a8,
do
d<y
de

am, | =
do

S o o o O

am,
e k.R
dt, -
¢

S O N © o ©

bagintis1 elde edilir. Artik sistemin diferansiyel karakterini tanimlayan Diferan-
siyel Gecis Matrisi (D) olusturulmus olur. Bundan Tasima Matrisi’ne (F) nasil
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gecildigi ve bu matris araciligi ile kesit tesirlerinin nasil bulunacagi daha dnceki
bagliklarda ayrintili bir sekilde anlatildi.
Cubukta yayil yiiklii olursa;

dTy,

—+Ag—p)=0 123
dot (¢—p) (123)
denkleminden,
q=k. U, ve A=R iken
dT,
— +R(k.U,—p)=0 124
d(p+ (k.U,—p) (124)
dT,,
—+4+RkU,—R.p=0 125
d(p+ »—R.p (125)

p = cubugun iizerine gelen yayil yiik.
Bu sekilde verilen baglangi¢ degerleri probleminin ¢oziimii;

F(9) = .50 + / AP f(1).dr (126)

¢
5(0) = F()5o+ F(g).f [ F'(0).dr (127)
0

—

Burada F Tagima matrisi, f;
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p-R

Sistemi ve ¢oziim modelini sayisal olarak gormek ve kesit tesirlerine ait fonksiy-
onlar1 belirleyerek bunlara ait egrileri ¢izmek i¢in bir 6rnek iizerinde anlatilan
islemler gerceklestirilsin.

Tablo 1: Zemin yatak katsayilar

Zemin Cinsi k =zemin katsayisi (ton/im3)
Gevgek kum 430 - 1600
Orta serlikte kum 960 - 3000
Sert kum 6400 - 12800
Siltli orta sert kum 2400 - 4500
Killi Zemin

Qu = 2.0 koflcm2 1200 - 2400
2.0 =Qu= 2.0 kogflcm2 2400 - 4800
Qu = 8.0 kgficm2 = 48000

Qu = silindirik basing dayanim
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ORNEK

Sekil 14: Elastik Zemine Oturan Cubuk

Tepe agis1 ¢ olan daire eksenli yayili yiiklii ubuk parcast igin;

Kesit Ozellikleri

Dairesel Enkesit , Yaricap (r) =0.75m , Cap (D) =2r = 1,5m
Eksen Egriligi (A) = sabit =R = 8m

Kesit Alam (A) = .72 = 1,767 m?

Acisal Frekans (0) = o %
Birim boydaki ¢ubugun kiitlesi (p) =0

Winkler Zemin Yatak Katsayisi (k) = 1,5 -

Malzeme Sabitleri

Elastisite Modiilii (E) = 3,025.10° #

Poisson Orani1 (v) = 0,3

Kayma Modiilii (G) = E/(2.(1+v)) =1, 16346.106#

Rijitlikler

Atalet Momenti (I,) = = = 0,2485m"

I = &2 Not:D =21, = 0,497m*

Eksenel Rijitlik (C;;) = E.A = 5,3456.106t

Egilme Rijitligi (S,,) = E.I, = 0,7517.10%m?

Burulma Rijitligi (S;;) = G.I; = 578250,99tm>

Not:Daire enkesitli olmayan ¢ubuklarda I;’yi bulmak igcin matematik elastisite
teorisi kullanmak gerekir. Burada kullanmilan deger, [1] nolu kaynak, sy31, Tablo
11l ’den alinmuigstir.

43



Problemin siir kosullar::

¢ =04da

Up(0) =0

Q,(0)=0

Q(0)=0

¢ =mn/6'da

Uy(m/6) =0

My,(w/6) =0

M;(r/6) =0

Yukarida verilen kesit de8erleri icin sistemin diferansiyel geg¢is matrisi;

0 -8 0 0 0 0]
0 0 —1 0.0000106422 0 0
0 1 0 0 0.0000138348 0
D=1g 0o o 0 1 8 (128)
0 0 0 1 0 0
12 0 0 0 0 0|

Bu matristen, [I04]] ifadesinden 4 terim alinarak tagima matrisine gegilir. Daha
yakinsak sonuglar elde etmek icin Mathematica ’ da hazirlanan program ile 0 —
7/6 araligi "1000" parcaya boliinerek ifadesi tasima matrisine uygulandiginda,
¢ = /6 i¢in elde edilen tagima matrisi;

T 0.999975 —3.99998  1.07179  —0.0000108041 4.55763.10°%  —0.000015566]
0.000023349 0.866001 —0.499997  4.75135.107° —3.20402.107° 0.0000108041
7.22537.10°% 0.499994  0.866026  3.20402.10°°  6.34771.10°°  4.55763.10°°

12.8615 —17.8752  2.36152 0.866001 —0.499994 3.99998 129)
2.26548 —2.36152  0.248599 0.499997 0.866026 1.07179
6.28315 —12.8615  2.26548 —0.000023349  7.22537.107° 0.999975
olur.
Boylece,
P[r/6] = F[r/6].P|0] +F[7t/6].f/F[7t/6]1(1:)dr (130)

denkleminde F[r/6] degeri hesaplanmig oldugundan, P[0] ve P[r/6] degerlerini
hesaplamak miimkiindiir. Fakat denklamin sag tarfindaki [F[1/6]~!(t)dz ifadesinin
hesaplanmasi zor oldugundan farkl1 bir yol kullanilmistir.
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f(;s F[t]~!dr ifadesinin hesaplanmasi:

F~!in grafiginin s6yle oldugunu varsayalim;

F ¢

i w3 23 x®

Sekil 15: F~1(x)

Integral alma islemi grafigin alanin1 hesaplamak anlamia geldiginden, grafigin
alan1 bulunmaya calisilir. Sekil [[I5] daki 6rnekte x’e kadar olan bolim 3 esit
pargaya boliinmiistiir. Bu 3 parca dikdortgen kabul edilip alanlar1 toplanirsa;

/OXF[I]ldr = F Yx/3)x/34+F ' (2x/3).x/3+F (x).x/3
= x/3(F '(x/3)+F '(2x/3) +F (x) (131)

Tasima matrisinin herhangi bir a¢idaki degerini Mathematika’ da hazirlanan pro-
gram ile bulabildigimize gore yukaridaki ifadeyi hesaplayabiliriz. Bu hesaplama
icin tekrar Metematika programindan faydalanabiliriz.

Yukaridaki ornekte grafigin alanini bulabilmek icin grafigi 3 araliga bolmiistiik
yani 3 esit dikdortgen olarak diisiinmiistiik. Bu aralik sayisim1 ne kadar cok art-
tirirsak kesin sonuca o kadar daha yakin degerler elde ederiz. Fakat aralik sayisi
arttik¢a yapilan iglem de artar. Bu yiizden hata pay1 ihmal edilebilecek diizeyde
olucak sekilde aralik sayis1 kullanilabilir.

Bu yontem kullanilarak kendi 6rnegimizin denklemini hesaplayabiliriz. Ya-
pilan hesaplamalar sonucu P[0] ve P[r/6] degerleri hesaplanabilir. Bu hesapla-
malarda hata payi kontrol etmek i¢in ¢esitli aralik sayilari kullanilmistir. Cikan
sonuglardaki 7, degerlerni hata payini gorebilmek icin bir tablo halinde gostere-
lim;

45



Tablo 2: Tj, degerinin aralik sayisina gore degisimi

Aralik Sayis1 | T(0) T(%)
4 -10.3625 | 10.5815
25 -12.7027 | 8.24117
100 -13.0208 | 7.92309
250 -13.0839 | 7.86004
500 -13.1048 | 7.83906

goriildiigii iizre 250 ile 500 arasindaki fark ¢ok azdir. Bu Ornegin hesaplarinin
yapilmasinda 500’ e bolmenin yeterli olucagi kabul edilmistir.

P[r/6] = F[r/6].P[0] +F[Jt/6].ffF[7t/6]_1("c)d’c

denkleminden, bilinmeyen baglangi¢ degerleri;

Uy(0) 0
Q,(0) 0
_ | %(0) ] _ 0
POI=1pr0)] = | 11.5993 (132)
M, (0) 0.827828
| 7,(0) | | —13.1043 |
olarak bulunur. B sabit mesnetindeki degerlere bakilicak olursa;
[U),(1/6) [ 1,0842.107 1 ]
Q,(n/6) —0,0000115223
| (m/6)| | 6,68145.1076
PIr/6l= | pms6) | = | =7, 10543.10-15 (133)
M;(m/6) —1,77636.10~1
| T,(/6) | | 7,83906

Seklinde olduklari goriiliir. Burada Uy [rt/6], M, [1t/6], M;[/6] degerlerinin ankas-
tre olarak mesnetlenmis cubuk ucunda "0" ¢ikmasi beklenirken, ¢ok kiigiik deger-
ler ciktig1 gozlemlenmektedir. Bunun sebebi yapilan numerik hesaplamalardir.
Picard Integrasyonunda alinan terim sayisi arttirildiginda ve belirtilen aralik daha
fazla parcaya boliindiigiinde bu sayilarin cok daha azaldig1 gozlemlenmistir. Tiim
niimerik hasaplamalarda oldugu gibi burada da sonuclar yaklasik olarak bulun-
mustur. Fakat onemli olan sonuglarin ne kadar yaklasik oldugu ve onlar1 elde et-
mek icin izlenen yontemin, matematiksel bazda ne kadar giiclii oldugudur. 1. Mer-
tebe teorisinin gecerli oldugu ve zemin, ¢cubuk etkilesiminin lineer elastik kabul
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edildigi bu calisma i¢inortaya ¢ikan niimerik hatalarin mertebesi ihmal edilebile-
cek mertebede kiiciiktiir. Hesaplanan P[0] baslangic degerinden faydalanarak is-
tenilen herhangi bir kesitteki i¢ kuvvet ve sekil degistirme degerleri bulunabilir.
Bundan sonraki boliimde, sekilde goriilen ¢ubugun baglangi¢ kesitinden, sabit
mesnete kadar olan kismu i¢in kesit tesirleri 15 parcada ayr1 ayr1 hesaplanip, elde
edilen degerlere, her bilinmeyen fonksiyon i¢in en uygun polinomu hesaplanmaya
calisiimistir. Bu hesaplarda gene Mathematica yazilimindan faydalanilmigtir. Ya-
pilan program istenilen 6zellikteki datalarin girilmesiyle her kesit degeri i¢in bu
grafikleri elde etmektedir. Burada adim adim programin ciktilar1 irdelenerek,
cubugun kesit tesiri grafikleri ¢izilmistir.

0
0
0
POT=1"11 5993 (134)
0.827828

| —13.1048]

[—5.38707 x 1077
3.63825 x 10~°
5.54785 x 1077
8.09906
1.17053
—11.7086

P[r/90] = (135)

[—1.91522 x 10797
6.02253 x 10~°
1.35135x 10~°
4.97806
1.39764
—10.3123

P[r/45) = (136)

[—3.79799 x 10767
7.28751 x 10~°
2.29562 x 10~°
2.24008
1.52246
—8.91606

P[n/30] = (137)
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P[2m/45] =

Pln/18] =

Pln/15] =

7.57231 x 10~°
3.30476 x 10~°
—0.111538
1.5584
—7.5198

[—7.9483 x 107°]
7.01986 x 10~°
430732 x 10°°
—2.07392
1.51898
—6.12353

[—9.74824 x 10707
5.7764 x 10~°
5.24347 x 10~
—3.64467
1.41783
—4.772727

[—5.89368 x 1077

P[71/90] =

Plan/45) =

[ —0.0000111217]
3.99083 x 10~°
6.0651 x 10°°©
—4.82187
1.26862
—3.33102

[—0.0000119361]
1.81416 x 107°
6.73597 x 10~°
—5.60409
1.08513
—1.93476
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P[n/10] =

P[rn/9] =

P[117/90] =

P2m/15] =

P[131/90] =

[ —0.0000121051 T
—6.01083 x 10~
7.23175 x 10~°
—5.99036
0.881124
—0.538499

[ —0.0000115827 T
—3.10148 x 10~°
7.54015 x 10~°
—5.9802
0.670437

0.857759

[ —0.000010366
—5.53329 x 10°°
7.66086 x 10~°
—5.57362
0.466891

2.25402

[—8.49535 x 10797
—7.74305 x 10~
7.60564 x 10~°
—4.7711
0.284304
3.65028

[—6.05362 x 10~°]
—9.57818 x 10
7.39823 x 10~°
—3.57362
0.136469

5.04654
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[—3.16611 x 107°]
—0.0000108876
7.07432 x 10~°

—1.98261
0.0371371
6.4428

P[Tm/45] =

0
—0.0000115223
6.68145 x 10~°
0
0
7.83906

Pln/6] =

(148)

(149)

elde edilen bu degerler yardimu ile kesit tesir fonksiyonlarinin ¢ * ye bagh grafik-

leri cizilirse;

-2x1079
-4x1079
-6x 1079
-8x 1079

-0.00001

-0.000012

Sekil 16: U, — ¢

5x107°

-5x107°

-0.00001

Sekil 17: Q, — ¢
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6x 107

41078

2x 1078

Sekil 18: Q, — ¢

Sekil 19: M; — ¢
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10

o g o

-2.5

Sekil 20: M,, — ¢

-10

Sekil 21: 7, — ¢

Bu grafikler elde edildikten sonra burada yapilmasi gereken her kesit tesiri fonksiy-
onu i¢in, bu noktalarla en iyi uyumu saglayan egrileri bulmak olacaktir. Her ke-
sit tesiri i¢in bulunan polinom fonksiyonun mertebesi farkli olabilir. Bulunan bu
polinom fonksiyonlarinin genel denklemlerde yerine konulmasi ile uygunlugu ve
niimerik hesaplar sonucu ortaya ¢ikan hatalar gozlenebilinir. Kesit tesirine uy-
gun polinomlar secilmesinde Mathematica yazilimi kullanilmistir. Elde edilen
fonksiyonlar;

U, = 1,4751506023122006.107'> —6,875385766691765.107'0 x
0,0004937427912409798.x> + 0,0015143406780601212..x°
— 0,000993063088280595.x* — 0,00025405659737886757.x°

+ 0,00012719655619475664.x° (150)

Q, = 2,2834556920192762.10~ 24+ 0,00012344058463103572.x
0,0005679576808165822.x> 4 0,0004976563339144806.x°
+ 0,00015689357744313583.x* — 0,00009242253078914772.x°
— 1,906131802980777.10~° x° (151)
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Q, = —2,263719743390947.10~ 13 +0,000011452955967718992.x
0,0001419542718071246.x* — 0,00043293072351158207 .x°
0,0003011228914987824.x* 4+ 0,000044107930383002305.x°

— 0,000022098184438095484.x5 (152)

R

M, = 11,599293523730715 —105,66658919186402.x
+ 153,8803997697371.x% + 17,610516032665583 .x°
— 12,797132358307445.x* — 0,8851304791789593 .x°
+ 0,44425664845348467 .x° (153)

M, = 0,8278278056541449 + 11,599278251609995.x
52,832813687921195.x> + 51,23473592851039.x°
+  4,432566141060559.x* — 2, 6404646920755654.x°
— 0,03134203056110712.x° (154)

&
I

—13,104845005835042 + 39,99999994760242 .x
1,6470681721267.10~% x> —0,00199387330379381 .x°
0,004645850035279132.x* —0,002668153851620435.x°

— 0,00010897319289805907..x° (155)

~ +

Bu fonksiyonlarin grafikleri ve daha 6nceden cizilen nokta bazl grafikler karsilastirilirsa;

-2x1079
-4x1079
-6x 1079
-8x1079
-0.00001

-0.000012

Sekil 22: Uy, — ¢
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5x 1079

-5x107°

-0.00001

Sekil 23: Q, — ¢

6x107°
451078

2x107°

Sekil 24: Q; — ¢

Sekil 25: M; — ¢

Sekil 26: M, — ¢
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-10

Sekil 27: T, — ¢
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3.SONUCLAR

Yap1 zemin etkilesimleri konusu giiniimiize kadar 6nemini koruyarak gelmistir.
Elastik zemine oturan dairesel ¢ubuklarin kapali olarak tasima matrisini bulmak
icin yapilmas: gereken islemler bilgisayarsiz yapilamayacak kadar uzundur. Bu
caligmada elastik zemine oturan dairesel eksenli yayil1 yiiklii cubugun kesit tesir-
leri, baslangi¢ degerleri ve tasima matrisi yontemi kullanilmak suretiyle elde edil-
mistir. Calismada yapilan islemlerde matematika programi kullanilmistir.

Baglangi¢ degerleri metodunda kullanilan Tasima Matrisini bulmak icin Picard
acilimindan fazla terim alinmasinin iyi sonuglar verdigi literatiirde bilinmekte-
tir. Fakat alinan fazla terimler sonucu islem kalabalig1 artar. Giinlimiiz bilgisa-
yarlarinin ¢ok giiclii olmasina ve kullanilan programin ¢ok iyi olmasina ragmen
beklenmeyen sonuglarla karsilagilabilir. Sonug¢ olarak islem hacmini diistirmek
icin sistemin diferansiyel karakterini ifade eden D Diferansiyel Gegis Matrisin-
den, sistemin integral Ozelliklerini karakterize eden F Tasima Matrisine gegilir-
ken, Picard acilimindan alinan terim sayisini arttirmak yerine Matrisant "integral
serisi" metodu kullanilir. Bu islemler matematika yazilimi kullanilarak seri bir
bilgisayar programi haline getirilmistir.

Problemin hiperstatiklik derecesinin artmasi problemin ¢oziimiine ek bir hesap
fazlalig1 getirmez. Bu zaten Baslangi¢ Degerleri Metodunun 6zelligidir. Uygula-
malarda bu metod sayesinde problemin kurulus ve ¢oziimii ayn1 genel denklemler
yardimiyla olmaktadir. Matrisant "integral serisi" metodunu kullanarak sayisal
hesaplama makinalarinda kolaylikla programlama yapilabilmesi sayesinde, egril-
181 nasil olursa olsun, diizlem c¢ubuklar i¢in Tasima Matrisi bulmak ve analitik
¢Oziimii oldukca zor olan elastik zemine oturan egri eksenli bir ¢ubuk icin is-
tenilen kesitteki tesirleri bulmak oldukg¢a kolaydir. Sadece diferansiyel gegis ma-
trisinde yapilan basit degisiklikler ile hesap cesitliginin olusmas1 yontemin 6nemli
bir 6zelligini gostermektedir.
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