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ONSOZ

Diizlemine dik yiiklerle yiiklii daire eksenli ¢ubuklar i¢in gecerli olan alan denklemleri ele
almarak degisik sinir kosullar1 altinda diizlem dis1 serbest titresimlerin incelenmesini konu
alan bu tez calismas1 Yrd. Dog. Dr. Fethi Kadioglu yonetiminde gerceklestirilmistir.

Calismanm tiim asamalarinda gosterdigi her tiirlii ilgi, destek ve anlayis icin Hocama en igten
tesekkiirlerimi sunarim. Her zaman yanimda olan, desteklerini benden esirgemeyen aileme ve
dostlarima tesekkiir ederim.

May1s 2008 Mehmet COBAN
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DAIRE EKSENLI KiRISLERIN KARISIK SONLU ELEMANLAR
YONTEMI iLE DINAMIK ANALIZi

OZET

Bu calismada diizlemine dik yiiklerle yiiklii daire eksenli cubuklar icin gecerli olan
alan denklemleri ele alinarak degisik sinir kosullar1 altinda diizlem dis1 serbest
titresimler incelenmistir. Burada degisik sinir kosullar1 altinda dairesel cubuk
sistemler ele alinarak sisteme ait diizlemine dik dogrultudaki dogal frekanslar elde
edilmistir. Yapilan bu calismada Gateaux diferansiyel yontemi ile dairesel ¢cubuklarin
dinamik analizinde kullanilacak olan fonksiyonel elde edilerek, yer degistirmeleri ve
ic kuvvetleri bilinmeyen olarak ele alan ve sistem kiitle matrisini de iceren karigik
sonlu eleman formiilasyonu kullanilmistir. Kullanilan sonlu eleman yontemi ile
diiglim noktalarinda alt1 bilinmeyenin bulundugu iki diigiim noktali dairesel ¢ubuk
eleman iizerinde eleman matrisleri kapali formda elde edilmistir. Dairesel ¢ubukta
her eleman, bir egilme ve bir burulma momenti, bir kesme kuvveti, iki donme ve bir
yerdegistirme olmak iizere (2x6) serbestlik derecesine sahiptir.Bu calisma yedi
boliimden olusmaktadir:

Boliim I' de, yapilan caligma tanitilmis, amaci ve kapsami hakkinda bilgi verilmis ve
literatiirde mevcut ilgili caligmalar aktarilmistir.

Bolim 2' de, kiris modelleri ile elastik ¢ubuklarin genel denklemleri aciklanmis ve
bu ¢alismada kullanilacak alan denklemleri elde edilmistir.

Bolim 3' de, alan denklemleri operatdr formda yazilmis, operatoriin potansiyellik
kosulu acgiklanmig ve Gateaux tiirevi kullanilarak daire eksenli ¢ubuklarin diizlem
dis1 serbest titresimleri icin fonksiyonel elde edilmistir.

Boliim 4' de, Sonlu Elemanlar Yontemi hakkinda genel bilgi verilmistir.

Boliim 5°de; Karisik Sonlu Elemanlar Yontemi ile dairesel ¢ubuklarin diizlem-dist
serbest titresim denklemlerinin nasil bulunacagi agiklanmistir. Dinamik analizde
problem, standart ©Ozdeger problemine indirgenerek sikistirilmig kiitle matrisi
formiilasyonunu esas alan karisik sonlu eleman yontemi kullanilmastir.

Bolim 6’da, literatiirdeki mevcut calismalardan alinan problemler karisik sonlu
elemanlar yontemi ile ¢oziilmiistiir.

Yedinci ve son bolimde ise elde edilen sonuglar literatiirdeki caligmalarda elde
edilen sonuclarla karsilastirilmisg ve degerlendirmeler yapilmustir.



OUT-OF-PLANE DYNAMIC ANALYSIS OF CURVED BEAMS USING
MIXED FINITE ELEMENT METHOD

SUMMARY

In this thesis, the out-of-plane free vibrations of curved beams was studied under
different and complex boundary conditions. In this study, using Géteaux differantial
a functional is obtained for out-of-plane free vibrations of curved beam elements. In
dynamic analysis, the problem reduces to the solution of a standart eigenvalue
problem and the mixed finite element is based upon a consistent mass matrix
formulation. The circular beam element which have two nodes have been used. For
circular beam, the element have one bending and one twisting moments, one shear
force, two rotations and one displacement (2x6 DOF). This study consists of seven
chapters :

The aim of this study on the contents is described and the problem which we deal
with introduced in the first chapter. Also the studies about the subject which had
been done in the past were given.

In the second chapter, beam models, functions of elastic rods and the field equations
which was used in this study were briefly given.

In the third chapter, brief information about functional analyses and potentiality has
been taken place. Gateaux differential method which was using for developed in this
study by using mixed finite element formulation is explained. Brief information of
how to obtain the functional by using the Gateaux differential is also take place.

In the fourth chapter, general information about Finite Element Analysis was given.

In fifth chapter, the mixed finite element solution of out-of-plane free vibration of
curved beams was explained. The problem was reduced to the solution of a standart
eigenvalue problem and the mixed finite element was based upon a consistent mass
matrix formulation.

In the sixth chapter, numerical examples which has been studied before in literature
was studied and the results were discussed.

In the last chapter, the conclusions and the opinions were briefly given.

xi



1.GIRiS

1.1. Genel

Egri eksenli ¢ubuk elemanlar, eski zamanlardan bu yana kemerli kubbelerde, disk
seklindeki fren balatalarinda, tekerlek dinamiginde, boru sistemlerinde, turbo
makineli bigak agizlarinda, giidiimlii fiizelerin denge carklarinda, uzay araglarinda ve
yapilarinda, kemer kopriilerde, egri eksenli kiris kopriilerde, biiyiik aciklikli cati
yapilarinda ve depreme dayamikli yapi tasarimmda sik¢a kullanilan yap:
elemanlaridir. Egri eksenli ¢ubuklarin dinamik 6zellikleri 19. yiizyildan bu yana

bircok arastirmacinin ugrasisi olmustur.

Miihendislik ¢aligmalarinin i¢inde titresim problemleri 6onemli bir yere sahiptir.
Titresimin ¢alisma konusu dinamik sistemlerin salinimli hareketlerinin analizi
hakkindadir. Titresim, bir denge noktasi etrafindaki mekanik salinimdir ve dinamik
bir davranisa sahiptir. Biitiin fiziksel yapilar, yiiklere veya yerdegistirmelere karsi
dinamik bir davranmis sergilemektedirler. Bu, dinamik davranig gosteren her yapida
titresim olacagimi gostermektedir. Bu salmimlar bir sarkacin hareketi gibi periyodik
ya da cakilli bir yolda tekerlegin hareketi gibi rastgele de olabilmektedir. Bu
titresimlerin bazilar1 ¢ok kiiciik salimmlidirlar ve hissedilmezler, bazilarinin salmimi
da biiyiiktiirler ve rahatsiz edicidirler; yapinin performansini olumsuz etkilediginden
dolay1 istenilmemektedirler. Tasarimci iyi bir titresim performansmi tasarlamadan

once sistemin titresim karakteristigini anlamali, analiz etmeli ve modellemelidir.

Dinamik davranisin karakterindeki ek atalet kuvvetleri, Newton’un ikinci
yasasindan, kiitle ile ivmenin ¢arpimina esittir. Yiikler ve yerdegistirmeler ¢cok yavas
etkidiginde atalet yiikleri g6z ardi1 edilebilmekte ve statik yiik analizi
uygulanabilinmektedir. Bu da gostermektedir ki dinamik analiz aslinda statik
analizin basit bir genisletilmis seklidir. Bir yapi, lizerine yapilan yiikleme altinda
hareket etmektedir. Eger yiikleme bir frekansa bagl olarak degisiyor ve bu frekansta

yapinin dogal frekansmin 1/3’den daha diisiik oluyor ise problem statik problem



olarak smiflandirilabilir. Diger yandan yiikleme yiiksek frekansh veya rastgele olarak
degisiyorsa veya yiik aniden uygulamyorsa, problem i¢in dinamik analiz
gerekmektedir. Dinamik analizde de statik analizde oldugu gibi rijitlik matrisi
kullanilmakta, fakat bir kiitle ve bir soniim matrisine de analiz i¢cin ihtiyag

duyulmaktadir.

Bunun yaninda, biitiin fiziksel yapilar potansiyel olarak sonsuz sayida
yerdegistirmeye sahiptirler. Bu bakimdan, yapisal analizin en zor kismu gercek
yapinin davranisini sergileyecek olan, sonlu sayida kiitlesiz eleman ve diigiim noktas1
yerdegistirmesi secerek, bir bilgisayar modeli yaratmaktir. Yapisal bir sistemin
kiitlesinin diiglim noktalarinda toplayabilecegimizi rahatlhikla kabul edebiliriz.
Bununla birlikte, deneysel veriler sayesinde elastik yapilarm elemanlarinm rijitlik
ozellikleri yiiksek bir dogrulukla bulunabilinmektedir. Ancak, dinamik yiikleme,

enerji soniimleme karakteristigi ve smir kosullarmi tahmin etmek gii¢ olmaktadir.

Yukarida anlatilan belirsizliklerden o6tiirii, farkl yiikleme ve sinir kosullar: etkisinde
birden cok bilgisayar modeli kullanarak bir¢cok degisik dinamik analiz yapmak
gerekmektedir. Tipik bir dinamik analiz i¢in ¢ok fazla sayida bilgisayar analizi
yapmamiz gerekir ki bu da ¢ok yorucu ve karmasik bir is olmaktadir ve etkili bir
¢Oziim olamamaktadir. Bu sebeple etkili ve dogru sonu¢ veren sayisal yontemlerle

sonuca ulasmak gerekmektedir.

Insanoglunun diger birgok aktivitesinde oldugu gibi, yapilarin mekanik
problemlerinin ¢oziimii de hizla gelisen modern bilgisayar teknolojisinden
etkilenmektedir. Yeni nesil bilgisayarlarin kapasitesi ve hiz1 giiniimiizde halen daha
da hizla gelismektedir. Bu gelismeler, daha karmasik ve zaman isteyen problemleri
¢cozebilmemizi ve daha genel ¢Oziim yollar1 iiretmemizi saglamaktadir. Sayisal
¢oziim yoOntemlerinin daha isler hale getirilmesi bilgisayar teknolojisi ile g¢ok
yakindan baglantilidir. Bilgisayarlarin gelisimi ile birlikte sayisal yontemlerden bir
tanesi olan Sonlu Elemanlar Metodu da gelismis ve artik mekanik problemlerinin

¢Oziimiinde en genel ara¢ olmustur.

Bu calismada Karigik Sonlu Elemanlar Metodu ile daire eksenli kiriglerin serbest

titresim frekanslar1 elde edilmis ve literatiirdeki diger ¢caligmalarla karsilastirilmastir.



1.2. Calismanin Amaci ve Kapsamm

I yiizeyi ile sinirlandirilms ,3 stirekli ortamini ele alalim. ¢, ,3 stirekli ortami

icerisinde tamimlanan bir skaler fonksiyon olmak {iizere ¢ ‘nin ,3 icerisindeki

herhangi bir noktadaki davranisi soyle ifade edilmektedir:
Lg)-f =0 (1.1)

Cozmek istedigimiz siirekli ortam problemleri en genel anlamda genellikle denklem

(1.1) deki gibi ifade edilmektedir. Burada, f serbest degiskenlerin bilinen skaler bir

fonksiyonunu, L ise lineer veya nonlineer diferansiyel operatorii gostermektedir.
Denklem (1.1)’in 6zel bir ¢oziimiiniin bulunabilmesi i¢in sinir kosullarinin bilinmesi
gerekmektedir. Sinir degerleri bilinmeden her ne kadar denklem (1.1)’in integrali
almabilirse de elde edilen sonug, operator adi diferansiyel operator ise keyfi sabitler,
kismi diferansiyel operator ise keyfi fonksiyonlar icerecektir. Bu keyfi sabitler ve
fonksiyonlar ancak ve ancak problemin sinir degerleri bilindigi takdirde ©zel bir
deger almaktadirlar. Bu nedenden dolay1 siirekli ortam problemleri sik sik sinir deger

problemi olarak da isimlendirilmektedir.

Problem, ,3 siirekli ortaminda, I {izerindeki sinir kosullarina uygun, (1.1)

denklemini saglayan ¢ fonksiyonunu bulmaktir. Lineer ve nonlineer diferansiyel

denklemlerin ¢Oziimii icin kesin sonu¢ veren analitik metodlarla, yaklasik sonug
veren sayisal yontemler mevcuttur. Birka¢ ©zel problem i¢in diferansiyel
denklemlerin integralini alarak kesin sonuglar bulmak miimkiindiir. Kesin ¢oziim,
degiskenleri aywarak ya da degiskenleri ayrilabilir hale getiren doniisiimler
kullanilarak bulunabilinmektedir. Bazen de diferansiyel denklemlere Fourier ya da
Laplace doniisiimleri uygulanarak kesin ¢oziim bulunabilinmektedir. Ancak kesin
¢Oziimii bulunabilinen problemler az sayidadir ve cogu c¢oziilmiis durumdadir. Bu
problemler klasik problemlerdir. Giiniimiizdeki gelismis bilgisayarlar sayesinde

¢O0ziim yontemlerindeki egilim, Agirlikli Rezidiiller Yontemi, Ritz Metodu, Sonlu



Farklar Metodu, Sonlu Elemanlar Metodu gibi yiiksek dogrulukta yaklasik sonuclar

veren sayisal yontemleri kullanmaktir.

Bu calismada, diizlemine dik yiiklerle yiiklii dairesel ¢cubuklara ait alan denklemleri
ele alinarak diizlem dis1 serbest titresimler incelenmistir. Degisik sinir kosullari
altinda daire eksenli ¢ubuklarin diizlemine dik dogrultudaki dogal frekanslar1 elde

edilmistir. Elde edilen sonug¢lar literatiirdeki mevcut ¢caligsmalarla karsilastirilmistir.

Bilinmeyenleri bulmak amaciyla, Gateaux diferansiyel yontemi ile dairesel
cubuklarin dinamik analizinde kullanilacak olan fonksiyonel elde edilerek, sistem
kiitle matrisini de iceren, yerdegistirmeleri ve i¢ kuvvetleri bilinmeyen olarak ele
alan karisik sonlu elemanlar formiilasyonu kullanilmistir. Kullanilan bu yontem ile
her diigiim noktasinda alt1 bilinmeyenin bulundugu iki diigiim noktali R yaricapl
dairesel ¢ubuk eleman iizerinde eleman matrisleri elde edilmistir. Bunlar Fortran
dilinde yazilmis bir bilgisayar programu kullanilarak elde edilmistir. Bu program
yardimiyla, enkesiti diizgiin ya da degisken dairesel cubuklarda her tiirlii smir

kosullar1 i¢in sonug elde etmek miimkiindiir.

Bu calismada ayrica, kiris modelleri tanitilmig ve elastik cubuklara ait genel
denklemlerin elde edilisi aciklanmustir. Kullanilacak olan kiris modelinde kayma
etkisi gbz Oniine alinirken donme ataleti ihmal edilmistir. Kiris elemanlarin homojen
ve izotrop malzemeden olustugu, malzeme asal eksenleri ile kesit asal eksenlerinin

cakistig1 kabul edilmistir.

1.3. Literatiir Arastirmasi

Dairesel cubuklarin ( yaylarin ) diizlem dis1 titresimleri i¢cin bircok farkli teknik

denenmistir.

Dairesel bir yay icin diizlem-i¢i ve diizlem-dis1 titresimlerin klasik denklemleri
Love’un kitabinda bulunmaktadir ve analitik ¢oziimleri verilmistir [1]. Volterra ve
Morell [2], iki ucu ankastre yaym en diisiik frekansini bulmak i¢in Rayleigh-Ritz
Yontemi’ni kullanmaktadir. Bu ¢aligmalarinda kesme etkisi géz Oniine alinmamistir
Irie ve arkadaslar1 [3], Tasima Matrisi Metodu‘nu kullanarak siniisoidal tekil yiik

veya moment etkisindeki, i¢csel soniime sahip Timoshenko yaymin kararh diizlem-



dis1 titresimini arastrmustir . Irie ve arkadaslar1 [4], baska bir ¢alismalarinda yine
Tasima Matrisi Metodu kullanarak, sabit yaricapli Timoshenko yaymin diizlem-dis1
serbest titresimini incelemistir. Her iki ucu ankastre yayin kare ve dikdortgen
kesitleri icin sonuglar1 elde etmistir. Wang ve arkadaslar1 [5], bir yayin dinamik
rijitlik matrisini elde etmislerdir. Egilme titesimleri icin kayma deformasyonlar1 ve
donme ataleti dikkate alinmis ancak burulma titresimleri icin donme ataleti dikkate
almmamigstir. Bickford ve Maganty [6], kesme etkisi ve donmeyi dikkate alarak ince
yiiziiklerin diizlem-dis1 titresimlerini incelemistir. Silva ve Urgueira [7], dinamik
rijitlik matrisini, kesme ve donme etkisini de dikkate alarak kullanmis ve analitik bir
¢oziim vererek deneysel caligmalarla karsilastirmistir. Kawakami ve arkadaslar1 [8]
,degisken geometri ve kesite sahip yaylarin diizlem-i¢i ve diizlem-dis1 titresimleri
icin yaklasik bir yontem ortaya koymustur. Bu ¢aligmada Timoshenko Kkiris teorisi
kullanilmistir. Kang ve arkadaslar1 [9] , dairesel yaylarin diizlem-i¢i ve diizlem-dis1
titresimlerin  0zdegerlerini hesaplamak i¢in ° diferansiyel kuadrate’ metodunu
kullanmistir. Howson ve arkadaslar1 [10] , dinamik rijitlik tekniginde kullanilan ek
bir yontem sunmustur. Egilme titresimlerinde donme etkisi ihmal edilmistir. Howson
ve Jemah [11] , egri eksenli Timoshenko kirisinin diizlem-dis1 frekanslarint kesin
olarak bulan bir metod sunmuslardir. Huang ve arkadaslari1 [12] , dairesel olmayan
yaylarin diizlem-dis1 dinamik davranist i¢in bir metod sunmustur. Laplace
doniisiimiinii kullanarak Timoshenko teorisine ek olarak viskoz soniimii de dikkate
almistir. Yine Huang ve arkadaslar1 [13] , degisken kesit ve geometrili yaylarin
diizlem-dis1 titresimini incelemistir. Dinamik rijitlik matrisi ve esdeger diigiim
kuvveti vektorii kullanarak diferansiyel denklemlerin seri ¢oziimleri tiiretilmistir. Lee
ve Chao [14] , egilme titresiminde donme, kesme, carpilma etkisini géze almadan
diizgiin olmayan yaylarin diizem-dis1 titresimlerini incelemistir. Rubin ve Tiifek¢i
[15] , diizgiin dikdortgen enkesitli dairesel yaylarin ii¢ boyutlu serbest titresimlerini
farkli bir teorik yaklasimla ( Cosserat Noktasi Teorisi ) arastirmislardir. Sonlu
elemanlar yontemi ile elde edilen sonuglarla kendi caligmalarim karsilastirmiglardir.
Tiifek¢i ve Dogruer [16] , diizgiin kesitli dairesel yaylarin diizlem-dis1 titresim
problemlerinde, diferansiyel denklemlerin kesin c¢oziimlerini vermislerdir. Bu
caligmalarinda baslangi¢c degerleri metodunu kullanmislardir. Sadece carpilma etkisi
thmal edilmistir.Literatiirde daire eksenli ¢ubuklarla ilgili daha bir¢ok c¢alisma

mevcuttur[17-28].



2. KIRiS DENKLEMLERI

2.1. Matematiksel Modeller

Yapilarin tepkisini, davranisin1 onceden tayin edebilmek, anlamak ve gercege yakin
bir teori kurabilmek amaciyla matematiksel modellere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Yapisal mekanikte kullanilan iki adet kiris teorisi vardir:

2.1.1. Euler-Bernoulli Kiris Modeli

“Klasik Kiris Modeli” ya da “Miihendislik Kirisi” de denilen bu kiris modeli,
malzeme mekaniginde kullanilan ilk ve en basit modeldir. Bu model, gerilme ve
sekil degistirme hesaplarinda egilme momenti etkisine acgiklik getirmektedir.
Hesaplamalarda, kiris iizerindeki kesme kuvvetlerinden kaynaklanan sekil
degistirmeleri gbz Oniine almamakta, ihmal etmektedir. Bu teorideki ana varsayim:
Sekil degistirmeden ©nce diizlem olan ve cubuk eksenine dik olan kesit, sekil

degistirdikten sonra da diizlem kalir ve yine ¢ubuk eksenine dik olmaktadir.

9;(13{) = G(X)

seldldegiztirmeden Sonra

Sekildegistirmeden Once

Sekil 2.1 Euler- Bernoulli Kirisi Modeli [28]



Sekil 2.1’de kesme etkisi ihmal edildiginden, toplam donme 6 sadece egilme
etkisiyle olusmaktadir. Bu donme, cubuk kesit merkezinden gecen eksene gore
olusmaktadir. Bu modeldeki, diizlem ve eksene dik olan kesitin egilmeden sonra da
diizlem ve eksene dik kaldig1 varsayimi, ancak uzunlugun kalinliga orani biiyiikse ve
kiristeki donmeler kiiciikse gecerli olmaktadir. Oranin kiigiik oldugu durumlarda,
egilmeden sonra kesit, cubuk eksenine dik kalmayacaktir. Bu teori yiiksek sayidaki
titresim moduna sahip problemlerde hatali sonuclar vermektedir. Ancak, yapinin
performansin1  degerlendirebilmek fazla sayida titresim modunu incelemekle
olabilmektedir. Bu teoriyi kullanan tasarimci, yiiksek sayida moda sahip yapinin

performansini tatmin eder nitelikte, kesin sonuglar elde ederek inceleyememektedir.

2.1.2. Timoshenko Kiris Modeli

Bu model, kiristeki kesme sekil degistirmelerini de gdz Oniine alarak Euler-Bernoulli
Modeli’nin hatalarim1 gidermektedir. Daha gercekei bir yap1 modeli teskil ettiginden
sonuclart1 da gercege yakin olmaktadwr. Euler-Bernoulli Modeli’ne gore, sekil
degistirmeden Once diizlem olan ve ¢cubuk eksenine gore donme hareketi yapan kesit,
bu modelde de ayni davranisi sergilemektedir. Ancak, kesit, sekil degistiren eksene
dik kalmamaktadir. Dikeylikten sapma, tiim kesitte yayili halde bulunan kayma

gerilmelerinden kaynaklanmaktadir.

-‘;‘// H'e dik kesit

L Felaldegiztirme
/X Sy Sonrast Elesenix)
Selﬁldegista.tme den ______{'_T:-"
Sonra Kesit e

Eeferans Elksen30

Sekil 2.2 Timoshenko Kirisi Modeli [28]



Kiristeki egim iki parcadan olugsmustur. Birisi egilmeden kaynaklanan 0, digeri de

kayma etkisinden kaynaklanan ’dir.

Bu calismada, daha gercek¢i davranist yansittigi igin Timoshenko Kiris Modeli

kullanilmastir.

2.2. Elastik Cubuklarin Genel Denklemleri

Bu bolimde cubuk elemanlarin dis kuvvetler altindaki davranisini simgeleyen

denklemler elde edilecektir.

2.2.1. Giris

Cubuklar eksen ve dik kesiti ile belirginlesmektedir. Eksen, genel olarak bir uzay
egrisi olup, cubugun biiyiik olan boyutunu temsil ederken dik kesit ise kapal1 bir egri
ile cevrelenmis diizlem pargasidir. Cubuga etkiyen dis kuvvetler ¢cogu defa yayili
olup dogrultular1 genellikle cubuk ekseninden gegmektedir. Eger dis kuvvetlerin tesir
cizgileri cubuk ekseninden ge¢cmiyorsa bu kuvvetler cubuk eksenine kuvvet ciftleri

ile birlikte taginmaktadir.

Cisme dis kuvvetler etkidiginde, cisimde bir sekil degisimi ile birlikte cismi
olusturan parcaciklar arasinda bu pargaciklar1 bir arada tutacak i¢c kuvvetler ortaya
cikmaktadir. Dis kuvvetler ile i¢ kuvvetler arasindaki iligki denge denklemleriyle,
sekildegistirmeler ile yerdegistirmeler arasindaki iligki kinematik denklemlerle, ig¢
kuvvetler ile sekildegistirmeler arasindaki iligki de biinye denklemleri ile elde

edilmektedir.(Sekil 2.3)



Sekildegistirmeler —— .——  Gerilmeler

Biinye Denklemleri
Kinematik Statik
Denklemler Uygunluk
Denklemleri
Yerdegistirmeler Dis Kuvvetler

Sekil 2.3. Dis kuvvetler, i¢ kuvvetler, sekildegistirmeler ve yerdegistirmeler arasindaki iliski

Bahsedilen denklemlerin uygulanmasiyla bulunan gerilme ve birim sekil
degistirmelerin elemanin smir kosullarina uygun olmasi gerekmektedir. Bu durum,

siir kosullarimin saglanmasi olarak ifade edilmektedir.

Gerilme ve sekil degistirme analizinde, sekil degistirme enerjisi kavramindan
hareketle gelistirilen enerji yontemleri, denge yontemi yerine kullanilmaktadir. Her
iki yontem, yiikkleme ve eleman seklinin diizenli olmast durumunda yeterli
hassaslikta sonug¢ verirken, karmagsik problemlerin ¢oziimiinde de sayisal yontemlerin
uygulanabilecegi temeli olusturmaktadirlar. Bu boliimde, alan denklemleri elde
edilecek ve dis yiiklerle gerilmeler, sekildegistirmeler ve yerdegistirmeler arasindaki

bagintilar ¢ikarilacaktir.

2.2.2. D1s Kuvvetler

Cubuk elemanma etki eden biitiin dis kuvvetler p(s) ve m(s) gibi iki fonksiyonla

gosterilebilir:

p(s) vektorl, dogrultulart ¢cubuk ekseninden gecen ve cubuk iizerinde, s ekseni

boyunca yayili bulunan disg kuvvetleri gostermektedir ve matematiksel olarak;



lim (ﬁ) =p (2.1)
As —0 As

seklinde gosterilir. Burada,

As, cubuk eksen parcasint; AP ise As eksen parcasina etkiyen dis kuvvetlerin

vektorel toplamimi simgelemektedir.

m(s) vektorli, yine cubuk ekseninde yayili olarak bulunan kuvvet ciftlerini

gostermektedir ve matematiksel olarak;

lim (%) =m (2.2)
As —0 As

seklinde ifade edilebilir. Burada, AM , As eksen parcasina etkiyen kuvvet ciftlerinin

vektorel toplamimi simgelemektedir.

2.2.3. ic Kuvvetler

I¢ Kuvvetler, cismin biinyesini olusturan malzeme pargalar1 arasindaki etkilesim
kuvvetleri olarak algilanmaktadir. Kesit tesirleri ya da kesit zorlar1 da denilen ig¢
kuvvetler, bir kesitle kesilen ¢ubuk parcalar1 arasindaki etki ve tepki kuvvetleridir.
Etki ve tepki kuvvetleri birbirine esit oldugundan kesim yiizlerindeki kuvvetler
birbirine esit fakat zit yonlii olmaktadir. Bu kuvvetler cisim parcalar: arasindaki etki-
tepki kuvvetleri oldugundan tiim kesit boyunca yayili halde bulunmaktadirlar. Ancak
bu yayili kuvvetler kesit agirlik merkezlerinde toplanabilirler ve bir kuvvetle bir

kuvvet ¢ifti vektorii olarak gosterilebilirler.(Sekil 2.4)
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Sekil 2.4. Dis Kuvvetler ve i¢ Kuvvetler [29]

Kesitin agirlik merkezindeki bu vektorler kesite dik ve teget dogrultudaki
bilesenlerine ayrilmaktadir. Boylece cesitli yonlerde yayili sekilde bulunan ve kesit

merkezine toplanan i¢ kuvvetler daha saglikli bir sekilde tarif edilmektedir.
T=Ti{+Tb+T ii
t b n

T, : Eksenel Kuvvet

T, : Kesme Kuvveti

T, : Kesme Kuvvet

Sekil 2.5. Bileske Kuvvetin Eksenler Dogrultusundaki Bilesenleri [29]
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M, : Burulma Momenti

M, : Egilme Momenti

M  : Egilme Momenti

Sekil 2.6. Bileske Momentin Eksenler Dogrultusundaki Bilesenleri [29]

2.2.4. Denge Denklemleri

Cubuk elemanmdan Sekil 2.7°deki As kadarlik cok kiiciikk bir parcayr aldigimizi

diistinelim:

MHAS Ftas 5 N+AN

T+MT

Sekil 2.7. Diferansiyel Cubuk Eleman1 Uzerinde Kesit Zorlarinin Degisimi [29]
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Tve M ic kuvvetleri her kesitte ayn1 kalmayip c¢ubuk ekseni boyunca
degismektedirler. Amag¢ bu T(s) ve M(s) fonksiyonlarmin bulunmasidir. Bilindigi
gibi i¢ kuvvetler dig kuvvetlerin yapisal elemana etkimesi sonucunda
olusmaktadirlar. Oyleyse, cisme etkiyen bu dis kuvvetler ile cisim parcaciklari
arasinda olusan i¢ kuvvetler arasinda bir iligkinin olacagini sdylemek yanlis

olmamaktadir.

Cubuk eksenindeki dis kuvvetlerin toplami pAs, kuvvet ciftlerinin toplami da
mAs kadar olmaktadir. Cubuga etkiyen bu kuvvetler neticesinde, s kesitine etkiyen i¢
kuvvetlerin vektorel toplami — T ve kuvvet ciftlerinin toplami da — M olsun. Cubuk
ekseni tizerinde As kadar gittigimizde i¢ kuvvetteki degisim AT ve kuvvet ciftindeki
degisim de AM kadar olsun. Dolayisiyla s+As kesitindeki i¢ kuvvetlerin vektorel

toplami T +AT ve kuvvet ciftlerinin vektorel toplami da M +AM kadar olur.

Sekil 2.7°de verilen bu ¢ubuk elemanmi (diferansiyel eleman), ilizerine etkiyen dis

kuvvetler ve kesitlerinde olusan i¢ kuvvetler altinda dengededir.
Oyleyse asagidaki denge denklemleri yazilabilir:
i. T +T+AT +pAs=0

AT + pAs =0 (2.3)

—+p=0
\

As sifira giderken limite gecilirse;

lim A—T+ p=0 (2.4)
As — 0 As
T .
d—+ p=0 (2.5)
ds
elde edilir.
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ii.  Sol kesite géore moment dengesi yazilirsa;

AM +iAs + AF X pAs + AP X (T +AT) =0 2.6)

AM +iAs + AF X pAs + AFXT + AFXAT =0

elde edilir. ikinci mertebeden terimler ihmal edilirse ve her terim As’ye boliiniirse;

AM s AT =0 2.7)
As As

yazilir ve As’yi sifira gotiiriip limite gegilirse;

im M e im AT =0 (2.8)
As — 0 As As —0As

dﬂﬂmfxf:o (2.9)
ds

elde edilir. Elde edilen (2.5) ve (2.9) denklemleri “Vektorel Diferansiyel Denge
Denklemleri” olarak adlandirilmaktadir.

2.2.5. Kinematik Denklemler

D1s etkiler sonucunda ¢ubuk elemanda olusan i¢ kuvvetler ve bunlarin arasindaki
bagintilar 6nceki kisimda agiklanmisti. Bu kisimda da dis etkilerden dogan ¢ubuktaki

sekildegistirme durumlar1 incelenecektir.

Cubuktaki yer degistirme olayi, cubuk eksenindeki herhangi bir noktanin yer

degistirmesi ile tarif edilmektedir. Bu da demektir ki yer degistirme cubuk eksenine

bagl bir fonksiyondur. Yer degistirme U ile gosterilirse bu fonksiyon da U (s) ile

gosterilmektedir.
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Cubuk ekseni iizerindeki A noktasmin yer degistirdikten sonra C noktasina geldigini
diistinelim. A noktasimin konumu, 7(s)iken, otelenmis ve U vektorii ile gosterilen
yer degistirmeyi yapmistir. Yer degistirdikten sonraki konumu sekilden anlasilacagi

iizere F(s)+U vektorii olmaktadir. Oyleyse yer degisiminden sonraki konumu

belirleyebilmek i¢in U yer degistirme vektoriiniin bilinmesi yeterli olmaktadr.

Sekil 2.8. Diferansiyel Cubuk Elemani Uzerinde Yerdegistirme [30]

Cubuk eleman sekildegistirdikten sonra diizlem olan kesit artik diizlem kalmamakta
ve karigik bir hal almaktadir. Ancak ¢ok kiiciik olacak bu sekildegistirmeleri thmal
ederek diizlem kesitin yine diizlem kaldigim1 varsaymak teoriyi ¢ok
kolaylastirmaktadir. Bu varsayim altinda kesitte olusacak yerdegistirmelerin rijit bir
hareket oldugu diisiiniilmektedir. Diizlem kesitteki bu rijit yerdegistirmeler dtelenme

ve donme hareketlerinden ileri gelmektedir.

Sekil 2.8’de goriilen c¢ok kiiciik olan cubuk elemaninda, B noktas1 A noktasina gore

AU kadarlik farkli yerdegistirme yapmaktadir. AU yerdegistirmesi iki sebepten
olusmaktadir:
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Birincisi, B noktas1 A noktasma gore JAs kadar farkli hareket etmektedir. Ikincisi,

A’dan gegen kesit © donmesini yaparsa B’den gecen kesit de QXxAF donmesini

yapmaktadir.
AU = J7[As + Qx AF (2.10)

Bu ifadedeki 7 vektorii birim uzunluklu ¢ubuk elemanindaki 6zgiil sekildegistirmeyi

gostermektedir. [i{—UJ =y ifadesi ile tanimlanmaktadir ve birim kayma
o | =
Q=0

vektorii ismini almaktadir. Q vektorii ise kesit agirlhik merkezinden gecen eksen

etrafindaki donmeyi gostermektedir. Birim uzunluklu bir cubuk elemanindaki

. dQ .. .. ..
donme, wzd— ifadesi ile tamimlanmaktadir ve birim donme vektOrii ismini
s

almaktadir.

(2.10) denkleminde taraflar As e boliiniip limite gecilirse,

im AV 585, 6.8 = d—U=7+§z><f (2.11)
As — (0 As As As ds

olarak yazilir.

Elde edilen ifade, cubuktaki Stelenme ve donme hareketleri arasindaki bagmtiy1
vermektedir. Demek ki kesitin yapmis oldugu oOtelenme ve donme hareketleri

birbirinden bagimsiz olmamakta, aralarinda diferansiyel bir bagint1 bulunmaktadir.

Hesaplarda 7 =0 almiyorsa uzama ve kayma hareketleri ihmal ediliyor demektir.

Hatirlanacagi gibi bu durum Euler-Bernoulli hipotezi i¢in gegerli olmaktadir ve

dikkate aliniyor ise Timoshenko hipotezi gecerli olmaktadir.

Sonug olarak,

— —7+ixQ=0 (2.12)
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a o (2.13)

Bu denklemler “Vektorel Diferansiyel Kinematik Denklemler” olarak

adlandiridmaktadir.

2.2.6. Biinye Denklemleri

2.2.4 de, denge denklemleri yazilip dis kuvvetler ile i¢ kuvvetler arasindaki bagintilar
elde edilmisti. Ancak kinematik denklemler c¢ikartilirken dis kuvvetlerle
sekildegistirmeler arasindaki bagintilar elde edilmemistir. Sekildegistirmeler dis
kuvvetler neticesinde olustuguna gore bu kuvvetlerle sekildegistirmeler arasinda bir
bagint1 bulunmas1 gerekmektedir. Bu sebeple bu kisimda da biinye denklemleri

vasitasiyla, sozii edilen bagtilar ¢ikarilacaktir.

Elastik bir cisimde, cismin kesitlerindeki i¢ kuvvetler ile sekildegistirmeler arasinda
dogrusal bir bagint1 vardir. Bu baginti cisimlerin fiziksel 6zelliklerine baglidir ve her

cisim icin farkl farkli olmaktadir.

Kesitlerde olusan kuvvet vektorleri ile kayma birim vektorleri ve kuvvet cifti
vektorleri ile donme birim vektorleri arasinda boyle bir dogrusal baginti
bulunmaktadir. Herhangi bir eksen takimi i¢in bu vektorlerin koordinatlar1 birbirine
dogrusal olarak baghdir. Bu dogrusal bagmti Hooke Kanunu esaslaria

dayanmaktadir.

Herhangi bir eksen takimu icin T vektdriiniin koordinatlar: (1, T,T)) ve M

vektoriintin koordinatlari da (M, M, M) ise,

I =C,7+Cyrn+Cu7, ) M, =D, o +D,w,+ D0,
I, =C,n +Cu7, +Cyy, ) M, =D, & +D,,0,+ D,,w, (2.14)
I, =C, 7+ Cyu7, +Cy, ) M, =D, o +D,,0, +D,;0,
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Kisa gosterimle, 7,=C,y, ve M,=D,®, iliskileri vardir. Buradaki C, ve
D, Kkatsayilar1 sadece cismin malzemesine ve kesitin geometrisine bagh olup 7 ve

@ degerlerinden bagimsizdirlar. Malzememiz homojen, izotropsa ve kesit ve kesitin
konumu da degigsmiyorsa bu katsayilar s degiskeninden de bagimsiz olmaktadirlar.

Bu katsayilara cismin kaymaya ve donmeye kars:i rijitlikleri denmektedir. Matris

formda,
711 Cll CIZ C13 7/1 Ml Dll D12 D13 a)l
L =16 Cy Gyt ’ M, |=|\D, D, D,| o (2.15)
713 C31 C32 C33 7/3 M 3 D31 D32 D33 w}
seklinde olup kesitteki gerilmeler ile sekildegistirmeler tansor notasyonu ile de
T=Cy ve M =D& (2.16)

seklinde gosterilebilir. C ve D tansorlerinin ikisi de simetriktir. Yani, C, =C,, ve

D, =D,; dir. Oyleyse 9 adet olan katsayilarin 6 adedinin bilinmesi yeterlidir. A¢ik

hali,
T G, G, Cy\\n M, D, D, D)\ o
T, |=1C, Cp Cyull7 ) M, |\=\D, D, D,| o (2.17)
T, Cy G Cu)ly M, D, D, D) o

seklindedir.C ve D matrislerinin determinantlari sifirdan farkli oldugu i¢in bu

matrislerin tersleri de vardir. Bu matrislerin ters matrislerini tarif edebiliyorsak ;

y=C'T ve @=D"'M (2.18)
-1 -1
I ¢, C, G, T @ D, D, D, M,
7, |=|C, Gy Cy T, ) @ =D, D, D, M, (2.19)
Vs C, Gy G T, @, D, D, D, M,

C," ., D, tansorlerine esneklik tansorii denmektedir.
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2.3. Kullanilacak Olan Denklemlerin Cikarihsi

Yukaridaki paragraflarda elastik ¢ubuk teorisini tanimlayan 6 adet denklem elde

edilmistir.

Bu denklemleri daha acik bir bicimde yazmak icin Frenet formiillerinden

yararlanilmistir. Bunlar :

(2.20)

seklinde olup y egriligi, T ise egriligin tabi torsiyonunu ifade etmektedir. T degeri

uzay egrilerinde sifirdan farkli oldugu halde biitiin diizlem egriler i¢in sifirdir.

1. Denge denklemlerinden;

a) —+p=0

)ds P
i(Tf+TB+T i+(pf+p,b+p ii)=0 (2.21)
ds t b nV TP T PP TP = '
dT - dT, _ dl; dT >

- dt dn - -
t b n - -
—t+7T —+—=b+T, —+——n+T —+ r+ b+ n=0
ds I'ds ds b ds ds n ds (pf Pp2 TPy )

19



f,fi,l; birim vektorleri arasindaki bagintilar (Frenet Formiilleri) hesaba katilip
diizenlenirse, asagidaki denklemler elde edilmektedir. Bu denklemlerin ilk ikisi

diizlem i¢i ticiinciisii ise diizlem dis1 problemlerde gecerlidir.

_ 4T
f(—L==T +p)=0
(ds = pt)
. dT
n(—T +——=+ =0 2.22
n(R s pn) (2.22)
_ dTb
b(—Z+p,)=0
(ds pb)

ds=Rd6 yazilip yukaridaki denklem tekrar diizenlenir ise;

dT
—L_T +Rp =0
de n 1
dTn
—n_T+Rp =0 2.23
10 P (2.23)
dT
b
—=+Rp, =0
a0 Pb
elde edilir.
b) dﬂmﬁfxfzo (2.24)
ds
T.b+T ii)=0
n

d —~ —~ - - —~ - -
g(Mtt +Mbb +Mnn)+(mtt +mbb+mnn)+t><(Ttt + b

am > dM, _ L dM —
trom T by P Ty A
ds I'ds ds b’ ds ds n ds

+(mtt + mbb + mnn) + (—Tbn + Tnb) =0
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f,fi,l; birim vektorleri arasindaki bagintilar (Frenet Formiilleri) hesaba katilip
diizenlenirse, asagidaki denklemler elde edilmektedir. Bu denklemlerin ilk ikisi

diizlem dis1 ticiinciisii ise diizlem i¢i problemlerde gecerlidir.

dM

f—-L oy ymy=o
ds R n t
1 am
n(E.Mt+ S +mn —Tb)=0 (2.25)
E(de+m T )=0
ds b n

ds=Rd6 yazilip yukaridaki denklem tekrar diizenlenir ise;

aM

—L_M +Rm =0

de n t

dMn

T _Mt+Rmn_RTb:0 (2.26)
de

—“+Rm, —RT =0

do b n

ii.  Yerdegistirmeler ile sekildegistirmeler arasindaki uygunlugu gosteren

kinematik denklemlerden ;

(2.27)

d -~ ~ - =~ - N - - -
g(Utt+Ubb+Unn)+(7tt+7bb+7/nn)+t><(Qtt+be+an)_O

f,fi,l; birim vektorleri arasindaki bagintilar (Frenet Formiilleri) hesaba katilip
diizenlenirse, asagidaki denklemeler elde edilmektedir. Bu denklemlerin ilk ikisi

diizlem i¢i ti¢iinciisii ise diizlem dis1 problemlerde gecerlidir.
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_du,

[(—L-—U -y)=0

(ds 2 Un 7,)

AU,

AU v — oy =0))=0 (2.28)

- dUb
b( s —7b+Qn):0

ds=Rd6@ yazilip yukaridaki denklem tekrar diizenlenir ise;

dUu
—L4iU —Ry =0
de n t

dU”+U —Ry —RQ, =0 (2.29)
de t n b '
ﬂ—Ry +RQ =0

de b n

elde edilir.
b) E—E):O
ds
(2.30)
i(Q [+Q b+Q i+ (@i+® b+ ii)=0
ds 1t b n" t b n't =

f,fi,l; birim vektorleri arasindaki bagintilar (Frenet Formiilleri) hesaba katilip
diizenlenirse, asagidaki denklemeler elde edilir. Bu denklemlerin ilk ikisi diizlem dis1

ticiinciisii ise diizlem i¢i problemlerde gecerlidir.

dQ

7( f+l.gz —®)=0

ds R 1N t

1 Q.
i(—.Q + —® )=0 2.31
n(R Y ) (2.31)
_dQ,
b -w )=0

(ds )
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ds=Rd6 yazilip yukaridaki denklem tekrar diizenlenir ise;

dQ
—L4+Q —Rw =0
de n t
dQ
n"iQ —Rw =0 (2.32)
dé t n
dQ
—b_Re =0
de b

¢) Biinye denklemlerinden;
y=C7'T (2.33)
@=D"'TM (2.34)

elde edilir. Bilinmeyenler olarak kesit tesirleri T ,1\71 , sekildegistirmeler 7, @,

yerdegistirmeler ile donmeyi U, Q , elde ettigimiz bu 6 adet denklemle bulabiliriz.
Elastik cubuk problemleri tamamen elde ettigimiz bu 12 denklem vasitasiyla
¢oziimlenebilir. Bu calismada diizlem dis1 serbest titresim ele alinacagindan

denklemlerden bazilar1 dikkate alinmayacaktir.

Diizlem dis1 cubuk problemi su alt1 denklemle tanimlanir:

—t—Mn+Rmt:0 L+ Q —Rm =0
deo deo (2.35)
dMn dQ, +Q —Rw =0
v, dr,
— Y% Ry +RQ =0 — P24 Rp =0
R a0 b
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Ancak bu denklemler cubugun diizlem dis1 statik davranisini tanimlamaktadir. Bu

calismada diizlem dis1 serbest titresim inceleneceginden p, dis kuvveti yerine - mii,

atalet kuvveti yazilmalhdir.

3. FONKSIYONEL ANALIZ

Siirekli ortam problemleri diferansiyel formiilasyonla ifade edilebildigi gibi
varyasyonel (degisim) formiilasyonla da ifade edilebilmektedir. Diferansiyel
formiilasyonda, ¢oziim, belirli sinir kosullar1 altindaki diferansiyel denklemi ya da
denklem sistemini integre etmektir. Varyasyonel formiilasyonda ise problem, ayni
smir kosullar1 altindaki fonksiyonelin degisimini sifir yapan fonksiyonu ya da
fonksiyonlar1 bulmaktir. Fonksiyonel, i¢erisinde aranan fonksiyon ve bu fonksiyonun
tirevleri bulunan integral ifadesine denir. Diferansiyel denklemi ve onun simir
kosullarmi saglayan fonksiyon ayni1 zamanda fonksiyonelin degisimini de sifir yapan
fonksiyon olmaktadir. Bu sebeple her iki formiilasyon da birbirine denk olmaktadir.
Varyasyonel formiilasyonun diferansiyel formiilasyona gore avantajlari1 vardir:
Fonksiyonel belirli bir fizik anlama sahip olup koordinat doniisiimleri altinda
degismez. Boylece bir koordinat takiminda elde edilen ifade diger bir koordinat
takim1 icin de gecerlidir. Karigik problemlerin diferansiyel denklemlerinin ve sinir
kosullarinin elde edilmesinde giivenilir bir yoldur. Bir probleme ait diferansiyel
denklem takiminin verilen smir kosullar1 altinda ¢oziimii giigse, probleme Ritz |,
Galerkin, Sonlu elemenlar gibi yontemler kullanilarak yaklasik bir ¢oziim
verilebilir.[31]
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3.1. Diferansiyel Denklemlerden Fonksiyonele Gecis

3.1.1. Potansiyellik kosulu

Q=Ly-f alan denklemlerinin operatdr yapida gosterimi olmak {iizere, L tiirev
operatoriinii, y degiskenleri, f ise dis yiikleri temsil etmektedir. Q=Ly-f operatoriiniin
potansiyel bir operator olabilmesi i¢in potansiyellik kosulunu saglamalidir.
Potansiyellik kosulunun matematiksel olarak ifade edilebilmesi i¢in Q operatoriiniin
bir yone gore tiirevinin diger yondeki toplami, bu islemin tersine esitlenmelidir.

Matematik format ile

(dQ(y. §).y") =(dQ(y.y").9) (3.1)
seklinde gosterilir.

Q operatoriiniin 'y yoniine gore tiirevinin y* yoniindeki toplami, aym fonksiyonun
y" yoOniine gore tiirevinin y yoniindeki toplamina esittir seklinde ifade edilir. Bu

denklemin yazilabilmesi icin yonsel tiirev (Gateaux tiirevi) ve yonsel toplam

tanimlamasi gerekmektedir.
3.1.1.1 Yonsel Toplam (i¢ Carpim)
Yonsel toplam, bir fonksiyonla bir degiskenin c¢arpimmin belirli bir araliktaki

integralidir ve asagidaki gibi hesaplanir.

a
[f<x>, y*} = ] Fy (3.2)
b

3.1.1.2 Gateaux Tiirevi ( Yonsel Tiirev)

Yonsel tiirevin matematiksel ifadesi 77 bir skaler olmak {izere

dQ(y +77y)

dQ(y,y) = o

(3.3)
n=0
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seklinde ifade edilir.

I¢ carpim asagidaki denklemler arasinda gegeklesmistir.( Diizlem dis1 serbest

titresim diferansiyel denklemleri )

dT

__b 2, _
10 +RpAw Uy 0 [ u,
dM
-—n2_M +RT, =0 [0 Q
do t b n
dM
-——Lim =0 0 Q
deé n t (3.4)
dQ R
—L o -——M =00 M
deé n
t
dQ R
niQ ——M =0 0 M
dé t n n
dupo R0 0 1
deé ,
Buna gore, alan denklemlerinin degiskenlere gore “— " yOniindeki Gateaux

(yonsel) tiirevi “*” yoniinde toplanacak sekilde i¢ ¢carpimi yazilirsa;

d “l=Roact|i o HT i o +RT Q7
[Q(y,?),y}—Rp Mb’ub _b’ub 17¢™ % || "n"h + b’ n

VAR EET 7 oS Mo NV M Fo RN Vil
R T B R N o e i R
- (3.5)
_ _ _ RI| -

Rigmlelowm o Rligm®

D tt n n t n | D n n

t n

_ * — *| R|= =
@ T | +RIQ T = T.T

b
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elde edilir. Benzer sekilde “*” yoniindeki yonsel tiirevi “— " yoniinde toplanacak

sekilde i¢ carpimu yazilirsa

— _ * — >I<'_ % —
[dQ(y,y)y} Rpsz{ [T “b M .Q |-\ M Q- +R T Q
Q"M |Ho M
Tt + t 7t
_ (3.6)
* — * * — R % —
——M, +|Q 'M |HHQ M |-——\M M
D t ot n n t" n | D n n
t n
du7 +RQFT |1 R|*7T
“o oty | b _C_b b

(3.5) denkleminde [a'b tarzindaki ifadeler [a'b=[(ab)'—[ab' seklinde tekrar

yazilip gerekli diizeltmeler yapilirsa;

[dQ(y@,y*}:[de,y*),ﬂ{Tb “ L+ Mo

0 37

Hir o +lo . m” o .Mm” i T
t 7t t7t n’ n ub’b

0 0 0 0

elde edilir. (3.7) denklemindeki son alt1 terim sinir kosullarimi belirtmektedir.
0+ &€ =0 ifadesi smir kosullar1 ifadesi oldugu bilindiginden denklem (3.7) de

yerlestirilir ise;
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ok % _— * | _— * %%
LR B SR A I A (Y VAR
L do L e -
%k _ * _ * _ %
+HM ,Q HM Q| H{M Q| HQ .M (3.3
n n t t t t t t
L E L do L E lol
o.M oM oM™ | da.r” 0T
LT 1 n B S s P 1% 'b
L E O E O E

bagintis1 elde edilir. 6 ve € alt indisli terimler sirasiyla geometrik ve dinamik sinir
kosullarin1 tanimlamaktadir. (3.8) denkleminde sinir kosullari tanitilip sol tarafa
eklendiginde sinir degerler birbirini gotiirecek, boylece operatdriin potansiyelligi

kanitlanmis olacaktir.
3.2. Fonksiyonelin Elde Edilmesi

Potansiyellik kosulu saglatilan operatér daha once elde edilmisti. Bu operatoriin

Gatedux tiirevi alinirsa, fonksiyonel su sekilde ifade edilir [32] :

1
I(y) = [(Q(sy,y), y)ds (3.9)
0

Burada s skaler bir biiytikliiktiir.

olarak fonksiyonel son seklini alir.
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4. SONLU ELEMANLAR YONTEMi

4.1. Sonlu Elemanlar Yontemi Nedir?

Sonlu Elemanlar Yontemi, ¢ok c¢esitli miihendislik alanlarindaki problemlerin
yaklasik ¢oziimlerini bulmamizi saglayan sayisal bir ¢oziimleme teknigidir. Ucak
govdelerindeki gerilme ¢oziimlemesinde kullanilmak iizere gelistirilmesine ragmen
yillar boyunca iizerinde calisilmis, daha da gelistirilmis ve boylece siirekli ortamlar
mekaniginde cok genis bir uygulama alani bulmustur. Degisik ve esnek bir
¢Oziimleme aract oldugundan miihendislik okullarinda ve endiistride ¢ok daha fazla

dikkat cekmis ve farkl farkl problemlere uygulanmigtir.

Giintimiizde bircok miihendislik problemlerinde kapali formdaki kesin ¢oziimlerden
ziyade yaklasik sayisal coziimleri bulmamiz gerekmektedir. Ornegin, karmasik
sekilli bir levhanin yiik tasima kapasitesini, farkli atmosfer kosullarinda havadaki
kirlilik oranmi ya da degisken geometrili bir kanaldaki akigkanin debisini bulmak
isteyebiliriz. Ik olarak, bu fiziksel olaylarin diferansiyel denklemlerini yazip sinir
kosullarmi tanitir ve ¢oziimii elde edebiliriz fikri aklimiza gelmektedir. Fakat
¢Oziimil yaparken bu problemlerin basit bir analitik ¢6ziimiiniin olmadigin1 hemen
anlariz. Coziimlerdeki zorluklar, geometrideki ve diger baz1 Ozelliklerdeki
diizensizlikten ve degiskenlikten kaynaklanmaktadir. Peki, bu tiir karmasik

problemler nasil ¢coziimlenmektedir?

Belki problem daha basite indirgenebilir. Coziimdeki zorluklari ihmal ederek
problem bu sekilde ele alinabilir. Bu diisiince bazen sonu¢ vermektedir. Ancak cogu
zaman ¢ok ciddi hatalar ve yanlis sonuclar elde edilmektedir. Diger bir diisiince,
problemi tiim zorluklariyla ele almak ve kesin sonuctan ziyade kesine yaklasik bir
sonug elde etmektir. Artik ¢cok gelismis bir bilgisayar teknolojimiz var oldugundan

ikinci diisiince tarzi ¢cok daha mantikli goziikmektedir. Ciinkii bu tiir karmasik
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problemlerin yaklasik c¢oziimleme teknikleri uzun zaman alan ve yorucu

yontemlerdir. Geligmis bilgisayarlar1 kullanmay1 ka¢cimilmaz kilmaktadir.

Yillar boyunca bir¢cok sayisal yaklasik ¢oziimleme yontemi gelistirilmistir. Bunlar

Sonlu Farklar Yontemi, Sonlu Elemanlar Yontemi ve Sinir Elemanlar Yontemi’dir.

4.2. Sonlu Elemanlar Yontemi Nasil Cahsir?

Bir siirekli ortam probleminde, alan degiskeni ( basing, sicaklik, sekildegistirme,
gerilme... ) siirekli ortamin noktasal bir fonksiyonu oldugundan sonsuz sayida
degere sahip olmaktadir. Bu nedenle sonsuz sayida bilinmeyeni olan bir problemle
kargilagilir. Sonlu Elemanlar Yontemi, siirekli ortami elemanlara bolerek ve her
elemandaki alan degiskenlerini yaklasim fonksiyonlar:1 cinsinden tanimlayarak,
sonsuz sayida bilinmeyeni olan problemi sonlu sayida bilinmeyeni olan bir probleme
indirgemektedir. Interpolasyon fonksiyonlari, alan degiskenlerinin ‘nod’ adi verilen
0zel noktalardaki (diigiim noktalar1) degerleri cinsinden tanimlanmaktadir. Nodlar
genellikle bitisik elemanlarin  birlesim yerlerinde, eleman smnirlar1 {izerinde
bulunmaktadir. Sinir noktalarmmda tanimlanan nodlarin yaninda bazen elemanlar ig¢
nodlara da sahip olabilirler. Alan degiskeninin nodal degerleri ve elemandaki
interpolasyon fonksiyonlari, alan degiskenlerinin elemanlardaki davranigimi tamamen
tanimlamaktadir. Bir problemin sonlu elemanlar tasariminda alan degiskenlerinin
nodal degerleri bilinmeyenler olarak secilmektedir. Bu bilinmeyenler bulundugunda,
interpolasyon  fonksiyonlar1 alan degiskenlerini biitiin elemanlar boyunca

tanimlamaktadir.

Coziimiin karakteri ve yaklasimin derecesi sadece elemanlarin sekline ve sayisina
degil secilen interpolasyon fonksiyonlarma da bagli olmaktadir. Interpolasyon
fonksiyonlar1 gelisigiizel se¢ilmemeli, siireklilik kosullar1 saglanmalidir. Detayl bilgi
[33] nolu kaynakta bulunmaktadir. Sonlu Elemanlar Yontemi’ni diger sayisal
yontemlerden ayiran baska bir 6zellik de, biitiin siirekli ortami ¢éziimlemeden 6nce,
ayriklastirdigimiz siirekli ortamda her elemana ait ¢oziimii bulmamiz gerektigidir.
Ornegin; bir gerilme analizi probleminde her eleman igin rijitlikler bulunur ve daha
olarak yapilmak istenilen; karisik bir problemi basit problemlere ayrarak, karisik

problemi bu basit problemlerin birlesimi seklinde diistinmektir.
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Sonlu Elemanlar Yontemi’'nde, sonlu eleman 6zelliklerini formiile etmek amaciyla
lic degisik yaklastm bulunmaktadir: ilk yaklasim, kokeninin Dogrudan Rijitlik
Metodu’na dayanmasi1 maksadiyla ‘Dogrudan Yaklasim’ olarak adlandirilmaktadir.
Bu yaklasim daha cok basit problemler i¢in kullanilmaktadir. Ikinci yaklasim,
‘Degisim Yontemi Yaklasimi’dir. Bu yaklasimin kokeni degisim hesaplarina
dayanmaktadir. Detayli bilgi [33] nolu kaynakta bulunmaktadir. Kati cisimler
mekaniginde, fonksiyonel olarak potansiyel enerji, tamamlayici enerji veya bunlarin
degisik bir bicimi olan Reissner degisim prensibi kullanilmaktadir. ‘Degisim
Yontemi Yaklasimi’nin bilinmesi, Sonlu Elemanlar Yontemi’nin ¢ok daha farkli ve
genis miihendislik problemlerine uyarlanabilmesi i¢in gerekmektedir. Ciinkil
‘Dogrudan Yaklasim’ sadece basit eleman sekilleri i¢in kullanilmasina karsilik
‘Degisim YoOntemleri” hem basit hem cok daha karmasik eleman sekillerine
uygulanmaktadir. Uciincii ve daha genel bir yaklasim, ‘Agirlikli Rezidiiler
Yontemi’dir. Matematiksel esaslara dayanir. Fonksiyonelin bulunmadigi problemleri

de ¢6zmek amaclidir.

Eleman 6zelliklerini bulmak amacla hangi yaklasimi kullanirsak kullanalim, ‘Sonlu
Elemanlar Metodu’ adim adim uygulanan bir sistematige sahiptir. Asagida sirasiyla

sistematigin asamalarindan kisaca bahsedilecektir.
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4.3.

Adim Adim Sonlu Elemanlar Metodu

1. Siirekli Ortamm Ayriklastirma

[k adim siirekli ortami veya ¢6ziim alanini elemanlara bolmektir. Degisik
eleman sekilleri aym c¢oziim alami igerisinde kullanilabilir. Kirigler,
kabuklar gibi degisik yapisal elemanlara sahip elastik yapilarda degisik tarz

eleman sekilleri kullanmak gereklidir.

. Interpolasyon Fonksiyonlarmin Secimi

Bir sonraki adim her elemana nodlarin atanmasi ve alan degiskeninin
eleman iizerindeki degisimini tanimlayan interpolasyon fonksiyonlarinin
secimidir. Alan degiskeni bir skaler, vektor ya da tansor olabilir.
Tirevlerini ve integrallerini almak kolay oldugundan interpolasyon
fonksiyonlar1 olarak genellikle polinomlar segilir. Polinomun derecesi
elemana atanan nod sayisina, nodlardaki bilinmeyen sayisina ve siireklilik
kosullarina gore secilir. Alan degiskenleri veya bunlarin tiirevleri

nodlardaki bilinmeyenler olarak seg¢ilebilir.

3. Eleman Ozelliklerinin Bulunmasi

Elemanlar ve interpolasyon fonksiyonlar1 secildikten sonra her elemana ait
ozellikleri tanimlayan matris denklemlerini elde etmeye haziriz demektir.

Su halde, yukarida agiklanan ii¢ yaklasimdan biri kullanilir.

4. Eleman Denklemlerinin Bir Araya Getirilmesi

Tim sistemin Ozelliklerini tanimlayan matris denklemlerini kurmak
amactyla, her elemana ait matris denklemlerini bir araya getirmek gerekir.
Bir araya getirmenin mantig1l, elemanlarm birbirine baglandig1 nodlarda

komsu elemanlarin alan degiskenlerinin ayni1 degerlere sahip olmasidir.
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5. Smir Kosullarinin Eklenmesi

Tiim sistemin matris denklemleri elde edildikten sonra, bu denklemler,
coziimlemeye gecmeden, sistemin smir kosullarmi da igerecek sekilde
tekrar diizenlenmelidir. Bu safhada denklemlere nodlardaki bilinen degerler

eklenir.

6. Tiim Sistem Denklemlerinin Olusturulmasi

Tiim sistemin matris denklemleri elde edilince karsimiza ¢6zmemiz
gereken denklem takimi ortaya cikar. Bu denklem takimimin ¢oziimii
sonucunda problemdeki nodal bilinmeyenler elde edilmis olur. Eger
problem, statik veya denge problemi ise lineer veya nonlineer cebirsel
denklem takimlarinin ¢oziimiiyle karsilasilir. Eger problem dinamik tarzda

ise problem 6zdeger bulma problemine indirgenmis olacaktir.

7. Diger Sonuclarin Hesaplanmasi

Genellikle denklem takimlarinin ¢6ziimiinden bulunan sonuclar, diger
Onemli parametrelerin bulunmasinda kullanilir. Bulunan

yerdegistirmelerden gerilme ve sekildegistirmeler hesaplanabilir.

4.4. Kanisik Sonlu Elemanlar Metodu

Klasik sonlu elemanlar yonteminde sadece yerdegistirmeler bilinmeyen olarak
alinmakta ve yerdegistirmeler bulunduktan sonra diger biiyiikliikler yerdegistirmeler
yardimiyla bulunmaktadir. Bu calismada kullanilan Karisik Sonlu Elemanlar
Yontemi’nde ise bilinmeyenler tiim biiyiikliikler olarak alinmaktadir. Denklem

takimlar biitiin bilinmeyen degerleri icermektedir.
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5. KARISIK SONLU ELEMANLAR YONTEMI ile DINAMIK ANALiZ

5.1. interpolasyon Fonksiyonlar

Sekil-5.1 Daire eksenli cubuk i¢in kullanilan sonlu eleman

Siirekli ortamu kesiklestirdikten (elemanlara boldiikten) sonra, alan degiskenlerimizin
her eleman lizerindeki degisimini tamimlayan interpolasyon fonksiyonlar: (yaklasim
fonksiyonu, sekil fonksiyonu) se¢memiz gerekmektedir. Tiirev ve integral
islemlerinin  kolaylig1 nedeniyle interpolasyon fonksiyonu olarak genellikle

polinomlar secilmektedir.

Siirekli ortam yeteri kadar ¢ok elemana ayrilirsa, alan degiskenlerinin elemanlar
tizerindeki degisiminin (davranisimnin) dogrusal olacagi yaklasimi yapilabilir. Tek
serbest degiskenin oldugu ( bir boyutlu hal ) problemlerde aranan biiyiikliik, her

eleman icin,
5O~ ol ol e

polinom fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Burada e indisi ‘eleman’ anlaminda

ve a';e) bulunmasi gereken sabitlerdir. Degiskenlerin

elemanlarin diigiim noktalarindaki (nod) degerleri,

kullanilmastir. a,l(e)
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¢i(e) = a,l(e) + a';e)xl. (1 nodu i¢in)

(5.2)
(e)_ (e) (&) - L
¢j =a, " t+a, xj (j nodu i¢in)
hallerini almaktadir. (5.2) denklemlerinin ortak ¢oziimiinden,
o.x.—¢ .x. o.—9.
a(e) _tJ Jt ve a(e) —_J 't (5.3)
1 X.—X. 2 X.—X.
J 1 J 1
bulunmaktadir. (5.3) denklemleri (5.1) denkleminde yerlerine yerlestirilirse,
X=X X—X.
0= L | iy (5.4)
X.—x. | ! x.—x. | J
J J 1

denklemi ile yaklagim fonksiyonu nodlardaki degerleri cinsinden elde edilmektedir.

X.—X X—X.
y,=| < ve W= L ile gosterilirse (5.4) denklemi
l X.—X J X.—X.
Jj i i
(e)_, (e) (e)

halini alir. Le = xj - X ifadesi sonlu eleman boyunu ifade etmektedir. Daire eksenli
cubuklar icin xj =R0j ve x, =R0i yazilmalidir. 01 , 1 nodundaki donme agisini,

0]. j nodundaki donme agisin1 ve R de egrilik yaricapini gostermektedir.
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Tiim bilinmeyenler interpolasyon formunda yazilirsa ¢ubuk i¢inde herhangi bir

noktadaki degiskenler,

u =u,.¥. +u, W.
i1 j

b~ b bj
Q=Y. +Q V.
t f1 1 g ]
Q =Q Y. +Q VY.
n n 1 ny j (5.6)
M =M% +M_¥. '
t f1 1 g ]

M =M ¥Y.+M V.
n ni i n j

Tb :Tbi‘Pi +Tbj‘Pj
seklinde tarif edilir. Denklem (5.6) elde edilen (3.10) fonksiyoneline terim terim

uygulanirsa sonlu eleman formiilasyonun i nodundan j nodu altindaki integrali

asagidaki gibi olur.

0.
. ] 1
I' = .[ EpszR(ubiWi + ubjlllj)z +R(T,W, + T, W (Q v, + Q)
6;

1 ) R
- (Tbillli + Tbjlllj )(Ubilui + Ubjlllj) _E(Mnlvi + Mtjlllj)z

__R R
2D, 2C,
- My, + Mtjlllj)(gnillli + anlllj) +(M, vy, + Mnjlllj LY, + Qtjlllj)

- (Mnillli + Mnjlllj ')(Qnilui + anlllj) - (Mnllfi + Mtjlllj ')(inlfi + Qtjllfj)

(5.7

(Mnillli + Mnjlllj)z - (Tbillli +Tbj\|fj)2
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5.2 Eleman Matrisinin Elde Edilmesi

Bu calismada, problemlere sonlu elemanlar yontemi uygulanirken, eleman

matrislerinin bulunmas1 asamasinda degisim yontemleri yaklasimi kullanilmistir.

Eleman matrisinin elde edilebilmesi icin fonksiyonelin degisimini sifir yapan nod
degerlerinin bulunmas1 gerekmektedir. Nodal degerlere gore fonksiyonelin

degisimini sifir yapmak i¢in

(e)
o1 =0 i=1,2,3,......,12 (5.8)
A% .

J

kosulu saglanmalidir.

Burada r elemana atanan nod sayisidir. Dolayisiyla (5.7) denkleminin nodal

bilinmeyenler olan u Q.,.Q .. Q.. Q. M. M. M. M.
1 t ni n t1 t

bi’ Ybj’ “ni’ o 7 Mpi» Mp; i Thi

Tbj > ye gore birinci tiirevlerinin sifir olmasi gerekmektedir.

e e e
aal =0 az =0 ’aaslz =0

“bi ni ti
oI°¢ 0 oI°¢ 0 oI°¢ 0

ou, . 90 | "0 |

bj nj ]
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(5.9) denkleminde elde edilecek 12 adet denklem sonlu eleman i¢in eleman
matrisinin olusturulmasinda kullanilacaktir. Elde edilen eleman matrisi Ek-A da
verilmigtir. 12 adet denklem icerisindeki matematiksel islemlerin yapilabilmesi i¢in

yaklagim fonksiyonlarmin Ek-B de verilen 6zellikleri kullanilmigtir.

5.3. Dinamik Analiz

Bir yapi ilizerine yapilan yiikleme altinda hareket etmektedir. Hareket eden bir yapida
eylemsizlik yiikleri olusmaktadir. Yapiya etki eden yiikk zamanm bir fonksiyonu
degilse, yiikleme hiz1 yavassa eylemsizlik yiikleri ihmal edilmektedir. Bu durumda
yapiya statik analiz uygulanmaktadir. Bu agidan bakildiginda, dinamik analiz aslinda
statik analizin genigletilmis bir hali olmaktadir. Diger yandan yiikleme yiiksek
frekansh veya rastgele olarak degisiyorsa veya yiik aniden uygulanmiyorsa, problem
icin dinamik analiz gerekmektedir. Dinamik analizde statik analizden farkli olarak
eylemsizlik kuvvetlerinin ve de soniimleyici kuvvetlerin dikkate almmasi

gerekmektedir. Her iki kuvvet de yapiya etki eden yiiklere zit yonde olusmaktadir.

Cok serbestlik dereceli, yogunlastirilmis kiitleli sistemin zamanin bir fonksiyonu

olarak kuvvet dengesi

F(t)I + F(t)D + F(t)S =F(t) (5.10)

seklinde yazilmaktadir. Burada, t zamanindaki kuvvet vektorleri, F(t)I diigtimlerdeki
kiitlelere etkiyen eylemsizlik kuvvetlerini, F(t)D enerji sOniimleyici kuvveti,
F(t)S yap: tarafindan tasman (i¢csel) kuvveti, F(t)de yapiya etkiyen dis yiki

simgelemektedir. (5.10) denklemi lineer davranisi sergileyen ikinci dereceden lineer

diferansiyel denkleme doniistiiriildiigiinde

[M].[i]+ [C].[a] +[K].[u] = [F(V)] (5.11)
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denklemi elde edilmektedir. Burada, [M] kiitle matrisini, [C] viskoz soniim katsayis1
matrisini, [K] rijitlik matrisini, [i] diigim noktalarindaki ivme matrisini, [u] diigiim
noktalarindaki hiz matrisini, [u] da diigiim noktalarindaki yerdegistirme matrisini
simgelemektedir. Bir dinamik analizde bilinmeyen [u] deplasman vektoriiniin, [U]

hiz vektoriiniin ve [ii] ivme vektoriiniin hesaplanmasi istenmektedir.

(5.11) denkleminde dis kuvvet sifir alinip soniim ihmal edildiginde yapiya ait

sOniimsiiz serbest titresim denklemi
[M].[u]+ [K].[u] =0 (5.12)

seklinde elde edilmektedir. Bu denklemin ¢6ziimiinde yerdegistirme vektorii
u=<I>.eiwt denklemiyle ifade edilmektedir. Yerdegistirme ifadesi zamana gore iki kez

tiiretilirse iiz—u)z.QD.eiwt elde edilmektedir. Bu ifadeler (5.12) denkleminde yerine

yazildiginda
[[K]-wz[M] }.{cb} =0 (5.13)

elde edilmektedir. (5.13) denklemi bir 6zdeger problemidir. C6ziimiin olabilmesi i¢in

det

[K]—wz[M]‘ —0 olmalidir. (5.14)

Bu denklemden, sistemin serbestlik derecesi kadar W ’lar elde edilmektedir.

Bu caligmada, elde ettigimiz sistem matrisi

Kll K12

K21 K22

F

u

0

!
(5.15)

(5.15) ifadesini u’ya bagli olarak ¢6zmemiz gerekmektedir. Bunun i¢in :
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K, . F+K .u=0
11 12 (5.16)

K21.F+ K22.u =0

. . .. .o . _1
denklemlerinin ortak gozumunden{—[KzJ [Kl 1} [KIZ} + [Kzz}} {u}=0 (.17)

bulunmaktadir. Serbest titresim frekanslarimi bulabilmemiz i¢in (5.13) ifadesi

Kll K12

K21 K22

0 0
0 M

F

u

2

—W

0 (5.18)
0 .

seklini almaktadir. (5.18) ifadesinden serbest titresim frekanslar1 elde edilmektedir.

Elde edilen w ’lar da yerine konularak yerdegistirmeler bulunmaktadir.

6. SAYISAL ORNEKLER

Daire eksenli cubuklarm diizlem dis1 serbest titresimlerine ait yapilmis ¢ok sayida
arastirma literatiirde mevcuttur. Bu calismada da, degisik sinir kosullaria sahip
dairesel cubuklara ait dogal frekanslar incelenmis, elde edilen sonuclarin

literatiirdeki mevcut ¢alismalarla uyumlu oldugu gézlenmistir.
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6.1 Bir ucu ankastre-diger ucu bos olan dairesel cubuk

Dikdortgen kesitli (6.2x18.9 mmxmm) yarim cember seklindeki bir cubuk ele
alinmistir. Kesit ve malzeme ozellikleri A=1.1718x10™ mz, 1,=3.4882x10” m4.,
[=1.22x10° m*., 1,=3.75367x10” m"., yaricap R=0.305 m., a=180°, Elastisite
modiilii £=68.13 GPa, Poisson oram 1=0.33 ve p=2882 kg/m’ alnmustir. Bu
probleme ait sonuglar Tablo 1’de sunulmustur. Tablo 6.1°de verilen literatiirdeki

deneysel [19] ve teorik [20-21] sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo-6.1 Ankastre-bos uclu yarim ¢cembere ait diizlem dis1 dogal frekans (rad/s)

Tabarrok | Yildirim Yildirim

Bu calsmada
et al. [34] | [35] [36]

I.mod | 56.832 56.00 54.77 54.80

6.2 Iki ucu ankastre mesnetli dairesel cubuk

Kesit ve malzeme Ozellikleri b=h=1 m., Elastisite modiili E=181 GPa, Poisson orani
1=0.3, p=1600 kg/m’, i= \/m ve A= I% olmak iizere A=100 alinmustir. Cesitli
acilara sahip iki ucu ankastre daire eksenli cubuga ait

@ = wR’ \ PA/( EI,, ) boyutsuz frekans parametresi incelenmistir. Sonuglar Tablo

6.2°de verilerek literatiirde bulunan mevcut degerlerle karsilastirilmistir. Tablo
6.2°de goriildiigii gibi sonug¢lar uyumludur.
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Tablo-6.2 iki ucu ankastre mesnetli dairesel gubuk i¢in boyutsuz frekans parametereleri

() Modlar Bu Kang Irie Howson | Tufekci
calismada | et al. [37] | et al. [38] | et al. [39] | et al. [40]

120 1 4.4263 44516 |4.451 4.4512 4.45145
2 12.8677 _ 12.83 12.826 12.82629
3 26.0400 _ 25.99 26.988 25.98937
4 43.6688 _ 43.57 43.570 43.57053

180 1 1.7948 1.8045 | 1.804 1.8042 1.80434
2 5.1880 _ 5.198 5.1975 5.197995
3 10.9269 _ 10.92 10.917 10.91819
4 18.7450 18.72 18.725 18.72548
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6.3 Degisik sinir kosullarina sahip dairesel cubuk

Daire en kesitli (en kesit yaricapt r=0.5 m) olan yarim cember ele almmustir.
Cemberin yaricapt R=10 m. ve malzeme Ozellikleri Elastisite modiilii £=210 GPa,
Poisson oram ¥=0.3, p=7850 kg/m’ almmustir. Ele alnan problem degisik smur
kosullar1 altinda c¢oziilerek sonuglar Tablo 6.3’de verilmistir. Tablo 6.3’de goriildiigii
gibi degisik sinir kosullar: altinda ayn1 probleme ait sonuglar karsilastirildiginda en
diisilk frekans ankastre-bos uclu olarak mesnetlenmis dairesel cubukta ortaya
cikmaktadir. En biiyiikk frekans iki ucu ankastre mesnetli dairesel cubukta

goriilmektedir. Dogal frekans degerleri sinir kosullarina bagh olarak degismektedir.

Tablo-6.3 Degisik sinir kosullarina ait dogal frekanslar (Hz)

Frekanslar (Hz) | Ankastre-Ankastre | Ankastre-Sabit mesnet | Ankastre-Bos uc

; 3.7564 1.7898 0.7822
1) 10.7535 7.3691 2.7270
3 22.3975 18.0956 6.6292
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SONUCLAR

Bu calismada, Gateaux tiirevi kullanmilarak daire eksenli cubuklarin diizlem dis1
serbest titresimleri i¢cin fonksiyonel elde edilmistir. Dinamik analizde problem,
standart 6zdeger problemine indirgenerek sikistirilmis kiitle matrisi formiilasyonunu
esas alan karisik sonlu eleman yontemi ile incelenmistir. Iki noda sahip dairesel
cubuk eleman kullanilmistir. Dairesel cubukta her eleman, bir egilme ve bir burulma
momenti(M;, M,), bir kesme kuvveti(Ty), iki donme(€2,, ,€2) ve bir yer degistirme

(up) olmak iizere (2x6) serbest derecesine sahiptir.

Diizlem dis1 titresimi analiz edebilmek icin karigik sonlu eleman formiilasyonu
kullanilarak Fortran bilgisayar programi yardimiyla yazilmistir. Sonlu eleman modeli
her nod da 6 adet bilinmeyene sahipdir. Kullanilan yontem ile dairesel kiris i¢in
cesitli sinir sartlar1 altinda dinamik analiz yapilmistir. Dairesel kiriglerin dogal
titresim periyodu karisik sonlu eleman metoduyla hesaplanmistir. Bu kirisler ic¢in

kesme deformasyonu iceren Timoshenko Kkiris teorisi dikkate alinmistir

Bu calismada bu gelistirilen yontemle c¢oziilen dogal agisal frekanslar, dairesel
kirisler icin literatiirde daha onceden coziilen problemlerle karsilastirilip sonuclari
degerlendirilmistir. Bu karsilastrma, hazirlanan program ve formiilasyonun
gecerligini ve dogrulugunu gosterebilmek amaciyla yapilmistir. Karsilagtirma sonucu
bulunan degerler ile literatiirdeki degerler cok yakin ¢ikmustir. Hazirlanan programin
ve formiilasyonun gecerli ve giivenilir oldugunu gostermektedir. Karisik sonlu
eleman formiilasyonun kullanimi ile sadece yer degistirmeleri degisken olarak alan
klasik sonlu eleman formiilasyonun kullaniminda ortaya cikan tiirev ve yuvarlama
hatalar1 minimize edilmektedir. Caliymada Gatedux (yOnsel) tiirev metodunun
kullanilmast eleman matrisin hem daha kolay hem daha hizli bulunmasini

saglamaktadir.

44



Sonug olarak, sayisal ornekler de gosteriyor ki Gateaux (yonsel) tiirev yaklasimi
kullanilarak elde edilen fonksiyon ile karisik sonlu eleman metoduna gegilirse elde
edilecek olan degerler hem deneysel sonuclar ile yeter yakinsaklikta, hem de hizli ve
rahat olmaktadir. Bu ¢alisma diizlem dis1, dairesel veya her hangi bir egrilige sahip

kirisler tizerinde yapilacak caligmalar i¢in de bir kaynak olabilecektir.

45



KAYNAKLAR

[1] Love, A.E.H. , 1944. A Treatise on The Mathematical Theory of Elasticity.

Dover Publication. NewYork.

[2] E. Volterra ve J.D. Morell ,1961. Lowest Natural Frequency of Elastic Arc for
Vibrations Outside The Plane of Initial Curvature, Journal of Applied Mechanics , 28
624-627.

[3] T. Irie, G. Yamada, I. Takahashi, 1980. The steady state out-of-plane response
of a Timoshenko curved beam with internal damping, Journal of Sound and

Vibration, 71,145-156.

[4] T. Irie, G. Yamada, 1. Takahashi, 1982. Natural frequencies of out-of-plane
vibration of arcs, Journal of Applied Mechanics, 49, 910-913.

[5] T.M. Wang, A. Laskey, M. Ahmad, 1984. Natural frequencies for out-of-plane
vibrations of continuous curved beams considering shear and rotary inertia,

International Journal of Solids and Structures, 20, 257-265.

[6] W.B. Bickford, S.P. Maganty, 1986.0n the out-of-plane vibrations of thick
rings, Journal of Sound and Vibration, 108, 503-507.

[7] JM.M. E Silva, A.P.V. Urgueira, 1988. Out-of-plane dynamic response of
curved beams—An analytical model, International Journal of Solids and Structures,

24, 271-284.

[8] M. Kawakami, T. Sakiyama, H. Matsuda, C. Morita, 1995. In-plane and out-
of-plane free vibrations of curved beams with variable sections, Journal of Sound and

Vibration, 187, 381-401.

[9] K. Kang, C.W. Bert, A.G. Stritz, 1995. Vibration analysis of shear deformable
circular arches by the differential quadrature method, Journal of Sound and

Vibration, 181, 353-360.

46



[10] W.P. Howson, A.K. Jemah, J.Q. Zhou, 1995. Exact natural frequencies for
out-of-plane motion of plane structures composed of curved beam members,

Computers and Structures, 55, 989-995.

[11) Petyt, M. and Fleischer,C.C. , 1971. Free Vibration of Curved Beam, Journal
of Sound and Vibration, 18(1), 17-30.

[12] C.S. Huang, Y.P. Tseng, S.H. Chang, 1998. Out-of-plane dynamic responses
of non-circular curved beams by numerical Laplace transform, Journal of Sound and

Vibration, 215(3), 407-424.

[13] C.S. Huang, Y.P. Tseng, S.H. Chang, C.L. Hung, 2000. Out-of-plane
dynamic analysis of beams with arbitrarily varying curvature and cross-section by

dynamic stiffness matrix method, International Journal of Solids and Structures,

37,495-513

[14] S.Y. Lee, J.C. Chao, 2000. Out-of-plane vibrations of curved non-uniform

beams of constant radius, Journal of Sound and Vibration, 238, 443-458.

[15] Rubin, M.B. and Tufekci, E. , 2005. Three-dimensional free vibrations of a
circular arch using the theory of a Cosserat point, J.of Sound and Vibration, 286,

799-816..

[16] E. Tiifekci, O.Y. Dogruer, 2006. Out-of-plane free vibration of a circular arch

with uniform cross-section, Journal of Sound and Vibration, 291, 525-538.

[17] Volterra,E. and Morell, J.D. , 1960. A Note on the Lowest Natural Frequency
of Elastic Arcs, Trans ASME, Journal of Applied Mechanics, 83,.744-746.

[18] Rao,S.S. , 1971. Effects of tranverse shear and rotatory inertia on the coupled

twist-bending vibrations of circular rings, J. Sound Vibr., 16, 551-566.

[19] Kirchope, J. , 1976. Out-of-plane vibration of thick circular ring,
J.Eng.Mech.Div. ASCE 102, 239-247.

[20] Petyt M. , Fleischer C.C. , 1971. Free Vibration of Curved Beam, Journal of
Sound and Vibration, 18(1),.17-30.

47



[21] Raveendranath, P, Singh, G. and Pradhan B. , 2000. Free vibration of arches
using a curved beam element based on a coupled polynomial displacement field,

Computers and structures, 78, 583-590.

[22] Ozyigit, H. A., Oz, H. R. and Tekelioglu, M., 2004. Linear forced in-plane
and out-of plane vibrations of frames having a curved member, Mathematical and

Computational Applications, 9, 371-380.

[23] Wu, J.S. and Chiang, L.K. , A new approach for displacement functions of a
curved Timoshenko beam element in motions normal to its initial plane, Int.J.for

Numerical Methods in Engineering, 64,1375-1399.

[24] Akoz, A.Y. ve Kadioglu, F. , 1996. The Mixed Finite Element Solutions of

Circular Beam on Elastic Foundation, Computers and Structures, 60(4), 643-657.

[25] De Rosa, M.A. and Franciosi, C. , 2000. Exact and Approximate dynamic
analysis of circular arches using DQM, International Journal of Sold and Structures,

37, 1103-1117 .

[26] A. Y. Akoz, M. H. Omurtag, A. Dogruoglu, 1991. The Mixed Finite Element
Formulation For Three-dimensional Bars, Int. J. Solids Struct., 28, 225-234.

[27] Inan, M., Elastik Cubuklarin Genel Teorisi, Istanbul Teknik Universitesi,
1966.

[28] Prof. B. Bandhyopadhyay, Juhi Khanna, 2004. Modeling and Control of
Smart Cantilever Beam, Degree of Master of Technology, Indian Institute of

Technology .

[29] Tacettin SARIOGLU, Selim SENGEL, Yunus OZCELIKORS, Hakan

EROL, Osmangazi Universitesi Mukavemet Ders Notlar1

[30] Yidirnm V. , Elbir G. , 1996. Cember Eksenli Cubuklarda Geometrik
Biiyiikliiklerin Dogal Frekanslara Etkisi, Tiirk Miihendislik ve Cevre Bilimleri
Dergisi, 20, 345-356.

[311 AKOZ A.Y., 1987. Sekil Degistirebilen Cisimler Mekaniginde Varyasyon
Hesabi, Trabzon, 216-289.

48



[32] Oden, J. ve Reddy, J.N. , 1976. Variational Methods in Theoretical Mechanics,

Springer, Berlin.
[33] N. Huebner, The Finite Element Method for Engineers, Wiley, New York.

[34] Tabarrok, B., Sinclair, A.N., Farshad, M. and Yi H. , 1988. On the dynamics
of spatially curved and twisted rods-A Finite Element Formulation, Journal of Sound

and Vibration, 123(2), 315-326.

[35] Yildirim, V., 1995. Helisel yaylarin serbest titresiminin rijitlik matrisi metodu
ile incelenmesi, Tiirk Miihendislik ve Cevre Bilimleri Dergisi, 19(4), 343-356.

[36] Yildirim, V., 1997. A computer program for the free vibration analysis of
elasitc arcs, Computers and Structures, 62(3), 475-485.

[37] Kang, K., Bert, C.W. and Stritz A.G. , 1995. Vibration analysis of shear
deformable circular arches by the differential quadrature method, Journal of Sound
and Vibration, 181, 353-360.

[38] Irie, T. and Yamada, G. , 1982. Natural frequencies of out-of-plane vibration
of arcs, Journal of Applied Mechanics, 49, 910-913.

[39] Howson, W.P. and Jemah A.K. , 1999. Exact out-of-plane natural frequencies
of curved Timoshenko beams, Journal of Engineering Mechanics, 125, 19-25.

[40] Tufekci, E. and Dogruer, O.Y. , 2006. Out-of-plane free vibration of a circular
arch with uniform cross-section: Exact solution, J.of Sound and Vibration, 291, 525-
538.

49



EK A: Eleman matrisi
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EK B: Sekil Fonksiyonunun Fonksiyoneldeki Integral ifadeleri
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