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RICCI-RANK 1 LORENTZ MANIFOLDLARINDA
TAM VE YAKLASIK COZUMLER

OZET

Tez kapsaminda yapilan calismalar beg ana boliimde sunulmaktadir.

Birinci boliimde, tezin genelinde kullanilacak bir takim temel kavramlar ve ana
materyaller tanitilmigtir.

Tkinci boliimde, ilk olarak kotanjant demetin {1, n, m, 7} 1iksal yerel tabani icin
hareketli cat1 yaklagimina egdeger olan, Newman-Penrose formalizmi kullanilarak
Ricci tensoriiniin matrisi {l,n, m,m} tabanina gore ifade edilmigtir. Pgy #
0 durumu icin rankinin 1 olma kosulu bulunmustur. Boélim 2.3 de, genel
bir B tipi warped garpim metrik i¢cin Newman-Penrose sistemi verilerek, bu
sistemde, manifoldun ikinci kismiin sabit egrilige sahip, R® e gomiilmiis,
kompakt, baglantili ve regiiler olmasi durumunda uzay-zamanin kiiresel simetrik,
Ricci tensoriiniin rankinin 1 olmasi ve enerji momentum tensoriiniin tekil
olmamasi durumunda fiziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler alan olmasi gerektigi
gosterilmigtir. Yine ayni boliimde, genel B tipi warped metrikten kiiresel simetrik
bir metrige gecilerek Newman-Penrose biiyiikliikleri hesaplanmigtir. Kiiresel
simetrik metrik icin Einstein alan denklemleri, Ricci tensorii igin rank 1 kogulu
kullanilarak elde edilmigtir. Boliim 2.4 de, Ricci rank 1 simflamasi kullanilarak
enerji sartlarinin ifadesi Newman-Penrose nicelikleri tiirtinden ifade edilerek,
sartlarin saglandigi gosterilmistir. Son olarak, kullanilan B tipi metrigin Petrov
tipinin D, Plebanski suufinm 25 — Sy — 71, oldugu belirlenmistir.

Uciincii béliimde, (3+1)-boyutta Einstein alan denklemleri, Ricci tensériiniin
rank 1 olma kogulundan bagimsiz bir gekilde, kiiresel simetrik bir metrige kiitlesiz
skaler alanin kuple edilmesiyle caligilmigtir. Baslangicta “over determined”
olan orijinal sistem, a, «, r ve p degigskenleri Choptuik (Choptuik, M. W |
1993. “Universality and scaling in gravitational collapse of massless scalar field”,
Physical Review Letters, 70, 9) de oldugu gibi kullanilarak, y = ™ ve y = <
fonksiyonlari i¢in efektif olarak zamana gore ikinci dereceden normal bir sisteme
(over determined olmayan) indirgenmis ve Boliim 3.2 de sunulmustur. “Pozitif”
ve “negatif’ dal tanimlar1 yapilmigtir. Bolim 3.4 de, p ve y i¢in zamandan
bagimsiz (statik) durum, skaler alanin ¢, = 0 (pozitif dal) veya ¢s = 0 (negatif
dal) olmasi ile karekterize edilmig ve statik 6zel ¢oziimler verilmistir. Pozitif dal
olarak adlandirdigimiz statik durum igin hem tam ¢6ziim bulunmus, hem de faz
diizlemi analizi ile ¢ = 0 agikar ¢oziiminin pus + ¢ > 0, p < % bolgesinde
bir genel c¢ekim noktasi oldugu Bolim 3.5 de kanitlanmigtir. Bulunan tam
¢oziimiin ayrintili grafikleri ¢izilip niimerik sonuclarla kargilagtirilmigtir. Bolim
3.6 da, negatif dal olarak adlandirdigimiz statik durum, dinamik bir sistem
olarak incelenmis ve tiim ¢oziim egrileri karakterize edilerek bogluk olmayan (i, 0)
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noktasinin s +pu > 0, p < % bolgesinde genel bir ¢ekim noktasi oldugu ispat

edilmigtir. Ayrica, negatif dal i¢in period hesabi lineer kisimdan 3.62 olarak
hesaplanmigtir. Lineer olmayan sistem icin period hesabi, ¢oziim egrilerinin
salinimlart kullanilarak niimerik olarak yapilmig ve 3.62’ye oldukca yakin bir
period bulunmustur. Bolim 3.7, elde edilen ¢oziimlerin enerji sartlar: ¢aligilmig
ve negatif dal mitkemmel bir akigkan olarak yorumlanmigtir.

Dordiincii boliimde, 6nce (2+41)-boyutlu manifold, (3+1)-boyutlu manifoldun
ekvatoruna gomiilmesi olarak tanimlanmigtir. Bolim 4.3 de, her iki boyutta,
kiitlesiz bir skaler alan kuplaji ile birlikte kozmolojik sabit igeren Einstein
alan denklemleri elde edilmigtir. Statik duruma (3+1)-boyutta oldugu gibi,
(241)-boyutta da ¢ skaler alanin ¢, = 0 veya ¢, = 0 olmasi durumunda
gecilmis ve bunlardan yalmzca ¢; = 0 durumuyla ilgilenilmistir. Bolim 4.4
de, (241)-boyutta, kozmolojik sabitin 0 oldugu durumda tam ¢oziim elde
edilmigtir. Yine (2+1)-boyutta, kozmolojik sabitin —1 oldugu durumda, gesitli
koordinat dontigiimleri yapilarak tam c¢oziim bulunmus ve literatiirdeki coziim
ve yaklagimlarla karsilagtirilarak Bolim 4.5 de sunulmustur. Daha sonra, bu
coziimlerin Killing denklemleri ve geodezik denklemleri sirasiyla Bolim 4.6 ve
4.7 de incelenmigtir.

Besinci boliimde, calsmanin sonuglar: kisaca verilmistir.
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RICCI-RANK 1 LORENTZIAN MANIFOLDS
EXACT AND APPROXIMATE SOLUTIONS

SUMMARY

The studies done in this thesis can be presented in five main chapters.

In the first chapter, some general concepts and main materials used in thesis are
introduced.

In the second chapter, firstly, Ricci tensor matrix is expressed with respect to
{l,n,m,m} local base by using the Newman-Penrose formalism which consists
of null 1-forms {l,n,m,m} for the local base of cotangent bundle. When the
case Pgg # 0, the rank 1 condition of the Ricci tensor matrix is found. In Section
2.3, for the general type B warped product metric, when the second component
of the manifold has the space of constant curvature and is embeded in R3,
compact, connected and regular, it is shown that space-time must be spherically
symmetric. When the Ricci tensor has rank 1 and the energy-momentum tensor
is non-singuler, it is shown that physical source must be a massless scalar field.
Continuing in the same section, Newman-Penrose quantities are calculated by
reducing the general type B warped metric to spherically symmetric metric.
For the spherically symmetric metric, Einstein’s field equations are obtained by
using the Ricci tensor rank 1 condition. In Section 2.4, expressions of the energy
conditions are expressed in terms of the Newman Penrose quantities by using the
Ricci rank 1 classification and then, it is satisfied the energy conditions. Lastly,
Petrov type and Plebanki classification are determined respectively for type B
metric as D and [251 — S5 — 113y

In the third chapter, Einstein’s field equations are studied independent of rank
1 condition via spherically symmetric metric coupled to a massless scalar field in
(341)-dimensions. An “over-determined” original system is reduced to a second
order normal system effectively for the variables y = " and y = % in time
by using the variables a,«,r and p as shown in Choptuik (W.M. Choptuik,
“Universality and scaling in gravitational collapse of massless scalar field”,
Physical Review Letters 70 (1993), 9.). The definitions of the “positive” and
“negative” branches are given. In Section 3.4, for p and y, the time independent
(static) case is charecterized by the scalar field may either ¢, = 0 (positive brach)
or ¢s = 0 (negative brach) and static special solutions are given. In section 3.5,
for the static case, which is called positive branch, both exact solution is obtained
and by using the phase plane analysis, it is proved that the trivial solution ¢ = 0
is a global attractor for the region ps + p > 0, p < 1/2. This exact solution
is plotted in details and compared with the numerical solution. In Section 3.5,
static case which is called negative branch is examined as a dynamical system
and all of the solution curves are characterized and the non-vacuum point (i, 0)
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is proved as a global attractor in the region us + p > 0, u < 1/2. Hovewer,
for the negative branch the period is calculated as 3.62 from the linearized part.
The period calculation for the nonlinear system is done numerically by using
the oscillations of the solution curves and a period is obtained close to 3.62. In
Section 3.7, energy conditions are studied for the obtained solutions and then,
negative branch is explained as a perfect fluid.

In the fourth chapter, firstly, (241)-dimesional manifold is defined as embedded
to equatorial of the (3+1)-dimensional manifold. In Section 4.3, Einstein’s field
equations which contain both coupled massless scalar field and cosmological
constant are obtained for the (2+1) and (3+1)-dimensions. It is reduced to
static case when ¢ = 0 or ¢, = 0 for (241)-dimensions as the static case
in (3+1)-dimensions, but we are only interested in ¢; = 0 static case. In
Section 4.4, in (2+1)-dimensions, exact solution is obtained in the case that
cosmological constant is 0. As presented in Section 4.5, exact solution is
found in (2+41)-dimensions for the cosmological constant is —1 by using the
various coordinate transformations and then, compared to the solutions and
approximation in literatures. Finally, Killing equations and geodesic equations
of these solutions are examined in Section 4.6 and Section 4.7, respectively.

In the fifth chapter, conclusions of the study are given briefly.



1. ON HAZIRLIK

1.1. Girig

M, herhangi bir yari-Riemann manifoldu ve M tizerindeki metrik g olsun. (M, g)
manifoldunda, g metrigiyle uyumlu ve burulmasiz tek bir baglanti vardir [1].
“Levi-Civita baglantis1” olarak adlandirilan bu baglanti, koordinat catisinda
Christoffel sembolleri ile, bir hareketli ¢atida ise dig tiirevler veya komiitatorler

ile hesaplanabilir.

Baglant1 kullamlarak egrilik tensorii bilegenleri, buradan da Ricci tensorii
bilegenleri elde edilir.  Ricci tensoriintin sifir oldugu durumda, manifold
“Ricci-diiz” olarak adlandirilir. Bu kosul bize, metrik i¢in homojen kismi tiirevli

diferansiyel denklemler verir.

g metrigi, (—,+,...,+) isaretine sahipse (M,g) Lorenz manifoldu olarak
adlandirilir.  Yari-Riemann manifoldunda oldugu gibi, burada da metrikle
uyumlu tek bir Levi-Civita baglantis1 vardir. Baglanti, egrilik ve Ricci tensori
hesaplar1 aym formiillerle yapilir. Biz bu tezde, Einstein alan denklemlerini

Lorentz manifoldlar1 iizerinde inceleyecegiz.

Tez, 5 ana bolumden olugmaktadir. Birinci boliimde, tezin genelinde kullanilacak

birtakim temel kavramlarla birlikte ana materyaller tanitilacaktir.

Ikinci boliimde 6nce, Newman-Penrose formalizmi tamitilacaktir. Bu metod,
kotanjant demetin {l,n,m,m} seklinde 1siksal bir yerel tabam igin hareketli
cat1 yaklasimina egdegerdir ve manifold itizerindeki spin yapisi ile alakalidir
[2],[3]-[5]. Literatiirde, Newman-Penrose formalizmi Einstein alan denklemlerinin
tam ¢Oziimlerinin bulunmasmda [6],[7] kullanilmgtir. Tkinci olarak, herhangi
bir metrik igin Ricci tensériiniin matrisi, {/,n,m,m} tabamnda ifade edilerek,
®yy # 0 durumu igin rankinin 1 olma kosulu bulunacaktir. Daha sonra, genel
bir B tipi warped carpim metrik i¢in Newman-Penrose sistemi verilecektir.

Bu sistemde, manifoldun ikinci kismimin sabit egrilige sahip, R?® e gomiilmiis,



kompakt, baglantili ve regiiler olmasi durumunda uzay-zamanin kiiresel simetrik,
Ricci tensoriiniin rankinin 1 olmasi ve enerji-momentum tensoriiniin tekil
olmamas1 durumunda fiziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler alan olmasi gerektigi
gosterilecektir.  Genel B tipi warped carpim metrikten kiiresel simetrik bir
metrige gecilecek ve alan denklemleri kiiresel simetrik metrik icin, Ricci rank 1
kogulundan elde edilecektir. Yapilan Ricci rank 1 siniflamasi kullanilarak, enerji
sartlari1 Newman-Penrose nicelikleri tiirtinden ifade edildikten sonra, sartlarin
saglandigr acikca gosterilecektir. Son olarak bir B tipi metrigin Petrov tipinin

D, Plebanski simfinmn [25; — S5 — 11y oldugu belirlenmistir.

Uciincii boliimde, (3+1) boyutta Einstein alan denklemleri, kiiresel simetrik
metrige kiitlesiz skaler alanin kuple edilmesiyle caligilacaktir. Problem, basglangig
deger problemi olarak Christodoulou [8], [9] tarafindan ele alinmig ve analitik
olarak ¢Ozlimiin varligr ispat edilmistir. Christodoulou’nun Onerisi ile ayni
problem niimerik olarak Choptuik [10] tarafindan, skaler alan iizerine verilen
basglangic degerleri i¢in niimerik olarak calisilmis ve “esik davranisinin” kegfi
olmustur. Choptuik’in bu niimerik calismadan sonra, benzer niimerik ¢oziimler
diger geometrilerde de (silindirik) ¢aligilmigtir [11]. Bu konuyla ilgili oldukga

genig bir literatiir 6zeti Gundlach [12] tarafindan yapilmigtir.

Oncelikle Boliim 3.3 de, alan denklemleri efektif olarak zamana gore ikinci
dereceden kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemine indirgenecek ve “pozitif”
ve “negatif” dal tanimlar1 yapilacaktir. Boliim 3.4 de, her iki dal i¢in statik ozel
coziimler verilecektir. Daha sonra Boliim 3.5 de, birinci cesit statik durum olan

pozitif dal i¢cin hem tam ¢oziim verilecek hem de faz uzay: analizi yapilacaktir.

Pozitif dal igin tam ¢oziim, ashinda 1948 yilinda Fisher [13] tarafindan elde
edilmistir. Detaylar i¢in kaynak [14] ve [15] e bakilabilir. Daha sonraki yillarda
ise bu ¢oziim defalarca yeniden kesfedilmistir [16]-[20]. Yakin bir zamanda ise,

bu ¢oziim Newman-Penrose formalizmi kullanilarak elde edilmistir [21].

Bizim negatif dal olarak adlandiracagimiz ikinci gesit statik durum ise, ilk
olarak Wyman [20] tarafindan yalnizca pertiirbatif olarak ¢aligilmigtir. Bu tezde,
Bolim 3.5 de negatif dal i¢in faz uzay:1 analizi yapilarak bosgluk olmayan (i, 0)

noktasinin bir genel ¢ekim noktasi oldugu ispat edilmis ve daha sonra, negatif



dal i¢in period hesabi yapilmigtir. Bu boliimiin sonunda, yapilan ¢oziimlerin
enerji sartlar1 calisilacak ve son olarak negatif dalin miikemmel bir akigkan olarak

yorumlanabilecegi gosterilecektir.

Tezin doérdiincii boliimii, (2+1)-boyuttaki statik ¢oziimlere ayrilmig olup, burada
kiitlesiz bir skaler alan kuplaji ile birlikte kozmolojik sabit iceren denklemler

caligilmigtir.

(2+1)-boyutun gravitasyonda kullamlmasi 1963 [22] yilinda baglamigtir.
(241)-boyutta karadelikler yalnizca negatif kozmolojik sabitin varlhiginda
olusabilir. Bu ytlizden karadelikler i¢in en uygun uzay, icerdigi negatif kozmolojik
sabit ile Anti de Sitter uzayidir [12]. (2+1)-boyutta alan denklemlerinin
lokal ¢oztimii Anti de Sitter uzayina izometriktir ve sabit egrilige sahiptir
[23]. (3+1)-boyuttaki esik davramsi, (2+1)-boyutta niimerik ve analitik olarak
calisilmigtir [23], [24]-[26]. Pretorius-Choptuik in [23] (2+1)-boyutta Anti de
Ditter uzay-zamaninda yaptiklar ¢aliymadan sonra, Birkandan-Hortagsu [27],
Pretorius-Choptuik kordinatlarinda statik halde, once skaler alanin olmadig:

durumda sonra da skaler alanin ilave edilmesi ile pertiirbatif olarak ¢aligmiglardir.

Boélim 4.2 de, (2+1)-boyutlu manifold, (3+1)-boyutlu manifoldun ekvatoruna
gomiilmesi olarak tanimlanacak ve Boliim 4.3 de, (3+1) ve (2+1)-boyutlarinda
kozmolojik sabit igeren alan denklemleri verilecektir. (2+1)-boyutta kozmolojik
sabitin sifir oldugu durumda tam ¢6ziim Boliim 4.4 de verilip, kozmolojik sabitin
—1 oldugu durumdaki tam ¢oztim koordinat dontigiimleri yapilarak Bolum
4.5 de elde edilecektir. Daha sonra, gesitli koordinat dontigiimlerine devam
edilerek, literatiirdeki ¢oziim ve yaklagimlarla karsilagtirilacaktir. Son olarak,
¢ozuimlerin Killing denklemleri ve geodezik denklemleri sirasiyla Bolim 4.6 ve

4.7 de incelenecektir.

Tezin 5. ve son boliimii ise, elde edilen sonuglarin degerlendirilmesine ayrilmigtir.

1.2. Temel Tanimlar

Bu boliimde diferansiyellenebilen manifoldlarla ilgilenecegiz ve tez boyunca

kullanacagimiz baz1 kavramlar1 tanitacagiz.

Tanim 1: K, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. V', K cismi iizerinde bir



vektor uzayi olmak iizere, V' iizerindeki lineer doniigtimlerin kiimesine V' nin dual

uzay1 denir ve V* ile gosterilir.

Tanim 2: V), V5, ..., V,, K cismi lizerinde vektor uzaylari olsunlar. V; xVax...xV,,
kiimesinden K ya tanimli, her bir degiskenine gore lineer olan fonksiyona
Vi x Vo x ... x V}, izerinde tanimh bir p-lineer fonksiyon denir. V; x Vox, ..., XV,

tizerindeki p-lineer fonksiyonlarin kiimesi bir vektor uzayidir [28].
Ayni anda sifir olmayan r > 0 ve s > 0 tamsayilar1 igin
¢ (V) x (V") - K

seklinde tanimli gok-lineer ¢ fonksiyonuna (r,s) tipinde bir tensor denir. r ve
s tamsayilar: sirasiyla ¢ tensoriiniin kovaryant ve kontravaryant dereceleridir
[28]. V' vektor uzay: iizerindeki r kovaryant ve s kontravaryant tensorlerin
kiimesi 77 (V) ile gosterilir ve vektor uzay1 yapisina sahiptir. Notasyon olarak,

galigmamiz boyunca, (7, s) ile r kovaryant, s kontravaryant tensorii gosterecegiz.

Tanim 3: S(r), {1,...,r} dogal sayilar kiimesi {izerindeki permiitasyon grubu

olsun. o € S(r) ise
o:  S(r)—S(r)
(1,....r) — (01, ..., 0.)

ve o tek ise sgno = —1, o ¢ift ise sgno = 1 seklinde tanimlanir. (V)" iizerinde

tanimli ¢ tensori igin

¢(X17 ) Xr) = ¢(Xo’(1), '”Xa(r))

oluyor ise simetriktir denir. ¢ tensori igin
¢(X1, ceey Xr) = sSgno ¢(XU(1), ...Xg(r))
oluyor ise alternedir (veya anti-simetriktir) denir [28]. 7" (V') iizerindeki biitiin
simetrik r-kovaryant tensorlerin kiimesini ¥7(V') ile, biitlin alterne r-kovaryant
tensorlerin kiimesini de A"(V) ile gosterecegiz. X"(V') ve A™(V), T"(V') vektor
uzaymin alt uzaylaridir. 7. dereceden bir alterne r-kovaryant tensore dig
diferansiyel form veya kisaca r-form denir [28]. 77 (V) tizerinde,
A: T(V)—=T"(V)
¢ — Ag
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(Ap) (v, .y v,) = l' > 5gno ¢(Vo(1)s s Vo(r))

T oeS(r)

seklinde tammh doniigiime alterneleyen doniigiim denir [28].

Tanim 4: Vi, V5, ...V, ve Wy, W, ..., W,, K cismi iizerindeki vektor uzaylari, f
ve g, sirasiyla V) X Vo x ... x V. ve Wy x Wy x ... x W tizerindeki r-lineer ve

s-lineer fonksiyonlar olsunlar. f ve g nin tensorel ¢arpim f ® g,

f®g: VixVox . .xVexWi xWyx..xW;— K
(U1, Vg, weey Upy W1, Way ooy W) = (f @ g) (V1,09 ..y Uy W1, Wa, ...y Wy)
(f ®g) (v1,v2, ..o, Uy, Wy, W, ..., ws) = f(v1, V2, ..., V) g(wW1, Wa, ..., W)
ile tanimlanir ve (r + s)-lineer bir fonksiyondur.

Tanim 5: ¢ ve @, sirasiyla r ve s dereceli iki anti simetrik tensor olmak tizere,

¢ ve ¢ anti simetrik tensorlerinin dig ¢carpimlari ¢ A ¢,

dNp:  A(V)x A (V) — AT3(V)

(¢,0) r S)!A(cb ® @)

rls!

seklinde tammmlanir. Ayrica, ¢ A p = (—1)" ¢ A ¢ sartin saglar. [28].
Tanim 6: Diferansiyellenebilen bir M manifoldu tizerinde
v:C*®(M,p,R) — R
seklinde tanimlanan ve asagidaki sartlar: gercekleyen bir doniigtime, p noktasinda
tanimlanan teget vektor denir.
1. vy(af + bg) = av,(f) + bv,(g9) a,be Rve f,g € C®(M) (lineerlik),

2. v(fg) =vp(f)g +v,(9)f (Leibniz kural).

Tanim 7: Diferansiyellenebilen bir M manifoldunun p noktasindaki teget
vektorlerinin kiimesine teget uzay denir ve T,M ile gosterilir. T,M teget
uzaymin dual uzayma M nin p noktasindaki kotanjant uzayi denir ve T M

ile gosterilir.
Tanim 8: M manifoldunun teget demeti 7'M ile gosterilir ve

T™ = |J T,M ={veT,M:pe M}

peEM



seklinde tanimlanir.

Diferansiyellenebilen bir M manifoldu tizerindeki v vektor alani, her p € M

noktasina bir v, teget vektori karsihik getiren
v M — T,M
p—v(p) =v, € T,M

seklinde bir dontisimdir. M manifoldu iizerindeki diferansiyellenebilen

vektor alanlarinin kiimesi y (M) ile gosterilir.

Tanim 9: M, diferansiyellenebilen bir manifold olmak iizere r-formu (r +

1)-forma dontigtiiren ve asagidaki sartlar gergekleyen
d: N(M)— NM)
dontigiimiine dig tiirev doniigiimii denir.
L fen (M) =C>(M),d(f) = df
2. p € N"(M) ve p € A(M) olmak {izere,
dloNp)=doNp+(=1)"¢ A dp,

3. d(d) = d?> = 0.

1.3. Riemann (Yari-Riemann) Geometrisi

1.3.1. Metrik tensor

Bir ¢ Riemann metrigi, diferansiyellenebilen bir M manifoldu iizerinde
tanimlanmig simetrik, pozitif tammimh (2,0)-tensor alanidir. Riemann metrigi,

T,M teget uzaymnda
(X,Y) =9(X,Y), X, Yel,M
seklinde bir i¢ carpim ile verilir. Bu taktirde
(X,Y):T,M xT,M - R

dontigiimi asagidaki sartlar: saglar.

1. (X,Y) =(Y,X) (Simetrik)



2. (X+Y,2)=(X,Z)+(V,Z), (aX,Y)=a(X,Y), aeR (Ikilineer)
3. X#0=(X,X) >0 (Pozitif taniml)

4. X ve Y, A bolgesinde C* vektor alanlar: olmak tizere (X,Y), = (X,,,Y,), A
bolgesinde C'*° bir fonksiyondur.

Bir diferansiyellenebilen M manifoldu iizerinde bir g Riemann metrigi
tanmmmlanmig ise (M, g) ye bir Riemann manifoldu denir. 3. sart yerine
agagida verilecek 5. gart kullanilirsa, g ye bir Yari-Riemann metrigi, metrigin
tammmlandig1 diferansiyellenebilen manifolda da Yari-Riemann manifoldu

denir.

5. Her X i¢in (X,Y) =0=Y =0 (Non-degenerate)

Riemann metrigi (4, +,...,+) seklinde pozitif igsarete sahiptir. Yari-Riemann
metrigi ise, (—, —, ..., +, ...+) seklinde keyfi isarete sahiptir.

Lorentz metrigi, metrik isaretinin (—, +, ...4+) oldugu 6zel durumdur. Uzerinde
g Lorentz metrigiyle tanimlanmis diferansiyellenebilen manifolda Lorentz
manifoldu denir. Lorentz manifoldunun teget uzayimin elemanlar1 3 gruba

ayrilir [32].

1. g(X,X) >0 — X uzaysal,

2. X #0ve g(X,X)=0— X 1giksal,
3. 9(X,X) <0 — X zamansal.

M diferansiyellenebilen bir manifold, {z!,....,2"} de U C M iizerinde bir

koordinat sistemi olsun. 1 < p, v < n olmak tizere 9, = a%’ U tizerindeki taban

vektorleri olsun. U iizerindeki g metrik tensoriiniin yerel bilesenleri g, = (9,,, 0,,)
seklinde verilir. X ve Y, M iizerindeki iki vektor alanmi olsun. X ve Y nin 0,
yerel tabanina gore yerel bilegenleri X* ve Y olmak tizere X = X*0,,Y =Y"0,
seklinde yazilirsa
9(X,Y) = (X)Y)

= g(X"0,,Y"0,)

= X"Y"g(0y,0,)

— XUY(0,,0,)
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= guVXMYV
elde edilir. M manifoldu tizerindeki metrik form yerel koordinatlarda

ds? = Z Guvdatdz”

H,v=1

seklinde ifade edilir.

1.3.2. Baglant:

Bir diferansiyellenebilen M Riemann manifoldu iizerinde bir baglanti
Vi x(M) x x(M) — x(M)
seklinde agagidaki sartlar1 gercekleyen bir doniigimdiir.

va1+gX2Y = fVXIY +gvX2Y7 fvg S COO<M)7 X17X27Y € X(M>
VX(a}/l—{_b}/?) = ava+va}/é, CL,bGR, Xv}/lv}/éEX(M)

Vx(fY) = (XY +[fVxY, [feC*M), XY ex(M).

1.3.3. Levi-Civita baglantisi

V baglantisi igin burulma tensori, (2,1) tipinde bir tensor olup, X, Y € TM

olmak tlizere

T: TMxTM —TM
(X,)Y) —T(X,)Y)=VyxY - VyX — [X,Y]
seklinde tanimlanir. 7" = 0 ise V baglantisina burulmasiz veya simetrik
baglant1 denir.

Bir M manifoldu tizerinde bir g metrigi tanimlanmig ise V baglantisi ve g

metriginin uyumlulugu X bir tanjant vektorii olmak iizere
Vxg(U,V)=g(VxUV)+g(UVxV)

ile verilir. Bir g Riemann (Yari-Riemann) metrigi igin, metrikle uyumlu tek bir

burulmasiz baglant: vardir. Buna Levi-Civita baglantis:i denir [1].

Yerel koordinatlarda, Levi-Civita baglantisi, I'f, seklindeki ikinci gesit Christoffel

sembolleri cinsinden verilebilir. Bunun i¢in, M bir manifold, V ise M tizerindeki

8



baglant1 olsun. Christoffel sembolleri, 0, = 81 i¢in

T

Vo, 0, = Z 17,0,
p
seklinde tanmimlanir. Baglant: burulmasiz ise,
Vo,0, — Vo,0, = [04,0,]

olur. Yerel koordinatlarda
[a/u 8,,] =0
olup, buradan Vy,0, = Vy, 0, ifadesi yazilir. Bu ise, I}, = I'} | sartim gerektirir.

vp 3

V baglantisi ve g metriginin uyumlulugundan
0,0y, 05) + 0,(0y, O) — 05(0y, 0) = 2(05, V,0,)
yazilabilir. Buradan da,

90u(Gvo) + 0u(Guo) — O () = 2 Z L7900

elde edilir. Son ifade, iki yandan g,, nin tersi ile carpilirsa, I'/,, Christoffel

sembolleri yerel koordinatlarda

1 & aau aa al/
FZVZZQ”"< Jov | “on _ g“)

2 oz oz 0x°

o=1

seklinde yazilir [30].

1.3.4. Killing denklemi

M bir Riemann (Yar-Riemann) manifoldu ve X € x(M) olsun. T', ikinci gesit

Christoffel sembolii olmak tizere, Killing denklemi
9.X, +0,X, — 2T, X, =0

seklinde yazilir [32].

1.3.5. Egrilik tensorii

M bir manifold olsun. g, M tizerinde bir metrik ve V da bir Levi-Civita baglantisi
olsun. XY, Z € T,M olmak iizere, Riemann egrilik tensorii (3,1) tipinde bir
tensor olup
R: T,MxT,MxT,M — T,M
(X,Y, Z) — R(X, Y)Z = Vvaz - VYVXZ - V[X7y]Z

9



seklinde tanimlanir. Egrilik tensoriiniin, yerel koordinatlardaki ifadesi

0

Ry, = O I, = ﬁrfw + Z D Flofurza)
seklindedir [30]. Ry, = Joalty,, tensoru agagidaki simetri ozelliklerini saglar.
Ropwp = —Rpuoup,
Ropwp = —Roppw,
Ropp = Rupops

szucrp = R;wpp :07

RUMVp + Raupu ‘I’ Ro’pll/y - 0

1.3.6. Ricci tensoru ve Ricci skaleri

X € T,M olsun. e; = X olacak sekilde bir ey, ..., e, € T,M ortanormal tabani

secilirse, Ricci tensorii

n

= Z R(elmel?el?ek) = ZK<€17€’€)
k=1

k=2
seklinde ifade edilir. Geometrik olarak, Ricci tensér R(X,X), X € T,M
ve ortanormal tabanin diger elemanlar1 tarafindan gerilen diizlemlerin kesitsel

egriliklerinin toplamidir. Yerel koordinatlarda

) 9
R, = ~—T9 — ~T9 +T9 " —I71T°

Orv Mo oxe M pv= po poT pv

seklinde ifade edilir.

Benzer olarak, Skaler egrilik

n n n

R = R; = ZR(GJ,BJ) = Z R(ek‘aejvejaek) = ZK(ej76k)

i=1 drk=1 itk
ile verilir. Geometrik olarak, skaler egrilik R, ortanormal taban elemanlarinin
bir ¢ifti tarafindan gerilen diizlemlerin kesitsel egriliklerinin toplamidir. Yerel
koordinatlarda

R=g¢g"R,,

dir.

10



1.4. B Tipi Warped Carpim Manifoldlar

Bu alt boliimde, warped ¢arpim manifoldlarin bir alt sinifi olan, B tipi warped
carpim manifoldlar1 kisaca tanitacagiz. Warped carpim manifoldlar, 6zel bir
metrik formuna sahip ¢arpim manifoldlardir [33]. M) ve M, iki manifold
olsun. {z*}, M; manifoldu iizerindeki yerel koordinatlar, {y*} da M, manifoldu
iizerindeki yerel koordinatlar olsun. M; ve M, manifoldlar: tizerindeki metrikler
de sirasiyla g ve h olsun. f > 0, M; manifoldu iizerinde diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olmak tizere, M = M; X y M, ¢arpim manifoldu tizerindeki yay elemani
ds? = g, (2*)dz"dz” + f(2*)ha(y©)dy®dy®

seklinde tanimlanir. Bu yay elemanina M manifoldu tizerindeki warped ¢arpim
metrigi, bu metrikle birlikte M manifolduna da warped ¢arpim manifoldu denir.
f’ve de warped fonksiyon adi verilir. Yukaridan da gortilecegi tizere, uygun bir

yerel tabanda g warped metrik tensorii,

9w 0
O fhab

N}
I

seklinde blok kosegen bir matrisle ifade edilebilir.  Birinci blok matrisin
elemanlar1, birinci grup koordinatlara bagh iken, ikinci blok matris elemanlari,

f fonksiyonu ile carpilan diger grup koordinatlarina baglidir.

Genel gorelilikte Robertson-Walker, Schwarzschild, ve Reissner-Nordstrom
¢oziimleri ¢ok iyi bilinen warped carpim uzay-zamanlaridir. Butiin kiiresel
simetrik M = M,; x; M, uzay-zamanlar1 warped carpim uzay-zamanlaridir.
Burada, M; Lorentz manifoldu, M, ise sabit egrilige sahiptir [34]. Warped ¢arpim
manifoldlar veya warped carpim metriklerle ilgili daha ayrintili bilgi icin O’Neil

[33] e bakilabilir.

4-boyutlu M warped c¢arpim manifoldlarimin simiflamasi, Carot ve Costa [34]
tarafindan, M; ve M, manifoldlarinin boyutlarina gore yapilmistir. Eger, M
manifoldu 1 + 3 (boyut(M;) = 1, boyut(M,) = 3) seklinde ayrigtirilmig ise, M
warped ¢arpim manifolduna A; tipinden warped garpim manifold denir [34]. A;

tipinden warped carpim metrigi, 4 =1, a,b= 2, 3,4 olmak tizere
ds? = g (x®)datdat + f(x*)hap(y°)dy dy®
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seklindedir. Bir bagka ifadeyle, warped ¢arpim metrigi i¢in yukarida verilen blok
kosegen g matrisi, bir tane 1 lik bloktan bir tane de 3 liik bloktan olusur. Ikinci
olarak, M manifoldu 3 + 1 (boyut(M;) = 3, boyut(Ms) = 1) seklinde ayrigabilir.
Bu tiirden bir ayrigima sahip warped carpim manifolda, A, tipinden warped
carpim manifold denir [34]. A, tipinden warped ¢arpim metrigi, pu,v = 1,2, 3,

a = 4 olmak tlizere
ds* = G (2% )dx"dx” + f(2%) haa (y°)dy“ dy*

seklindedir. Uciincii olarak, M manifoldu 2 + 2 (boyut(M;) = boyut(Ms) = 2)
seklinde ayrigabilir. Bu tiirden bir ayrigima sahip warped ¢arpim manifolda, B
tipinden warped ¢arpim manifold denir [34]. B tipinden warped ¢arpim metrigi,

w,v =12 a,b= 3,4 olmak tlizere
ds? = gy, (x*)datda” + f(x*)hay(y°)dy*dy’

seklindedir. Biz bu tezde, M; 2-boyutlu Lorentz manifoldu, M; 2-boyutlu
Riemann manifoldu ve f > 0, M; manifoldu iizerinde diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olmak iizere, M = 2+ 2 gekilde ayrigtirilmig B tipi warped carpim bir

manifoldla ilgilenecegiz.

1.5. Adi Diferansiyel Denklem Sistemleri: Faz Diizlemi Analizi

Bu boliimde, R? de lineer sistemler icin faz uzay1 analizini verecegiz . Bunun icin

A, 2 x 2 tipinde sabit bir matris, x € R? olmak iizere

¥ = Az (1.1)

43

seklindeki lineer adi difreansiyel denklem sistemini goz oniine alalim. Burada,
"7 ile t'ye gore tiirev gosterilmektedir. A matrisi, tekil olmayan bir P matrisi
icin B = P~ 'AP seklinde benzer bir matrise doniisgtiiriilebilir. # = Py lineer

dontiigiimi altinda B matrisi i¢in lineer denklem sistemi
y' = By (1.2)

seklinde yazilir [35]. (1.1) ile verilen lineer sistem i¢in faz uzay1 analizini (1.2)

sisteminde verilen B matrisinin durumlarina gore inceleyecegiz.
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A0
I. Durum: B = , A<O<p

0 p
seklinde verilmig olsun. Bu durumda (1.2) ile verilen lineer sistemi orijinde
bir “semer” noktasina sahiptir. Bu durumda, A matrisinin zit igaretli iki reel

ozdegeri vardir.

A0 Al
II. Durum: B = , A< u<0veya B = , A<O0

0 n 0 A
ile verilmig olsun. Bu durumda (1.2) ile verilen sistem igin orijin bir “kararh
digim” noktasidir. A > p > 0 ise “kararsiz diigim” noktasidir. A = p olmasi

durumunda diigiim noktasina “hastir”, diger durumlarda ise “has olmayan”

diigiim noktasidir denir. A matrisi ise ayni isarete sahip iki reel 6zdegere sahiptir.

a —b
III. Durum: B = , a<0

b a
formunda verilmis ise, (1.2) sistemi i¢in, orijin “kararli odak” noktasidir. a > 0
olmasi durumuda ise, orijin “kararsiz odak” noktasidir. A matrisi, reel kismi sifir
olmayan kompleks eslenik 6zdegerlere sahiptir.

0 —b

b 0

IV. Durum: B =

formunda ise, (1.2) sistemi orijinde bir “merkeze” sahiptir. A matrisi, tamamen

imajiner olan kompleks eslenik 6zdegerlere sahiptir.

Tanim: A matrisi yukarida verilen B matrisinin sirasiyla [, 11, I11,1V
durumlarima benzerse, (1.1) ile verilen lineer denklem sistemi orijinde bir semer,

diigim, odak veya merkeze sahiptir denir [35].

A matrisinin determinantinin sifirdan farkli oldugu durumda, lineer sistemin
ne tir bir noktaya sahip oldugu kolay bir sekilde agagidaki teoremden de

belirlenebilir [35].

Teorem 1.1. Lineer denklem sistemi
T = Ax

seklinde verilmis olsun. A matrisinin determinantini ve izini sirasiyla 0 ve T ile

gosterelim. Bu durumda,
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i) 6 <0 ise, & = Ax lineer sistemi orijinde bir semer noktasina sahiptir.

ii) § > 0 ve 72 — 40 > 0 ise, © = Az lineer sistemi orijinde bir digim noktasina
sahiptir. T < 0 ise, bu noktaya kararl, T > 0 ise de kararsiz digim noktas:

denir. Burada, 7> > 4|6 |> 0,7 # 0 dur.

iii) 6 > 0, 72 — 40 < 0 ve 7 # 0 ise, © = Az lineer sistemi orijinde bir odak

noktasina sahiptir. T < 0 ise, odak noktasi kararhdir, 7 > 0 ise de kararsizdair.
i) d >0 wveT =0 ise, # = Ax lineer sistemi orijinde bir merkeze sahiptir.
Ispat. A matrisinin ozdegerleri A\ ile gosterilirse, karakteristlik denklemi
A2 — 7A + 6 = 0 seklinde yazihr. Ozdegerleri

T VT2 —46

Ao = 5

ile verilir.
i) Eger, 0 < 0 ise, A matrisinin farkh igaretli iki reel 6zdegeri vardir.

ii) Eger, § > 0 ve 72 — 40 > 0 ise, A matrisinin aym isaretli iki reel 6zdegeri

vardir.

iii) Eger, d > 0, 72 — 40 < 0 ve 7 # 0 ise, A matrisinin kompleks eglenik
iki 6zdegeri, A = a + ib vardir ve a = 7/2 igin III. durumda verilen matrise

benzerdir.

iv) Eger, § > 0 ve 7 = 0 ise, A matrisinin sadece imajiner olan kompleks eglenik

iki 6zdegeri vardir. °
1.6. Adi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Cozimii

Bu kisimda adi diferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimiinde kullanilan
metodlardan biri olan “dort adim Runge-Kutta” yontemini kisaca verecegiz. Bu
yontemle; f, [z, xy] arahiginda tek bir ¢oziime sahip olan bir fonksiyon, h adim
araligi, N de adim sayisi olmak iizere, x4 = xg+h, xo = vo+2h ,..., xtxy = g+ Nh
icin

v =f(x.y), ylzo) =0
seklinde verilen baglangig deger problemi sayisal olarak ¢oziilebilir. O(h?) yerel

kesim hatasina sahip olan dort adim Runge-Kutta yontemi, n = 0,1,..., N — 1
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i¢in,

?J(l’o) = Yo,
kl = hf(mTwyn)?

h 1
k2 = hf(xn + §7yn + ikl)a

h 1
k3 = hf(mn + §>yn + §k2)7
k4 = hf(xn-‘rl) Yn + k3)7

1
Ynt1 = Yn + 6(1451 + 2k + 2k3 + ky).
seklinde verilir [36]. Tez kapsaminda yapilan niimerik ¢oztimlerde, bu metodla

birlikte Matlab yaziliminin “Ode 45”7 ve Ode 23" gibi niimerik paketleri

kullanilmigtir.

1.7. Anti de Sitter Uzay1

Anti de Sitter uzayi, Einstein alan denklemlerinin negatif isaretli kozmolojik sabit
igeren bir ¢oziimudiir [37]. RP™3 te, p + 2 boyutlu AdS, s uzay- zamani,

p+1
2 2 2 _ 72
=1

seklinde bir hiperboloid ile gosterilebilir. Metrik ise,

p+1

2 _ 2 2 2

ds” = —dxg — dx, ) + > " da;
i=1

seklinde verilebilir. Burada,
xro = Lcoshycosr,

Tpy2 = LcoshxsinT,

x; = Lsinh x$;,
p+l

o =1
i=1
dontigiimleri yukaridaki metrik i¢in kullanilirsa,
ds® = L* (— cosh? xd7? 4 dx?* + sinh? XdQQ)

elde edilir. 0 < x ve 0 < 7 < 27 i¢in verilen doniigtimler hiperboloidi bir defa
tarar. Bu yiizden de (7, x, §2;) Anti de Sitter uzay-zamanin global koordinatlaridir

37).
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Bu tez kapsaminda, Bolim 4 de, (241)-boyutta Anti de Sitter uzay-zamaniyla
ilgilenecegiz.  (2+41)-boyutta karadelikler yalmizca negatif kozmolojik sabitin
varliginda olugabilmektedir [12]. Bu yiizden karadelikler igin en uygun uzay,
icerdigi negatif kozmolojik sabit ile Anti de Sitter uzayidir [12]. (241)-boyutta
alan denklemlerinin yerel ¢6ziimii Anti de Sitter uzayna izometriktir ve sabit

egrilige sahiptir [23].
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2. NEWMAN-PENROSE FORMALIZMIi: RICCI TENSORU ICIN
RANK 1 OLMA KOSULU

2.1. Girig

Bu boliimde, ilk olarak Einstein alan denklemlerinin ¢oziimlerinde kullanilan
ve kotanjant demetin {l,n, m,m} seklinde 1giksal bir yerel tabam igin hareketli
cat1 yaklagimina egdeger olan, Newman-Penrose formalizmi [2] tanitilarak, spin
katsayilari, Weyl tensorii bilegenleri ve izsiz Ricci tensorii bilegenleri icin ti¢ farkl

grup ayar doniigiimiiniin acik ifadesi verildi [40].

Herhangi bir metrik icin Ricci tensoriiniin yukaridaki tabana gore matrisi,
Newman-Penrose biiyiikliikleri cinsinden ifade edildi. ®¢y # 0 durumu igin
rankin 1 olma kogulu bulundu. Daha sonra genel bir B tipi warped carpim
metrik icin Newman-Penrose biiyiikliikleri acgik olarak hesaplandiktan sonra,
ayar doniigimlerinden ikincisi kullanilarak, Newman-Penrose sistemi B tipi
warped carpim metrik icin verildi. Bu sistemde, manifoldun ikinci kisminin,
sabit egrilige sahip, R?® e gomiilmiis, kompakt, baglantili ve regiiler olmasi
durumunda uzay-zamanin kiiresel simetrik, Ricci tensortintin rankinin 1 olmasi
ve enerji-momentum tensoriiniin tekil olmamasi durumunda, fiziksel kaynagin

kiitlesiz bir skaler alan olmas1 gerektigi gosterildi.

Genel B tipi warped ¢arpim metrikten, koordinatlar ve metrik katsayilar ¢zel
secilerek, kiiresel simetrik metrige gecildi ve Newman-Penrose biiyitikliikleri
hesaplandi.  Einstein alan denklemleri, Ricci tensorii i¢in rank 1 kogulu
kullanilarak elde edildi. Ricci rank 1 simiflamasi kullanilarak, enerji sartlarinin
ifadesi Newman-Penrose nicelikleri cinsinden ifade edildi ve sartlarin saglandigi
agikca gosterildi. Bir B tipi warped ¢arpim metrigin Petrov sinifinin D, Plebanski

smifinin 25 — Sy — T](lll) oldugu belirlendi.

2.2. Newman-Penrose Formalizmi

Burada, genel gorelilikte onemli bir yere sahip olan Newman-Penrose
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formalizmini verecegiz. Bu boliimde orijinal makaledeki notasyon kullanilacaktir.
Newman-Penrose formalizmi, kotanjant demetin {l, n, m,m} seklinde 1giksal bir
yerel tabam (yerel kesiti) igin hareketli ¢at1 yaklagimina esdeger olup, manifold

tizerindeki spin yapisi ile alakahdir [2], [3]-]5].

M manifoldunun kotanjant demetinin 1giksal bir yerel tabanimi {l,n,m,m} ile
gosterelim. Bu yerel taban, “null tetrad” olarak da isimlendirilmektedir. Bu

1-formlarin sifirdan farkl i¢ carpimlar
(,n)=1, (m,m)=-1 (2.1)
ise, manifold tizerindeki yay elemani
ds* =1@n+n@l—mem-—mem (2.2)

seklinde yazilir [2]. {l,n,m,m} yerel tabanina dual olan yerel tanjant vektor

alanlarini

{D,A, 4,6} (2.3)
ile gosterelim. Bu yerel tanjant ve kotanjant tabanlar arasindaki bagintilar
A(l)=D(n)=1, d§(m)=4dm)=—1 (2.4)
seklindedir. Dig tiirev operatoriintin herhangi bir fonksiyon tizerine etkisi ise
dip = (Ap)l + (D)n — (dp)Tm — (dp)m.
ile tanimlanir [38].

Simdi Newman-Penrose formalizminde hareketli ¢ati ile spinor yapisi arasindaki
iligkiyi tanmimlayalim. M bir 4-manifold ve E, M {izerindeki bir spinér demeti

olsun. Spin demetin yerel bir tabanini
s=(o,1)
ile gosterelim. Spinor demeti ve kotanjant demetinin yerel tabanlar1 arasinda
l=0®0, N=1®RT, M=0®7, M=LK0

bagintilar: vardir. Bu iligkiler, matris formunda

W
I
3
I
Va)
X
o,
I
<~ Q
&
7N
Ql
~I
N—



seklinde gosterilir [3].
E spinor demeti iizerindeki bir d¥ baglantisi, SI(2,C) degerli bir I 1-formu ile
d¥s =T's

seklinde tanimlanir. Yerel olarak, d¥ baglantis:

Pt b 2.5
—(F2 _FO) 25)

matrisi ile temsil edilir. Burada,

I'y= ~l+en—am— pm,
I''= —7l—kn+pm+ om,

I'y= vi4+7mn—AIm—yum

olup, {v, €, o, B, 7, K, p, o, v, ™, A, i} skalerleri Newman-Penrose spin katsayilari

olarak adlandirilir [2].

Kotanjant demeti ve spinor demetinin yerel tabanlari arasindaki iligkiden

hareketle, kotanjant uzay: tizerindeki Levi-Civita baglantisi
dS =TS — ST (2.6)

ile elde edilebilir [4]. Spindr demeti veya kotanjant demeti tizerindeki bu baglanti
icin 2 egrilik 2-formu

Q=dl —T AT (2.7)

ile tanimlanir. Bu son ifadenin dig tiirevi alinarak da
dQAQ+ QAT —-TAQ=0 (2.8)

Bianchi 6zdeglikleri elde edilir. Yukaridaki yerel tabanlara gore Si(2,C) degerli

a_ [ ™ 2.9
—(QQ _QO) 29)

seklindedir. €2;, ¢ = 0,1,2 2-formlarinin parametrizasyonu agagida verilmistir.

egrilik 2-formu {2

Asagidaki denklemlerde ve daha sonraki boltimlerde, dig ¢arpim isareti ihmal

edilecektir.
Qp = (—\112 — o+ A)ln +Wslm + Pl — &gnm — Uynim + (\112 —®q; — A)mﬁ,
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Ql = (\I[l + @01)ln — (\112 + 2A)lm — <I>02lm—|— <I>00nm + \Ifonm—l— (—1111 + <I>01)mﬁ,
QQ = —(\113 + @21)[71 + \If4lm -+ q)gglm — CDgonm — (\1’2 + 2A)?7/m + (\113 — <I>21)mm

seklinde parametrize edilir. Bu 2-formun matris gosterimi de agagidadir.

O —(\112 —+ QA) — (@11 — 3/\) U, + Pyg l
p— n
I — (U5 + ®yy) (W2 +2A) + (P11 — 3A) |
(Wy +2A) — (P11 + 3A) -V, + dyy
+ mm
I (U3 — Do) —(Wa + 2A) + (P11 + 347) |
Uy —(Wy 4 2A) -, U o
+ m + nm
I U, —Us —(Uy +2A) Uy
q)lg —CI)()Q - _CI)IO CI)OO
+ Im + nm.
L (1)22 _(1)12 _(1320 q)lo

Yukaridaki ifadelerde, Weyl tensorii bilesenleri {Wo, Wy, Wy, W3 Wy}, izsiz Ricci

tensorii bilegenleri {®og,Po1,Po2,P11,P12,Pon}, egrilik skaleri ise A = % ile

gosterilmektedir.
Spin katsayilarinin kotanjant demetinin yerel tabaninin dig tiirevleri cinsinden

ifadesi agagidadir [39].

dl=—(e+@&ln+ (a+ [ —7)m+ (@+ B —7)lm —knm — knm + (p — p)mm,

dn = —(vy+¥)in+vim+vlim+ (1 —a— )nm+ (T —a — B)nm + (u — @)mm,

dm = —(t+m)In+ (T+~v—7)lm+ Xm+ (¢ — € — p)nm — onm — (@ — B)mm.

Spin katsayilar alternatif olarak tanjant demetinin yerel tabaninin komiitatorleri

ile de verilebilir [2].

(AD—DA) = (y+7)D+(e+€)A—(t+7)0 — (T+m)d,
(6D —D¢&) = (@+B-—7)D+ kA —00— (p+e—e)9,
(A —A8) = —UD+(t—a—B)A+ X+ (u—v+7)f,
(06 =00) = (F—wD+ (- pA—(@-0)5—(B8—a).

Egrilik 2-formunun sagladigi matris denklemi {2'nin bilegenleri ve spin katsayilar

cinsinden acik¢a yazildiginda Newman-Penrose denklemleri olarak bilinen ve
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asagida verilen 18 kompleks denklem elde edilir [7].

Dp — 0k
Do — 0k
Dt — Ax
Da — e
D@ — de
D~ — Ae
DX\ — 6w
Dy — o
Dy — Arm
AN — v
dp —do
da —f3
I\ —Op
ov—Ap
oy —ApS
0T — Ao
Ap — ot
Aa — 6y

Yukaridaki 36 reel denklemden 10 tanesi Weyl tensorii bilegenlerini, 10 tanesi
Ricci tensorii bilegenlerini belirlerken, geriye kalan 16 denklem spin katsayilar:
arasinda birtakim bagintilar verir.

ise bu denklemler 6zdes olarak saglanir.

p’+ 00+ (e +€)p —FT — k(3a + § — ) + Doy,
(p+p)o+ Be—€o— (1 —7+a+308)k + ¥,
(t4+mp+ T4+m)o+ (e—€)1 — 3y +7)k + V1 + P,
(p+€—2¢)a+ 35 — Be — kA — Ry + (e + p)m + Py,
(at+mo+(p—e)f—(p+7)r—(@—T)e+ Uy,
(T+Ta+T+m)—(e+€)y—(y+7)e+ 1M —VK
+0y + Pyy — A,

pA+ G+ 1+ (0 — B)1 — VR — (3¢ — €)X + Doy,

pp+ oA+ — (e+e)pu—m(a— ) —ve+ Uy + 2A,

(m+T)p+ T+ 7)A+ (v =) — (3e + v + U3+ Py,
—(p+mA =By —A+Ba+B+71—T)v— Uy,
p(@+B) —o(Ba—B)+ (p— D)7+ (1 — )k — V1 + Doy,
pip — Ao + o + BB — 20 +y(p — p) + e(u — i)
—Uy + &y + A,

(p =P + (=) + pla+ B) + M@ = 35) — Uy + Dy,
P2+ (Y +Y ) — o1 + (1 — 38 —a)v + Dy,
(r—a—B)y+ur—ov—ev—B(y—7—pu) +aX+ &,
po +xp+ (t+ B8 —a)r — (3y —¥)o — kU + oo,
—(pp+oN)+(B—a—T)T+ (y+7)p+ vk — ¥y — 24,

(

(p+ev—(T+BA+ T —ma+ (B -7)y— Vs

denklemlerle verilir [7].

5\110 — D\Ijl + D(I)Ol — 6(1)00 = (40[ — 7T)\I]0 — 2(2p + 6)\111 + 3/‘4?\1/2

+(ﬁ — 20 — 25)(1)00 + 2(6 + ﬁ)@m
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A\IJO - 5\111 + D(I)OQ - (SCI)[H

3\113 — D\I’4 + gq)gl — A(I)QQ

A\Ijg — (5\114 + g@QQ — A(I)Ql

Dy — 60y + Adyy — 6Py + 2DA

AUy — U3 + DPoy — 0Py; + 2AA

DUs — 3Uy — DBy + 3Pyg — 26A

AT — §Uy — Adg; + 0Dy — 20A

D(DH — (5@10 — gq)(n + A(I)()O + 3DA

D®iy — 5By — 6Py + ADg; + 35A

22

+20P19 — 26D 13

—F g2,

4y — )Wy — 227 + B)¥y + 30V,
+(26 — 2 + p) Do + 2(7 — B) Doy
+20P11 — 26P15 — APy,

(de — p)Wy — 2(27m + ) U3 + 3AV,
+(27 = 27 + 1) Poo + 2(T — )Py
F2A\D1; — 20Dy — T Doy,

(48 = 7)Wy = 2(2u + 7) V3 + 30V,
+(T — 20 — 2a)Pao + 2(y + 1) Doy
FOADyy — 2Dy — TPy,
—AWo+2(m — )V + 3pV¥y — 2kV5
+(27 + 27 — ) Poo — 2(T + )Py
—27®10 + 2pP11 + TPy,

oV, +2(06 — 1)V — 3uWy + 200,
+(p — 26 — 2€)Dyy + 2(T + 3) Doy
+27 P15 — 2uP1y — APy,
—kWys+2(p — €)W3 + 37Vy — 2\T,
+(2a — 28 —T) Py — 2(p — €) P
—27P1 4 2uP1p + Ry,

vWo+ 2(y — u)¥y — 3705 4 2005
+(F — 28+ 2a)Pos + 2(71 — 7)oy
+27D1; — 2pD19 — TPy,

(27 — p+27 = 1) Poo

+(m —2a — 27)Pg; + (T — 2a — 27) Dy
+2(p + p)P11 + TPo2 + 0Pyy — Ry
—k®Py,

(—2(1/ + 23 + 7T — ?)(I)OQ — HCI)QQ



+(p+2p—26)D10 + 2(7F — 7)Py1 + 7Pgo

+(27 — 20 — p)Po1 — AP1g + 0 Poy,
D®gy — 6Py — 619 + APy +3AN = (p+7p— 26 — 26) Py

+(28 + 27 — 7) Py + (28 + 27 — 7)oy

—2(p + 1) P11 + vPor + 7P1g — APy

—ADgo.

Verilen bir yay elemani icin, kotanjant demetinin yerel tabaninin se¢imindeki
serbestlik “ayar dontigiimleri” veya “ayar serbestligi” olarak adlandirilmaktadir.
Ayar dontigtimleri, belli bir metrige baghh olmadan, calisilan problemle ilgili
basitlestirici varsayimlarin yapilabilmesi i¢in ¢ok elveriglidir. Spin katsayilari,
Weyl tensorii bilegenleri ve izsiz Ricci tensorii bilegenleri igin iig farkli grup ayar

doniigimii olup bunlarin agik ifadesi agagida verilmigtir [40].
1. [ Etrafinda 1siksal donme:
U'=1, m'=zl+m, n'=zzl+zm+zm+n (2.10)

Spin katsayilarinin donisiimii:

/

p = ptzk,

o = a+z(p+e) + 2k,

N = A+ z2(m+2a) + 2%(p+2€) + 2’k + 0z + 2Dz
K = K,

€ = €+ zk,

7 = w4 2ze+ 2%k + Dz,

o = o+7zk,

B = B+ z0+zZe+ 2Zk,

o= p+2:208+47zn+ 220 + 2Ze+ 222k + 62 + 2Dz,
T = T+z20+4+7Zp+ 2ZkK,

Y= v+ 2t +B)+Za+ 2o+ 2Z(p + €) + 272k,
Vo= v z(u+29) F 2N+ 2228 + 1) + 2220 + ) + 2°2(2¢ + p) + 20

+2%Zk + ANz + 202 + 202 + 2zDz.
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Weyl tensorii bilegenlerinin donitigtimii :

U, = W,

U = 204 Ty,

U, = 22U, + 220, + Uy,

U, = 22Uy + 3220 + 320, + Uy,

U, = MW+ 4220 + 622U, + 4205 + Uy,
Ricci tensorii bilegenlerinin doniisimii :

Doy = Poo,

Dy = ZPgo + Por,

Dy = 2o + 220¢; + Pog,

Dy = Z2®g + 2Pg; + 2Py + D1y,

P, = Z2®gy + 222Pg; + 2Py + 22D, + 22D + P,

B, = Z22PBgy + 22221 + 2By + 22221 + 422Dy, + 2Py + 22Dy

422091 + Doo.

2. | —n ve m —m duzlemlerinde donme:

V' =z2z1=Al, m'=22"'m=¢"m, n'=z"'2'n=A"n (2.11)

Spin katsayilarinin doniisiimii:

po= zzp,

o = z'zZ(a— 20271,
N o= 2%z

kK = 2%zk,

¢ = zzZ(e—2zDz7Y),
I zflfﬂ,

o = 2zl

B o= 2z Y- 2027Y),
o= 27y,
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Vo= 2y —2hsY),

Vo= 27377

Weyl tensorii bilegenlerinin donitistimii :

U, = ',
U = 220
U, = Wy,

U, = 2720,
v, = 27,

Ricci tensorii bilesenlerinin doniigiimii :

(I)IOO = 2222(1)00,
(1)61 = ZQq)Ol,

@62 = 2’22_2@02,
q)lll - q)lla

P, = T 2Dy,
@/22 = 572272q)22.

3. n Etrafinda 1siksal donme:

l!'=l+zm+2m+z2zn, m'=m-+zn, n' =n (2.12)

Spin katsayilarinin doniisiimii:

P = p+2za+zT+ 22N+ 222y + 2%2v — 02 — 2z,

o = a+z2\+7zy+ 27y,

N o= A+7zy,

K = k+z(p+2) +Z0+22Qa+m) + 2228 + 1) + 2°Z(2y + p) + 2°A

+232v — Dz — 202 — 202 — 22\,
€ = etz(mta)+zB+ 22N+ 22(u+9) + P2y,
7 = m+2A+Zu+ 2z,
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o = o4+ 2(1+208)+ 22 (u+2y) + 2Pv— 62 — 2z,
B = B+ap+y) 2y,

po= ptoe,

T = T4+ 227+ 22— Az,

v = v+,

Vo= b

Weyl tensorii bilegenlerinin dontigtimii :

W) = Ug+ 420 + 6220, + 42°U3 + 240y,
U, = W+ 320, + 32203 + 250y,

U, = Uy + 2203 + 220y,

Uy = Uy + 20y,

v, = U,
Ricci tensorii bilegsenlerinin doniisiimii :

Dly = Pgo + 220y + 22P g + 422D + TPy + 27Dy + 222°Dy; + 227D
+2222<I>22,

Dy = B4 220y + 2Dy + 22209 + Z2 D1y 4 722Dy,

Py = Py +ZP1p + 2P + 22Dy,

Phy = Doy + 220y + 7Dy,

q)/22 == (1)22.
Hatirlatma 2.1. Newman-Penrose formalizmi orijinal makalede metrik
isaretinin (4, —, —, —) oldugu durumda tanmimlanmigtir. Biz ise, ilerki boliimlerde

yapacagimiz hesaplar: da gozoniine alarak literatiirde daha genel kullanima sahip
olan (—,+, 4+, +) isaretini segecegiz. Bu segim, spin katsayilarinda ters isarete

sebep olacak, ancak diger bilegenleri etkilemeyecektir [41].

Burada, Ricci tensorii matrisinin rankinin bir olmasi kogulunu Newman-Penrose

biiyiikliiklerinden ®yy # 0 olmas1 durumunda verelim.
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Onerme 2.1. Newman-Penrose formalizminde, {l,n,m, m} tabaninda Ricci

tensoriunun matris gosterimi

—(®11 —3A) —Poo D19 i
R =2 — g — (@11 — 3A) oy D12
— Py — oy (P11 + 3A) Do

—dy -y P (@11 + 3A)

seklindedir. ®g; = 0 ayar kosulu altinda, ®oy # 0 igin, rank(RC) = 1 olmas
ancak ve ancak
@12 - O, CI)H —|— 3A - 0, @02 - 0,
(@17 — 3A)? — PogPaz = 0
durumunda saglanar.

Ispat. Kotanjant demeti icin yerel tabanlar {I,n,m,m} olmak iizere Ricci

tensorii ve izsiz Ricci tensorii bilegenleri arasindaki iligkiler [7]

1
Sab - Rab_ZRgabu
1 _
Dy = §Rablalb:q>oo,
1 _
Dy = §Rablamb:q)107
1

Qo2 = §Rabmamb = Dy,

o, = iRab(lanb + mamb) = ®y,
P2 = ;Rabnamb = 6217

Py = ;Rabnanb = Dy

seklinde yazilirsa, verilen herhangi bir metrik i¢in Ricci tensoriiniin matris

gosterimi
Dy (P11 — 3A) —®y Dy
dy; — 3A d —® —d
R =2 (®qy ) 00 10 01
— 0y —®y Dy (11 + 3A)
—®qy —®g (P11 + 3A) Do

elde edilir. Buradan da, b indisi yukar:1 cekilirse, onermenin ifadesinde verilen

Ricci tensorii matrisine ulagihir. rank(RY) = 1 ise, 1 tane lineer bagimsiz siitun
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var demektir. Bu durumda, herhangi bir stitun ya tamamen sifir ya da o siitunun
katidir. ®gy # 0 ise 2. stitun sifirdan farklhidir ve diger tiim siitunlar 2. stitunun
katidir. Yukarida verilen 1. tip ayar dontigimlerinden ®¢; = 0 yapilabilir. Bu

durumda, 2. stitun

seklinde olup, rank(R%) = 1 ise @15 = 0, ®1; + 3A = 0, gy = 0 elde edilir.
Ayrica,
— (P13 — 3A) — Dy
— Doy —(®11 — 3A)

matrisinin determinantinin da sifir olmasi gerekir. Bu durumda da,

(@11 — 3A)? — DooPaz = 0
sart1 elde edilir. °
2.3. B Tipi Warped Carpim Metrik ve Ricci Tensoriiniiniin Rank 1

Olma Kosulu

Bu boliimde, B tipi warped carpim metrikler i¢in Ricci tensoriiniin rankinin 1
olmasi kogulunu inceleyecegiz. Ilk agsamada genel bir B tipi warped ¢arpim icin
Newman-Penrose formalizmi kullanarak spin katsayilarini, Weyl ve Ricci tensori
bilegenlerini agikca hesaplayacagiz. Daha sonra Ricci tensoriiniin rankinin 1 olma

kogulunu inceleyecegiz.

M manifoldu {izerindeki B tipi warped carpim metrigi, (u,v,z,y) yerel

koordinatlarinda,

a1 = CLl(U, U)? Gy = (lg(u, U)7 a3 = CL3<U,U), g4 = CL4(U, U)J

G:G(U,U), f:f(xay)a g:g(magﬁ
olmak tlzere

ds* = =2 [alagdzf + (ayay + azas)dudv + a2a4dv2} +2G? [dexZ + deyQ}(Q.l?))
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seklinde verilmis olsun. Tetrad tabanini
[ = ardu + asdv, n = azdu + asdv,

m = G(fdx +igdy), m = G(fdx — igdy). (2.14)

seklinde tanimlarsak, buradan D, A, 6,8 yerel vektor alanlar:

p=1 [—lau + lav} A= [—1au + 1(9”] ,
21 a as 21 ag on
1 |1 1 — 1 |1 1
_ L, 1 L P N 2.1
5= e lfa“ Z,gay], 5= 5e lfaﬁigay] (2.15)

seklinde elde edilir ve daha sonra komiitasyon bagintilar1 veya dig tiirevlerden
spin katsayilar1 kolaylikla hesaplanabilir. Asagida belirtildigi gibi bir grup spin

katsayisi sifir, bir grubu ise reeldir.
k=v=T=m=A=0=0, (2.16a)

H=p, p=p, €=¢€ 7F=7, a+ =0, (2166)

Sifir olmayan spin katsayilar: metrik fonkisyonlar: cinsinden asagida verilmigtir.

1 1
M= CH [—Guas + Guasd], p= CH [—Gya1 + Guas],
1 1
€=op [—agu + a1, = oH [~y +as.],
11 1 1
- - —g,+if,], =——lg.+if,]. 2.16
Bu ifadelerde tiirevler alt indislerle gosterilmis ve H = asas — ajay olarak

yazilmigtir. Sifir olan Weyl tensorii ve izsiz Ricci tensort bilegenleri,
\IJO = \Ifl = \113 = \114 = O, (217&)

Cbol = (1)02 = (1312 =0 (217b>

olup, sifirdan farkli bilegenlerin spin katsayilar1 ve tiirevleri cinsinden ifadeleri
agsagidadir. Bu biiyiikliiklerin acik ifadesini yazmak miimkiinse de verdigimiz

kapali form daha kullanigh olacaktur.
Uy +2A = Dp — pu + 2¢p, (2.18a)

Poy = Dp — p* + 2¢p, (2.18b)
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Boy = —Ap — p* — 2yu, (2.18¢)

Oy +3A = Dp+da — 68 — 2up + 2ep — o — B33 + 2a3, (2.18d)

O — 3N = Ap+ Dy — Ae — 2yp + 4dery. (2.18¢)

Simdi bu kogullar1 kullanarak Newman-Penrose sistemini inceleyecegiz. Ancak
bu asamada, ayar dontigiimlerini kullanarak sistemde bazi sadelestirmeler elde
etmek yararh olacaktir. Ornegin, 2. tip doniigiimlerle @ = —a almabilir ve

@+ [ = 0 kogulundan a = 3 elde edilir. Boylece, (2.13) ile verilen B tipi warped

carpim i¢in Newman-Penrose denklemleri
Dp=p*+2ep+ Do, Ap=—pp+2yp—Vy—2A, 5p=0,
Dp = pp—2ep+ Wy + 27, Ap=—p® =2y — Py, =0,
Dy = Ae —4ey+ Uy + Py — A, 6y =0,
Da = pa, Aa=—pa, Sa=0a+pp—40> —Vy+ & + A
ve Bianchi ozdeslikleri
Adyy = —D(Pqy + 3A) + (4y — 2) P + 4pP11, Py = 0,
D®gyy = —A(P11 + 3A) + (2p — 4e) Doy — 4udyy, 0Py =0,
D(Uy +2A) = D(Py1 + 3A) + 3p(Ws + 2A) — 2p(Py1 + 3A) + puPoo,
A(Wy 4 2A) = A(Pyq + 3A) — 3u(Wy + 2A) + 2u(Pqy + 3A) — uDoy,
(Vs +2A) =0,
(P11 —3A) =0

seklinde olur.  Bianchi o6zdesliklerinde (Vs + 2A) igeren denklemler igin

komiitasyon bagintilarindan
D§(Uy +2A) =0 = 0 [D(P1; +3A) — 2p(P1; + 3A)] =0,
Ad(Wy 4+ 2A) =0 = 0 [A(P11 + 3A) +2u(P1; +3A)] =0
denklemleri elde edilir. Newman-Penrose sistemi bu denklemler i¢in kullanilirsa
D6 (P11 + 3A) = 3pd (P11 + 3A)
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integrallenme sartlarina ulasiir. Benzer hesaplamalar ¢ icin yapilirsa,

A§(®yy + 3N) = —3ud(Pyy + 3A)
elde edilir. Boylece, integrallenebilir sistem
Dp = p* +2ep+ Doy, Ap=—pu+2yp—Vy—2\, 6p=0, (2.19a)
Du=pu—2eu+Ty+2N, Ap=—p>—2yu— Py, ou=0, (2.190)
Dy =Ae—4dey+ Uy + Py — A, dy=0, (2.19¢)
Da = pa, Aa=—pa, 6a=0a+pup—40® — Uy + Oy + A, (2.19d)
D(Wy +2A) = D(®P11 + 3A) + 3p(Vy + 2A) — 2p(Dyy + 3A) + uPoy,  (2.20a)

A(\IJQ + 2A) = A((I)H + 3A) - 3/11(‘112 + QA) + 2/1((1)11 + 3A> - /Lq)gz, (220b)

A(DOO = _D((I)ll + 3A) -+ (4")/ - 2/1,)(1)00 + 4p(I)11, 6(1)00 = O7 (220C)
D@QQ = —A((Dll + 3A> + (2p - 46)(1322 - 4“@11, 5@22 = O, (220d)
5(\112 + 2A) = O, 5(@11 - 3A) = 0, (2206)

seklinde yazilir.

B tipi warped carpimlar icin kabul edilebilir olan fiziksel kaynaklar Haddow
ve Carot tarafindan galigilmigtir [42].  f warping fonksiyon olmak iizere
M = M; x; M, seklindeki B tipi bir warped manifold i¢in, M5 nin hangi
kosullarda sabit egrilige sahip olacag1 asagida ifadesi verilecek Teorem 2.1 ile
([42]) belirlenmistir. Sonug 2.1 de ilgilendigimiz durum igin bu kogullarin
saglandigini gosterecegiz. Burada, Teorem 2.1 in ifadesinde kullanacagimiz yatay
vektor kavramini aciklayalim. hg,, My manifoldunda verilmis bir metrik olmak
iizere, X geklindeki bir vektor icin h,, X* = 0 oluyor ise X* ya yatay vektor

denir.

Teorem 2.1. (M, g), f warping fonksiyon olmak tizere M = My Xy My seklinde

verilmis B tipi bir warped ¢arpim uzay-zamana olsun. Buna ilaveten, M deki her
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noktada, kotanjant uzayimn tum Ricci ozvektorlerinin karsiligr olan 6zdegerlerin
gradientleri tarafindan gerilen alt uzayinin, yatay ozvektorlerin karsiligr olan
ozdegerlerin gradientleri tarafindan gerildigini varsayalim. Bu durumda, Mo

sabit egrilige sahiptir.

Asagida verecegimiz Sonug 2.1 ile bu teoremi kendi durumumuza uygulayalim.

Sonug 2.1. (M, g), (2.13) metrigiyle verilmis bir B tipi uzay-zamany olsun. My

nin sabit egrilige sahip olmasi ancak ve ancak
(P11 +3A) =0 (2.21)

ile mimkindir. Ayrica, My, R® e gomiilmiis, kompakt, baglantils ve regiiler ise

(M,g) kiiresel simetriye sahiptir.

Ispat. (2.13) metrigi icin Ricci tensoriiniin matrisi {I,n,m,m} tabanmda

— (@11 — 3A) - 0 0
B2 — Doy —(dq; — 3A) 0 0
0 0 (@11 + 3A) 0

0 0 0 (@11 + 3A)

seklinde olup, 6zdegerleri

)\1 — —2((1)11 - 3A) — 2\/ (I)O[)CDQQ,
/\2 — —2((1)11 - 3A) + 2\/ (I)O()(I)QQ,

)\3 - )\4 == 2((1)11 + 3A)

seklinde elde edilir. 7 = 1,...,4 olmak iizere \; 6zdegerlerine karsilik gelen

ozvektorler sirasiyla

-2 o 0 0

v = ! R I IO B RO
0 0 1 0

0 0 0 1

seklinde bulunur. \; ve Ay 6zdegerlerine karsilik gelen V) ve V) 6zvektorleri
yatay vektorlerdir. ~ Tim Ricci ozvektorlerinin kargihigr olan ozdegerlerin

gradientleri tarafindan gerilen kotanjant uzayimin alt uzaymm V; ile gosterelim.
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Bu durumda Vi = Span{d\i,dXs,d\3s} C Ty M seklinde yazilir.  Yatay
vektorlerinin kargiligi olan 6zdegerlerin gradientleri tarafindan gerilen kotanjant
uzaymin alt uzaymi da V3 ile gosterelim. Bu durumda, Vo = Span{dA;,d\;} C
Ty M olacaktir. Teorem 2.1 geregi, My nin sabit egrilige sahip olabilmesi igin

Vi = V5 olmasi gerekmektedir. (2.13) metrigi i¢in yerel koordinatlar (u, v, z,y)

olmak iizere d\ = 37, gz’\i dz; seklinde diguniiliirse

‘/1 - Span{()‘l)udua (Al)vdva (Al)xdﬂja (Al)yd?% ()‘2>udua (AZ)vdva ()\Q)Idxa ()\Q)ydya

(Ag)udu, (Ag)vd’U, (Ag)xdl’, (Ag)ydy}

seklinde yazilir. Benzer olarak,
‘/2 - Span{()\l)udua (Al)vdva (Al)xdxa (Al)ydlya ()‘Q)Udua (/\2)vd7)7 (/\2)$dx7 (/\Q)ydy}

olur.

Genel B tipi warped carpim igin verilen (2.19-20) denklemlerinden 6(®g) =
§(Pag) = 0(P1; — 3A) = 0 oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, bu ifadeleri igeren

A1 ve Ao Ozdegerleri icin
M)z = M)y = (A2)e = (A2)y =0

olacaktir. Bu durumda V; ve V5 uzaylari
Vi = Span{(A1)udu, (A1)udv, (A2)udu, (A2)ydv, (As)udu, (A3),dv, (A3).dz, (A3),dy},

Vo = Span{(A\1)udu, (\),dv, (A2)udu, (A2),dv}

seklinde yazilirlar. Vi = V5 olmast i¢in gerek ve yeter kosul
(As)e = (A3)y =0

olmasidir. A3 O6zdegerinin ifadesinden (®q; + 3A), = (®1; + 3A), = 0 anlamm
gikarilir. Bu ise, §(®1; + 3A) sartina egdegerdir. Teorem 2.1 geregi M, sabit
egrilige sahiptir.

M,, sabit egrilige sahip, R?® e gomiilmiis, kompakt, baglantili ve regiiler bir
manifold oldugundan M, kiiredir [31]. Boylece, (M, g) kiiresel simetriye sahiptir.
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Onerme 2.2. (M,g), (2.13) metrigiyle verilmis bir B tipi warped ¢arpim
uzay-zamany olsun. rank(Ricci) = 1 ise ve Enerji-momentum tensori tekil

degilse, fiziksel kaynak kiitlesiz skaler alandar.

ispat. Sonug 2.1 in ispatinda verilen B tipi warped carpim metrik ic¢in, Ricci

tensoriiniin rankimin 1 olmasi agagida verilen (2.22) sartin1 gerektirir.
(@17 — 3A)? — Pg®Pop =0, (P31 +3A) = 0. (2.22)
Ote yandan enerji-momentum tensorii, (®1; + 3A) = 0 rank 1 kosulu altinda

209 O 0 0
0 2Py 0 0
0 0 0 —12A
0 0 —12A 0

pv =

olarak hesaplanirsa, tekil olmamasi icin PgoPes carpiminin sifir olmamasi
gerektigi goriilebilir.  Genel B tipi warped c¢arpim metrik icin (2.19-20)
denklemleriyle verilen Newman-Penrose sisteminde, ®;; + 3A = 0 rank 1 kogulu

kullanilirsa, Newman-Penrose sistemi asagidaki sekilde yazilir.
Dp=p*+2ep+ Doy, Ap=—pu+2yp—V¥y—2A, 5p=0, (2.23a)
Dp=pu—2epu+Vy+ 2N, Ap=—p?—2yu— Py, ou=0, (2.23b)
Dy =Ae—4ey+ Uy + Py — A, §y=0, (2.23¢)

Da = pa, Aa=—po, 6a=d6a+ up—40* — Uy + dyp + A. (2.23d)

D(Wy + 2A) = 3p(Wy + 2A) + puPgo, (2.23e)

ATy + 2A) = —3u(Wy + 2A) — pbos, (2.23f)

S(Wy+20) =0, 6(Py —3M) =0, 0Bg=0, &Py =0, (2.239)
ADgy = (4y — 2u)Pgo + 4pP11, (2.24a)

D®oy = (2p — 4€) Doy — 4ud;. (2.24b)

(2.23-24) ile verilen Newman-Penrose sistemi tutarhidir. (2.24a,b) denklemlerinin
¢oziimii tek degiskene bagl iki keyfi fonksiyon igerecektir. Bu ¢oziim igin

asagidaki kabulleri yapacagiz.
By = (Dg)?, Py = (A9)° (2.25)
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yazilirsa, (2.22) ile verilen rank 1 olma kogulundan
1
by = i§D¢A¢ (2.26)

elde edilir. + igaret secilip, ®gg, P11 ve Poy ifadeleri (2.24a,b) denklemlerinde
yerlerine yazilirsa

AD¢ = (2y — p) Do + pAg, (2.27a)
DA¢ = (p —2€)A¢p — uD¢ (2.27b)
bulunur. (2.27a,b) denklemlemleri komiitasyon bagmtisinda kullanilirsa

(AD — DA)¢ = 2yD¢ + 2eAdp

elde edilir ki, sistem tutarhdir. (2.27a) ve (2.27b) denklemleri taraf tarafa

toplanirsa ¢ skaler alani i¢in dalga denklemi
(AD + DAY = 2(y — p)Dop + 2(p — €) Ao (2.28)

seklinde elde edilir. Bu ikinci mertebeden denklemin ¢oziimiinde tek degiskene
baglh iki keyfi fonksiyon oldugu igin, (2.24.a,b) denklemlerinin genel ¢oziimii
(2.28) denkleminin ¢6ziimii cinsinden ifade edilebilir. .

Kiiresel simetrik metrik: yerel koordinatlar

M manifoldu kiiresel simetrik ise, metrigi, b = b(t,r), a = a(t, r) olmak {izere
ds* = —b* dt* + a® dr® + r*(dp® + sin ¢* d6?) (2.29)
seklindedir. Bu ise, genel bir B tipi warped carpimda,

u=t, v=r, y=p, x=040,
1 1 1 1
—=b, —a, a3=——7=b, a4=——+=a,
\/5 \/§ 3 4

"
G=—=, = sinp, =1

NG f ©, g

a; — g =

secimine kargi gelmektedir. (2.29) kiiresel simetrik metrigi igin tetrad tabani

1 1
l:ﬁ[bdt—l—adr], nzj[bdt—adr],
m = \/E lide +sinpdf], m= \;ﬁ [—i di + sin ¢ d] (2.30)
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seklinde tanimlanirsa, D, A, 8,0 yerel vektor alanlar

D:l[—laﬁl&], A=
b a

171 1
7 |

75020

1 1 1 - 1 1 1
= i me] s iy e

olarak elde edilir. Komiitasyon bagintilar1 veya disg tiirevlerden spin katsayilari

hesaplanirsa reel ve sifir olan spin katsayilar
k=v=1T=m=A=0=0, (2.32a)

A=u, p=p, €=¢ F=7, a+pf=0 (2.32b)

olup, sifir olmayan spin katsayilar1 ise metrik fonksiyonlari cinsinden

22 ab 22 ab
1 icose
=fB=—==- 2.32
a=p 2y/2 7 sin ( 2

seklinde elde edilir. Sifir olan Weyl tensorii ve izsiz Ricci tensorii bilegenleri
Ug=V; =U3=", =0, (2.33a)

g1 = P2 = P12 =0, (2.33b)

sifirdan farkli bilegenler ise

Uy 424 = 2;2T [(Z - ﬂ , (2.34a)
Bop = Q;T [—2‘(‘; + % + 2] , (2.34b)
oy — 25% l2‘2t + % + bb] , (2.34¢)
1y + 3A = Q;T [C; - bb} 4 2172 [1 - OH , (2.34d)
seklindedir.
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Simdi (2.22) ile verilen Ricci tensoriiniin rankinin 1 olmasi kogulunu kullanalim.

Tk olarak, ®;; + 3A = 0 sartindan (2.34d) denklemi sifira egitlenip ¢oziiliirse

b'f’ T
ry = r% + (a* — 1) (2.35)

elde edilir. (2.35) denklemi (2.34b,c) denklemlerinde kullanilirsa,

1 a, a
Do =55 [ma +(a®=1) - 27“(;] : (2.36a)
1 a, a
= [27’@ b 1)+ 2rﬂ (2.360)
olur. Buradan da,
1 \? a, ) ) At o
@00@22 = (W) <[2Ta + (CL — 1)] — [27’3] ) (237)

olarak yazilir. (2.34e) denklemi diizenlenip, (2.35) denklemi kullanilirsa,

1 9 bpr Ay o Qy 2
®y; —3A = 533 lr 5 (r;) —raa, + r— + (a® —1)

1 a0 a.,a; by
+2a27‘2 [ <Tb) +(Tb> ab

a

elde edilir. (2.35) denklemi r ye gore tiiretilirse,

brr T T
it 1)

olup, bu ifade yerine yazilirsa da

. 2 Qrr ar (r\2 2 2
®, —3A = 52,2 [r ki + 3raa, — (r a) + (a” —1) }
1 Q. o Qg a, o0 bt
— | — =)—== 2.38).
2a2r2[ ) T (2.38)
denklemine ulagilir. Simdi,
b=ary

olsun. Bu durumda,
b 1
2t — % + % (TCZ _

b a vy’ E) Ty
olur ve, (2.35), (2.37) ve (2.38) denklemleri

L S (2.39)
y
12 a ar/y
Po0® = (5 ) ([%a + (o~ 1P - 2% ]2) L (240)
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1 2 Qrr ar Gr\9 2 2
®y; —3A = 572 [7" —~ T + 3raa, — (r;) + (a® — 1) }
1 1 Ayt 1 Ay Yy 1 Q¢
52272 [_2 St () (2.41)
a’r v a y*ay a®'y

seklinde yeniden yazilir.

r = e° doniiglimi ile logaritmik koordinatlara gegilirse, (2.39-41) denklemleri

yeni koordinatlarda

Yo 94a (2.42)
)
1 \*/..a ar/y
DpoPoo = (=] [[2= + (a® — 1) — [2-L2)? 2.4
e = (gaz) (B2 +@-DP-RYYR) ey
1 a a a
n=3 2a2e?s { a (a) a + 3aa, + (a )
1 Lay lay 1 ar,
et S, (& 2.44
2a2625[ y2a+y2ay+a2(y) (2.44)
seklinde yazilirlar.
1 ag L asy I (a
o T e an\y
Yy~ a yay ay \y /,
ifadesi (2.44) denkleminde yerine yazilirsa
1 a a a
®, — 3N = {“—”—25 3aa 2—12}
H 2a%e?s | a (a) a +3aas + (a )
1 1 ag 1 A\ o
— (%) + =& 2.45
+2a2625[ ay<y>t+a2(y)] ( )
elde edilir. Son olarak,
2 -1
a? = {1— m} , m=c¢e’p
eS
dontigiimii (2.42-43) ve (2.45) denklemlerinde kullanilirsa,
Ys 1
—=-24 —- 2.46
y o (2.46)
1—2p\° 4 2 (Mo
Doy Doy = s —(=)*], 2.47
e = (o) g [l = (2 2.47)
B L=20 [ s 2w 2 3w 42
ET T e [(I-2w) (T-2w2 (I-2p) (T-2p? 0 (1-2p)
1-2 2 1 1
i 28“) [— (B - - (’“) ] (2.48)
2e (T=2p)y"  y\y/, (1-2p)
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denklemleri elde edilir. Ricci tensorintin rankinin 1 olmasi kosulundan

D1 — 3N = F/ PP

yazilir, (2.47) ve (2.48) denklemleri kullanilirsa

H

2 2 N?
y>t+(1_2u) l(#ﬁr#) +(M5+M)M—E

1
,uss+ﬂs_*
Yy

1/2
+2 [(us + p)? — “t] =0 (2.49)
)
elde edilir. Boylece, (2.46) ve (2.49) ile verilen sisteme, Ricci tensoriiniin rankinin
1 olmasi kogulundan ulagilmig olunur. Bu sistem, bir sonraki boliimde standart
olarak alan denklemleri kullanilarak yeniden elde edilecektir.

2.4. Enerji Kosullari, Petrov ve Plebanski Siiflamalar:

Bu alt bolimde once, Ricci rank 1 smiflamasi igin enerji kosgullarini
Newman-Penrose niceliklerine gore inceleyecegiz.  Daha sonra, Petrov ve

Plebanski siniflamalarini verecegiz. Enerji momentum tensorii
KL = Ry — 12gapA

seklinde yazilir [43]. ®1; + 3A = 0 Ricci rank 1 kogulu, yerine yazilirsa

2059 —12A 0 O
—12A 2®y, 0 O
. 0 0 00
0 0 00
olur. Buradan da
20,5, 0 0 0
0 20 0 0
KT = 00
0 0 0 —12A
0 0 —12A 0
seklinde elde edilir.
0 -1 00
-1 0 00
Gab =
0O 0 01
0O 0 10
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olup, u® vektorii u® = (u*, u?, u3, u*) seklinde segilirse,

ugu® = —2utu? + 2ulu?
olarak hesaplanir.

Isiksal enerji kosulu: Her igiksal u® vektorii icin, Thutu® > 0 sartinimn

saglanmasina 1g1ksal enerji kogulu denir [7]. |uqu®| = 0 dan, u'u? = v3u* olup,

2
Tpu'u® == (CI)QQ(ul)Q + Pgo(u?)? — 12Au1u2)
K

seklinde yazilir. (®y; — 3A)? = ®gPyy Ricci rank 1 sartindan, 36A% = Pyo Py,
ifadesi yerine yazilirsa,
2
Taab:((p 1\2 @ 22_2q)(1) 12)
pU U - 22(u”)” + Pgo(u”) \/ Loo P u

elde edilir ki
2 2
Tabuaub = — ( (I)QQ'Lbl — (I)oou2> 2 0
KR

dir.

Zayif enerji kosulu: Her zamansal u® vektorii icin Tuu® > 0 kosulunun
saglanmasima, zayif enerji kogulu denir [7]. u® vektoriiniin zamansal olmasi,

—2udut = 1 — 2utu? seklinde kullanilirsa

2 e— e
Tabuaub = ; (@22('&1)2 —+ @00<U2)2 + (I)[)O(I)QQ -2 @00¢)22u1u2>
elde edilir ve yeniden diizenlenirse

2
Topulu’ = - [( T \/qu“2)2 +/ ‘1)00‘1)00] >0

olur.

Gicliu enerji kosulu: Her birim zamansal u® vektoru icin, 7' = T olmak
tizere, (Ty, — %Tgab)uaub > 0 sartininin saglanmasina giiclii enerji kogulu denir

[7]. Enerji momentum tensorii bilesenlerinden
9 2
Tabuaub = — ( (I)qul — <I>00u2) > 0
K
olarak hesaplanir.
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Baskin enerji kosulu: Her birim zamansal u® vektorii i¢in zayif enerji kosuluna
ek olarak, ¢* = Tfub olmak iizere, ¢,q® < 0 sartinin da saglandigi kosula baskin
enerji kogulu denir [7]. Zayif enerji kogulunun saglandigr yukarida gosterilmisti.

Burada, yalnizca ikinci gsartin kontrol edilmesi yeterlidir. ¢,q® ifadesi

4
qaq” = — (—Q‘IDUO(I)Qzulu2 + 2@)00<I>22u3u4>
K
olarak hesaplanir. Vektoriin birim zamansalligl 2uu* = —1 + 2u'u? seklinde
kullanilirsa

4
7aq" = —2‘300‘1’22 <0

oldugu gortiliir.

Petrov Siiflamasi : Petrov siniflamasit igin, Weyl tensorii bilegenleri 3 x 3,

simetrik, kompleks ve izsiz bir matris olarak su sekilde yazilir [7].

Uy — LW+ W,)  Li(Wy — W) U, — U,

Q = %Z(\I@ — \Ilg) v, + %(\I’() + \114) Z(\Ijl + \113)
U, — Uy i(Uy + U3) -2,
Simiflama, @ matrisinin 6zdegerlerinin katlhiligina gore yapilir. Qr = Ar

ozdeger probleminin mimkiin olan farkli ¢oziimleri temel alinarak yapilacak
siniflandirma, Weyl tensoriiniin [ dogrultusundaki karekterine esdeger olacaktir.

L. tip ayar doniigimiiniin tersi uygulanirsa,
Wy = Ul — 4AV 6A%W, — 4AV, + A,

seklinde A komleks katsayisimin dordincii dereceden bir cebirsel denklemi elde
edilir [7]. Petrov simifinin belirlenmesinin yolu, bu denklemi ¢ézmektir. Bundan
sonrasi icin, cesitli invaryant tanimlar1 yapilarak bir algoritma verilebilir. W, =
0 oldugu durumda, bu smiflama icin agagida tanimlar1 verilen degigmezlerle
birlikte, yine agsagida verilen algoritmay1 kullanacagiz. Daha ayrintili bilgi igin

kaynak [7] ye bakilabilir.
U, Uy U,
I = VoW Wy —44+303 J=det| ¥, 0, ¥, [,
T, U, ¥,
K = U0 30, W0, + 205 L =U,0, — W2 N =120 — ¥iJ
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I. Adim: I? = 27J? ise II. adima gecilir, aksi halde Petrov tipi I dir. Tip I,

cebirsel olarak ozel diger tipler ise cebirsel olarak genel diye adlandirilir.

II. Adim: [ = J = 0 sart1 saglanirsa III. adima gegilir, aksi halde K = N =0
durumuna bakilir. Eger, bu sart saglanmazsa Petrov tipi 11, saglanirsa da D

olur.

ITII. Adim: Eger, K = L = 0 sart1 saglanmazsa, Petrov tipi ITI, saglanirsa N

olur.

Eger, Uy = 0 ve Uy # 0 ise, ¥q ile Uy ve U, ile Uy degistirilerek yukarida verilen
algoritma aynen kullanilir. ¥y = ¥, = 0 durumunda ise, koklerin katlilig1 verilen
cebirsel denklemden bulunur. Bagka bir yontem ise, Weyl tensorii bilegenlerinin

durmularina gore Petrov tipinin belirlenmesidir.
Petrov tipi I. ¥y = ¥, =0,

Petrov tipi II: ¥y =¥, =¥, =0,

Petrov tipi D: Vg =WV, = VU3 =¥, = (),

Petrov tipi III: ¥y =W = Uy = Uy = 0,

Petrov tipi N: Uy =¥ = Uy = U3 =0,

Petrov tipi O: ¥o =¥ =¥, = VU3 =V, =0.

Gerek (2.13) ile verilen genel B tipi warped garpim metrigi, gerekse 6zel hali
olan (2.29) metrigi i¢in verilen hesaplamalardan da goriilecegi tizere Weyl tensorii

bilegenlerinden yalnizca Wy # 0 olup, Petrov tipleri D dir.

Plebanski Siiflamasi: Plebanski smiflamasi, Ricci tensér matrisinin
ozdegerlerinin kathihginin, 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin, igiksal (N),
zamansal (T) ve uzaysal (S) olmalarma gore parantez igerisinde verilen
notasyonlarla gosterilmesi ile yapilan bir smiflandirmadir [7]. Ayrica minimal
polinomun formu, kogeli parantezin altinda indis olarak (agik parantez ile)

yazilacaktir. Burada, B tipi warped c¢arpim manifold i¢in Ricci tensér matrisini
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yeniden yazalim.

—(®1; — 3A) — By 0 0
2o — By —(Pyy — 3A) 0 0
0 0 (@11 + 3A) 0

0 0 0 (@11 + 3A)

Bu matris igin, 6zdegerler

)\1 — —2((D11 — 3A) — 2\/ (I)OOCDQQ,
Ay = —=2(®y — 3A) + 2/ PP,

A3 = A =2(P1; +3A)
seklinde elde edilmigti. Ricci tensor matrisinin karakteristlik polinomu
A=A = A2)(A = A3)* =0
seklinde olup, minimal polinomu
(A=A)A=A)(A=A3) =0

dir.  Bu sonug, notasyon olarak koseli parantezin indisi olarak (1 1 1) ile

gosterilecektir. ¢ = 1, ..., 4 olmak tizere \; 6zdegerlerine karsilik gelen o6zvektorler

sirasiyla
® ®
-/ e 0 0
v = 1 7 V@ — 1 , Ve — 0 7 v — 0
0 0 1 0
0 0 0 1

seklinde verilmisti. Ozvektorlerden de goriilecegi tizere VM, VG V# uzaysal,
V@) ise zamansal 6zvektorlerdir. A3 = A4 oldugu icin bu ézdegerin kathihg: 25,
ile, \; Ozdegerinin kathihig1 Sy ile ve Ay Ozdegerinin katliligi da T' notasyonunu
ile gosterilecektir. Boylece, B tipi warped carpim bir metrik i¢in Plebanski

siniflamasi

251 = 82 = Ty
seklinde olacaktir.
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3. (3+1)-BOYUTTA SKALER ALANIN KUPLE EDILMESIYLE
ELDE EDILEN STATIiK TAM COZUMLER

3.1. Giris

Bu boliimde, (3+1)-boyutta Einstein alan denklemleri, kiiresel simetrik metrige
kiitlesiz skaler alanin kuple edilmesiyle caligildi. Baglangicta “over determined”
olan orijinal sistem, a, «, r ve m degigskenleri kaynak [10] da oldugu gibi
kullamlarak, g = ** ve y = - fonksiyonlar i¢in efektif olarak zamana gore ikinci
dereceden normal bir sisteme (over determined olmayan) indirgendi. Pozitif ve

negatif dal tanimlar1 yapildi.

p ve y ¢oziimleri i¢in, zamandan bagimsiz (statik) duruma skaler alanin ¢; = 0
(pozitif dal) veya ¢s = 0 (negatif dal) olmasi durumunda gegildi. Pozitif ve
negatif dallar i¢in zamandan bagimsiz 6zel ¢oztimler verildi. Her iki dal igin,

Schwarzschild ¢oziimtntin ¢ = 0 ve s + ¢ = 0 durumunda oldugu gorildi.

Pozitif dal olarak adlandirdigimiz statik durum igin tam ¢oziim, ilk olarak 1948
yilinda farkl bir koordinat sisteminde Fisher [13] tarafindan elde edilmis ve daha
sonraki yillarda da defalarca yeniden kesfedilmistir. Biz de bu caligmalardan
bagimsiz olarak pozitif dal i¢in tam ¢oziim elde ettik. Ayrica, pozitif dal dinamik
bir sistem olarak ele alindi ve faz diizlemi analizi yapildi. p = 0 agikar ¢oztimiiniin

fs +p >0, p < % bolgesinde bir genel ¢ekim noktasi oldugu kanitlandi.

Wyman [20] tarafindan yalnmizca pertiirbatif olarak galigilan ve bunun diginda
literatiirde dikkati ¢ekmemis olan, negatif dal olarak adlandirdigimiz statik
durum i¢in ise, ¢oziimiin acik analitik bir ifadesi elde edilemedi. Ancak, negatif
dal dinamik bir sistem olarak incelendi ve tiim ¢oziim egrileri karakterize edilerek
tam ¢oziimler kapali formda elde edildi. Bu cergevede, sistemin iki kritik noktasi
(0,0) ve (3,0) etrafinda lineerlegtirmeler yapildi ve (0,0) noktasmin bir semer

1

noktasi, (,0) noktasmm ise ps+p > 0, p < 5 bolgesinde genel bir ¢ekim noktasi

oldugu ispat edildi.
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Ayrica, negatif dal i¢in ps +p > 0, p < % bolgesinde niimerik coziimler
i — ps diizleminde cgesitli baglangic kogullar: icin galisildi, ¢oztim egrileri Sekil
3.10 da, y,u ve % nin s e kargi degisimleri de Sekil 3.11 de verildi. Lineer
kismin periodu 3.62 olarak hesaplandi. Lineer olmayan sistem igin period
hesab1, © — ps diizlemindeki ¢oziim egrisinin salinimlar1 kullanilarak niimerik
olarak yapildi ve 3.62 ye oldukca yakin bir period bulundu. Tndirgenmig orijinal
normal sistemde, negatif dalin lineer kisminda zaman yontindeki ikinci tiirev
ifadesi yerine konumun birinci tiirevinin k& kati alindi ve kiigiik bir doniigimden
sonra, periodun yalmzca k = 0.3704 icin 3.44 oldugu gozlendi. Bu ise Choptuik
tarafindan kaynak [10]’da elde edilen period ve kritik iisle uyusmaktadir. Boliim
3.7, elde edilen ¢oziimlerin enerji sartlar caligildi ve negatif dalin mitkemmel bir

akigkan olarak yorumlanabilecegi gosterildi.

3.2. Einstein Alan Denklemleri

M, (341)-boyutlu Lorentz manifoldu olsun. z* = (¢,7,¢, ) yerel koordinatlar
olmak tizere, M manifoldu iizerindeki kiiresel simetrik metrik asagidaki sekilde

verilir [10].
ds* = —a(t,r)? dt* + a(t,r)* dr* +r* dp® + r’sin*p db*. (3.1)

Burada, to <t <oo, 0<r<oo, 0<p<mvel<6l<2rdir.

Simdi, bu metrik i¢in alan denklemlerinin elde edilmesinde kullanilacak gerekli

biiyiikliikleri hesaplayalim.

Ikinci tipten Christoffel sembolleri:

O Q5 Oy (7% Q a Q¢
Fit = ) F:t = (*)2 ) FZ, = ) F:r = Fir = (*>277
« a’ « « a a’ a
a, 1 r cos
I L=, Iy =~ Lo = =5 29: :
a r sin
.2
rsin”
roo__ Y :
00 = —T,F% = — cos psin .
Egrilik tensorii bilegenleri:
a ay o o ar
2 tt t Xt 2 rr r
Rop = |20 20ty g [Gor G ],
a a « « a o
QL0
2 -tr
Rt to — 7’(*) —
e a’ a’
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Qg
Ryprg =12
pre 0’
ay
R,y =1—
pre 0’
QL
.2 2 Qr
Riprp = 7sin 90(*) )
a’ «
a
) t
Rigrg = rsin” p—,
a
a
-2 T
R4, = rsin gp;,

. 1
Roop0 = r? sin? © {1 - aQ] )

Ricci tensorii bilesenleri:

a a; o Qo [Qpr  Qro, 20
Ru= |24 20y S _Grfr S0

a a « a Q a « r o
2a
Rt?”ziita
T a
a a ay o Qpp Ap O 20,
R'rr - (*)2 |:tt - tt:| + |:_ + I— + :| P
a a a « a a « T o
r [a a 1
- 5[E-2] -3
w2 la o a?

R99 = sin2 @ [R%O] .

Ricci skaleri R:

A

a? | a a o

2 Tay ap oy 2 Qpr  Qr Q. 2a, 2a, 2 1
|+al-Traer J+zl-a

(0% a « T a T

Einstein alan denklemi

1
R, — §gm,R = KT, (3.2)

seklindedir. Kiitlesiz skaler alan i¢in enerji momentum tensorii [43]

T = 0,60, — L0u(0360°) (33
seklinde olur ve skaler alan ¢ asagidaki dalga denklemini saglar.
9"VuVi6 = (—9) 20ul(~0) 79" 0u0] = 0. (34)
Burada, det |g,,| = ¢ olarak tanimlanir [44].

(3.3) denkleminden, enerji momentum tensorii bilesenleri hesaplanirsa

1 « 17, a
T;ft = 5 |:¢? + (g)? i] ) T‘tr = ¢t¢r7 Trr =3 (a)Q ¢$ + ¢72~ 3

2
S .
Top, = 5 [ag | Toe = sin? o Tpy
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elde edilir. k gravitasyonel sabiti 8 olarak segilip [10], (3.2) ve (3.3) denklemleri
kullanilirsa, Einstein alan denklemlerinin tamami ve skaler alan icin dalga

denklemi agagidaki sekilde bulunur.

a, a’>—1 a\? , )
- ST 27r (a) ¢; — 2mre; =0, (3.5a)
Gy
% — drr s, (3.50)
T 1-— 2 2
& oy (“) 62— 2mrg? — 0, (3.5¢)
a a
oy aroy, 1o, ay a\? [ ay ap oy a\? , )
s (2] ()
a aa rla a a a a « a

1 (3.5d)
(&) e, = 1 (5) e (3:5¢)

(3.5.a, b) denklemleri kullanilarak, alan denklemleri yeniden diizenlenirse, agagida

verilen (3.6a-e) denklem takimina ulagilir.

a

j = dnrdy é, (3.6a)
r r 1_ 2
& T _y (3.6b)
(0% a T
A Y [qﬁ?ﬂr <a> f] (3.6¢)
a (0%

1 (3.6d)
(@), ~ 2 G)e].

(3.6d) ve (3.6e) denklemleri 6zdes olup sistem integre edilebilirdir. Dolayisiyla,

(3.6a-c,e) den meydana gelen denklem takimiyla ¢alismak yeterlidir. Bu dort
denklem, a, o ve ¢ igin “over determined” sistem olup genel ¢oziim iginde

serbestlik derecesi, tek degiskenli ii¢ keyfi fonksiyon olarak gortintir.

Literatiirde, egik davramsi (threshold behavior) (3.6b,c,e) den olugan sistemde ¢
lizerine verilen cesitli baglangic kogullar: i¢in caligilmigtir. Biz burada literatiirden
farkl olarak Harrison [45] gibi (3.6a) denklemini de kullanacagiz. Once, a(t,r)
yerine m(t,r) fonksiyonu tamimlayip, daha sonra da logaritmik koordinatlara

gecerek over determined olmayan normal bir sistem elde edecegiz.
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(3.6.a-d) denklemleri egrilik tensorii bilegenlerinde kullanilirsa, egrilik tensorii

bilegenleri:

- «
R = 1= ] oo (3 [ (2) 1]

Rtgonp - 47TT ¢t¢ru

]
wa:r;]—i—%ﬂ“[ () ]

Riprp = sin’ 2 [Rtgotcp] )
Rt@r@ - Sin2 2 [Rtgonp} ’

Rr@r@ = Sin2 P [Rrapnp] )
1

22
R o0 = 77 sin 90[1—&2 .

Ricci tensorii bilegenleri:

Rtt = 87T¢?7 Rtr = 87T¢t¢ra Rrr = 87T¢72»

=Sl (2)

Simdi, bir dizi koordinat doniigii kullanarak ti¢ degigkenli ve ii¢ bilinmeyenli

Ricci skaleri R:

normal bir sistem elde edelim. Ilk olarak, (3.6b) denklemi (%) ile garpilip
A=
al, la r

Simdi, agagida (3.7) ile verilen degigkenleri alan denklemlerinde kullanalim.

;= m : [1 . 27"] g (3.7)

a r

diizenlenirse,

olarak yazilabilir.

Burada, » > 0 oldugu icin a? > 0 olmasi icin » — 2m > 0 olmas1 gerektigine

dikkat gekelim. (3.6a-c,e) ile verilen alan denklemleri (3.7) doniigimii ile

Zr 2m
Z r(r —2m) (3.80)
my
77’(7‘ — 2m) = 47T¢t¢r (386>
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L [gz)? n Qﬂ (3.8¢)

T ZQ

el 17,
lz =, (3.84)
seklinde yazilirlar. Normal sisteme ulagmak icin, son adim olarak logaritmik

koordinatlara asagidaki énermeyi vererek gegelim.

Onerme 3.1.(3.8a-d) denklem takvma,
s=1In(r), z=ry, m=rpu. (3.9)

dontsumler: ile asagidakt sekilde yazilr.

= =-2 1
: e (3.10a)
1 (%) ¢y
— = 20—, 3.10b
271 —2u ¢ Y ( )
Lpst+p o ¢}
— = —= 3.10
ol oyt (3.10c)
or|
—| = 2yds + [ydsl, - (3.10d)
Y1
Burada, ps + p ve % icin su sartlar verilir.
. 1 (ps + 1) £ (4 ’
et 1 (s ECE) P (3.11)
1—2u 2m 1—2u Y
[ ]

Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 de gosterilen bolgeler, sirasiyla ¢, = :I:% ve fs + p = :t%
sartlarindan belirlenmigtir. (3.10a-d) sistemi, diskret simetri ¢, — —¢, altinda
degismez oldugundan I ve I1 bolgelerinde ¢ ile calismak yeterlidir. Fakat, Sekil
3.2’de gosterildigi tizere, p'lii sistemde 1 — 2 > 0 sartina yalmzca I* bolgesinde
izin verilmektedir. Sonraki alt boliimde goriilecegi tizere, I ve I1 yarim bolgeleri,
(s, %) diizlemine I* geyrek diizleminin iki kath ortiisii olarak dontigtiiriilecektir
ve bunlar, “pozitif” ve “negatif” dallar olarak adlandirilacaktir. Burada, I ve I
bolgelerinin sinirlari, ¢, = :t% veya esdeger olarak ps+p = :I:% ile belirlenmigtir.
Asgagida verilecek olan (3.12b) denklemi, bogluk olmayan ps+pu = j:% ¢Ozumunu
gerektirecektir. Fakat ¢ icin dalga denklemini hesaba kattigimizda, ¢, = 2 = 0,

Yy
buradan da ps + p = pu = 0 ifadesine ulasacagiz.
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Negati

Dal

Pozitif Dal

Sekil 3.1. I — IV bolgeleri, ¢5 = :I:% sartindan belirlenmistir.

me o

0.5

simetriden dolay1, I ve II bolgelerinde ¢ ile calsmak yeterlidir.

¢s — —o¢s diskret

0.8

0.6

0.4r

0.2

Ky
o

1zin|yok

*

|*

-0.2+

-0.4f

-0.8|

-1

Pozitif ve Negatif Dal

1-2u<0

Pozitif ve Negatif Dal

1-2p>0

1zin|yok

-1

-0.5 0
Kt

0.5
u

Sekil 3.2. I* ve IIT* bolgesi, us + p = j:% gartindan belirlenmistir ve 1 — 2u > 0
yalnizca I* bolgesinde pozitiftir.

3.3. Alan Denklemlerinin indirgenmesi

i ve y icin ikinci dereceden bir sisteme gegisi, alan denklemlerini indirgeyerek

yapacagiz. Bunun igin, (3.10a-d) denklem sisteminden ¢ yi elimine edecegiz ve u

ve y icin efektif olarak zamana gore ikinci dereceden bir sistem elde edecegiz.

Bunun icin asagidaki onermeyi verelim.

karmagik hesaba dayanmaktadir.
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icin, X ve Y gibi yeni degigkenler tanimlayacagiz.

Onerme 3.2.(3.10a-d) sistemi, ¢* — (%)2 # 0 i¢in asagida verilen efektif olarak

zamana gore ikinci dereceden sisteme indirgenir.

Ys 1
e M 3.12a
y o (3124)
L[ 2 2 17
Mss+us_<> +[(M5+/L +M5+,u):u_7
y\y/, (1-2p) a y?
,u2 1/2
iQEVuy+uf——y;] = 0. (3.120)

Burada, € = sgn(1 — 2u) olarak tanimlanmagtar.

Ispat. Ik olarak X ve Y yi, srasiyla (3.10c) ve (3.10b) denklemleri olarak

tanimlayalim.
2
L ps
vy 2wl —2u
T
SN B
Y 21 —2p

Bu iki ifadeden, ¢, = j:% yada esdeger olarak X2 —Y2 = 0 sartm
denklemlerin sol yanlarini toplayip gikartarak elde edebiliriz. Takip eden kisimda,
X2 —Y? # 0 oldugunu kabul edecegiz. Burada sunu not edelimki, j; = 0 olmas:
Y = 0 olmasimi gerektirir. Bu da, ya ¢; = 0 olmasim1 yada ¢; = 0 olmasin
gerektirir. Zamandan bagimsiz bu ¢oztimler, 3.4-6 alt boltimlerinde ayrintil

olarak tartigilacaktir.
Simdi, ¢ # 0 olsun. Y tanimindan,

oy Y

Yy 20

seklinde ¢oziiliip, X in taniminda kullanilirsa,

Y2
b= X&l+ - =0

elde edilir. Buradan da,
1
ﬁ:§inXtdﬂ

¢ozumleri elde edilir.

A=X+EtvVX2-Y?

ol



olacak sekilde tanimlanirsa, ¢, ve % ifadeleri A cinsinden,

1 04 1 _
7A1/27 T4+ VA 1/2
V2 y V2

olarak elde edilir. 3.2 alt boliimiiniin sonunda da belirtildigi gibi, ¢s ve ¢,

¢s = £

nin isaretleri arasinda bir alaka yoktur. Bii yiizden, pozitif isareti secip devam

edcegiz.

Bulunan bu ifadeler, ¢ skaler alan denkleminde yerlerine yazilip A2 ile

carpilirsa, ¢ skaler alan denklemi asagida verilen denkleme indirgenir.

1 1A 1 1
- [Yt — Yt} = —— A+ A,
Y 2 A 1—2u 2

A ifadesi yerine yazilip gerekli tiirevler alimirsa asagidaki denkleme ulagilir.

Burada X, ve Y; nin katsayilar1 arasinda bir oran vardir.

1 2 [, 1 1 Y(Ys—24)
1+ X (X2 -Y? } — —X,| = X+vX2-YV2|g-—— Y
2[ ( ) [y ] 1—2u[ FQ(XQ_YQ)UQ
Buradan da,
X
AR
Yy 1—2p
olur. Boylece,
Y, Ap
X,——+ X+2VX2-Y2=0
y 1-=2p
elde edilir ki bu (3.12b) denklemidir. o

Bundan sonra, bolimiin sonuna kadar ps + ¢ > 0 oldugunu kabul edecegiz, bu
ise (3.12b) denkleminde € = 1 sec¢ilmesi anlamina gelir. (3.12b) denklemindeki
karekokiin ontindeki igaretin + veya — olmasi durmumlarini sirasiyla pozitif
ve negatif dal olarak adlandiracagiz. Bir sonraki boliimde de goriilecegi tizere,
zamandan bagimsiz durumda pozitif dal ¢; = 0 olmas1 durumuna, negatif dal ise

¢s = 0 olmasi durumuna karsilik gelecektir.

3.4. Statik Ozel Coziimler

Bu alt béliimde biitiin dikkatimizi, zamandan bagimsiz (statik) 6zel ¢oziimlere
verecegiz. Bunun igin, (3.10b) denkleminde p; = 0 alalim. Bu ise, ¢5 = 0 veya
¢¢ = 0 olmasin gerektirir. Bu durumda alan denklemleri, pozitif ve negatif dallar

icin agagidaki sekilde yazilirlar.
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I. ¢, =0 (pozitif dal):

Ys 1
CLNE ) Y . - 3.13
y o (3.13a)
os Hs T (ks + 1) (ps + 22) + 2(ps + 1) = 0, (3.13b)
1 ps+p
2= L2 T 3.13
I1. ¢s = 0 (negatif dal):
Ys 1
LA Y .- 3.14
y M (3.14a)
2
fLss + fs + m(ﬂs + ) (s +2p) — 2(ps + 1) =0, (3.140)
2
L ps
o Lpstn (3.14c)
y2 2wl —2u

Simdi, zamandan bagimsiz 0zel ¢oziimleri verecegiz. Daha sonra da pozitif dal
icin tam ¢oziimi verip, son olarak da negatif dal i¢in ¢oziimii Bolim 3.6 da

calisacagiz.

Yo Ve 1, keyfi integrasyon sabitleri olmak ftizere, statik 6zel ¢oziimler agagida

(3.15-18) denklemleriyle verilmistir.

1. u = 0, pozitif ve negatif dal i¢in bir ¢oziimdiir. (3.13c) ve (3.14c)
denklemlerinden de goriilecegi tizere, ¢s = ¢ = 0 durumudur. (3.13a) veya
(3.14a) denkleminden y = y,e~* olarak elde edilir. Bu durumda asagida verilen

diiz (flat) yay elmanina ulagilir.

ds* = —y2 dt* + dr* +r* dp® + rsin’e d6*. (3.15)
2. p = 1, negatif dal i¢in bir ¢dziim olup, ¢, = 0 ve % = ﬁ durumuna

kargilik gelir. Bu durumda (3.14a) denkleminden, % = 0 olup ¥y = v, seklinde

bir sabitdir. Yay elemani ise su sekilde yazilir.
ds® = =2y2r? dt* + 2 dr* + r* dp® + r’sin*p d6°. (3.16)

Sifirdan farkli tek Ricci tensorii bileseni Ry = 2y*’dir.  Ricci skaleri R ise,

R= —T% olarak hesaplanir.

3. us+ p = 0, pozitif ve negatif dal igin ortak olan 6zel ¢oziimlerden ikincisidir.

Integre edilerek, j1 = poe™® olarak elde edilir. (3.13a) veya (3.14a) de yerine
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yazilip gerekli integrasyon yapilirsa, y = %HH — 2u| olarak elde edilir. Bu

¢oziim cok iyi bilinen Schwarzschild ¢oziimiidiir. Yay eleman ise,
2 2 2101 o S 2
ds” = —y, {1— } dt —i—[l— ] dr® 4+ r* de” + r°sin“p do*  (3.17)
r r
seklinde yazilir.

2s

4. ps + 2p = 0, yalmzca porzitif dal ig¢in 6zel ¢oztim olup, u = p,e™** olarak

elde edilir. (3.13a) denkleminde yerine yazilip integre edilirse y = y, | 4= [//* |

1 — 2u |*/2 olarak bulunur. Bu durum icin yay elemani ise

261,171
ds® = —y2dt* + [1 — M2 ] dr® 4+ r* dp? + r’sinp db? (3.18)
r
seklinde yazilir. Sifirdan farkl tek Ricci tensorii bilegeni R, = % olup,

Ricci skaleri R ise R = —47{1" olarak hesaplanmigtir.

3.5. Statik Metrik: Pozitif Dal igin Tam Co6ziim; Faz Diizlemi Analizi

Bir énceki alt boliimde (3.13a-c) ile verilen denklem takimini alalim ve hesaplarda
kolaylik olmasi agisindan @ = ¢, notasyonu ile alan denklemlerini asagidaki
sekilde yeniden yazalim.

Ys 1 _4M_1

75— _9 = 3.19
y Tl T i (3.19a)
o = 21— 24002, (3.19)
Vs 1
Us _ . 3.19
" 2 (3.19¢)

Simdi, (3.19a-c) adi diferansiyel denklem sistemi i¢in tam ¢6ztimii veren agagidaki

onermeyi verelim.

Onerme 3.3. Yo, To Ve C integrasyon sabitleri olmak idizere, (3.19a-c) adi

diferansiyel denklem sisteminin ¢ozumii,

1 -
5 — o] oo — p|P* ¢ + q|2, (3.21)
==yl =l [y +ql® (3.22)

seklinde yazilir. Burada, o = ¢, v = €° dir. Ayrica,

1 c 1
- 2 —
D 3 (c—l— Vet + 167r> =3 (1 + 6) , (3.23@)
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1 c 1
_ (a2 L -
q_87r( c+ Ve +167T) 87T( 1—|—5>, (3.23b)
1 1
Bi=—(1-0), By=—(1+4), Ci=5(1-09), C=5(1+7), (323
olmak tzere & sabiti,

C
= VET e (824

olarak verilir.

Ispat. u = (1 —2p)7 olsun. w nun 1 ye gore tiirevi alinip, (3.19b,c) denklemleri

kullanilirsa, agsagidaki degiskenlerine ayrilabilen denkleme ulagilir.

du 1
@ (47T—|— ¢2> .

Bu denklemin ¢oziimii, ¢ keyfi bir integrasyon sabiti olmak tizere,

_ Y
14 e — 4me)?

olarak elde edilir. « nun tammmdan da g, ¥ nin bir fonksiyonu olarak (3.20)
de verilen sekliyle elde edilir. @ = p ve ¢ = —q diigey asimtotlar olup, p ve ¢
degerleri (2.23a,b) denklemlerinde verilmistir.

y nin ¢Oziimi i¢in, (3.19a) ve (3.19¢) denklemleri kullanihirsa, A = 1 ve (3.23c)

de verilen B; ve Bj icin agagidaki denklem yazilabilir.

@:% w[¢2+4ﬂ¢ ] B, BQ]
y Y- 47r] (0 wperq

Bu ifade integre edilirse y ifadesinin (3.21) de verilen sekline ulagilir.

(1—4p) =

—av |+

Son olarak, p degeri, (3.19¢) de yerine yazilirsa

dy (& Cy ]:ds
Amip(P? — Ep — 4=) Y Y —p w+q

elde edilir. Burada, A = —1, C ve Cy degerleri ise (3.23) de verildigi gibidir. Bu

—av |4+

son ifade integre edilirse, gerekli diizenlemeden sonra (3.22) denklemine ulagilir.

[ ]
(3.20) ¢oziimiinde p = p ve ¢p = —q diigey asimtotlar olup, —¢ < ¥ < p
bolgesinde, p niin degeri % den kiigtiktir ve 1y = = de ise agsagida verilen

tek bir maksimuma sahiptir.

1 1,
pinr = p(Var) = plc/8m) = 22 16n =50 (3.25)
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c| > 4/7 igin, u = 1/2 seviyesi, ¥+ de iki kez agilir.
1
P = o (c+ V> —T6r). (3.26)
7r

¢ = 64/m degeri igin, 1) ye kargi p niin grafigi Sekil 3.3 de verilmigtir.

0.5

— 12
B, c=6rr"

-1 L L I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v

Sekil 3.3. —q < ¢s = ¢ < p araliginda ¢ = 64/7 degeri i¢in p niin ¢, e karst degisimi.
p, q, YT ve pyr degerleri ilgili denklemlerden alimustir.

Ayrica, sunu belirtelim ki,
du | 1
_ _n= —C
dl/) »=0 2 )

olup, ¢ parametresi, p(v) egrisinin 1) = 0 noktasinda veya s — oo da egimidir.
Burada, ¥ > 0 oldugunu kabul edecegiz ve dikkatimizi ¢) nin 0 < ¢ < p bolgesine
verecegiz. ¢ nin negatif ve sifir olmasi, p niin negatif olmasini gerektirmektedir.

Bu durumda, ¢, p den 0’a degisirken,  —oo dan 0 a kadar degisir. 0 < ¢ < 4y/7

1

1 Gizgisinin altinda kalr. ¢

icin p, ¥y de bir maksimuma sahiptir fakat bu p =
nin gittikce artan degerlerinde, ¢oztim egrisi, u = %, 1 = p ve Y = —q tarafindan
simirlanan bolgenin koselerine carpmadan fakat ¢ok yakin olarak geger. ¢ = 4/
kritik degeri icin, ¥, = ﬁ vep = ﬁ(—l—i—ﬁ) de pp = i olur. Bu durumlarla

ilgili tipik ¢oziim egrileri Qekil 3.4 de sunulmugtur. Ayrica, —oco < s < o0

aralginda cesitli ¢ degerleri i¢in g niin s e karst degisimi Sekil 3.5 de verilmistir.

Burada, c¢oztimlerin oldukca detayli olarak incelenmesinin ve grafiklerinin
verilmesinin temel nedeni sudur. (3.19a-c) sistemi niimerik olarak da gesitli

baslangic kogullar1 gozontine alinarak caligilmigtir. Analitik ¢oztimden soylendigi
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gibi artan ¢ degerlerinde ¢oziim egrileri bolgenin koselerine carpadan ¢ok yakin
gecmektedir. Fakat, niimerik olarak bu durum goézlenememektedir. ) igin %
¢izgisine cok yakin verilen basglangic degerlerinde, ¢ozim egrilerinin bolgenin
sinirlarina carptigr hatta kestigi gozlenmistir. Ayrica, ¢oziimiin genel davranisi,
niimerik ¢aligmalarla tam olarak tespit edilememekle birlikte yalnizca 0 < ¢ < p
bolgesindeki ¢oziimler gozlenebilmigtir. Bu yiizden, analitik incelemeler ve
verilen ayrintili grafikler ¢oztimlerin genel davraniginin iyi anlagilmasi acisindan

oldukca 6nem tagimaktadir.

0.5

0.4

031

0.2

0.1r-

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25
W

Sekil 3.4. 0 < ¢ < p araliginda cesitli ¢ degerleri igin p niin ¥ = ¢, e karst degigimi.

0.5
¢=100

c=art?

-151

c=100

Sekil 3.5. —oo < s < oo aralginda cesitli ¢ degerleri i¢in p'niin s e kargt degigimi.
¢ > 0 ic¢in sonlu bir s degerinde pj; maksimuma sahipken, ¢ < 0 i¢in g monoton
olmaktadir. Ayrica, Sekil 3.4 de gorildiigii iizere p niin ¢5 e kargt degisimi diizgiin
sayilabilir. Fakat, u niin s e karsi degigimi, biiyiik ¢ degerleri i¢in oldukga keskin pikler
yapmaktadir.
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Simdi, (3.21) ile verilen y ¢oziimii gézoniine alalim. j—i ifadesi ¥* de yok olur.
Bu ise p(¢*) = 1 demektir. Béylece, |c| < 44/ i¢in, y, ¢ nin monoton artan
bir fonksiyonu iken, |¢| > 4+/7 i¢in y iki tane kritik noktaya sahiptir. Sekil 3.6
da da goriilecegi tlizere, biiylik ¢ degerleri i¢gin, y nin ¢ ye gore degigimi oldukca
keskindir. Ayrica, r = e®, 9 nin monoton azalan bir fonksiyonu olarak goriilebilir.

1, y ve r nin, ¢ ye kars1 degisimleri Sekil 3.6 da verilmistir.

3

25 7

2k 4

15 b

-15F 4

s 0 os 1 is 2 25 3

Y
Sekil 3.6. 0 < ¢ < p arahginda ¢ = 6+/7 degeri i¢in p, y ve r nin ¢ = ¢ e
kars1 degisimleri. Hatirlanacag iizere, ¢ < 0 i¢in g monotonken ¢ > 0 icin tek bir
maksimuma sahipti. Diger taraftan, biitiin ¢ ler igin 1) monoton azalanken, ¢ < 4./7
i¢in y monoton, ¢ > 4./7 i¢in ise iki kritik noktaya sahiptir. Burada, y’nin baglangig
degeri y, = 1 olarak segilmisgtir. Artan s ler igin, p, maksimum degeri pps ye cikar
ve daha sonra sifira iner. y baslangi¢ degerinden baglayarak maksimum degerini alir,
ozellikle biiytlik ¢ degerleri icin, sifira dogru yonelir sonra da keskin bir sekilde sonsuza
kacar.

Negatif dal i¢in bu tiirden bir tam ¢éziim bulunamadig igin, (3.14b) bir dinamik
sistem olarak incelenmigtir. Her iki dalin kargilagtirilmas: amaciyla (3.13b) pozitif

dalimi da p-ps diizleminde bir dinamik sistem olarak inceleyecegiz.

Simdi p, = v alarak, pozitif dal i¢in (3.13b) ile verilen ikinci derecen denklemi

dinamik bir sistem olarak agagida yeniden yazalim.

s 1%
ol = . (3.27)

Vg —3v —2u — ﬁ(ﬁ + 3uv + 2u?)

Bu sistemin tek kritik noktasi (0,0) olup bu noktada sistem lineerlegtirilirse,

- 0 111
. s (3.28)
v 2 -3

s

N
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elde edilir. (3.28) lineer sistemi igin 6zdegerler —2 ve —1 olarak bulunur. —2
ve —1 Ozdegerlerine kargilik gelen 6zvektorler sirasiyla, (1,—2) ve (1,—1) dir.
s+ = 0ve ps+2p = 0 tam ¢oziimler, (0, 0) kritik noktas bir diigiim noktasidir.
Simdi, ps+p >0, p < % tarafindan sinirlanan yarim diizlemde, (0, 0) noktasinin

genel bir ¢cekim noktasi oldugunu asagidaki teoremle ispat edelim.

Toerem 3.1. D, u+v >0 ve u < % tarafindan sinirlanmas bélge ve (u(s), v(s))
(5.27) sisteminin (p(0),v(0)) ile D bélgesinde baslayan ¢ozim egrisi olsun.

(u(s),v(s)), s € (—oo,0) igin yine D bélgesinde kalir ve

lim ((s), v(s)) = (0,0)

olur.
ispat. (3.27) sistemi diizenlenir ve ¢Oziim egrilerinin hiz vektori de V ile

gosterilirse, V' agagidaki gibi ifade edilebilir.

3
JE— 2 —
1_2M(u +2u+u) .

1—2y ifadesi, verilen bolgenin tamaminda pozitiftir. Coziim egrisinin hiz vektorii
V nin yonii; v, v+u = 0, v+2u = 0 ve >+ %V+/L = 0 kullanilarak belirlenebilir.
Bu ise, D bolgesini Sekil 3.7 de de goriilecegi tizere agagida sinirlar verilen dort

alt bolgeye ayirir.

Bolge HUs Vg
Dy:: v>0, p+v>0 2u+v<O0. >0 <0
Dy: v>0, 2u+v>0, p<s. >0 <0
Dy v<0, V+3v+p>0, p<i. <0 <0

Dy v<0, p+v>0, *+3v+p<0, p<i <0 >0
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08 4y

0.6 \\

04f
L2+ (32)u=
0.2} \

-0.2F

-0.4+1

-0.61

-1 -0.5 0 0.5 1
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Sekil 3.7. ps+pu>0ve u < % bolgesinde, (3.27) dinamik sisteminin ¢oziim egrilerinin
yonleri. Bolge, D;, i = 1,...4 seklinde dort alt bolgeye ayrilmig, ve ¢ozlim egrilerinin
yonleri her bir bolge icin belirlenmigtir.

Simdi, dort bolge igin ¢oziim egrilerinin durumlarini inceleyelim. D; bdélgesinde,
¢oziim egrilerinin hiz vektorii dordinci kuadranttadir. p+v =0 ve 2u+v =0
tam cozlimlerdir. Coziimiin tekliginden dolayi, hiz vektori bu iki dogruyu

kesemez. Yerel davranigi ¢oziim egrilerinin orijine gitmesini garantiler.

Dy bolgesinde de, ¢oztim egrilerinin hiz vektorii dordiincii kuadrantta bulunur.

Burada, coziim egrilerinin, pu = % sinirina ¢arpmadan bir sonraki bolgeye

gegecegini ispat edelim. Bunun igin, V' hiz vektoriiniin, (u,r) noktasi ile (%, 0)

noktasindan daha once birlegecegi ispat edilmelidir. Bunun i¢in de,

| =2 > = |
s (% - M)
egitsizliginin saglanmasi yeterlidir. (1 — 2u) ve ps = v ifadeleri bu bolgede

pozitiftir. Buradan,

| ve | (1—2p) =202 >0
yazilir. Son ifade de v, degeri yerine yazilirsa,
3v+2u>0

elde edilir. v ve p bu bolgede pozitif oldugundan esitsizlik saglanmig olur ve
¢ozum egrileri pu = % cizgisine carpmadan g = 0 eksenini keserek iigiincii bolgeye

gecerler.
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D3 bolgesinde, ¢oziim egrisinin hiz vektori iigiincti kuadrantta bulunur. Bu
bolgede, 12 + %I/ + 1 = 0 egrisine kadar her iki yonde de azalan ¢oziim egrilerinin
hiz vektorii bu egriyi keserek dordiincii bolgeye diiger. Dy bolgesinde ise, ¢oziim
egrilerinin hiz vektori ikinci kuadranttadir. (ozimiin tekliginden, u 4+ v = 0
cizgisi kesilemez ve yerel davranisi orijine gitmesini garanti eder. Sonug olarak,
D bolgesinin herhangi bir yerinden baglayan ¢oziim egrileri orijine giderler. Bu

ise orijinin bir ¢ekim noktasi oldugunu gosterir. °

Pozitif dal igin, p — ps diizlemindeki tipik ¢oztim egrileri Sekil 3.8 de tam
¢oziimden yararlanilarak verilmistir. 1, s nin monoton bir fonksiyonudur. Faz
diizleminde cizilecek egriler, v tarafindan parametrize edilmis gibi diisiiniilebilir,
1 ve i parametrik sekilleri verilebilir. Sekilden de goriilebilecegi tizere, ps+u = 0
ve s + 2p0 = 0 dogrulart arasinda kalan ¢oziim egrileri, tam ¢oziimde verilen ¢
sabitinin —oo dan 0 a kadar degisimine karsilik gelir. pg + 2pu = 0 ¢oziimi ise
¢ = 0 olmas1 durumudur. us + 2 = 0 dogrusunun 6tesindeki ¢oziimler, s — oo
i¢in parametrenin sonlu bir degerinde, ;1 = 0 ¢izgisini gecerek orijine yaklagirlar.

0.8

c=amt?
c=-3 .
06 : . . g
H = HX2u=0

. =100
0.4 . . 4

-0.8 I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

"
Sekil 3.8, pus+pu>0ve pu < % bolgesinde pozitif dal i¢in (3.27) dinamik sisteminin
integral egrileri. pus+p = 0 ve pus+2p = 0 dogrular: tam ¢éztimlerdir. ps+p =0, u <0
yarim ¢izgisi ¢ — —oo degerine karsilik gelmektedir. Bu yarim c¢izgi ile pgs 4+ 2p = 0
tam ¢Ozluimii arasindaki kalan ¢6ziim egrileri, ¢ nin —oo dan sifira kadar olan degisimine
kargilk gelmektedir. Burada p ¢oziimleri negatif olup, s — oo i¢in monoton artandir ve
sifira giderler. ¢ pozitif iken, biitlin ¢oziim egrileri pps < % olan maksimum degerlerini
alirlar ve s — oo icin orjine giderler. Keskin degisiklikler biiyiik ¢ degerleri i¢in p = %
¢izgisi yakinlarinda olmaktadir.

fts +p > 0 ve p <  bolgesinde, p — 1, diizleminde, (3.27) dinamik sistemi
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niimerik olarak da caligilmigtir ve p niin % degerine ¢ok yakin olarak verilen
baslangic sartlarinda ¢6ziim egrilerinin bolgenin sinirlarina carptigi gozlenmistir.

Bu ise, analitik ¢oziimden de anlagilacag) iizere mtumkiin degildir.

3.6. Statik Metrik: Negatif Dal igin Faz Diizlemi Analizi

Faz diizlemi analizi i¢in, once ikinci dereceden (3.14b) denklemini p igin bir

dinamik sistem olarak yazalim.

s v
- , (3.29)

Vs V20— ﬁ(u2+3uy+2u2)
burada yine v = pu, olarak tammlanmigtir. (3.29) dinamik sisteminin kritik

noktalar1 (0,0) ve (1,0) dwr. (0,0) noktasinda sistem lineerlegtirilmesi,

7 0 1
- (3.30)

N
N}
—_
<IE

S

ile verilir. (3.30) lineer sisteminin 6zdegerleri —1 ve 2 olup, bu 6zdegerlere kargilik
gelen ozvektorler sirasiyla, (1,—1) ve (1,2) dir. Orijin bir semer noktasi olup,
¢oziim egrileri, v = —u boyunca orijine yaklasirken, v = 2 boyunca ise orijinden

uzaklagir.
Ikinci olarak, (3.29) sistemi (1,0) kritik noktasinda lineerlestirilirse asagidaki
sisteme ulagilir.

0 1
= . (3.31)
—4 -2

NS
NS

s

(3.31) lineer sisteminin 6zdegerleri —1 = iv/3 olup, (4,0) noktasi kararh odak

noktasidir.

(oztim egrilerinin, (0,0) ve (i, 0) noktalarmin yakimlarindaki yerel davraniglari,

¢oziimlerin global davraniglari i¢in oldukca 6nemlidir. Simdi, pus + p > 0, p < %

1

tarafindan smirlanan yarim diizlemde, (3, 0) noktasinm genel bir ¢ekim noktas:

oldugunu ispat edecegiz.

Toerem 3.2. D, p+v > 0 ve pu < 3 tarafindan sinurlanms bélge ve (u(s), v(s))
(3.29) sisteminin (u(0),v(0)) ile D bélgesinde baslayan ¢ézim egrisi olsun.

(u(s),v(s)), s € (—oo,00) igin yine D bélgesinde kalir ve
Jim ((5),v(5)) = (5, 0)
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olur.

ispat. V', ¢oztim egrilerinin hiz vektori olsun. Bu durumda, V' asagidaki gibi

ifade edilebilir.

V=lv— (v+2u)(v+2u—1)]. (3.32)

2
(1—2p)
1 — 2u ifadesi, D bolgesinin tamaminda pozitiftir. Coziim egrisinin hiz vektorii
V nin yonu, v, v+ 2u ve v+ 2 — % ifadelerinin isaretlerinden belirlenebilir. Bu
ise, D bolgesini Jekil 3.9 da da goriilecegi iizere agagida sinirlar1 verilen beg alt

bolgeye ayirir.

Bolge s Vs
Dy: v>0, p+v>0, 2u+rv<O0. >0 <0
Dy v>0, 2u+v>0, 1—-4p—2v<0. >0 >0
Dsy: v>0, 1—4u—2v >0, ,u<%. >0 <0
Dy v<0, 1—4pu—2v>0, ,u<%. <0 <0

Ds: v<0, p+v>0, 1-4p—2v<0, p<i <0 >0

0.8 s

0.6

04r

0.2r-

-1 L L L L L I I I
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Sekil 3.9. ps+p>0vepu < % bolgesinde, (3.29) dinamik sisteminin ¢dziim egrilerinin
yonleri. Bolge, D;, i = 1,...5 seklinde beg alt bolgeye ayrilmig, ve ¢oziim egrilerinin
yonleri her bir bolge icin belirlenmigtir.

Simdi, yukarida verilen her bir bolge igin ¢oziim egrilerinin durumlarini

inceleyelim. D; bolgesinde, ¢oziim egrilerinin hiz vektorii dordiincii kuadrantta
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bulunur. p+ v = 0 tam ¢oziimdiir. Coziimiin tekliginden dolayi, hiz vektorii
bu dogruyu kesemez. Dahasi, orijinin bir semer noktasi olmasindan dolay1
yon olarak orijine yonelen ¢ozlim egrileri, orijine yaklastik¢a orijin tarafindan
uzaklagtirilacaktir.  Dolayisiyla v + 24 = 0 cizgisini keserek D, bolgesine

gececektir.

D5, bolgesinde, ¢oziim egrilerinin hiz vektorii birinci kuadrantta bulunur. Bu

bolgedeki yonden dolayi, s artarken her bir ¢oziim egrisi D3 bolgesine gecer.

D3 bolgesinde, ¢oziim egrilerinin hiz vektorii dordiincii kuadrantta bulunur.

Burada, ¢oziim egrilerinin, v + 2u = % ve p = % sinirlarina ¢arpmadan bir
sonraki bolgeye gececegini ispat edelim.
Oncelikle, ¢oztim egrisinin v = —2,u—|—% sinirina ¢carpmamasi i¢in, hiz vektoriintin

egiminin —2 den daha biiyilik oldugunu ispat etmemiz gerekecektir. Bunun igin
de,
1
(v +2p) (v + 20— 5) <v(l—2u)

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterli olacaktir. Yukaridaki ifadenin egitligi

durumu bir hiperbol tanmimlar. Bolgedeki v + 2u = % yarim ¢izgisi, p < i

cizgileri egitsizligi saglarlar. Boylece, v = 0 seviyesinden gelen V' hiz vektorii,

V421 = % cizgisinden gittikce uzaklagir. Diger taraftan, (i, 0) noktas1 bir odak

noktasi oldugundan, ¢oziim egrileri v gittikce sifira yaklagirken asla bu noktaya

carpmazlar ve boylece y = i diisey ¢izgisini keserler.

Coztim egrilerinin bir (u,v) noktasmda, p > 1 i¢in, pu = 3 ¢izgisine

carpmayacagmi ispat edelim. Bunun igin, V' hiz vektoriiniin, (u,v) noktasi ile

(%, 0) noktasindan daha 6nce birlegecegini ispat etmemiz gerekir. Bunun iginde

su esitsizligi ispat etmek yeterlidir.

Vs > v
s (%_M)

(1 —2u) ve us = v niin bu bdlgede pozitifliginden,

| |-
| ve | (1—2p)—202>0
yazilir. Bu ifadede v, degeri yerine yazilirsa,
dpv + (v + 2u)(4p— 1) >0
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elde edilir. p > i icin bu esitsizlik saglanmig olur ve ¢oziim egrileri p eksenini

= % cizgisine carpmadan gecerek dordiincii bolgeye diiserler.

Dy bolgesinde, ¢oziim egrisinin hiz vektorii tigiineii kuadrantta bulunur. Ikinci

bolgedekine benzer bir hareketle v+2p = 5 cizgisine carparak Ds; bolgesine geger.

1
2
D5 bolgesinde ise, ¢oziim egrilerinin hiz vektorii ikinci kuadranttadir. Coziimiin
tekliginden, p + v = 0 ¢izgisi kesilemez ve yerel davranigi orijine gitmemesini
garanti eder. Ayrica, orijinin bir semer noktasi olmasindan dolay1, ¢oztim egrileri

i eksenini keserler. Tekrar, ¢oztimiin tekliginden, ¢oziim egrileri (i, 0) noktasinda

dolanir ki bu nokta zaten kararli odak noktasidir. °

s + o > 0 ve p < I bolgesinde, (3.29) dinamik sisteminin integral egrileri
icin ntimerik ¢oziim Sekil 3.10 da verilmistir. us + p = 0 ¢izgisinin digindaki

biitiin ¢oziim egrileri, ¢aligilan bolgede s — oo igin (1,0) noktasmm etrafinda
donmektedir. Bolgenin sagina dogru ilerlendikge ¢oziim egrileri p = % gizgisine
1

oldukga yaklagmaktadirlar, fakat cabucak pu = 7§ seviyesine dogru durum

donmektedir.

bt

Ayrica, pu, y ve n nin s e kars1 degisimlerinde Sekil 3.11 de de goriilecegi tizere

ani degisen salinimlar gézlenmektedir.

1 T T

0.8F . . o _
H =0 .

06F . R i

0.4 c B

02 o] R

-1 —018 —0‘.8 —0‘.4 —0‘.2 S O‘.Z O‘.4 O.‘B O.‘8 1
Sekil 3.10. ps+pu>0ve pu < % bolgesinde, negatif dal i¢in (3.29) dinamik sisteminin
integral egrileri. pus+ p = 0 ¢izgisi bir tam ¢oziimdiir. Bolgedeki biitiin ¢éziim egrileri,
§ — 00 igin (%,O) noktasinin etrafinda spiral seklinde donmektedir. Coziim egrileri,
(1(0), ps(0)) baslangic kosullari, soldan saga sirasiyla (—1,1.001), (—0.6,0.9), (0.2,1),
(0.4,1) ve (0.49,1) alinarak niimerik olarak elde edilmigtir. Saga dogru ilerledikge
¢Ozlim egrileri u = % ¢izgisini ¢ok yakin olarak takip etmekte beraber bu cabucak
W= i seviyesine, bu seviye civarinda kiigiik genlikli salimmmlar yaparak bozulmaktadir.
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Vil 9fy

I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
s

Sekil 3.11. Negatif dal igin, y, u ve ﬂ nin s e kars1 degigimleri. Burada, p ¢éztimii igin

(3.29) dinamik sistemi, y ¢oziimii i 1g:1n (3.14a), ve % ¢Oztiimi icin de (3.14c) denklemi
kullanilmigtir. Niimerik ¢oztimler (y(0), 1(0), us(0)) baslangig sartlary, (1,—0.6,0.9)
aliarak elde edilmistir.

(3.29) dinamik sistemin, (%

1> 0) noktasindaki lineer kismi olan (3.31) sistemi igin

period, \2—} ~ 3.62 dir. (3.29) ile verilen lineer olmayan sistem i¢in, ntimerik olarak
yalmzca 3 salmm gozlenebilmistir. u = 0 ve ps(0) = p?, 1077 den 10* e kadar
degisen ¢esitli baglangic kosular i¢in, integral egrilerinin, u = i dikey dogrusunu
kestigi pus = a;, 1 = 1,...,4 noktalar1 belirlenmis, 7;, ¢ = 1,2, 3 periyotlari, pes

pese gelen noktalar arasindaki mesafe olarak s cinsinden hesaplanmistir. Bu a;

ler ve T; ler icin asagida listelenmistir.

pl=10"": ay,as,az  0.0923  0.0022 0.0001
Tv,15, 75  3.5350  3.6280 3.6070
pl=1: ay,as,az  0.4698  0.0089 0.0002
Ty, T, T3  3.3510  3.6180 3.6380
pl =103 :  ay,as,a3 567.4564 0.0837 0.0020
Ty, 15,75 47040  3.5430 3.6280
p sonsuza giderken, ilk kesim yeri olan a; de sonsuza gitmektedir. Yani,
lim,0_,c a1 = oo olur. 7 > 1 integral egrilerinin kesim noktasi i¢in limit durumu

a; ile gosterilirse,

hm a;41 = a; = lim a;.
pd—oo pd—0

1 =1,2,31icin, a] = 0.092, a5 =0.0022, a3 = 0.0001 sonuglar: elde edilir.
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Birinci salinim baslangic sartina bagh iken, p, = 0.0022 — 0.0090 yakinindan
baglayan ikinci salinim, lineer kismin periodu olan 3.62’ye oldukca yakin diizenli
bir perioda sahiptir. Bu period T3 ile gosterilmistir ve ¢ = 1,2, 3 i¢in, T; lerin

e gore degisimi de Sekil 3.12 de verilmistir.

I
* * T3 * I
* ¥ )
3.7+ | i
* "
*
FTOK ko am *
T
a6k * * % 2 * | i
|
I
e '
351 1 \ | J
\ 1
\ I
=
* I

34r \ '

3.3r

3.2 7

31 L
-15 -10 -5 0

Sekil 3.12. ¢ = 1,2, 3 i¢in, 7; periodlarinin u, e kargi degigimleri.

(3.12b) tam sisteminin negatif dalini gézoniine alalim. Lineer kisminda 6nce

W = ks yazilir ve daha sonra p = i + u degigsken degigimi yapilirsa,
Ugs + (2 — k)us +4du =0

elde edilir. &k = 2 igin, lineer ve lineer olmayan sistemlerin ¢oziimii

Hartman-Grobman teoreminden dolay: alakasizdir [46]. 0 < k < 2 olan keyfi

bir k icin lineer kismin ¢oziimii v = e~**e*“* formunda olup, burada o = 1 — g

ve w?+a? = 4. Tlging bir tesadiif olarak, k = 0.3704 icin period, T = 15365 =3.44

olmaktadir. Bu da Choptuik’in [10] sonucuyla uyugmaktadir.

3.7. Enerji Kosullar1 ve Miitkemmel Akiskan

Bu alt boliimde once, elde edilen ¢oziimlerin enerji kosullarini tartisacagiz.
Daha sonra, negatif dali mitkemmel akigkan olarak yorumunu yapacagiz. (3.1)

metrigi igin (3.3) denkleminin kullamlmas ile elde edilen enerji momentum tensor

bilegenlerini burada yeniden yazalim.

(=) 6 +er.

N | —

1 «a
ﬂt = 5 ¢f + (5)2 Qf ) ,I'tr = ¢t¢7‘7 Trr =
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(6o .
TW:§ oTt?_? , T99281n2<pTw.

u® = (u',u", u®,u’) vektoriinii goz oniine alahm. Bu durumda
U ut = (—(ozut)2 + (au")? + (ru®)? + (rsin gpu(’)z)
olacaktir. Simdi dort farkh tip enerji kogulunu inceleyelim.

Isiksal enerji kogulu: Her 1giksal u® vektori igin, |u,u®| = 0’dan

(ru®)? + (rsin pu®)? = (au')? — (au”)?

olarak yazilir. Isiksal enerji kogulu, bu ifade ile birlikte
Toputu® = (gzﬁtut + ¢Tur)2 >0

olup, sart gerceklenir.

Zayif enerji kosulu: u® vektoriiniin zamansal olmasi kullamilirsa, T,u®u?

ifadesi

Topu'u’ = (@ut + ¢rur)2 il [(@)2 - (@)2]

2 a o

seklinde elde edilir. Ifadeninin ikinci yani, 16%}% = %A olup, yerine yazilirsa

Topulul = (qbtut + gbrur)Q + ;;A
elde edilir. A > 0 durumunda T,uu® > 0 olup, sart saglamir. A > 0 olmasi
¢; = 0 olmasim gerektirir ki, bu da pozitif dala kargilik gelir. A < 0 olmasi
¢, = 0 olmasini gerektirir, bu ise negetif daldir. Bu durumda ifade

Touud = ;ﬁit)? [2(au)? 1]

seklinde yazilir. Vektoriin zamansal olmasi tekrar kullanilirsa

&

«

1

Tapuu? 2( )2 {(ozut)2 + (au")? + (ru®)® + (rsin goue)ﬂ

elde edilir. Bu ifade her zaman pozitiftir. Boylece, negatif dal i¢in de zayif enerji

sart1 saglanmig olur.

Giglii enerji kogulu: Enerji momentum tensorii bilegenlerinden

A

« a
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seklinde hesaplanir ve yerine yazilirsa

1
(T — §Tgab)uaub = (pu' + ¢pu")? >0

olur.

Baskin enerji kogulu: Zayif enerji kosulu saglandigi i¢in, yalnizca ¢,q* < 0
sartinin saglandigini gostermek yeterli olacaktir. ¢ ifadesi

o= 3 [ ] a3 - o] ]

2 |« a 2 |«

seklinde elde edilir. Buradan
2

a __ 1 ¢t 2 ¢7’ 2— t\2 \2
0 = |7 R [t 4 ]
L Geve (Dol 1 o2y (g2
b [ = o] [+ rsin ]
olarak bulunur. |u,u®| = —1 sart1 son ifade i¢in uygun sekilde kullanilirsa,
Ptro, Pro 2 . 0\2 9 2
WGt =—(—)(—) |1 4 ——A*<0
Q" = = () [L+ (ruf) 4 (rsinpu”)?] — 5% <

oldugu gortlir.
Miikemmel akiskan: u, zamansal bir vektor olmak tizere, miilkemmel akigkan

Top = (1t + p)uatiy, + PYab
seklinde tanmmmlanir [7]. Skaler alanin gradienti v, = (¢, ¢r,0,0) seklinde bir
vektor ile gosterilirse, ¢, = 0 durumunda
vt = —a(y)?
elde edilir ki vektor zamansal olur ve ¢, = 0 olmasi negatif dala karsilik gelir.

Dolayisiyla, skaler alanin gradientinin negatif olmasi negatif dal i¢in gecerlidir.

Boylece, negatif dal miikemmel akigkan olarak yorumlanabilir. Genel halde

W= g G ),
o=y
o= mey |G- 2
olup, miitkemmel akigkanlk garti ¢, = 0 kullanilirsa
p=p=(2y

2

elde edilir ki bu durum ise kat1 madde (stiff matter) olarak yorumlanir.
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4. (241)-BOYUTTA SKALAR ALANIN KUPLE EDILMESIYLE
ELDE EDILEN STATIiK TAM COZUMLER

4.1. Giris

Cahgmamizin ilk asamasinda (241)-boyutta caligilmig ve statik bir metrige
kiitlesiz skaler alan kuplaji i¢in kozmolojik sabitli Einstein denklemlerinin tam
¢oztimi elde edilmigti [47]. Bu tam ¢oziime varmak igin gesitli koordinat
dontigtimleri yapmak gerekmis ve bu koordinatlardaki coziimler literatiirdeki
diger tam ¢Oztimlerle [48],[49] ¢oziim ve yaklagimlarla [50] kargilagtirilmigti. Elde
ettigimiz tam ¢oziim ve ilgili yorumlar Boliim 4.5’de verilmig olup bu boliimiin

temel sonuglaridir.

Calgmalarimizin sonraki agamalarinda elde ettigimiz, (3+1)-boyuta iligkin
sonuclar ile ilk caligmalarimizin ilintilendirilmesi amaci ile, Bolim 4.2 de,
(241)-boyutlu manifold, (341)-boyutlu manifoldun bir alt manifoldu olarak ifade
edilmisgtir. Yine kargilagtirma amaci ile, (3+1) ve (2+1)-boyutta kozmolojik
sabitli denklemler Boliim 4.3 de verilmig, ancak tam ¢oziimlerin kargilagtirilmasi
sadece kozmolojik sabitsiz durum i¢in Boliim 4.4 de yapilmigtir. Bu ¢oziimlerin
Killing vektorleri ve geodezik denklemleri ise sirasi ile Boliim 4.6 ve Boliim 4.7

de elde edilmigtir.

4.2. (3+1)-Boyuttan (2+41)-Boyuta Indirgeme

Bu boliimde, (241)-boyutlu M manifoldunu, (341)-boyutlu M manifoldunun
bir alt manifoldu olarak ifade edecegiz. Yerel koordinatlar1 (¢,r, ¢, 6) olan, M
(34+1)-boyutlu kiiresel simetrik bir manifold ve M da (2+1)-boyuttaki manifold

ise, M manifoldunun M manifoldunun ekvatoruna gomiilmesi
(t.7,0) = (t.7.5.,0)

ile tamimlanir. Bu gommeye gore, M’nin normali 0, yoniindedir. Hatirlanacag:
gibi, M nin yerel koordinatlari ¢, <t < 00,0 <r <oo,0 < <mvel <l <21

araliginda olup, (3+1)-boyutta (3.1) ile verilen kiiresel simetrik metrik ve bu
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metrikte ¢ = 7 almarak elde edilen (2+41)-boyuttaki yay elemani asagidadir.
ds* = —a(t,r)* dt* + a(t,r)* dr* +r* dp® 4+ r*sin? p d6? (4.1a),

ds® = —a(t,r)? dt* + a(t,r)* dr* +r* db? (4.10).
Yukarida tanimlanan gommenin tiimel geodezik oldugu asagidaki onerme ile

verilmistir.

Onerme 4.1. M, (2+1)-boyutta (4.1b) yay elemaniyla verilen manifold, M de,
(3+1)-boyutta (4.1a) yay elemanwyla verilen manifold olsun. M, M mnin timel

geodezik bir alt manifoldudur.

Ispat. Tiimel geodezik alt manifold tanmm [33] geregi ikinci esas formun sifir
oldugunu gostermek ispat icin yeterli olacaktir. Ikinci esas form I7(X,Y), V ve

V sirasiyla M ve M nm baglantilar ise, her X,Y € T p(M ) i¢in
VxY =VxY +I1I(X,Y)
bagimtisim saglamaktadir [33]. M manifoldu i¢in V baglantis1 hesaplanirsa,

Vs,0; = %at + %Oéram
v a
Vo0 = Vo0 = 28, + %o,
a a
V@tﬁw - V@wﬁt - O,
V,00 = V0, = 0,

a ar
Varar = 726175875 + 7(9“
(07 a

1
Vo0, = V5,0, = ;3@

1
Vo,0p = Vg, 0r = ;(99,
v%@:—;@,

cos
Va(pag — Vagﬁw - Sin:jag,

.2

V,0p = _r51an2 SO(?T — cos psin @0,

elde edilir. M manifoldu icin ise V baglantisi,

~ [0 (6]
Vatat - Jat + 72057”87”
(0] a

Vo0 = Vo0 = Lo, + 2o,
(0% a
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Vo,00 = Vi, 0, = 0,

Vo0 = —a,0; + 0,
« a

~ ~ 1

Varag - Vag@r - ;89,

~ r
Vaeag - —?&n

ifadesi ile verilir. Buradan da, denklemdeki X ve Y ifadeleri, 0;, 0,, 0y olarak

alimip, ¢ = 7 olmasi kullanihirsa,
VxY = VyxY

olup,
II(X,)Y)=0

olarak elde edilir. °

Yukaridaki onerme, alt manifold geodezikleri ile (3+41)-boyuttaki ekvatorial
geodeziklerin ayni oldugunu soylemektedir. Ancak bu sonug ¢oziimlerimizin

karsilastirilmasinda heniiz kullanilmamigtir.

4.3. Statik Hal igin Karsgilagtirma

Bu boliimde, (3+1) ve (2+1)-boyutlarinda kozmolojik sabit (A) igeren, kiitlesiz
skaler alan kuple edilmis denklemleri (¢,r,p,0) koordinatlarinda verecek ve
logaritmik koordinatlara gegecegiz. Ancak, (341)-boyutta kozmolojik sabitli
denklemler otonom bir sistem olusturmadig: i¢in faz diizlemi analizi yapilmasi

miimkiin degildir ve kargilagtirmalar ¢cok anlamli olmamistir.

Kozmolojik sabit iceren Einstein alan denklemleri,
1
R, — §9uvR + Ag = KT,

seklinde [43] olup, skaler alan kuplaji durumunda enerji momentum tensorii ve
skaler alan i¢in dalga denklemi sirasiyla (3.3) ve (3.4) numarali denklemlerle
verilmigtir.  Simdi swasiyla (3+1) ve (2+1)-boyutta (4.1a) ve (4.1b) yay
elemanlar igin, kozmolojik sabit iceren Einstein alan denklemlerini verelim.
Asagidaki denklemlerde, (3+1) ve (2+1)-boyutlarda gravitasyonel sabit (),

sirasiyla ¢ = 4 ve ¢ = 3 ile gosterilmigtir.
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(3+1)-boyutta skaler alan kuplaji i¢in kozmolojik sabitli Einstein

denklemleri:
, 2_1 (4)
] e
a k&
— = Toidr, (4.20)
a, 1—a2 kW 9 9
- _ —ra‘A = 4.2
e} 2r 4T[( ) %t 27’@ b (1:20)
Qpp Gr 0 1o, a, a\?[ ay at Oét "f( 2 2
el ) [ 2 (0 o
Q a o 1rlo a «Q a a a 2
(4.2d)

()]~ «»L-

(2+1)-boyutta skaler alan kuplaji i¢in kozmolojik sabitli Einstein

denklemleri:
ar  £® [ra\?2
i l() G+ ¢z] SreA =0 0
Y= Orgug,, (4.3b)
(3) 2
Gr K7 Ka) P2 + qﬁf] +ra’A =0, (4.3¢)
o 2 a
2 (3) 2
e C N e e [(“) o7 — <z>$] +a*A =0, (43d)
o a « o a a o 2 o

(), 6)s],

Uciineii boliimde, metrigin zamandan bagimsiz olma durumunun, ¢; = 0 veya
¢. = 0 ile ortaya gktigr goriilmigtii. (2+1)-boyuttaki ilk ¢ahgmalarimizda,
sadece ¢ = 0 durumunu inceledigimiz i¢in, bu agamada karsilagtirma yaparken
de sadece ¢, = 0 durumunu inceleyecegiz. ¢; = 0 oldugu zaman (4.2) ve (4.3)

denklemleri, agagidaki sistemlere indirgenmektedir.

(3+1)-boyutta ¢; = 0, statik durumu:




JORRRORS =

(2+1)-boyutta ¢, = 0 durumu:

(3)
% — %qﬁf —ra’A =0, (4.5a)
(3)
% N %¢3 +ra’A =0, (4.5b)
Qe apa, KO
o a «o 2
. [(O‘> @] + (O‘) 6y = 0. (4.5d)
a r a
Yukaridaki denklemlerin 7 = e* logaritmik koordinatlarda, a?> = ﬁ, a = rya

doniigimleri ile elde edilen ifadeleri agsagidadir.

(3+1)-boyutta, logaritmik koordinatlarda ¢; = 0 statik durumu:

625

o = —p+2m(1 = 28" + - A, (4.6a)
o 1 2s
Ys— 94 ~ S A (4.6b)
Y 1—-2p 1-—-2u
s 1 2s
Vs _ v A (4.6¢)

v 1-2u 1-2u
(4.6a) ve (4.6¢) denklemlerinden de

2s

ss s PR s s 2 2 s — o |3 QSA =0
ps 4 gt g e+ 0 20 4 2 [+ 0] = [31s + €A
(4.7)
yazilabilir. Yukaridaki denklemlerde, s = 87 olarak secilmistir [10].
(2+1)-boyutta, logaritmik koordinatlarda ¢; = 0 statik durumu:
s = 21 (1 — 2u)1p* 4 e*A, (4.8a)
2s
Ys €
—=-1-2 A 4.8b
y o (4.8b)
,lps 625
— =2 A. 4.8
o (4.8¢)
(4.8a) ve (4.8¢) denklemlerinden
2 2s 4s A 2 2s .
/Lss+1_2u[us—3€ sl + 2eA?] = 2e%A = 0 (4.9)

olarak yazilabilir. Burada da, x® = 4 olarak secilmistir [23].
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Daha 6nce de belirtildigi gibi (3+1)-boyutta kozmolojik sabitli denklemlerin faz
diizlemi analizi yapilamamistir. Kozmolojik sabitin sifir oldugu durum ise daha
once tam ¢oziim elde edilen pozitif daldir. Bu koordinatlarda, (241)-boyutta,

kozmolojik sabitsiz durum ic¢in tam ¢oziim Boliim 4.4 de verilmigtir.

4.4. (2+1)-Boyutta A =0 I¢in Statik Tam Coziim

Bu béliimde, (241)-boyutta A = 0 durumundaki tam ¢6ztimi verecegiz. A = 0

icin (4.8-9) denklemleri

s = 2m(1 — 2u)°, (4.10a)
?jj — 1, (4.100)
ZZ; =0, (4.10c)
202
=0, 4.11
ot 75 =0 (4.11)

seklinde yazilir. (4.10c) denkleminden 1, bir integrasyon sabiti olmak tizere
1 = 1, olarak elde edilip (4.10a) denkleminde yerine yazildiktan sonra integre

edilirse, p, bir integrasyon sabiti olmak tizere

1

uzf[l—uoe

5 7471'1[133}

elde edilir. (4.10b) denkleminden de, y, bir integrasyon sabiti olmak iizere,

s

y = yoe* olarak bulunur. Elde edilen ifadeler a? ve o? de yerlerine yazilip,

daha sonra da e® = r kullanilirsa

4mep2 2
r ¢ y 2
2 ’ 2 o 7,47r1j)0

Ho Ko

elde edilir. Bu ifadeler (4.1b) metriginde kullanilirsa,

) rATY
ds® =

(—y2dt* + dr?) + r*do? (4.12)

o

elde edilir.

4.5. (2+41)-Boyutta A = —1 I¢in Statik Tam Coziim

Bu boliimiin temel sonucu, (2+1)-boyutta A = —1 i¢in tam ¢oziimiin elde
edilmesidir. Bu ¢ozimiin elde edilmesi icin bir dizi koordinat dontigtimii

yapimast gerekmistir. Ik asamada, ¢oziimiimiiz ile dogrudan iliskili olmasa
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da, (341)-boyutta kullandigimiz koordinatlar ile, ¢oziim elde etmek igin

kullandigimiz koordinatlar arasindaki doniigimii verecegiz.
1. Koordinat sistemi:
e Yerel koordinatlar: (¢,7,0), {0 <t <o0,0<r <oove(0<60<2m.

e Yay elemani:
ds® = —a(r)2dt* + a(r)*dr® + r?d6*. (4.13)

Eger Y = Y/(7) monoton bir fonksiyon ise, asagidaki doniigiimler ile (4.13)
yay elemanindan, ilk ¢calismalarmizda [47] kullandigimiz yay elemanina ulagilir.

Coziimlerimizde, Y nin gergekten de monoton bir fonksiyon oldugu goriilecektir.

2. Koordinat sistemi:

e Yerel koordinatlar: (¢,7,0), tg <t < 00, —00 <7 < oo ve 0 <6 <27,

e Doniigiimler:

v _ X (7)Y (7)
r=e Y0 a=X0 o=~ (4.14)
di
¢ Yay elemani:
ds* = XX D12 42X g% 4 =2V N gp?, (4.15)

Simdi, 2. koordinat sisteminde Christoffel sembollerini ve egrilik tensori

wiry»

bilegenlerini verelim. Asagida 7 ya gore tiirevi, isareti ile gosterecegiz.

Ikinci tipten Christoffel sembolleri:
=X, I'. =X, TL=X, T%=-Y T =YX
Egrilik tensori bilesenleri:
Rii = X X", Rigrg = e Y (=X'Y"), Rigig = 2 (Y = X'Y' = Y").
Ricci tensorii bilegsenleri:

Ry=X"—X'Y' Riw=—-X"4+Y"—X'Y —Y"? Ry =e 2X)(y" _y"?)
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Ricci skaleri R:

R _ 26_2X(—X// + Y// . YIZ).

Enerji momentum tensori bilegenleri:

1 1 1
Et = §¢/27 Tf’f‘ = §¢/27 T99 = _56_2(X+Y)¢/2' (416)

Skaler alan icin dalga denklemi:

¢ —Y'¢/ = 0. (4.17)

Skaler alan icin dalga denklemi kolaylikla integre edilerek, A keyfi bir integral

sabiti olmak tizere

A oY
V2T

ifadesi elde edilir. Yukaridaki ifade kullanilarak, kozmolojik sabit iceren Einstein

¢ = (4.18)

denklemleri X, Y ve A iceren agagidaki diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

2. Koordinat sisteminde Einstein alan denklemleri:

X//+A€2X + )\2€2Y _ O,
X/Y/ . A€2X + )\2€2Y — O,

Y= XY —Y"? — Ae* — NP =0. (4.19)
(4.19) adi diferansiyel denklem sisteminde Y = X alimrsa, uygun
eliminasyonlardan sonra sistemin tutarhligi icin —4Ae** = 0 sartma ulasihr.

Bu yiizden, tutarli bir sistem icin A sifir olmalidir. Bu durumda ise tam ¢oziim
bir 6nceki alt boliimde verilmigtir. Y # X, durumunda ise (4.19) sistemi tutarh

olup, bundan sonraki agamalarda Y # X kabul edilecektir.
Simdi de, (4.19) diferansiyel denklem sistemini ikinci dereceye indirgeyelim.

Onerme 4.2. (4.19) adi diferansyel denklem sistemi, ¢ ve X integrasyon sabitleri
olmak vzere, X ve Y metrik fonksiyonlar i¢in asagida verilen ikinci dereceden

sisteme indirgenir.

1 1 1
X' = gee F o [ A=A £ )]
1 1 1
Y' = Ecey + 5 [6262)/ + 4(—Ae*X + /\2621/)} 2. (4.20)
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Ispat. (4.19) sistemi basit cebirsel eliminasyon ile

X"+ Ae** + N =0,
X/y/ _ A62X + )\QeQY — 0’
V" =Y"? 4 2Ae*X (4.21)

sekilnde yazilir. Simdi, Z = X + Y oldugunu varsayalim. Bu denklem 7 ya gore
iki kez tiiretilirse Z” = X” +Y” olur. X" ve Y” (4.21) den ¢oziiliip yerlerine
yazilirsa

Z// — A62X o )\262Y + Y/Q — X/y/ + Y/2 — Z/Y/ (4'22)

elde edilir. Burada, Z’ = 0 6zel bir ¢oziimdiir. (4.22) denklemi Z’ # 0 i¢in

Y

integre edilirse, ¢ integrasyon sabiti olmak tizere Z' = ce” denklemine ulagilir.

Boylece, (4.21) sistemi agagida verilen (4.23) sistemine doniisiir.

X' +Y' = ce¥,
XY — Ae** 4+ N2e? =0. (4.23)

(4.23) in ilk denkleminden X’ ¢oziiliip ikincisinde yerine yazilirsa,
(ce¥ =YY — Ae** + \2e? =0

elde edilir. Son denklem yeniden diizenlenip tam kareye tamamlanirsa,

1 1
(Y' - §C€Y)2 = —Ae** + \%? + 102621/

olur.  Karekok alimp gerekli diizenleme yapilirsa (4.20) deki Y’ ve X'
denklemlerine ulagilir. °

Burada, Z' = X' + Y’ = 0 6zel ¢oziimii, genel ¢dziim i¢inde ¢ integral sabitinin
sifir olmasima karsilik gelir. Bu durumda ise, (4.15) yay elemani, Y, integrasyon

sabiti olmak ftizere,
ds* = X (—dt* + di” + e 2 df?)

seklindedir. Bundan sonraki agamalarda ise ¢ # 0 kabul edecegiz ve

=

X' = Zee¥ — [0262)/_'_4(_/\62)(_1_/\2621/)} ,

[NIES

Y'=—ce¥ + = [CQ€2Y + 4(—Ae** + )\2621/)} (4.24)

N RN | —
N —N| —
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sistemi ile calisacagiz.
(4.21), Ricci tensorii bilegenlerinde ve Ricci skaleri ifadesinde kullanilirsa,

R =2A, RL=2A+2\2e"2T2Y  RI=2A, R =06A+2\%e 2 2¥
elde edilir. Burada, egrilik tekillikleri, A kozmolojik sabiti veya skaler alanin
kuple edilmesinden gelen A ile alakalidir.

Kozmolojik sabitin —1 oldugu durumdaki tam ¢oziim, (4.24) sisteminde A = —1
alimarak ve 3. koordinat sistemine gecilerek elde edilmistir. Asagida ilk énce bu

koordinat sistemini verecek, daha sonra bu gecisin ayrintilarini sunacagiz.

3. Koordinat sistemi ve tam c¢oziim:

e Yerel koordinatlar: (t,w,0),t) <t <o0, 0 <w < § ve 0 <6 <27

e Doniisiimler:

1 1 c

X Y .

e = — COS W, r= = -— sin w, =
2p Ve + 4)\2p a V2 4+ 4)\2

Yukarida, w, (0, §) araliginda oldugu igin, koordinat doniigiimii gegerlidir.
p = p(w) fonksiyonu bu koordinatlarda metrik fonksiyonu olup agk

ifadesinin elde ediligi bu boltimiin temel sonucudur.

e Yay elemani:

1 2 1 1
ds* = — {p cosw] dt* + { -
2 2sinw

2
} dw? + -
p Sinw

l”cuw] 62, (4.25)

—1—p

= 2011 4 sinw) [sinw] " [cosw] T (4.26)

w) = o
p(w) )
Verilen déniigiimler, A = —1 igin (4.24) sisteminde kullanlrsa,

1
/ . .
pcosw—Wwp sinw = §p2 (@ sinw cosw — cosw],

Ly

P sinw+Wp cosw = 5P {,u sinzw—l—sinw}

elde edilir. Birinci denklem cosw, ikinci denklem sinw ifadeleriyle carpilip

toplanirsa p’, benzer bir eliminasyon ile de w’ agagidaki sekilde elde edilir.

1
p = §p2 [psinw — cos 2w, (4.27)
W' =p sinw cosw. (4.28)
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(4.27) ve (4.28) denklemlerinden,

dp 1 u

—=pl= —cot 2

dw {2 cosw «© w]
yazilirsa, denklem

d 1

o _ { P cot 2w] dw

p 2 cosw

sekinde degiskenlerine ayrilir. Her iki yandan integral alinirsa p, w nin bir

fonksiyonu olarak (4.26) da verilen sekliyle elde edilir. e ve ¥ pozitifdir.

X

Boylece w, 0 ile T arasinda degisir. p degeri, eX ve ¢¥ de yerine yazilir ve

3

dF = Ldw, di = (%)~ dw ifadesi kullanlrsa,
2
1
07 = [] 4
psinw cosw

olarak elde edilir. eX, ¥ ve dr? ifadeleri (4.15) yerlerine yazilirsa (4.25) elde
edilir. Elde edilen (4.25) tam ¢oziimiiyle birlikte, Ricci tensorii bilegenleri ve

Ricci skaleri agagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

3. Koordinat sisteminde R ve R:

8\

t w 2 0
Rt:—Q, Rw:—2+mtan w, RGZ—Z,
82
R=—-64+—"  tanw.
+ (@ + 4N an” w

Simdi, (4.25) ile verilen tam g¢oziimden 4. koordinat sistemine gegilecek daha
sonra da pg ve ¢ katsayilar1 yok edilerek, 5. koordinat sisteminde [0, 1] arahginda
degisen p parametresine bagl bir ¢oziim ailesi verilecektir. Bu ¢oztimler, u =1

durumunda Anti de Sitter metrigine indirgenmektedir [50].
4. Koordinat sistemi:
e Yerel koordinatlar: (¢,x,0), {0 <t <oo,0 <y <oove <6 <2,

e Doniigiimler:
1
X = —iln (tan(ﬁ)) .

e Yay elemani:

p [coshy
4

o
ds? = =22 |= ] coshy sinhy dt? + dy?
sinhy
4, 2
Po

hyl ™"
[C.OS X] coshy sinhy dé?>. (4.29)
sinhy
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Once, (4.26) ile verilen p degeri yerine yazilirsa, (4.25) ile verilen tam c¢oziim acik
olarak

1
2 sinw

2
ds? = —%[secw + tan w]" cot w dt® + [
2(c? 4+ 4)\?)
_i_i

05

]de2
[secw + tanw] ™ cot w df?

ile ifade edilebilir. Verilen déniigim ¢ift ag1 formilleriyle birlikte son denklemde

kullanihirsa da (4.29) denklemine ulagilir.

5. Koordinat sistemi:

e Yerel koordinatlar: (f,x,é), fo<f<o00,0<y<oovel<6<2r.

e Doniigiimler:

¢ Yay elemani:

g lcoshx
2 = —

w
- ] coshy sinhy dt* + dy?
sinhy

e [coshx

—u
. ] coshy sinhy df?. (4.30)
sinhy

Yukaridaki metrikte, g = 1 almirsa kaynak [50] (1.1) denklemiyle verilen (2+1)

boyutlu Anti de Sitter uzayindaki metrige ulagilmig olunur.

ds? = —cosh?y di* + dx? + sinh?y d?.

Litaratiirle karsilagtirma: Bu boliimde verilen sonuclar yayimlandiktan sonra,
elde ettigimiz tam ¢oztimlerin daha once elde edilmis olduguna dair iki yazardan
uyar1 gelmigtir. Bunlardan birincisi, hareket noktamiz olan (4.15) yay elemaninin
¢ok 6zel bir hali olup, Dias ve Lemos tarafindann A = e ve v(\) = X igin [48]
de ¢oziilmiistiir. Ote yandan, Clement ve Fabbri nin ¢oziimii, (4, —, —) isaret
farki ile, bizim ¢oziimiizle egdegerdir. (4.30) denklemiyle verdigimiz ¢oziim ile
[49] de (3.7) denklemi ile verilen ¢oziimler tutarh olup asagida gosterilmistir.

Kaynak [49] deki (3.7) denklemi,

1., 1,

ds*> = Alp—ps |2t p—po |27 dt?
4 1A
A

- lia 2
p—p+ 2 p—p- |27 dO" +
o =pe [ | AN(p— p+)(p— p-)
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olup A = —1, a = —§ ve p= 3 [(ps — p-) cosh2x + (p4 + p-)] icin

ds* = A|py —p_||coshx ["#]sinhy [*7# dt?

4 — p_
_|p+Ap| | cosh x |"™# | sinh x [*™ d6* — d?

denklemine indirgenir. Burada A ve | p, —p_ | keyfi sabitlerdir. Buradan, uygun

olceklemelerle (4.30) denklemine varilir.

4.6. Killing Denklemleri

Simetri analizi i¢in, Killing vektorii hesabimizi, (4.15) metrigi i¢in, 2. koordinat

sisteminde (¢, 7, 0) degiskenleri i¢in yapacagiz. Killing vektorinii
K=K'9,+ K'9:+ K’
seklinde parametrize edelim. Notasyonun basitligi acisindan,
K, = A, K; = B, Ky=C

yazalim ve t, 7 ve 0 yonlerindeki tiirevleri de alt indislerde gosterelim. Bu

durumda, (4.15) yay eleman: igin Killing denklemleri asagidadir.

A — X:B =0,

A+ B~ 2X;A =0,
Ay+C =0,

B:— X;B =0,

By + C7 4+ 2Y:C' =0,
Cy — Yee 2B — .

Dérdiincii denklemin 7 ye gore integrasyonundan, B = By(t, 0)e* elde edilir. Bu

durumda Killing denklemleri agagidaki 5 denklemli sisteme indirgenir.

A, — X;Bye™® =0,

Az + Bye® —2X:A =0,
Apg+Cy =0,

Boge™ + Cz 4+ 2Y;:C = 0,

Cy — Yie 2XHI B X = (.
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Birinci denklem 7 ya, ikinci denklem t ye gore tiiretilirse,

Ay = X5 Boe™ + XZBye™,

Aj = —Boue™ +2X; 4,
elde edilir. Iki denklemin esitliginden,
(Xi# — X2)By + Boy = 0
elde edilir. Son denklem, 7 ya gore tiiretilirse,
(Xf - Yf)f By =0

olarak bulunur. Burada (X; — Y;). # 0 ve By = 0 oldugunu kabul edecegiz. Bu

durumda, yukarida verilen 5 denklemli Killing sistemi su sekilde yazilir.

A, =0,
Ar —2X:A =0,
Ag+Cy =0,
C- + 2Y:C = 0,
Cyp = 0.

A ve C sirasiyla, ilk iki denklemden ve son iki denklemden,
A= Ay0)e*™, C=Cy(t)e™

olarak elde edilir. Son ifadeler, Ay + C; = 0 denkleminde yerlerine yazilip
diizenlenirse,

Agg + Core 2+ —
elde edilir. Bu ifade, 7 ye gore tiiretilip diizenlenirse,
(X +Y;)Co =0
olarak yazilir.
1. Durum: (X;+Y7) #0, Coy =0

Bu durumda,

A=Ape?**, B=0, C=Cpe™?
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olarak elde edilir. Bu ifadeler, kontravaryant formdaki metrik katsayilari ile

carpilip, genel Killing vektoriinde yerlerine yazilirsa,
K =—A00; + Cy0p
olur. Killing vektorleri ise su sekilde yazilr.
(Xei+Y5)#£0: KW =09, K® =09, (4.31)

Burada gunu hatirlatalim ki, (X; + Y7) # 0 olmasi, genel ¢oziimde verilen ¢

integral sabitinin ¢ # 0 olmasidir. Boylece, (4.15) yay eleman, ¢ # 0 igin a% ve

%’larden iiretilmig Gy degismeli simetri cebrine sahiptir.
2. Durum: (X;+Y;) =0, Cyp; #0

Y, bir integrason sabiti olmak tizere, (X7 +Y7) = 0 dan, —Y = X =Y, elde edilir.

Bu ifade, A ve C' de yerlerine yazilirsa,
A= Ag(0)e*™, O =Cy(t)e*Xe

olur. A ve C nin, sirasiyla, 0 ve t ye gore turevleri alimip, Ag+C; = 0 denkleminde

yerlerine yazilirsa

Ags + Core™ ¥ =

elde edilir. Bu ise, a + ve 2¥> = 0 demektir. Buradan da, v = —ae?¥ olarak

yazilabilir. Aggg = 0, Cpi = 0 olup,
Ay=abd+p3, Co=t+46
ifadelerine ulagilir. Ay ve Cy yerlerine yazilirsa
A= (ad+B3)e**, B=0, C=(—ae®t+ e e 2

elde edilir. A, B ve C ifadeleri yine kontravaryant formdaki metrik katsayilariyla

carpilip genel Killing vektoriinde yerlerine yazilirlarsa,
K = (—af — 3)0; + 00 + (—ae®°t + §)0p.
elde edilir. Yeniden diizenlenirse,

K= C1 [Qat + €2Y0t89] + Cgat + 0389
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elde edilir. Boylece, Killing vektorleri,
X;i+Y:=0: KW=9, K®?»=9, K® =00, +e?t0, (4.32)

seklinde olur. Boylece, (4.15) yay elemam, ¢ = 0 igin, iiretegleri (4.32) ile
verilen simetri cebrine sahiptir. Bu cebrin, G3g VI, h = —1 Bianchi tipi oldugu
gosterilebilir. Bunun igin, kaynak [51] de verilen yontemi kullanalim. Ik olarak,
X = K(l), Xy = K@ ve X3 = KO ile tammlanir ve X1, Xy ve X3 icin

komiitatorler hesaplanirsa,
(X1, X5] =0, [X1,X5]=e""Xy, [X5, X3 =X,

oldugu gortilir.

(X1, Xo] = aX; + X, ve [Xo, X3] = vX; + 06X, olmasindan dolay1, a = 0,
B =e* v =160 = 0 olup, da — By = e*¥> # 0 sart1 saglanir. p # 0 bir
sabit olmak iizere, X; = aX; + bX, alimir ve [X1, X3] = pX; sart1 kullanilirsa
B = 0 yapilabilir. Ayrica, § oram da hesaplanabilir. Bu iglem yapilirsa, b = pa
ve p? = e2¥o olup, b = e¥°a elde edilir ve yerine yazilirsa, X; = aX; + ae¥ X,

olarak doniigmiig olur. Boylece, X, X, ve X3 arasindaki komiitatorler,

_ _ __ 11—

(X1, X5] =0, [X1,X3]=¢"X1, [Xp,X5]= gX1 — e X,
seklinde hesaplanir. [X7, X3] = pX; ve [Xs, X3] = X + §X, esitliklerinden,
p=e", v=12ved=—e" oldugu goriiliir.

X3 = e¥° X5 ile p = 1 yapilabilir. Bu durumda, vektorler
Xi=aX;+ae" Xy, Xo=Xo Xz=e "X

seklinde degigirken, komiitatorleri ise,

Yo
X1 — X

_ e

(X1, X5 =0, [X0,X3] =X, [Xo,X3]=

a

Y,

olur. [X,, X3] = vX; + 60X, ifadesinden, v = < ve § = —1 elde edilir. § # 0
oldugundan dolay1 X5, X5 = X5+ (125)X; seklinde degistirilebilir. Bu durumda,

vektorler

_ — 1 1 —
X =aXy + CL@YOXQ, Xy = —§€7YOX1 + §X2, X3 = €7YOX3
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seklinde yazilir. Komiitatorleri hesaplanirsa
[Yb YQ] - 07 [Yla E] == YI? [E; E] - _YQ
elde edilir. Bu ise G5V I}, h = —1 Bianchi tipidir.

4.7. Geodezik Denklemleri

(24+1)-boyutta, (4.15) ile verilen statik yay elemani gbzoniine alip geodezik

W

denklemlerini 7 ya gore parametrize edelim ve 7 ya gore tiirevler yerine

isaretini kullanalim. 7 ye gore tiirevleri ise alt indiste gosterelim. Bu durumda,
f = [(F)ise f = fw#, yani

X =7X;, Y =7Y; (4.33)
olacaktir. v = ~(7)

v =7 (), 7(7),0(r)) (4.34)

seklinde parametrize edilmig bir geodezik ise, tiirevinin kovaryant ve

kontravaryant ifadeleri
=i, 7,0), (4.35)
Y = (=Xt 257 e h) (4.36)

seklindedir. Bu durumda, (4.15) yay eleman i¢in geodezik denklemleri, 7 # 0

i¢in agagida verilmistir.

t+2Xi=0, (4.37)
PP+ X124 X724 V2 25HY) — (4.38)
6 —2Y0=0. (4.39)

Onerme 4.3.(4.87-89) ile verilen geodezik denklemleri, c1,co ve c3 integrasyon
sabitlert olmak tzere, asagida verilen dgtnci dereceden denklem sistemine
indirgenir.  Geodezigin tipi ise, cz un —, 0, + oldugu durumlarda siwrasiyla

zamansal, 1s1ksal ve uzaysal olur.

t=cre X, (4.40)
F=+e X [cfe_QX —c2e?Y + 03} B (4.41)
0 = cpe? . (4.42)
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Ispat. (4.37) denklemi integre edilirse, £ i¢in (4.40) ile verilen denkleme ulagilr.
Benzer olarak, (4.39) denkleminin integre edilmesiyle de, 6 icin verilen (4.42)

denklemine varilir. ¢ ve § ifadeleri (4.38) de yerlerine yazilirsa,
P4 X724+ EXe ™ 4 Ay e XY — (4.43)

denklemine ulagilir. (4.43) denklemi, 2¢*X ifadesi ile carpilirsa agagida verilen

tam diferansiyel denklem elde edilir.
€] — e 2] + &Ee?] = 0.

Her iki yandan integre edilirse, c3 integral sabiti olmak tizere

22 9x 2 —2X 2 2 4

r e =cje c3

elde edilir. Son denklem tekrar diizenlenerek, (4.41) daki 7 ifadesi elde edilir,
Geodezigin normu,
|| v ||: ,YMIVM = QWW’“VV

seklinde yazilir ve (4.40-42) denklemleri kullanilirsa,
H v H_ . [cle 4X] + 62X[g%ef4X o 63672X+2Y +03€72X] +Le 2Y[g§e4Y]

elde edilir. Buradan da,
Iy ll=es (4.44)

olur ki, c3 sabitinin igaretine gore geodezigin tipi belirlenir. °

Bu asamada geodezik denklemlerinin gesitli parametre degerleri i¢in niimerik
incelemesi yapilmigtir. Niimerik galigma igin, (4.24) denkleminden A = —1 igin,
X; ve Y; ifadeleri, (4.41) denkleminden de 7 ifadesi almip, (4.36) denkleminde
yerlerine yazilirsa agagidaki denklem takimina ulagilir. Burada, t ve 6 ¢oztimleri

icin (4.40) ve (4.42) denklemleri kullanilacaktir.

) 1/2 71 1
X =X [6%6—2)( 2 4 03} / {2061/ - 5\/CQGQY +4(e2X + )\262y)} ’

. 1/2 71
Y =X [0%6_2)( 3 e+ 63} / [

1
206Y + 5\/0262Y + 4(e?X + )\262?/)} :

Bu denklem takiminin ¢oziimiinde, baglangi¢ sartlarinin ve ¢; parametresinin

¢oziime etkisi olduk¢a azdir. Bu yiizden, niimerik hesaplamalarda ¢; = 1
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olarak alinmustir. Ancak, ¢y parametresinin ¢oziim ic¢in oldukga etkili oldugu
gozlenmistir. ¢y parametresi yeteri kadar kiiciik olmali, aksi taktirde 7 negatif
olmaktadir. Bu ylizden de c; = 0.1 olarak alinmigtir. c3 parametresi ¢oztimlerde

—0.1, 0 veya 1 olarak kullanilmigtar.

Ayrica, A = 0 durumu Anti de Sitter uzay durumu olup, bu parametre 0 veya 1
olarak secilecektir. Son olarak, ¢ parametresi de ¢oztimlerde —1, 0 veya 1 olarak

alinacaktir.

Yukarida gerekli detaylari verilen parametrelerin bazi degerleri i¢in niimerik

coziimler Sekil 4.1-4.3 de grafiklerle gosterilmistir.

0.9

0.8

0.7

0.6~

0.5

X,Y,rt8

04

0.3

0.2

0.1

Sekil 4.1. Zamansal geodezikler icin c¢3 parametresi —0.1 olarak secilmistir.
(X (1), Y (7),7(7),t(1),0(7)) ¢ézlimii i¢in, baglangic sartlar sirasiyla, (1, 0, 0, 0, 0)
olarak kullanilmistir. c¢1, c2, ¢ ve A parametreleri sirasiyla 1, 0.1, 1 ve 0 olarak
secilmigtir.

38



18

16-

1.4r q

12- b

X,Y,rt9

0.8r- 0 q
0.6 4
t
04r q
r
0.2 4
0 L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 1.8 2
T
Sekil 4.2. Isiksal (null) geodezikler igin c¢3 parametresi 0 almmaldir.

(X(7),Y(1),7(7),t(7),0(7)) ¢bziimii i¢gin baglangi¢ sartlar1 sirasiyla, (1, 0, 0, 0, 0)
olarak kullamilmistir. ¢j1,co,c¢ ve A parametreleri sirasiyla 1, 0.1, 1 ve 0 olarak
secilmigtir.

X,Y,rto

Sekil 4.3. Uzaysal geodezikler icin c¢3 parametresi 1 olarak secilmistir.
(X(7),Y(1),7(7),t(7),0(7)) ¢Oziimii i¢in, baglangi¢ sartlar1 sirasiyla, (1, 0, 0, 0, 0)
olarak kullanilmisgtir. c¢;, ca, ¢ ve A parametreleri icin sirasiyla 1, 0.1, 1 ve 0 degerleri
kullanilmigtir.
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5. SONUCLAR

Tez kapsaminda yapilan yeni ¢alismalar 2., 3. ve 4. Boliimlerde sunulmustur.

Ikinci boliimde, ilk olarak Newman-Penrose formalizmi tanitilmg ve herhangi
bir metrik igin Ricci tensoriiniin  matrisi {l,n,m,m} yerel tabaninda,
Newman-Penrose biiyiikliikleri cinsinden ifade edilmistir. &y, # 0 durumu
icin rankmm 1 olma kosulu Onerme 2.1. de verilmistir. Bélim 2.3 de,
Sonug 2.1 ile, genel bir B tipi warped carpim metrik i¢in, manifoldun ikinci
bileseninin sabit egrilige sahip, R* e gomiilmiis, kompakt, baglantili ve regiiler
bir manifold olmasi durumunda uzay-zamanmn kiiresel simetrik, Onerme 2.2
ile Ricci tensorii matrisinin rankinin 1 ve enerji-momentum tensorii matrisinin
tekil olmamasi durumunda, fiziksel kaynagin kiitlesiz bir skaler alan olmasi
gerektigi ispatlanmigtir.  Yine Bolim 2.3 de, genel B tipi warped carpim
metrikten, kiiresel simetrik metrige gecilmis ve Newman-Penrose biiytikliikleri
hesaplanmigtir. Daha sonra, Einstein alan denklemleri, ii¢iincii boliimde verilen
alan denklemlerinden bagimsiz olarak, Ricci tensori igin rank 1 kosulundan
elde edilmis (2.46) ve (2.49) denklemlerinde verilmigtir. Boliim 2.4 de, Ricci
rank 1 smiflamasi kullanilarak, enerji sartlarinin ifadeleri Newman-Penrose
nicelikleri tiiriinden ifade edilmis ve sartlarin saglandigi acikga gosterilmistir.
Son olarak, kullanilan B tipi warped metrigin Petrov ve Plebanski siniflamalar

belirlenmigtir.

Ugﬁncﬁ boliimde, (3+1)-boyutta Einstein alan denklemleri, literatiirdeki
calismalar dogrultusunda kiiresel simetrik metrige kiitlesiz skaler alanin kuple
edilmesiyle cahgilmigtir. Baslangigta “over determined” olan orijinal sistem,
a, o, v ve m degigkenleri kaynak [10] da oldugu gibi kullamlarak, u = ™ ve
y = - fonksiyonlar igin efektif olarak zamana gore ikinci dereceden normal bir
sisteme (over determined olmayan) indirgenmes ve Bolim 3.3 de Onerme 3.2
ile verilmistir. Pozitif ve negatif dal tamimlari yapilmigtir. Zamandan bagimsiz

¢Oziimler i¢in, zamandan bagimsiz duruma skaler alanin ¢, = 0 (pozitif dal)
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veya ¢s = 0 (negatif dal) olmasi durumunda gegilerek zamandan bagimsiz 6zel

¢oziimler Boliim 3.4 de sunulmustur.

Pozitif dal olarak adlandirdigimiz statik durum igin tam ¢6ziim Bolim 3.4 de
Onerme 3.3 ile verilmis ve detayh grafikleri cizilmistir. Ayrica, pozitif dal
dinamik bir sistem olarak ele alinmig ve faz diizlemi analizi yapilmigtir. © = 0
agikar ¢oziminin ps +p > 0, p < % bolgesinde bir genel ¢ekim noktasi oldugu

Toerem 3.1 de ispat edilmigtir.

Wyman [20] tarafindan pertiirbatif olarak galigilan ve bunun diginda literatiirde
dikkati ¢ekmemis olan, negatif dal olarak adlandirdigimiz statik durum igin
¢oziimiin agik analitik bir ifadesi elde edilememis, ancak negatif dal dinamik bir
sistem olarak Bolim 3.5 de incelenmis ve Teorem 3.2 ile de tiim ¢oziim egrileri
karakterize edilerek tam ¢oziimler kapali formda elde edilmistir. Bu kapsamda,

sistemin iki kritik noktasmdan (0,0)'m semer noktasi, (7,

0) noktasinin ise
s+ >0, p < % bolgesinde bir genel ¢ekim noktasi oldugu ispat edilmistir.
Ayrica, negatif dalin lineer kismi i¢in period 3.62 olarak hesaplanmig, lineer
olmayan sistem icin period hesabi, y— s diizlemindeki ¢oziim egrisinin salinimlar:
kullanilarak niuimerik olarak yapilmig ve 3.62’ye oldukca yakin bir period
bulunmustur. Ilging bir tesadiifle de p i¢in orijinal normal sistemde negatif daln
lineer kisminda zaman yontindeki ikinci tiirev ifadesi yerine konumun birinci
turevinin £ kat1 alinarak ve kiiciik bir doniigim yapilarak, periodun yalnizca
k = 0.3704 i¢in 3.44 oldugu gézlenmistir. Bu ise, Choptuik [10] tarafindan verilen
sirasiyla kritik iis ve period ile olduk¢a uyumludur. Fakat, bu uyumun nedeni

izah edilememigtir. Son olarak, Boliim 3.7 de, her iki dalin da enerji kogullarini

sagladig1 gosterilmis ve negatif dal miikemmel bir akigkan olarak yorumlanmigtir.

Dordiincti boliimde, ilk olarak iigiincii boliimde elde ettigimiz, (341)-boyuta
iligkin sonuglar ile ilk ¢aligmalarimizin [47] ilintilendirilmesi amac ile,
(241)-boyutlu manifold, (3+1)-boyutlu manifoldun ekvatoruna gomiilmesi
olarak tamimlanmigtir. Yine her iki boyuttaki ¢oziimlerin kargilagtirma amaci
ile, (34+1) ve (2+1)-boyutta kozmolojik sabitli denklemler Boliim 4.3 de verilmis,
her iki boyutta da statik hale, ¢; = 0 veya ¢, = 0 durumlarinda inilecegi

goriilmiigtiir. Ancak tam ¢oziimlerin karsilagtirilmasi sadece kozmolojik sabitsiz
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durum i¢in yapilmigtir. (2+1)-boyutta, kozmolojik sabitin sifir oldugu durum

icin tam ¢oziim Bolum 4.4 de verilmigtir.

Bu boliimiin temel sonucu olarak, (241)-boyutta daha dnceden pertiirbatif olarak
[27])'da galigilan negatif kozmolojik sabit igeren, skaler alan kuplaji ile elde edilen
Einstein alan denklemleri i¢in bulunan ve Boliim 4.5 de verilen tam ¢oztimdiir.
Oncelikle, koordinat degigimi yapilarak (¢,r,6) orijinal koordinatlarmmdan, 2.
gesit koordinatlar olan (¢,7,60)'ya gecilerek alan denklemleri elde edilmig ve
tam ¢oziim, 3. gesit koordinatlar olan (t,w,f) da bulunmustur. Elde edilen
tam ¢ozlimden, ¢esitli koordinat déntigiimleri kullanilarak kaynak [50)’de verilen
genel Anti de Sitter metrigine ulagilmigtir. Boélim 4.6 da, (4.15) metriginin
¢ # 0 oldugu durumda degismeli Go simetri cebrine, ¢ = 0 durumunda ise,
G3 VI, h = —1 Bianchi tipine sahip oldugu gosterilmistir. Geodezik denklemleri
Boélim 4.7 de, (t,7,0) koordinatlarinda hesaplanmig, denklemler indirgenerek, c3
parametresinin durumuna gore geodeziklerin tipleri belirlenmis ve daha sonra

niimerik ¢oziimler elde edilmistir.

Calismanin basglangic amaci esik davramisinin incelenmesi idi. Bu amacla,
(34+1)-boyutta Eistein alan denklemleri efektif olarak zamana gore ikinci
dereceden kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemine indirgenmis ve (3.12a,b)
ile verilmistir. Ancak, bu denklem sisteminin tam ¢oziimii elde edilememistir.
Niimerik olarak ¢oztim denemeleri yapilmigsa da basgarili olunamamisgtir.
Literatiirde onemli bir yere sahip olan “egik davranigi”, aym yay elemani igin,
orijinal alan denklemlerinde (indirgenmemis hali) skaler alan tizerine verilen
baglangig degerleri i¢in 1993 yilinda Choptuik [10] tarafindan kesgfedilmistir. Kisa
bir siire icinde de bu ¢aligma 100tin tizerinde atif almigtir. Bizim indirgemis
oldugumuz (3.12a,b) sistemi, Choptuik’in ¢aligtig1 sisteme nazaran daha basittir.

Bu yiizden de, niimerik olarak daha iyi sonuclar verebilecegini diigtinmekteyiz.
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