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KESIiRLIi MERTEBEDEN KONTROLORLER VE UYGULAMALARI
OZET

Son yillarda, matematik literatiirinde 300 yili askin bir siiredir var olan kesirli
mertebeden tlirev ve integral kavramlarmin, sistem modellemeden kontrolor
tasarimina, kontrol miihendisliginin bir ¢ok alaninda da kullanilabilecegi
gorilmiistir.

Bu calismada oncelikle 19. yy’da ortaya atilan ve literatiirde siklikla kullanilan
Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli mertebeden tiirev ve integral
tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu tiirevlerin lineer olma ve Leibniz kurali gibi bazi
ozellikleri ele alinmis ve kesirli mertebeden tlirevler ile tam sayili mertebeden
tirevlerin iliskilerine deginilmistir. Ayrica kesirli mertebeden tiirevlerin Laplace
doniistimlerini elde etme yontemleri {izerinde durulmus ve Riemann-Liouville kesirli
mertebeden tiirev tanimimin Laplace doniisiimiinde ortaya ¢ikan sorunlar belirlenmis
ve bu sorunlar1 gideren literatiirde O6nerilmis Caputo kesirli mertebeden tlirev tanimi
verilmistir.

Daha sonra kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin dinamik sistemleri
modellemede ¢ok daha etkili oldugu gdsterilmis ve tam sayili mertebeden modelin
dogrulugu kabul edilerek tasarlanan kontrolorlerin, gercek sistem kesirli mertebeden
oldugunda basarimlarinin nasil etkilenecegi incelenmistir. Ayrica kesirli mertebeden
tirevlerin yaklasiklik ifadelerinin siirekli ve ayrik zamanda elde edilmesine yonelik
yontemler verilmis ve bu yontemlerin 6zellikleri incelenmistir.

Son olarak da, bu tez ¢alismasinda kesirli mertebeden kontrolor tasarim yéntemlerine
ve kesirli mertebeden kontrolorlerin geleneksel kontrolorler ile karsilastirilmasina
yer verilmistir. Bu kapsamda, kesirli mertebeden PID tanitilmis ve frekans tanim
bolgesinde kesirli mertebeden PID tasarimi gergeklestirilmistir. Bir ara¢ siispansiyon
sisteminin ve ters sarkag sisteminin kontrolii, kazang ve mertebe katsayilart niimerik
arama algoritmalar1 ile belirlenen kesirli mertebeden PID kontroldrleri ile
gerceklestirilmistir. Son olarak ise bir DC motorun yoriinge izleme kontroliiniin,
kesirli mertebeden bir PD kontrolorii ile yapildigt  deneysel bir caligma
gerceklestirilmistir.
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FRACTIONAL ORDER CONTROLLERS AND THEIR APPLICATIONS
SUMMARY

In recent years it is seen that fractional order derivative and integral which are
involved in mathematics literature for more than 300 years can be used in various
fields of control engineering from system modeling to controller design.

In this thesis firstly Riemann-Liouville and Griinwald-Letnikov fractional order
derivative definitions which are frequently used in literature is given. After that
fractional order derivatives’ some properties which are linearity and Leibniz rule are
handled and the relationship between the fractional order derivatives and integer
order derivatives is discussed. Furthermore, Laplace transforms of fractional order
derivatives are obtained. Problems that may be occur in obtaining the Laplace
transform of the Riemann Liouville fractional order derivatives are determined and
Caputo fractional order derivative definition that solves these problems is given.

After that it is shown that fractional order differential equations are more efficient
than the integer order differential equations in system modelling. A performance
evaluation of the controllers which are designed under the assumption that the
system is integer order while the real system is fractional order is examined. In
addition to this continuous and discrete time approximation methods for the
fractional order derivatives are given and the properties of these methods are
investigated.

Finally, in this thesis fractional order controller design techniques and a comparison
between the performances of the traditional and fractional order controllers are
given. Within this context, fractional order PID controllers are introduced and a
fractional order PID controller is designed in frequency domain. Fractional order PID
controllers; in which numerical search algorithms are used to find the gain,
differentiation and integration orders coefficients are applied to control the vehicle
suspension system and an inverted pendulum. Lastly, an experimental study is made
by using a fractional order PD controller, in order to realize the reference tracking
control of a DC motor.
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1. GIRIS

Tirev ve integral kavramlari ilk defa 17. yiizyilin ikinci yarisinda Leibniz ve Newton
tarafindan birbirlerinden habersiz olarak gelistirilmistir. Leibniz ve Newton
tarafindan ayrintili olarak incelenen tam sayili mertebeden tiirev ve integral
islemlerinin bir genellestirmesi olarak kabul edilen kesirli mertebeden tiirev ve
integral kavrami da, aslinda tam sayili mertebeden tiirev ve integral kadar eskidir.
Kesirli mertebeden tiirev ile ifade edilmek istenen aslinda herhangi bir mertebeden
tirevdir. Bir ¢ok kaynakta da deginildigi gibi kesirli mertebeden tiirev ifadesi ilk defa
1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’e yazdigi bir mektupta ge¢mektedir [1]. Bu
mektubunda Leibniz L’Hospital’e “Tam sayili mertebeden tiirevlerin anlami tam

sayili olmayan tiirevlere genisletilebilir mi?” diye sormustur.

Tam sayili tiirev isleminde oldugu gibi, kesirli mertebeden tiirev i¢in de literatiirde
cesitli tamimlar verilmistir ancak kesirli mertebeden tiirev nasil tanimlanirsa
tanimlansin tlirev mertebesi tam say1tya esit olacak sekilde segildiginde ortaya ¢ikan
ifade Leibniz ve Newton tarafindan onerilen tam sayili mertebeden tiirev ifadesi ile
ayni olmaktadir. Literatiirde en ¢ok soz edilen tanimlar, daha sonraki boliimlerde
ayrintisiyla deginilecek olan Griinwald-Letnikov ve Riemann-Louville Kkesirli
mertebeden tlirev tanimlaridir. Yapilan ¢aligmalarda bu iki tanimin bazi durumlarda
birbiriyle esdeger oldugu gosterilmistir [2,6]. Yaygm kullanilan bu iki tanimin
disinda literatiire birgok kesirli mertebeden tlirev tanimi bulmak miimkiindiir.
Omegin Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimi, Riemann-Louville tanimimnin
Laplace doniisiim ifadesinin uygulamalarinda ortaya ¢ikan baslangic degerlerin
hesaplanmasi veya deneysel yolla Olclilmesi problemini ortadan kaldirmak ig¢in

1960’11 yillarda italyan matematik¢i M. Caputo tarafindan &nerilmistir.

Baslangicta, plir matematigin bir konusu olan kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler, bilgisayar teknolojisindeki hizli gelismeler ve yapilan c¢aligmalar
sayesinde gilinlimiizde kendisine bir ¢ok uygulama alani bulmustur [3]. Bu
uygulamalarin 6nemli bir kisminin, karmasik dinamik sistemlerin modellenmesi ve

kesirli mertebeden kontrolorlerin analizi ve tasarimi oldugu sdylenebilir.



Bilindigi gibi, dinamik sistemler bazi varsayimlar altinda modellenir. Bu
varsayimlarin gecerli oldugu kabulii ile sistem dinamiklerini en 1yi ifade eden bir
matematiksel model elde edilir. Bu varsayimlarin basinda da, sistemi olusturan
elemanlarin ideal oldugu varsayimi gelir ve bu varsayim altinda dinamik sistemler,
tam sayili mertebeden tlirev ve integraller iceren diferansiyel denklemler ile
modellenir. Diger taraftan, tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerin bir¢ok
dinamik sistemi modellemede yetersiz kaldig1 da bilinmektedir. Bu sistemlere 6rnek
olarak, viskoelastisite, viskoelastik sistemler; difiizyon, 1s1 ve nem transfer olgusu;

ekonomik ve biyolojik sistemler verilebilir [3].

Kontrolér tasarimi acisindan ise tam sayili mertebeden kontrolorlerde, secilen
herhangi bir amag¢ Olciitiinii saglamak iizere, sadece kazang katsayilar1 serbest
secilebilirken; kesirli mertebeden kontrolorlerde bunlara ek olarak -kontroloriin
tiirtine bagh olarak- tiirev veya integral mertebeleri de serbest segilebilir. Bu nedenle,
kesirli mertebeden kontrolorlerin, tasarimda biiyiik bir esneklik sagladigi, sistemin
basariminit arttirdigr ve sistemdeki parametre degisimlerine karsi daha az duyarli
oldugu bilinmektedir. Bu olumlu 06zelliklerinin yaninda, kesirli mertebeden
sistemlerin zaman tanim bdolgesindeki cevaplarinin elde edilmesinin oldukga
karmagik islemleri gerektirmesi analiz ve tasarim yontemleri gelistirme de sorunlarla
karsilasilmasina sebep olur. Bu nedenle, literatiirdeki c¢alismalarin biiyiik bir
boliimiinde, Onerilen tasarim yontemleri, ya frekans tanim bolgesinde ya da sayisal
bir arama algoritmasi kullanilarak gelistirilmistir. Ayrica, ilgili literatlirede bu
sistemlerin analiz ve tasariminda kullanilabilecek cesitli yaklasiklik yontemleri
Onerilmistir ve bu yontemler sayesinde kesirli mertebeden tiirevler ile ¢alisirken

olusabilecek hesaplama yiikiinii azaltmak miimkiin olmaktadir [4].

Bu tez calismasinda kesirli mertebeden sistemler ve kesirli mertebeden kontrolor
tasarim yontemleri incelenmis, dogrusal ve dogrusal olmayan ¢esitli sistemler icin
kontroldrler tasarlanmis ve ¢esitli sayisal ve deneysel uygulamalar yapilmistir. Tezin
icerigi sdyle Ozetlenebilir; once kesirli mertebeden tiirev ve integral tanimlar1 ve bu
tanimlarin 6zellikleri ve birbirleriyle olan iliskileri tizerinde durulacak, daha sonra
literatiirde siklikla kullanilan kesirli mertebeden tiirevlerin Laplace Doniisiimleri elde
edilecek ve elde edilen doniisiimlerin miihendislik uygulamalarinda ne kadar
kullanilabilir oldugu lizerinde durulacaktir. Ardindan kesirli mertebeden sistemler ele

alinacak ve kesirli mertebeden tiirevin siirekli ve ayrik zamandaki yaklasikliklar



incelenecektir. Son olarak da kesirli mertebeden kontrolor tasarim yontemleri

tizerinde durulacak ve cesitli sayisal ve deneysel sonuglar verilecektir.






2. KESIRLI MERTEBEDEN KALKULUS

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin temelleri 1695 yilinda Leibniz’in

L’Hospital’e gonderdigi bir mektupta atilmistir. Bu mektupta Leibniz “Tamsayili

n
mertebeden d den tirevinin anlami tamsay1 olmayan degerlere genellestirilebilir

(13

mi?” diye sormustur. L’Hospital ise bu soruya bir bagka soru ile cevap verir:

n=1/2 olursa ne olur?”

L’Hospital bu sorusuyla belki de farkinda olmadan literatiire ilk defa yari tiirev
kavramimi kazandirmistir. n=1/2 oldugu durumda operatore yari tiirev operatorii
denir. Yarn tiirev operatorii bir fonksiyona ard arda iki defa uygulandiginda o

fonksiyonun 1. mertebeden tiirevine esdeger bir sonug elde edilir.

Daha sonra [5]” e gore S.F. Lacroix, J.B.J. Fourier, N.H. Abel, J. Liouville, B.
Riemann, K. Griinwald, A.V. Letnikov, J. Hadamard, G.H. Hardy vb. bir ¢ok {inlii
matematik¢i bu konu iizerinde caligmalar yapmustir. Literatiirde bir¢ok kesirli
mertebeden tiirev ve integral tanimi bulunmaktadir ancak bunlarin en 6nemlileri

Grinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tanimlaridir.

Baslangicta saf matematiksel bir alan olarak goriilen kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler 6zellikle son elli yildir mithendisligin birgok bransinda kendine kullanim
alan1 bulmustur. Sistem modelleme ve kontroliinde kesirli mertebeden yapilarin
tamsayili mertebeden yapilara gore daha i1yi sonug verdigi gosterilmistir. Ayrica
viskoelastisite, 1s1 transferi, elektrik devreleri ve analog gercekleme ile ilgili olarak

literatiirde birgok ¢alisma bulunmaktadir.

2.1 Tiirev ve integral Operatorlerine iliskin Ortak Gosterim

Bu boliimde genellikle ayr1 gosterime sahip tiirev ve integral operatorleri aynmi
gosterim altinda birlestirilecektir. Bu birlestirme islemi tamsayilar i¢in yapilacaktir.

Bu birlestirmenin nedeni ifadeleri daha sonra verilecek olan kesirli mertebeden tiirev



ve integral tanimlarinin tek bir operator ile gosterilmesinin yazimda ve hesaplarda
kolaylik saglamasidir.

Once y = f(t) seklindeki bir fonksiyonu gz 6niine alalim. n in tamsay1 oldugu

durumda n. mertebeden turev,

d("f

FOM)=" = Ihimohini(—l)f(:]f (t—rh) (2.1)

n
seklinde tanimlanmistir. Burada (r ] binom katsayisidir,

[nj: n(n-1)(n-2)...(n—r +1) (2.2)

r r!

(2.1) ifadesini genellestirmek igin agsagidaki yap1 kullanilabilir:

f () = IIm —Z( 1" ( ]f(t—rh) (2.3)
Burada (2.3) ifadesindeki p terimi herhangi bir tamsayiy1 gostermektedir ayn1 sekilde

n de yine bir tamsayidir. (2.3) ifadesinde [E] den sonraki biitiin terimler sifir

oldugu i¢in p <n igin bu esitlik p inci mertebeden tiirevi ifade ederken p’nin negatif

degerleri i¢in ise integral ifadeleri elde edilir. Yazma kolayligi i¢in,

m: p(p+1)(p+f!)----(p+r—1) (2.4)
gosterimi kullanilirsa,
[—er _—p(=p-1)(-p ;IZ)....(—p '+ _ 1 { } 25)

seklinde basit olarak ifade edilebilir. (2.3) ifadesindeki p terimi —p olarak degistirilir

ve (2.5) esitligi bu ifadede yerine konulursa:

r=0

fC p>(t)—||m—2( )" (-1)" ( jf(t—rh) im hpsz—rh) , (2.6)

lim £ (t)=,D, " f (t) (2.7)

nh—t-a

elde edilir. p=1 igin ise,



f O (t) = hi f (t—rh) (2.8)

yazilabilir. Ayrica t—nh=a alinir ve f(t) fonksiyonunun siirekli oldugu kabul

edilirse

lim £ (t)=, D, (1) =tff(t—z)dz:]f(r)dr (2.9)

nh—>t a a

sonucuna ulasilir. Bu ifade genellestirilse:
pf(t)— IIm hpZ{ }f(t—rh)——j(t 7)" "t f(r)dr. (2.10)
nhat -a

elde edilir. Bu ifadenin dogrulugu tiimevarim yontemiyle ispatlanabilir. Tiimevarim
yontemiyle (2.10) ifadesini elde etmek i¢in herhangi bir p igin dogru oldugu kabul
edilip, p+1 igin de dogru oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu amagla, asagidaki

fonksiyonu tanimlayalim:
t
f@) = [f()dr (2.11)

Burada f,(a) =0 oldugu goriilmektedir.

1
D) = i hpﬂZ{p: }f(t—rh) 2.12)
nh—>t a r=0
" 1
= i hpz[pr }f(t—rh)— lim hpz[p: }fl(t—(r+1)h) 2.13)
nh_)—>t—a r=0 nh—>t a r=0

bu ifadede, (2.4)’ten yararlanarak agagidaki iliski kullanilabilir.

EaRHR ”

(2.14) ozelligi (2.13) ifadesindeki ilk toplam teriminde kullanilir ve ikinci
toplamdaki r ifadesi r-1 ile degistirilirse[6] ya gore:



n n 1
AU IR YD 3 B L

nhot-a =0 nhot-a = r-1
h-t h—t 0 (2.15)
~ Jim hpf{pﬂf (t—rh)
h—0 —~r_1]"*
nhot-a =l
o4 _ . p+1
=. D" f(t)=,D, " f,(t) - hllrg] hP " f,(t—(n+1)h) , (2.16)
nh—t-a
+1 —
=D P (t)=, D" f,(t) - (t—a)” lim [ pn }ip fa-—2 2.17)
n—oo n n
elde edilir. Bu ifadede (2.11)’de yaptigimiz tanim kullanilirsa,
. t—a
lim f,(a _T) =0 (2.18)
yazilabilir. Gama fonksiyonunun limit gosterimi,
im| P L oy (PED(P+2)..(p+n) 1 (2.19)
ool NP e nfnl I'(p+1)
g6z 6nlinde bulundurulur ve (2.17) ve (2.19) birlestirilirse,
t
D (O=,D () = [€=7 2, (R)dr, (2.20)
(p _1)' a
_ - =t t
:>aD{p’lf(t)=—ﬂ +ij(—rj f(r)dr, (2.21)
pl r=a p| a
1 t
—=.D P (t) = o j (-7 f(r)dr (2.22)

elde edilir. Bu sekilde (2.10) ifadesinin dogrulugu ispatlanmis olur. Simdi (2.10)
esitliginin p-katl bir integral ifadesi oldugunu gosterelim. Ifadenin tiirevi almacak

olursa

} T f T j(— r P2 (r)dr=,D; " f (1) (2.23)

yazilabilir ve bu (2.23) ifadesinin,

d -p
E(Dt f(t)

D ()= tj(aD( P (1)t (2.24)

seklinde integrali alinir ve



D) = tI(aD(‘“z f(D)dt (2.25)

elde edilen (2.24) ve (2.25) ifadeleri birlestirilirse,

t t
_DPf(t) = jdt j (D" f (1) dt, (2.26)
t t t -
=,D;Pf(t) = [dt [dt [{D P> (1) dt, (2.27)
— D (t) = [dt [dt.....] f (t)dt (2.28)
pdefa

elde edilir. Bu sekilde tiirev ve integral operatorleri tek bir gosterilim altinda

birlestirilmis olur ve en genel halde,

r=0

. L p

p — PN (1) _

.D, f(t)_h:irp h™*> (-1) (rjf(t rh) (2.29)
nh—t-a

gibi gosterilebilir. Burada m pozitif bir tamsay1 olmak tizere p=m oldugunda m inci

mertebeden tiirev elde edilir. p=-m oldugunda ise m katli integral elde edilir.

Tamsay1 mertebeden (n tamsayi) tiirev ve integral (p tamsayi) (2.29) un 6zel birer

hali olarak ortaya ¢ikar.

Tiirev ve integral islemlerinin ortak gosterilimi olarak diisiiniilebilecek olan D
operatdrii bazi kaynaklarda tiirevintegral operatorii olarak gecer. Bu ifade dogal
olarak tiirev ve integral mertebelerinin reel sayilara hatta karmasik sayilara
genellestirilebilecegi diistincesini olusturur. Bundan sonraki béliimlerde buraya kadar
tamsay1 olarak goz oniine aldigimiz “p” mertebesi reel sayilara genellestirilecektir ve
KMT ve KMI tanimlar ortaya konacak ve bu tiirev ve integrallerin &zellikleri

uzerinde durulacaktir.

2.2 Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integral Tanimlar

Tamsayil tiirevde oldugu gibi, kesirli mertebeden tiirev i¢in de literatiirde cesitli
tanimlar verilmigtir. Literatiirde yaygin olarak kullanilan iki tanim Griinwald-
Letnikov (G-L) ve Riemann-Liouville (R-L) tanimlaridir. Baz1 6zel durumlar i¢in bu

tanimlarin birbirine 6zdes olduklar1 gésterilmistir.



Bu boliimde Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville tanimlarina yer verilmistir.
Bu iki tanim disinda, literatiirde ¢ok cesitli tanimlar bulmak da miimkiindiir. Ornegin
1960’larda Italyan matematik¢i Michele Caputo tarafindan ortaya atilan Caputo
KMT tanimi, 6zellikle Laplace doniisiimii alindiginda daha kullanigl baslangic deger

ifadeleri igerdigi igin uygulamali alanlarda ve miithendislikte siklikla tercih edilir.

2.2.1 Griinwald-Letnikov tanim

Bu tanim 6nce 1867 de Anton Karl Griinwald tarafindan Onerilmis daha sonra 1868
yilinda [7] eserinde Aleksey Vasilievich Letnikov tarafindan gelistirilmistir.

Griinwald-Letnikov tiirev tanimi [8]’e gore p >0 olmak iizere,

nh=t-a nh=t-a

ifadesiyle verilir. Bu tanimin asagidaki sekilde ifade edilebilecegi [6]’da

gosterilmistir.

(k) _ a)-Pk
fY@)(t-a) N 1

D f(t) = \
DT ~ T(-p+k+1) C(-p+m+1)

tj(t —7)™ P £ ™D ()dr (2.31)

a

Bu ifadede “m”, “p-1" den biiyiik bir tamsayidir. En kiigiik “m” i¢in m< p<m+1
ifadesi gecerlidir. Ayrica (2.31) ifadesine [a,t] kapali araliginda f®(t),

(k =12,....,m+1) tiirevlerinin siirekli oldugu varsayimi altinda ulagilmistir.

Integral tanim1 ise yine p >0 olmak iizere

,D°f(t)= lim h*Y f f(t—rh), (2.32)
nh_:t—a r=0 " |

D F() = fim hpi_p_f(t—rh):L](t—r)p-lf(r)dr (2.33)
Eh_;(t)fa r=0 _r_ 1—‘( p) a

seklinde verilmistir.

2.2.2 Riemann-Liouville tanim

Riemann-Liouville tirev tanimi KMT’leri ifade etmede kullanilan en yaygin

tanimdir. Bu tanim ile psifirdan biiyik herhangi bir say1 olmak {izere f (t)

fonksiyonunun p inci metreden tiirevi

10



DPf(t) = (:j tj(t )™ f(r)dz, (m<p<m+l) (2.34)

ifadesi ile verilir. Riemann-Liouville tanimi ile Griinwald-Letnikov tanimi1 arasindaki

iliskiyi belirlemek i¢in f (t) fonksiyonunun m+1 defa tiirevinin alinabildigini kabul
edelim. Bu kabul altinda ®;D?f(t), Riemann-Liouville tiirevini, °:DP f (t)

,Griinwald-Letnikov tanimimi gostermek tlizere (2.34) ifadesine ard arda kismi

integrasyon uygulanirsa:

D)= (%) tf“ —0)" " f(n)de (2.35)

a

o f©@)(t-a)"" 1
RLDpf t) = m-p f(m+1) d _GLDpf t
=SD0=-2 Gy e p+m+1)-[( =) () ()

(2.36)
sonucuna ulasilir. Goriildiigii gibi f (t) fonksiyonu m+1 kez tiirevlenebilen bir
fonksiyon ise Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov tiirev tanimlar1 esdeger
olmaktadir. Matematiksel agidan bu Ozellikteki fonksiyonlar sinifi sinirli olsa da
uygulamada karsilasilan fonksiyonlarn genellikle bu o6zelliger sahip oldugu
sOylenebilir.

Riemann-Liouville integral tanimi ise, p >0 olmak iizere,

DPE(t) = (L [t-0" f@de 2.37)

seklindedir. Burada p >0 dir (2.34) ile verilen tiirev ve (2.37) ile verilen integral

ifadeleri birlestirilirse,

d k
Dk—aft: - t— ‘L’aldeT
DO (dtj r()j( S
T ieqrl () (239

l a-1
T )(dt) ft-n)*f(r)dr

ifadesi elde edilir. Burada « >0 ve k bir tam say1 olmak tlizere kK —a >0 kosulu

DI () =

saglanir.

11



2.3 Kesirli Mertebeden Tiirevlerin Bazi Ozellikleri

Bu boliimde KMT’lerin 6zellikleri ve iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevini almada
kullanilan Leibniz kuralinin mertebenin tam sayir olmadigi durumlarda nasil ifade

edilebilecegi lizerinde durulacaktir.

2.3.1 Dogrusal olma

Tamsayili mertebeden tiirevlerde bulunan lineerlik 6zelligi ayn1 zamanda kesirli
mertebeden tiirev ifadelerinde de mevcuttur. D/ Riemann-Liouville veya
Griinwald-Letnikov tiirevini ifade etmek tizere bu iki tiirev taniminin da,

D (3 (0) + 19() =2,D¢ £ (t) +4,D g 1) (2.39)

dogrusal olma 6zelligini sagladig1 gosterilebilir.

Once Riemann-Liouville tiirevi ele alinirsa. A3 tiirev mertebesi, K, (k—1< 8 <k)

ozelligindeki bir tam say1 olmak iizere

1

T(k— ) dt* | 0 () + s (o) (2.40)

DY (Af () +9(1) =

yazilabilir. Integralin i¢indeki terim ayr1 ayr1 yazilirsa:

B A _ \k-p-1
.D; (zf(t)wg(t»——r(k 5 a j( 7)1 f (2)dr
¢ : (2.41)
A k-p-1
T j( ) g(r)dr
=,D{' (f (©) + 19(0) =2,D{ f (1) +2.D{'9 1) (2.42)

ifadesi elde edilir ki, bu sonu¢ Riemann-Liouville tiirev operatoriiniin lineer
oldugunu gosterir. Ayni sekilde Griinwald-Letnikov tiirev operatoriiniin - de

dogrusallig1 gosterilebilir. Bu amagla,

DY (f (0)+ 49 (1) = lim h- ﬂZ( 1)’ (ﬂ J(ﬂf (t —rh) + g (t - rh) (2.43)

nh—>t a r=0

yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse:

DY (U (O)+4g(1) = 2 lim h- ﬂZ( )" (ﬂJf(t—rh)

nh—>t a r=0

: (2.44)
+u fim h° ﬂZ( 1)" (ﬂJg(t—rh)

nh—>t a r=0

12



=, D (Af (1) +£9(1)) =2,D{ f (t) +,D 9 () (2.45)
ifadesi elde edilir ki bu sonu¢ Griinwald-Letnikov tiirev operatoriiniin lineer

oldugunu gosterir.

2.3.2 Leibniz kural

Iki fonksiyonun carpimmin TMT inin hesaplanmasi igin kullanilan Leibniz kural;

p(t)ve f(t) iki fonksiyon, n bir tam say1 olmak tizere

n n

:tn Ot f(t) = Z[E]w”‘)(t) £ () (2.46)

iliskisi ile verilir. (2.46) ile verilen tanim ifadesinde “n” tamsayisi, sifirdan biiyiik p
reel sayisi ile degistirilirse f " (t) tam sayili mertebeden tiirev D f (t) seklinde
kesirli mertebeden tiireve doniisiir. Bu durumda,

Qf - Z(E ]co(“ 0,071 1) (247

k=0

seklinde bir tanim kullanilarak. uzun hesaplamalar sonucunda ¢(t) f (t) carpiminin p

inci mertebeden tiirevinin

k=0

D QM) f(t) = i(i }o(“ (t),D 7 f(t) (2.48)

seklinde elde edilebilecegi [6]’da gosterilmistir. (2.48) ifadesi literatiirde kesirli

mertebeden tiirevler i¢in Leibniz kurali olarak bilinir.

2.4 Kesirli Mertebeden Tiirevlerle Ilgili Bazi Hesaplamalar

Onceki boliimlerde KMT tanimlar1 ve bunlarin bazi 6zellikleri iizerinde duruldu. Bu

boliimde ise KMT kavraminin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bazi fonksiyonlarin; bir
sabitin daha sonra da t° seklindeki bir giic fonksiyonunun kesirli mertebeden
tiirevleri hesaplanacaktir.

2.4.1 Bir sabitin kesirli mertebeden tiirevi

Tirevin mertebesi tamsay1 oldugunda bir sabitin tiirevi her zaman sifira esit olur

ancak tiirev mertebesi kesirli oldugunda artik sabitin tiirevi sifira esit olmayabilir. Bu

13



durumu agiklamak i¢in, f(t) = c seklindeki bir sabit fonksiyonun kesirli mertebeden

tirevi (2.38) ifadesi kullanarak,

1 d°

-pm -1
,D; ”C—maj(t—r)p cdr, (2.49)
D c:(idij _7)"dr, (2.50)
0

seklinde hesaplanir. Burada 0 < p <1 ise (2.50) ile verilen ifadedeki integral ve elde

edilen sonucun tirevi,

tj(t—r)p‘ldr:{——(t_f)p} R +(t_0)p v (2.51)
; P p p p
%(%J g (2.52)

seklinde hesaplanir. Bu (2.52) ve (2.50) ifadesi birlestirilirse f (t) = ¢ seklindeki bir

sabit fonksiyonun (1— p) inci mertebeden tiirevi

_C e (2.53)

I'(p)

-pa _
=,D;"c=

olarak bulunur. Bu sonugtan goriildigii gibi, 0< p <1 olmak iizere f(t)=c sabit
fonksiyonunun (1— p)inci mertebeden tiirev ifadesi D} °c sifira esit degildir.
c =1 i¢in, f(t)=c nin 0.8 inci, 0.5 inci ve 0.2 inci mertebeden tiirevlerine iligkin

cizimler Sekil 2.1°te goriilmektedir.
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c=1'in kesirli mertebeden tiirevieri
L T T T T T T T

T
=0.8 inci mertebeden tiirev
=0.5 inci mertebeden tiirev
===0.2 inci mertebeden tirev

504 -

301

|

20t

T T ¥
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Sekil 2.1 : f(t) =c fonksiyonunun c=1 i¢in, 0.8 inci, 0.5 inci ve 0.2 inci mertebeden
turevleri

2.4.2 f(t)=t° gibi bir kuvvet fonksiyonunun Kesirli mertebeden tiirevi

Bu béliimde f (t) =t° seklindeki bir fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevi elde

edilecektir. Bu amagla (2.38) esitliginden yararlanilirsa:

agb d " 1 t _ m-a-1 __b
, Dt _(—dtj {—F(m—a) 0j(t ) dr} (2.54)
asb 1 d "t _ m-ca-1 __b
—=,Dft _—F(m—a) [_dtj {!(’[ 7) T dr} (2.55)

yazilabilir. Burada « tiirev mertebesi, m ise m—« >0 kosulunu saglayan herhangi

bir tamsayidir. (2.55) ifadesinin sag tarafindaki integralin hesaplanabilmesi igin

V= % seklinde bir degisken doniigiimii yapilirsa,

m 1
D’ = ;(ij t" e [@-v)" v dv (2.56)
I'(m-e)\ dt ;
seklinde bir esitlik elde edilir. Burada beta fonksiyonunun ozelligi kullanilacak
olursa:
. Dtatb — 1 r(b +l)r(m — a) (ij tm—a+b (257)
I'm-«a) T(b+1+m—-ea) \dx
Dt = I'(b+1) o '(m-—a+b+1) (2.58)

T T+l+m-a) TI'(M-a+b-m+1) "’
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elde edilir, bu ifade diizenlenirse f (t) =t° fonksiyonunun « inci mertebeden tiirevi

Dt = L0 o (2.59)
'b-a+1

seklinde elde edilir. f(t)=t" fonksiyonunun b=1 ,a=0.8,0=05 vea=0.2

aliarak elde edilen kesirli mertebeden tiirevlerinin ¢izimleri Sekil 2.2’ de verilmistir.

t! fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevieri
s T T T T T T T

—!
45 =0.8 inci mertebeden tiirev
=0.5 inci mertebeden tiirev
= 0.2 inci mertebeden tiirev

1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Sekil 2.2 : t*fonksiyonunun =0.8,  =0.5 ve =0.2 almarak elde edilen kesirli
mertebeden tiirevleri

2.5 Laplace Doniisiimii

Bu boliimde kesirli mertebeden tiirev ve integrallerin Laplace Doniisiimleri
incelenecektir. Bu amagla 6nce Laplace doniisiimii ile ilgili genel bilgiler ve Laplace
dontisimiiniin varlik teoremi verilecek daha sonra ise kesirli metreden tiirevlerin

Laplace dontisiimleri ile ilgili literatiirde bulunan bilgiler 6zetlenecektir.

Bir integral doniistimii,
T[f®)]=F(s)= |il.k(s,t) f(t)dtT (2.60)

seklinde tanimlanir. Burada k(s,t) fonksiyonuna integral doniisiimiiniin ¢ekirdegi

denir. Bu ¢ekirdek ve integralin siirlart k(s,t)=e™ , a=0, b= olarak

alindiginda olusan integral doniisiimiine Laplace doniisiimii denir.
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F(s)=L 4(t) 2 mje-st f ()t (2.61)

seklinde yazilir. Bu integralin mutlak yakinsak olabilmesi i¢in f(t) fonksiyonu
[0,00) araliginda parga parca siirekli ve listel mertebeden olmasi gerekir [9]. Varlik
teoremini ispatlamadan 6nce, tistel mertebe taniminin verilmesi yararli olacaktir.
Tamm[10]: Bir f(t) fonksiyonu igin her T >0 igin |f(t)<Me' veya her t>T
icin |f(t)| <Me™ kosullarm saglayan M >0 vea sabitleri varsa f(t)
fonksiyonuna iistel mertebedendir ve iistel mertebesi de o dir denir.

Teorem: Eger f(t) fonksiyonu [0,00)araliginda parca parca siirekli ve {stel
mertebesi « ise, S > « igin Laplace Doniisiimii vardir ve mutlak yakinsaktir.

Ispat: f(t) fonksiyonu parga parga siirekli oldugundan [0,M)sonlu araliginda
siirli olur ve

© t o
fe fOdt= e f ()t + [e f (1)t (2.62)
0 0 to

yazilirsa Laplace donilisiimiiniin yakinsaklhigint yukaridaki ikinci integralin

yakinsakligina indirgemis oluruz. Diger taraftan f (t) listel mertebeden oldugu i¢in

T

< [e[fldt < [e""dt = im =M g-sran (2.63)
t

T—0 S -
0 to t

wfe“ f (t)dt

to

yazilabilir ve integral ancak S > « i¢in yakinsak olur.

Laplace donilisimii olasilik problemlerinde, lineer diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde ve miihendislik problemlerinin analizinde 6nemli bir rol oynar. Lineer
sabit katsayili diferansiyel denklem sistemleri Laplace dontigiimii kullanildiginda
cebirsel denklem sistemine doniislirler. Bu cebirsel denklem takiminin ¢oziimi
diferansiyel denklemlerin s-tanim bdlgesinde ¢oziimii olacagl igin, zaman tanim

bolgesindeki ¢oziime ters doniisiim kullanilarak ulasilir. Ters Laplace Dontistimii,

ft)=L" R(s) ¥ %CT;“F(S) ,C=Re(s) >¢, (2.64)

c—i
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seklinde tanimlanmistir. Burada c integrali, F(s) fonksiyonunu yakinsama bolgesinde
tutacak bir reel sayidir. F(s) fonksiyonu rasyonel olmadigi zaman (2.64) esitligini
kullanarak ters doniisiimii belirlemek her zaman kolay degildir.

2.5.1 Kesirli mertebeden tiirevlerin laplace doniisiimleri

Riemann-Liouville integral ifadesi konvoliisyon isleminin tanimi kullanilarak
oD P f(t) = 1 ](t -7)P* f(r)dr = Lt Pl f (1) (2.65)
I'(p) 5 I'(p)

seklinde ifade edilebilir. Burada t"* teriminin Laplace déniisiimii

4 -
G(s)=Lt}* 3T(p)s™ (2.66)
seklinde belirlenebilir [11]. Diger taraftan, Laplace doniisiimiiniin konvoliisyon
ozelligi,
L4®*9® #F()G() (2.67)
kullanilir ve, (2.67) ve (2.66) ifadeleri (2.65)’te yerine yazilirsa bir f(t)

fonksiyonunun kesirli mertebeden Riemann Liouville integralinin Laplace doniistimii

LDt 3L i@ L G40 35 °FE) (2.68)
seklinde elde edilir. Bir f(t) fonksiyonunun kesirli mertebeden Riemann-Liouville

tiirevinin Laplace doniisiimiinii bulabilmek icin dnce n negatif olmayan bir tamsay1

olmak tizere,

DT =9" (), (2.69)

g(t)=,D; " P f(t) 1 ) t_[(t—r)”””l f(r)dr, (n-1< p<n). (2.70)

IF(k-p

tanimlarini yapalim. (2.69)’ un Laplace Doniigiimii alinir ve sag taraf i¢in tam say1

mertebeden tilirevlerin Laplace doniisiimii 6zelligi kullanilirsa,

L f(t) +5"G(s) —"f:skg“‘-k-” (0) (2.71)

elde edilir. Ayni sekilde (2.70) denkleminin de iki tarafinin Laplace doniisiimii alinip

Riemann-Liouville integralinin Laplace doniisiim 6zelligi kullanirsa

G(s) =s P F(s) (2.72)
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ifadesine ulasilir. Ayrica Riemann-Liouville kesirli tiirevinin,

- d n—-k-1 o e
g (1) =dt”’k’1ODt( P EO)=D" (1) (2.73)

ozelligi de kullanilir ve (2.72) ve (2.73) ifadeleri (2.71)’de yerine yazilirsa, bir f (t)

fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevinin Laplace doniigiimii
¢bpf R RN pk-1 274
L @D f(t) 3s°F(s)- s [ D/ ()] , (n-1<p<n) (2.74)
k=0

seklinde elde edilir. Bu doniisiim ifadesi matematiksel olarak gecerli olsa da, toplam
ifadesinin i¢inde bulunan, fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevlerine iliskin
baslangi¢ degerlerinin hesaplanmasi ya da bilinmesi kolay olmadig i¢in kullanilmasi
ile ilgili baz1 sorunlar1 vardir.Literatiirde, bu zorlugu ortadan kaldiran Caputo kesirli
tirev tanimi Onerilmistir [6]. Bu tez c¢alismasinda, Caputo kesirli tlirev tanimi
tizerinde ayrintili olarak durulmayacak sadece Riemann-Liouville tanimiyla
arasindaki farki gostermek icin Caputo kesirli tliirev taniminin Laplace doniisiimii

verilecektir. Caputo kesirli tlirev taniminin Laplace doniisiimii,
B n-1
L D7 F(t) 3sPF(5)- D 8P 1 ®(0). (2.75)
k=0

seklinde verilir [7]. Eger 0< p <1 ve alt simir deger a=0 ise, Griinwald-Letnikov

kesirli mertebeden tiirev taniminin Laplace doniisiimii i¢in,

_ 1)
r@-p) r(1 P)

DP f (t) = j( —7)" f'(r)dr (2.76)

ifadesi kullanilabilir.. Bu ifadenin Laplace doniisiimii alinir ve (2.66) ile verilen gii¢
fonksiyonunun Laplace dontisim 6zelligi kullanilirsa Griinwald-Letnikov kesirli

merteeden tiirevinin Laplace Doniistimii

Laprf® 3+

seklinde elde edilir.

— £(0) =s"F(s) (2.77)
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3. KESIiRLI MERTEBEDEN SISTEMLER

Son yillarda arastirmacilar kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tam sayili
mertebeden diferansiyel denklemlere kiyasla dinamik sistemlerin modellenmesinde
cok daha etkili oldugunu ortaya koymustur [12]. Ayrica, literatiirde verilen
yaklagimlar ve bilgisayar teknolojisindeki hizli gelismeler sistemlerin modelini,
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler olarak elde eden sistem tanima

tekniklerinin gelistirilmesini ve kullanilmasint miimkiin kilmistir.

Bilindigi gibi, dinamik sistem modelleme yontemleri bazi varsayimlar altinda
gerceklestirilir ve bunlarin gecerli oldugu kabulii ile sistem dinamiklerini en iy1 ifade
eden matematiksel model elde edilir. Bu varsayimlarin basinda ise sistemi olusturan
elemanlarin ideal oldugu gelir, bu varsayim altinda dinamik sistemler TMT ve TMI

iceren diferansiyel denklemler ile modellenir.

Oysa bu varsayim birgok durumda gegerli degildir. Ornegin viskoelastisitede katt
malzemeler Hooke yasasi ile sivi malzemeler ise Newton yasas: ile ifade
edilmektedir. Oysa bu kanunlar sadece ideal kati ve ideal sivi malzemelerin
davranismin matematiksel modelleridir. Ideal kati ve sivi malzemelerin neredeyse
dogada yer almadig: diisiiniiliirse bu yaklasimlarin eksikligi anlagilir. Bu eksikligi
gidermek amaciyla, Maxwell, Kelvin ve Voigt tarafindan viskoelastik malzemelerin
davraniglarinin  daha 1iyi modellenmesine yonelik bazi1 farkli yaklasikliklar
onerilmistir. Ancak bunlar da dogadaki baz1 malzemelerin modellenmesine yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle, literatiirde basing ile gerilme arasindaki iliskinin kesirli
mertebeden bir diferansiyel denklemle verildigi ¢esitli ¢aligmalar vardir. Bu
caligmalar gostermektedir ki; dogadaki malzemelerin davranisini modellemede,

kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ¢ok daha basarilidir. [6, 13, 14].

En genel halde kesirli mertebeden lineer zamanla degismeyen bir sistem, giris u(t) ve

¢ikis y(t) olmak tizere,

i a D™ y(t) =i b, D’u(t) (3.1)
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seklinde bir diferansiyel denklem ile modellenebilir. ilk kosullarm sifir oldugu
kabulii altinda (3.1) ile verilen bir sistemin giris ¢ikis iligskisini veren transfer

fonksiyonu s-tanim bolgesinde,

M
zm:() bmSﬂm bM s 4 bM 71315M71 Freeenaes + bosﬁo
H (S) = N = . " % ,O{n > ﬁm (32)
a San aNS + aN—ls N LEEEEREE +aOS

n=0 "N

seklinde elde edilir. Bu sekilde kesirli mertebeden dogrusal sabit parametreli bir
diferansiyel denklem ile temsil edilen sistemler “kesirli mertebeden dinamik
sistemler (KMS) olarak adlandirilirlar. Bir dinamik sistemi modellemek igin ¢ok
daha fazla parametre segenegine sahip olmasi nedeniyle bu sekilde elde edilen bir
matematik model gergegi temsil etmede daha basarili olacaktir. Ornegin tam sayil1 ve
N. mertebeden bir diferansiyel denklem ile modellenen bir sistem (TMS) i¢in serbest

secilebilen en fazla 2N-1 parametre bulunurken, ayni1 sistem

M m
b Sﬂ ﬁXM ﬂX(M—l) ........
H(S) = Zm:o m — = bMS +bM;SX(N_1) + _|_b0 ,1>IBX M (33)
Z:Loan S}{\l aNs+aN,ls N B SRR R +a0

seklinde bir kesirli mertebeden transfer fonksiyonu ile modellenirse serbest
parametre sayist N+M+1’e yiikselecektir. Secilebilecek parametre sayisi1 keyfi
olarak arttirilabildigi i¢cin, KMS’lerin TMS’e oranla modellemede daha fazla

esneklik saglayacagi agikca goriilmektedir.

Endiistride siklikla karsilagilan sistemlerin bircogu birinci mertebeden diferansiyel
denklemler ile yaklasik olarak modellenebilirler. Herhangi bir dinamik sistemin

matematik modeli i¢in,

K
7S+1

H(s)= (3.4)

seklinde bir yap1 secilmis ise, deney sonuglarindan hareketle sistem kazanci ve
sistemin zaman sabiti olmak iizere iki parametre sistem tanima teknikleri kullanilarak

belirlenmeye calisilir. Oysa sistemin modeli i¢in,

K
8% +1

H(s) = (3.5)

seklinde bir yap1 secildiginde ise kazang (K) ve s6zde zaman sabiti (7)) ile birlikte

sistem mertebesi « da serbest segilebilen bir model parametresi olacaktir. Sonug
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olarak, (3.4) ve (3.5) ifadeleri ile verilen sistemler i¢in parametre arama uzaylari
Sekil 3.1°de goriilmektedir.

WY

L B

Sekil 3.1 : (3.4) ve (3.5) ifadeleri ile verilen modeller i¢in parametre uzaylar

Omegin, parametreleri K=1, 7 =1 ve a =0.7 olan bir sistemin birim basamak bir

cevabi [6] ¢alismasinda verildigi gibi
h(t) =t""E, , (-t*) =t **Eq 0, (") (3.6)

seklinde analitik olarak elde edilebilir. Burada E Agarwal tarafindan klasik Mittag-
Leffler fonksiyonunun bir genellestirmesi olarak 1953’te Onerilen iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonunu ifade etmektedir.

E,)(2 )=Zor(ak+ n (37)

Bu cevabin analitik olarak hesaplanabilmesi i¢in oOncelikle (3.7) ile verilen iki
parametreli Mittag Leffler fonksiyonun hesaplanmasi gerekir. Bu ifadenin
kullanilmasi hesaplama yiikiinii arttiracagi i¢in bu tez calismasinda analitik olarak

hesaplanan cevaba ¢ok yakin sonug veren Carlson yaklasikligi kullanilacaktir.

Kesirli mertebeden modellerin basarisin1 gostermek amaciyla, parametreleri 7 =1ve
a =0.7 olan kesirli mertebeden bir sistemden elde edilen veriler kullanilarak, sistem
tanima yontemleri ile birinci mertebeden bir model elde edilebilir. Bu ¢alismada,
sistem ile model ¢ikis1 arasindaki fark iizerinden tanimlanan ¢esitli amag Olgiitlerini
en az yapan parametreler bulunmaya c¢alisilmistir, kullanilan Simulink diyagrami

Sekil 3.2’de goriilmektedir.
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E > tau.s+1 'E

Birim Basamall Transtar Fonketyony Seopel

Sekil 3.2 : Sistem tanimada kullanilan Simulink diyagrami
Optimizasyon yontemi olarak, genetik algoritma kullanilarak cesitli performans
Olgiitlerini minimize eden parametreler belirlenmistir. Cizelge 3.1° de ilgili
performans 6lgiitleri igin hata toleransmim 107 oldugu durumda genetik algoritmanin
kag nesil sonra aramay1 sonlandirdigi, performans 6lgiitiiniin degeri ve bu performans
Olciit degerini veren model parametreleri goriilmektedir. Sekil 3.3’te ise genetik
algoritma ve farkli performans oOlciitleri ile belirlenen sistemlerin ve kesirli

mertebeden sistemin birim basamak yanit1 goriilmektedir.

Cizelge 3.1 : Model parametreleri ve ilgili performans dl¢iitiiniin degerleri

Performans Olgiitii | Nesil K T
ISE 0.012699262 96 |0.8810.919
ITSE 0.020852300 67 |0.906 | 1.188
IAE 0.279628205 51 |0.869 | 0.956
ITAE 0.553510248 51 |0.904 | 1.378
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Sekil 3.3 : Elde edilen modellerin ve kesirli mertebeden sistemin birim basamak
yanitlari

Tanima islemi sonunda elde edilen modellerin hi¢ birinin, zaman tanim bolgesi
cevaplarinin uygunlugu acisindan kabul edilebilir bir yaklagikliga sahip olmadigi
Sekil 3.3’ten goriilmektedir. Elde edilen modellerin geri beslemeli kontrol altindaki
davraniglarinin analizi i¢in, ISE Ol¢iitiinii minimize eden birinci mertebeden model
temel alinarak basamak girisi altinda sistem cevabinin %?2’lik bandin igerisine 0.3

saniyede girmesini ve agim yapmamasini saglayan bir PI kontrolorii,

C(s) =13.58+ 2232

seklinde olacaktir. Sekil 3.4’ten goriildiigii gibi, eger sistem elde edilen birinci
mertebeden model gibi davranmis olsaydi istenen tasarim kriterleri saglanmis
olacakti. Ancak gercek sistemin -KMS- kontrol altindaki cevabinin yerlesme zamani

0.79 saniye olarak gerceklesmistir.
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= K esirli mertebeden sistem cevabi
= |SE ile elde edilen model cevabi

Birim Basamak Yaniti

0 | | | 1 | | | 1 |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Zaman(sn)

Sekil 3.4 : Tasarlanan kontrolor i¢in gergek sistemin ve modelin birim basamak
yanitlari

3.1 Kesirli Mertebeden Sistemlerin Yaklasikliklar:

Kesirli mertebeden sistemler {lizerinde ¢alisirken karsilagilan en biiyiik sorun, zaman
tanim bolgesi cevaplarmin elde edilmesinin zorlugudur [15]. Genellikle Kesirli
mertebeden bir sistemin cevabinin analitik olarak hesaplanmasi kolay degildir.
Ancak ozellikle son 20 yilda KMS’lerin tamsayili mertebeden yaklasik modellerinin,

siirekli ve ayrik zamanda elde edilmesine yonelik bircok calisma yapilmistir.

KMS’lerin tamsayili mertebeden yaklasiklik ifadelerinin belirlenebilmesinde
izlenenebilecek bir yol; dnce kesirli mertebeden tiirev ve integralin yaklagikliklarmin
elde edilmesi, sonra bu yaklasikliklar kullanilarak tiim sisteme ait yaklagiklik

modelin elde edilmesi olarak 6zetlenebilir.

Ilgili literatiirde, sistem karakteristifine ve girisin frekans spektrumuna bakilarak
kesirli mertebeden sistemin davranigina sinirli bir frekans araliginda esit olan tam
sayili mertebeden bir sistem kars1 diisiiriilebilir. Ornegin, s™ (0<n<1) kesirli

integralin [16]’de 6nerilen Oustaloup yaklasikligi,

1+ sla, )
s" . =C. | ——> 3.8
[wp, @8] (n) (1_’_ S/C()b J ( )
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seklindedir. Burada o, yaklagikligin gecerli oldugu frekans bandinin iist sinirini, @,

ise alt sinirini ifade etmektedir. C

m 1€ N, @, ve @, degerlerine bagh

-1

1+ ,& ”
0,
C(n)= —a)h (3.9)
1+ ,—“
@,

seklinde bir sabittir. Bu yaklasiklik ile elde edilen ve kesirli mertebeden integral

islemine kars1 diisen sistemin frekans cevabi ve birim basamak yaniti Sekil 3.5 ve

Sekil 3.6’da goriilmektedir.

-0.25

Sekil 3.6 :Birim basamak girisi i¢in S sisteminin, (3.8) ile verilen
yaklasikligindan elde edilen ve analitik olarak hesaplanan cevaplarin
karsilagtirmali olarak gosterilimi
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Frekans cevabi agisindan (3.8) ile verilen yaklasiklik incelendiginde, ag1 degisiminin
yiiksek ve diisiik frekanslarda sifira yakinsadigi goriiliir. Bu statik hatanin azaltilmasi
icin Lin [17] yiiksek ve diisiik frekanslarda sistemin davranigini birinci mertebeden

integrale kars1 diisiiren,

n-1

C 1+ s/

S = (310)
A s 1+ s/o,

seklinde bir yaklasiklik Onermistir. (3.8) ve (3.10) yaklasikliklarinin birlikte

cizdirilmis frekans cevaplariSekil 3.7’de goriilmektedir.

90

Sekil 3.7 :(3.8) ve (3.10) yaklagikliklarinin frekans cevaplari

Bir baska yaklasiklik ise  diisiik frekanslarda kazang gibi davranan yiiksek

frekanslarda ise birinci mertebeden integratore yaklasan,

1+ s/ "
st = Ce(@ts) o (3.11)
AL (@) (ST + oS+ (L-N)o,z) | 1+ ST o,

yaklagiklik ifadesi [15] ¢alismasinda Onerilmistir. Ayni ¢alismada (3.11)’e ek olarak

yiiksek frekanslarda kazan¢ gibi davranan, diisiik frekanslarda ise integratdr gibi

davranan,
n-1
& m]Ea)i\*” L-n)s’ + oS +Nw,w, \[1+ S/ ag (3.12)
A S g (w4 +9) 1+ s/ o,

yaklagiklig1 da 6nerilmistir.
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Literatiirde verilen (3.8-12) ifadelerindeki irrasyonel kisimlar Taylor seri agilimi,
siirekli kesir agilimi veya yinelemeli kutup sifir dagitimi yontemi kullanilarak

hesaplanabilir. (3.8-12)’deki irrasyonel kisimlar,

—Slw,+sl o

u(s) = 3.13
®) 1+s/w, (3.13)
olmak tizere,

1+ slw, )

T % | _@ru(s) (3.14)
1+ s/w,

Seklinde yazilabilir. Agikca goriildiigii gibi u(s)’ genligi ilgili frekans araliginda
1’den kiigiik oldugu i¢in seri a¢iliminin yakinsak oldugu sdylenebilir. Siirekli kesir

acilimu ile (3.14)

Lru(s) =1+ — 1) (3.15)
N u(s)
ai a2 + 7U (S)

a+....

seklinde yazilabilirken, Taylor Serisi A¢ilimi ile ise

1+u(s)" = i[[r'lj(u(s»‘} (3.16)

i=0

bigiminde elde edilir. (3.15) ve (3.16) ile verilen agilimlar sonsuz toplam ve sonsuz
bolme islemleri igerdigi icin hesaplarda ancak sonlu sayida isleme sahip
yaklagikliklari kullanilabilir. Tanimlari ve analizleri yukarida verilen (3.8) , (3.10-12)

yaklagikliklarinin frekans cevaplar1 verilmistir.

s%°’in yaklasiklig1 icin literatiirde yer alan diger yontemlerden bazilari ve bu
yontemler sonucunda elde edilen transfer fonksiyonlar1 Cizelge 3.2°de

goriilmektedir.
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Cizelge 3.2 : s7°°’in yaklagiklik ifadeleri

Yéntem Yaklagik ifade [0, o]

ORA 0.03162s° +16.92s* +537.1s% +1072s® +134.4s +1 | [0.01100]
s° +134.4s* +1072s® +537.1s% +16.92s +0.03162

CRONE 10s* +197.6s° +354.55% +62.48s +1 [0.01 100]
s° +62.48s* +354.4s° +197.65% +10s

Carlson | 5% 36s® +1265% +845+9 [0.01100]
9s* +84s® +126s? +365+1
Matsuda | 0,08549s* +4.877s° +20.84s? +12.995s +1 [0.01 100]

s* +13s® +20.84s” +4.876s +0.08551

En Kiiciik | 0,09593s* +5.909s° +40.7s” + 44.29s +3.859
s* +18.07s® +56.01s” +17.97s +0.2685

Kareler

Bu yaklasikliklara iliskin karsilagtirmali sonuglar ise Sekil 3.8’de goriilmektedir.

Step Responze

PO
P
re
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~ PO

= e
,,,,,,,,
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—
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=
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+
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Sekil 3.8 : s7°° sisteminin yaklagiklik ifadelerinin birim basamak yanitlar:
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3.2 Kesirli Mertebeden Sistemlerin Ayrik-Zamanh Modelleri

Kesirli mertebeden sistemleri kontrolor olarak kullanabilmek i¢in kesirli mertebeden
tiirev ve integrallerin ayrik-zaman karsiliklarinin elde edilmesi gerekir. Burada ayrik
zaman karsiliklar denildiginde kast edilen z’nin reel kuvvetlerini iceren ifadeler
degil, s diizlemindeki kesirli mertebeden tiirev ve integral ifadelerinin

yaklagikliklarinin z tanim boélgesindeki karsiliklarinin elde edilmesidir.

Literatiirde, ayriklastirma yontemleri dolayli ayriklastirma ve dogrudan ayriklagtirma

olmak tlizere iki sinifta incelenir.

3.2.1 Dolayh ayriklastirma

Dolayli ayriklastirma iki adimda yapilir; Once kesirli mertebeden tiirev veya
integralin Bolim 4.1° de verilen yontemler kullanilarak siirekli zamanda rasyonel
fonksiyon olarak elde edilen yaklasik ifadeleri elde edilir, sonra s-tanim bolgesinde

elde edilen transfer fonksiyonundan z-tanim bolgesine gegilir.

Cizelge 3.2°de verilen yaklasik transfer fonksiyonlar1 kullanilarak s%° sisteminin

ayrik karsihiklar1 elde edilebilir. Ornegin, Carlson yonteminin kullanildigi ve

ornekleme zamaninm 0.001 sn oldugu durumda s™*° sisteminin ayrik karsiligi,

0.00979z* —0.03897z° +0.05817z° + 0.03859z + 0.00959
2°—4.939z7* +9.7572°% -9.63622 + 4.757z —0.9394

(3.17)

olarak belirlenir. Analitik olarak elde edilen ¢ikis degerleri, Carlson siirekli zaman
yaklasikligt ve bu yaklasiklik kullanilarak elde edilen ayrik yaklagikligin birim

basamak yanitlar1 Sekil 3.9’ da verilmistir.
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Sekil 3.9 : Siirekli ve ayrik yaklagikliklarin birim basamak yaniti
3.2.2 Dogrudan ayriklastirma

Dogrudan ayriklastirma yontemleri, siirekli zamanda ifade edilen kesirli mertebeden

tiirev ve integralin dogrudan ayrik karsiliklarinin elde edilmesi ilkesine dayanir.

Kesirli mertebeden ifade s” ’nin dogrudan ayriklastirilmasi i¢in onerilen yontemlere
[18]’da yer verilmistir. Geriye fark alma kurali, Tustin, Al-Alaoui ve Simpson
operatorii dogrudan ayriklastirma yontemlerinden en sik kullanilanlarindandir [19].
Bu operatorler ve Taylor Seri Acilimindan sonra elde edilen yaklasiklik ifadeleri

Cizelge 3.3’te verilmistir.

Cizelge 3.3 :Dogrudan ayriklagtirma yontemleri

Operator Yaklasikhik
1 , 1 4 ala-1) _
s>=1-z" $* > —|l-azt+—"-TLr ..
Euler T T“( 5
. 21-z7" Y
Tustin —— ¥ — 2 1-2az +2a°27% +..
T1l+z T
. 8 1-z* 8\ (, 8 24 32
- s> — " > = | |[1-—az'+| ——a+—a’ |27 +...
Al-Alaoul Tirz/7 (7] ( 7% ( 29" 490’] J
. 3(1-zYH@+zh . 3\ B B}
Simpson ST T s —>[7j 1-daz +2a(a+3)27% +...

Dogrudan ayriklagtirmada siklikla kullanilan operatorlerden biri olan Al-Alaoui
operatorii Euler ve Tustin operatorlerinin bir karistmi gibidir. Bu operatoriin %251
Euler operatoriinden olusurken %75’ de Tustin operatdriinden olusur. Al-Alaoui

operatdriiniin liretici fonksiyonu,
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8 ) M, (z™)

=Db7@ {F N, (27)

(3.18)

seklinde ifade edilebilir, [20]. Bu ifadede, T 6rnekleme periyodu, TSE (Taylor Series
Expansion) ise Taylor Serisi A¢ilim1’dir.
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4. KESIRLI MERTEBEDEN KONTROLOR TASARIM YONTEMLERI

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerle ile ifade edilen kontrolorlere kesirli
mertebeden kontroldrler adi verilir. Bu kontrolorler, tiirev ve integral mertebeleri reel
sayilar kiimesinde deger alabildigi i¢in tamsayili mertebeden kontroldrlerin bir
genellestirilmesi olarak degerlendirilebilir. Tam sayili mertebeden kontrolorlerde
sadece kazang katsayilar1 serbest segilebilirken kesirli mertebeden kontrolorlerde

buna ek olarak tiirev ve integral mertebeleri de segilebilir.

Kesirli mertebeden kontroldrlerin tasarimda biiyilik bir esneklik sagladigi ve kontrol
sisteminin bagarimini arttirdigi bilinmektedir [21]. Ayrica, yapilan birgok g¢alisma,
kesirli mertebeden kontrolorler ile kontrol edilen sistemlerin davranisinin, sistemdeki

parametre degisimlerine kars1 daha az duyarli oldugunu gostermistir [14].

Diger taraftan kesirli mertebeden kontrolorler ile kontrol edilen sistemlerin zaman
tanim bolgesindeki basamak veya impuls yanitlarini elde etmek genellikle ¢ok
karmagik hesaplamalar1 gerektirir. Bu nedenle, zaman tanim boélgesinde kesirli
mertebeden kontroldrlerin tasarimi i¢in gelistirilmis kullanigh ve etkili yontemlere
rastlanmamaktadir. Literatiirdeki ¢aligsmalarin biiyiik bir boliimiinde, 6nerilen tasarim
yontemleri, ya frekans tanim bolgesinde ya da sayisal bir arama algoritmasi

kullanilarak gelistirilmistir.

4.1 Kesirli Mertebeden PID Kontrolorler

Giiniimiizde halen PID kontrolérler ve tiirevleri (Pl, PD) en sik kullanilan kontrolor
yapilarindandir. Basit yapilar ile proses endiistrilerinde siklikla kullanilmaktadir
[22]. PID tipi kontroldrlerin tasarlanmas ile ilgili ilk yaymnlar Ziegler ve Nichols
tarafindan yapilmisken bu konudaki arastirmalar giiniimiizde de devam etmektedir.

Kesirli mertebeden kontrol yapilarini dinamik sistemleri kontrol etmekte kullanma
fikri ise Oustaloup’a aittir. Birinci nesil CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non

Entier) kontrolor tasarimi ve CRONE ile PID’nin karsilastirilmasi [23]’te verilmistir.

Daha sonra Podlubny PI*D* tipi kontrol yapisini ortaya atmustir, [14]. PID ile
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karsilastirildiginda A ve u sirasiyla integrasyon ve tiirevleme islemlerinin mertebeleri

olmak iizere, PI*D* de fazladan 2 parametre daha bulunmaktadir. Baska bir deyisle,

geleneksel PID kontrolérlerinde tasarim parametreleri sadece kazanglar iken PI*D*
tipi kontrolorlerde bunlara ek olarak integrasyon ve tiirevleme mertebeleri de birer

tasarim parametresi olarak kullanilabilmektedir.

Zaman tanim bolgesinde kesirli mertebeden bir PI*D* kontrolorii

u(t) = K e(t) + K; ,D"e(t) + K, , D“e(t) 4.1)
seklinde ifade edilebilir. Acgik¢a goriildiigii gibi klasik PID kontrolorler (4.1)
ifadesinin 6zel bir hali gibi disiiniilebilir. Yani A ve u katsayilar1 sirasiyla A =1ve

4 =1lolarak segilirse klasik PID elde edilir ve asagidaki gibi yazilabilir:

u(t) = K e(t)+K; ,D"e(t) + K, , Die(t) 4.2)
PI*D* tipi bir kontroldriin transfer fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

G.(s) =K, +Ks™ +K,s* (4.3)
Geleneksel PID kontroldrii mertebeler diizleminde bir nokta ile gosterilirken, P1*D*
kontrolorii ise bir diizleme kars1 diismektedir. Eger A veyau katsayilarindan biri, 1

veya 0 olarak segilirse bu durumda nokta dogruya genislemis olur. PID ile P1*D*

"nin mertebe diizleminde karsilastirilmasi Sekil 4.1’de goriilmektedir.

H K prp
PD PID PD PID
u=1@® [
PID"
=0, . ® Pl 2 )
;u () ;u:l

Sekil 4.1 :PID ile P1”D* ’nin mertebe diizleminde karsilastiriimasi
Kesirli mertebeden P1*D* kontrolérii ile kontrol edilen kapali ¢cevrimli bir sistemin
transfer fonksiyonu, kontrol edilen sistem tam sayili mertebeden olsa bile kesirli
mertebeden olacaktir. Sekil 4.2° de kesirli mertebeden bir kontrolor ile kontrol edilen

bir sistemin blok diyagrami goriilmektedir.
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R(s) s
) . )
PI*D" G >
Kesirli Mertebeden Sistem
Kontrolor

Sekil 4.2 : Kesirli mertebeden PID ile kontrol edilen bir sistemin genel blok
diyagrami

Bilindigi gibi n. mertebeden lineer bir sistemin transfer fonksiyonu, n bir tam say1

olmak tizere,

as"+a, S"+..+as+a,

bs"+b, 5" +...+bs+b,

G,(s)= n=m (4.4

seklinde verilir. Sekil 4.2° deki kapali ¢evrimli sistemin transfer fonksiyonu, (4.3) ve
(4.4) ifadeleri kullanilarak,

m
[Z aksk] K,s* +K; + K s
k=0

(z bls'”J+(Z akskj K,s* +K; + K s
1=0 k=0

olarak elde edilir. Bu ifadeden agik¢a goriildiigii gibi kesirli mertebeden bir kontrolor

G, (s) = (4.5)

ile kontrol edilen tam sayil1 mertebeden bir sistemin karakteristik denklemi de kesirli

mertebeden olacaktir.

4.1.1 Kesirli mertebeden PID ile kontrol edilen sistemlerin ac¢ik ¢evrim yanitlar
Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilarak,
&ty e f) =t""TEL (yt?), (k=0,12.) (4.6)

seklinde bir fonksiyon tanimlanabilir. Burada o ve £ iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonunun parametrelerini, k da Mittag-Leffler fonksiyonunun tiirev mertebesini

gostermektedir.[6]’da (4.6) ile verilen bir fonksiyonun Laplace Doniigiimii
s _ kls*™” %
[ ety Adt=———, (Re(s)>|y|"*) 4.7)
s“Fy

seklinde elde edilmistir. Diger taraftan, kesirli mertebeden bir transfer fonksiyonu ile

1

(4.8)
a,s” +a,,5" +..+ a5 +a,s”

G (s)=
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seklinde ifade edilen bir sistemin impuls cevabi, ters Laplace doniisimii ve (4.7)

esitligi kullanilarak, (m;K,,K;,...,K,_,) multinomial katsayilar olmak tizere,

0,0--> L T (kg kk, )

m=0 MY skt k ,=m

) ko>0;...k,_»>0 (49)
XH[%] gn(t,— a;_l B, _ﬂn_pﬁnZ(ﬂn_l - B,)k))

seklinde elde edilebilir [6]. Ayrica, Laplace Doniistimii,

F(s) = zN: b.s“G,(s) (4.10)

seklinde olan bir fonksiyonun Ters Laplace Doniisiimii,
N

f(t)=) bD"g, (1) (4.11)
i=1

olarak elde edilir, burada D” kesirli mertebeden tiirev operatoriidiir. Diger taraftan,
(4.8) ile verilen ve kesirli mertebeden bir PID ile kontrol edilen bir sistemin agik

cevrim transfer fonksiyonu,

G, (8) = (K, +K;s™ +K,5“)G, (5) (4.12)

olarak belirlenir. (4.10) ve (4.12) ifadeleri benzer bir yapidadir. Bu durumda, kesirli
mertebeden bir PID ile kontrol edilen ve transfer fonksiyonu (4.8) ile verilen bir

sistemin birim impuls yaniti,

9 (1) = K9, (1) + K;D™g, (1) + K, D“g, (t) (4.13)

olarak elde edilir. Birim basamak yanitini elde etmek icin ise birim impuls yanitinin

(4.13)’1in integrali alinmalidr.

4.1.2 Kesirli mertebeden PID ile kontrol edilen sistemlerin kapah cevrim

yanitlar

Kesirli mertebeden bir PID ile kontrol edilen ve transfer fonksiyonu (4.8)’deki gibi

olan sistemin kapali cevrim transfer fonksiyonu ise,
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K,s" +K; + K s

Gkapalz (S) =
D a i K st K+ K s
k=0

(4.14)

seklinde elde edilir. Kapali ¢evrimli sistemin impuls cevabini elde etmek igin,
(4.14)’iin paydasinin Ters Laplace Dontisiimii (4.9) kullanilarak belirlenir ve sonra
(4.11) kullan